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Vorwort

Modelle zur Beschreibung von Finanzmärkten und der dort gehandelten Produkte bil-
den seit einer Reihe von Jahren einen wichtigen Schwerpunkt bei der Anwendung
mathematischer Resultate im Wirtschaftsleben. Demzufolge werden an Universitäten
und Hochschulen in den einschlägigen Studiengängen der (Wirtschafts-)Mathematik
und der quantitativ orientierten Wirtschaftswissenschaften in zunehmendem Umfang
Lehrveranstaltungen angeboten, die verschiedene Aspekte der Modellierung von Fi-
nanzmärkten zum Gegenstand haben.
Bei der Vermittlung der Inhalte besteht die besondere Herausforderung darin, dass
einerseits ein weitreichendes Verständnis der Funktionsweise von modernen Kapital-
märkten und Bankprodukten erreicht werden soll und andererseits parallel dazu die
nicht unerheblichen mathematischen Instrumentarien zur Modellbildung zu vermitteln
sind. In diesem Buch wird der Versuch unternommen, beide Gesichtspunkte gleicher-
maßen und angemessen zu berücksichtigen.
Die vorliegende Darstellung richtet sich an Studierende in Bachelor- und Masterstu-
diengängen sowie an Mitarbeiter von Finanzinstitutionen, die die mathematischen
Grundlagen der Bewertung von Derivaten, der Berechnung von Risiken mit Portfolio-
modellen und der Beschreibung von Kreditrisiken durch Ratingmodelle kennen lernen
wollen. Um den Einstieg zu erleichtern, wird hier bewusst auf eine streng formale Ab-
handlung der zu Grunde liegenden Theorie der stochastischen Prozesse sowie auch der
Stochastischen Analysis verzichtet. Dennoch werden die wichtigsten Sachverhalte die-
ser Teilgebiete formuliert und deren Anwendung aufgezeigt; deshalb ist ein gewisse
Routine im Umgang mit mathematischen Begriffsbildungen, wie sie etwa in den beiden
ersten Studienjahren erworben werden, unumgänglich. Auch sollten die Leser bereits
eine einführende Vorlesung zur Finanzmathematik absolviert haben, in der die The-
men Renten-, Barwert- und Tilgungsrechnung behandelt wurden. Beim Durchblättern
des Buches fällt auf, dass die Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik eine
fundamentale Bedeutung für die quantitative Beschreibung von Finanzmärkten hat –
daher werden in Kapitel 2 dieses Buches die wichtigsten Sachverhalte aus der "Welt des
Zufalls" erörtert, bevor dann in den nachfolgenden Kapiteln deren Anwendung aufge-
zeigt werden kann.
Der Stil dieses Buches ist geprägt durch einen Wechsel zwischen einer eher formal-
mathematischen Sprache ("Satz-Definition-Beispiel") und einer weniger formalen, mehr
beschreibenden Sprache – auch dadurch wird deutlich, dass der hier behandelte Gegen-
stand ein interdisziplinärer ist, der die Anwendung mathematischer Sachverhalte auf
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reale Probleme beschreibt. Einen besonderen Stellenwert haben die zahlreichen Beispie-
le und die Übungsaufgaben, die in den Text eingestreut sind – sie sollen die Einübung
und das Verständnis der Theorie unterstützen.
Die Auswahl des Stoffes orientiert sich an den Themengebieten, die heutzutage beim
Handel mit Finanzprodukten in Finanzinstitutionen eine wichtige Rolle spielen. Dabei
werden auch aktuelle Aspekte zur Modellierung der Finanzmärkte, die im Zuge der
Finanzmarktkrise seit 2007 an Bedeutung gewonnen haben, behandelt. Des Weiteren
findet auch die Umsetzung der angesprochenen Modelle in der Praxis sowie deren je-
weilige Stärken und Schwächen Erwähnung.
Größere Teile des Textes sind aus einschlägigen Vorlesungen in den Bachelor- und Mas-
terstudiengängen zur Finanz- und Versicherungsmathematik an der Hochschule für
Technik in Stuttgart hervorgegangen. Ich danke den Studierenden in diesen Vorlesun-
gen für die zahlreichen Hinweise zur Darstellung des Stoffes.
Bei Herrn Dr. Tin-Kwai Man (BHF-BANK Aktiengesellschaft, Frankfurt), Herrn Dr.
Carsten S. Wehn (DekaBank, Frankfurt) und Herrn Stephan Bellarz (DZ BANK AG,
Frankfurt) möchte ich mich für die Kurzbeiträge "Aus der Praxis" bedanken (vgl. Seite
212, 271 und 274).
Dem Herausgeber der Reihe "Studienbücher Wirtschaftsmathematik", Herrn Prof. Dr.
Bernd Luderer, danke ich für die Aufnahme dieses Lehrbuchs in die Reihe; dem Vie-
weg+Teubner Verlag danke ich für die hervorragende Zusammenarbeit.

Lehnheim, im Mai 2010 Stefan Reitz
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Kapitel 1

Grundlagen zu Finanzmärkten
und deren Modellierung

1.1 Finanzmärkte

Finanzinstitutionen, wie z. B. Banken, Versicherungen, Fondsgesellschaften sind ebenso
wie Staaten, große Industrieunternehmen, kleinere Firmen oder auch Privatpersonen
Teilnehmer der Finanzmärkte. Finanzmärkte können auf verschiedeneWeisen unterteilt
werden, z. B. anhand der nachfolgenden Kriterien:

• Laufzeiten: Kurz-, mittel- und langfristige Märkte,

• Produktarten: Eigenkapital-, Fremdkapital-, Devisen- und Derivatemärkte,

• Art des Handels: Börsenhandel oder direkter Handel zwischen den Marktteilneh-
mern (Over-The-Counter (OTC)-Märkte),

• Regionen: Nationale und internationale Märkte.

Stellen Sie sich z. B. vor, Sie nehmen einen Ratenkredit bei Ihrer Bank auf. Ein sol-
cher Kredit kann ganz unterschiedliche Laufzeiten haben. Da es sich um einen Kredit
handelt, Sie sich also fremdes Kapital leihen, spricht man auch von Fremdkapital. Der
Kreditvertrag wird zwischen Ihnen und Ihrer Bank direkt abgeschlossen, so dass ein
nichtbörsliches Geschäft, also ein OTC-Geschäft vorliegt.
Betrachten wir als zweites Beispiel einen großen, international agierenden deutschen
Konzern mit einer Tochterfirma in Amerika, der eine börsengehandelte Dollaranleihe
herausgibt (emittiert) und damit bei einer Vielzahl von Investoren einen Kredit auf-
nimmt: Dabei handelt es sich um eine langfristige Transaktion in einem organisierten
Markt (Wertpapierbörse), bei der eine fremdeWährung involviert ist (dementsprechend
ist eine Zuordnung zum Fremdkapital- und Devisenmarkt zu treffen).
Oftmals wird der Finanzmarkt innerhalb eines Währungsbereiches in den sog. Geld-
markt und den Kapitalmarkt unterteilt. Während die Bezeichnung Geldmarktgeschäf-
te für den kürzeren Laufzeitbereich (ein Tag bis ein Jahr) verwendet wird, umfasst der

S. Reitz, Mathematik in der modernen Finanzwelt, DOI 10.1007/978-3-8348-9860-9_1, 
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011 



2 1 Grundlagen zu Finanzmärkten und deren Modellierung

Begriff Kapitalmarkt alle Finanzinstrumente mit längeren Laufzeiten (auch unendliche
Laufzeiten sind theoretisch denkbar).
Im Folgenden betrachten wir die wichtigsten Finanzinstrumente des Geld- und Kapi-
talmarkts; vgl. hierzu auch die einführende Darstellung in [3]. Diese sind Gegenstand
der finanzmathematischen Modellierung.

1.1.1 Geldmarkt

Finanzmarktteilnehmer, die für einen relativ kurzen Zeithorizont Geld anlegen oder
aufnehmen möchten, schließen Geldmarktgeschäfte ab. Man spricht in diesem Zusam-
menhang auch vom sog. Liquiditätsmanagement. Die Abgrenzung der zum Geldmarkt
gehörenden Transaktionen ist nicht scharf. Wir zählen hier alle Formen von Tages- und
Termingeldern, mit denen gehandelt wird, zum Geldmarktsegment. Wenn Sie z. B. bei
Ihrer Bank Geld auf einem Tagesgeldkonto anlegen, so tätigen Sie ein Geldmarktge-
schäft. Dabei wird kein fester Rückzahlungstermin vereinbart, d. h. Sie können jeder-
zeit den gesamten Betrag wieder abheben. Professionelle Marktteilnehmer nutzen den
Handel mit Tagesgeldern, um die täglich anfallenden Zahlungsein- und -ausgänge aus
der regulären Geschäftstätigkeit zu steuern.
Termingelder sind Geldanlagen oder -aufnahmen mit einer festen Laufzeit oder einer
bestimmten Kündigungsfrist. Sie werden meist höher verzinst als Tagesgelder und ha-
ben für die Bank den Vorteil, dass die Fälligkeiten bekannt sind und somit eine bessere
Planung möglich ist.
Zum Segment des Geldmarktes gehören auch Anleihen mit kurzer Restlaufzeit, sog.
Geldmarktpapiere, die der Käufer zum jeweils aktuellen Kurs erwirbt, und die ein- oder
mehrmalig Zinszahlungen leisten, bevor dann am Laufzeitende eine Rückzahlung des
Kapitals erfolgt. Bekannte Beispiele sind die sog. Schatzanweisungen der öffentlichen
Hand oder die von Unternehmen herausgegebenen Commercial Papers.
Auch die sog. Derivate, auf die wir im nachfolgenden Abschnitt näher eingehen, sind
dem Segment Geldmarkt zuzuordnen, sofern sie eine entsprechend kurze Laufzeit auf-
weisen.
Alle Geschäfte des Geldmarktes unterliegen bestimmten Verzinsungsarten. Je nach Art
des Geschäftes orientiert sich die Verzinsung an einem bestimmten Referenzzinssatz,
der sich als Durchschnittszinssatz der von den Marktteilnehmern verwendeten markt-
aktuellen Zinssätze ergibt. Die wichtigsten Referenzzinssätze werden im Handel der
Banken untereinander (Interbankenhandel) bestimmt und sie heißen EURIBOR, EO-
NIA und LIBOR.
Der EURIBOR (Euro Interbank Offered Rate) ist der täglich veröffentlichte Durch-
schnittszinssatz, zu dem sich erstklassige Banken untereinander Geld (für eine Woche
bis zu zwölf Monaten) leihen.
Der durchschnittliche Tagesgeldzinssatz, der im Interbankenhandel Anwendung findet
und für Geldausleihungen "overnight" verwendet wird, ist der EONIA (Euro Overnight
Index Average). Er wird täglich von der Europäischen Zentralbank ermittelt.
Am Finanzplatz London wird an jedem Bankarbeitstag für alle wichtigen Währungen
der LIBOR (London Interbank Offered Rate) als Durchschnittszinssatz bestimmt, zu
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dem sich große, am Bankplatz London agierende erstklassige Banken Kredite von ei-
ner Woche bis zu einem Jahr anbieten. Für die Währung Euro spricht man auch vom
EURO-LIBOR.
Ein funktionierender Geldmarkt ist notwendig zur Aufrechterhaltung der Wirtschafts-
kreisläufe. Nur wenn die Versorgung der Banken mit Geld (auch Liquidität genannt)
gewährleistet ist, können die Banken wiederum Kredite und andere Finanzprodukte
anbieten. Insbesondere in Krisenzeiten, wie z. B. in der zweiten Jahreshälfte 2008, sind
die Geldmärkte bisweilen erheblich gestört. In solchen Fällen ist dann das Eingreifen
der Zentralbanken am Markt gefordert, um die Versorgung mit Liquidität sicherzustel-
len.

1.1.2 Kapitalmarkt

Der Begriff Kapitalmarkt bezeichnet die mittel- und längerfristigen Transaktionen. Da-
zu gehören u. a. folgende Arten von Finanzinstrumenten, sofern ihre Laufzeit mindes-
tens ein Jahr beträgt:

• Wertpapiere, wie z. B. Aktien, Genussscheine, Anleihen (auch Bonds, Schuldver-
schreibungen oder Obligationen genannt) und Fondsanteile,

• Kredite und Schuldscheine,

• Derivate und Wertpapiere mit besonderen Ausstattungsmerkmalen (z. B. Zertifi-
kate).

Aktien sind Beteiligungen an Unternehmen, die die Rechtsform einer Aktiengesell-
schaft (AG) haben. Jeder Aktionär einer AG leistet mit seinem Aktienkauf einen Beitrag
zum Eigenkapital des Unternehmens. Dafür steht ihm u. a. das Recht zu, an Entschei-
dungen über die Unternehmensleitung, Gewinnverwendung oder Fusionen mit ande-
ren Unternehmenmitzuwirken (im Rahmen der Hauptversammlung) und natürlich am
Unternehmensgewinn beteiligt zuwerden (Dividendenausschüttung an die Aktionäre).
Das besondere Risiko einer Aktienbeteiligung besteht darin, dass der Kurs einer Aktie
signifikant schwanken kann oder dass der Aktionär im Falle einer Insolvenz und Ab-
wicklung des Unternehmens in der Regel den gesamten Wert seiner Aktie verliert.
Aktien werden an Börsen gehandelt. Die bekannteste internationale Börse ist die New
York Stock Exchange (NYSE) in der Wallstreet in Manhattan. In Deutschland gibt es
mehrere Börsen, die größte Börse ist die Frankfurter Wertpapierbörse (FWB). Zuneh-
mende Bedeutung haben Computerbörsen, z. B. die XETRA (Exchange Electronic Tra-
ding), wo Kauf- und Verkaufaufträge (sog. Orders) elektronisch abgewickelt werden.
Kauf- und Verkaufaufträge können mit Kursgrenzen versehen werden, d. h. limitiert
werden.
Ein wichtiger Indikator für die allgemeine Entwicklung von Aktienkursen sind sog.Ak-
tienindices. Der wichtigste deutsche Aktienindex ist der DAX (Deutscher Aktienindex).
Der DAX ist eine Kennziffer, die über Entwicklung und Stand der deutschen Aktien-
kurse der 30 größten und umsatzstärksten Unternehmen an der Frankfurter Wertpa-
pierbörse Auskunft gibt. Er wurde am 1. Juli 1988 eingeführt.
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Neben den Aktien zählen auch die Anleihen zu den Wertpapieren. Anleihen wer-
den von Unternehmen, großen Organisationen oder staatlichen Stellen herausgegeben
(emittiert). Je nach Emittent spricht man von Unternehmens-, Bank- oder Staatsanlei-
hen. Zusätzlich existieren Sonderformen wie z. B. Pfandbriefe oder sog. Asset Backed
Securites (ABS). Im Unterschied zu einer Aktie erwirbt der Käufer einer Anleihe keine
Beteiligung, sondern er gibt lediglich einen Kredit, der am Ende der Laufzeit der Anlei-
he vom Emittenten zurückzuzahlen ist (Fremdkapital). Der Gesamtbetrag des Kredits
wird in Anteile gestückelt; die Größe eines Anteils heißt Nominal(betrag). Der Emittent
muss die Anleihe nach einer festgelegten Zeit, der Laufzeit, zurückzahlen (Tilgung der
Anleihe). Das Ende der Laufzeit heißt Fälligkeit. Die Anleihe existiert also vom Zeit-
punkt der Emission bis zum Zeitpunkt der Fälligkeit. Die Anleger erhalten während
der Laufzeit (oder nur einmalig am Ende) regelmäßige Zinszahlungen (sog. Kupons),
die unterschiedlich ausgestaltet sein können (z. B. feste Kupons oder variable Kupons
oder Mischformen).
Beispiele für Anleihearten sind festverzinsliche Anleihen, variabel verzinsliche Anlei-
hen (Floating Rate Notes), Nullkuponanleihen (Zerobonds), Optionsanleihen, kündba-
re Anleihen und diverse strukturierte Anleihen.
Ein Zerobond leistet im Unterschied zu einer gewöhnlichen Anleihe keine regelmäßi-
gen Kuponzahlungen, sondern nur eine Auszahlung am Ende der Laufzeit, die den
Zins- und Tilgungsbetrag enthält. Der Gewinn für den Anleger besteht damit nur in der
Differenz zwischen dem ursprünglichen Kaufpreis und dem Rückzahlungsbetrag bzw.
Verkaufspreis. Zerobonds werden eher selten direkt gehandelt (z. B. im Geldmarktbe-
reich als Commercial Papers); sie spielen allerdings eine wichtige Rolle bei der theoreti-
schen Bewertung von Finanzinstrumenten, wie wir später noch sehen werden.
Optionsanleihen sind Anleihen mit Zusatzrechten. Sie beinhalten das Recht zum Be-
zug von Aktien oder auch anderen handelbaren Vermögenswerten des Emittenten zu
festgelegten Konditionen in einem von der Anleihe abtrennbaren Optionsschein (engl.
Warrant). Der Optionsschein kann eigenständig an der Börse gehandelt werden. Die
Optionsanleihe bleibt auch nach der Ausübung des Bezugsrecht aus demOptionsschein
bestehen.
Bei Wandelanleihen (Convertible Bonds) darf der Investor wählen, ob der den Nomi-
nalbetrag zurückgezahlt bekommt oder ob er die Rückzahlung in Form der Lieferung
von Aktien des Emittenten wünscht (Umwandlung der Anleihe in eine Aktie). Die An-
leihe erlischt dann.
Bei kündbaren Anleihen darf der Emittent die Anleihe vor dem Fälligkeitstermin zu ei-
nem festgelegten Kurs zurückzahlen; weitere Kuponzahlungen finden dann nicht mehr
statt.
Strukturierte Anleihen zeichnen sich dadurch aus, dass die Zins- und Tilgungszahlun-
gen in ihrer Ausgestaltung von gewissen Variablen (z. B. Zinsen, Wechselkursen, Ak-
tienkursen, Bonitätsmerkmalen) in komplexer Weise abhängen können.

Wenn man als Investor eine Anleihe kauft, geht man verschiedene Risiken ein. Zu-
nächst besteht das Risiko, dass sich der Kurs der Anleihe negativ entwickelt und sie
an Wert verliert. Dieses Risiko hängt mit der Zinsentwicklung am Markt zusammen
(Zinsänderungsrisiko) – wir werden später darauf zurückkommen. Ferner besteht das
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Risiko, dass man sein eingesetztes Kapital oder die Kuponzahlungen nicht erhält, weil
der Emittent der Anleihe in wirtschaftliche Schwierigkeiten geraten ist. Dieses Risi-
ko, das Ausfallrisiko oder Kreditrisiko, wird von Banken und sog. Rating-Agenturen
"benotet". Dazu verwendet man sog. Rating-Verfahren, welche die Wahrscheinlichkeit
eines Kreditausfalls quantifizieren. Die Ratings erfolgen typischerweise in Form von
Buchstabenkombinationen (z. B. AAA, AA, A, BBB, BB, B, CCC, CC, C, D) und jeder
Rating-Kategorie wird eine Ausfallwahrscheinlichkeit zugeordnet. Anleihen mit dem
Rating AAA heißen "triple A"-Anleihen und haben die beste Bonität (das geringste Kre-
ditrisiko). Viele Staatsanleihen haben z. B. ein AAA-Rating. Anleihen mit einem Rating
BB und schlechter gelten als riskant. Anleihen mit einem Rating CCC, CC oder C hei-
ßen Junk-Bonds (Schrottanleihen). Sie sind extrem riskant, werfen aber andererseits eine
sehr hohe Rendite ab. Anleihen, bei denen der Emittent bereits ausgefallen ist, erhalten
das Rating D.

Anleihen werden an Börsen oder auch außerbörslich gehandelt, zum jeweils aktuellen
Preis (Kurs). Während der Laufzeit der Anleihe kannman diese jederzeit zum aktuellen
Kurs kaufen und wieder verkaufen. Kurse werden in Prozent angegeben (notiert): Bei
einem Kurs von 105% hat ein Anteil von 1.000 Euro einen Preis von 1.050 Euro. Dies gilt
jedoch nur am Kupontermin, d. h. am Tag der Kuponzahlung. Bei einem Kauf zwischen
zwei Kuponterminen (oder Zinsterminen) muss der Käufer dem Verkäufer zusätzlich
einen Teil des nächstfälligen Kupons bezahlen (sog. Stückzins).

Die Emission von Aktien oder Anleihen erfolgt auf dem Primärmarkt, wo die Wertpa-
piere von den Investoren erstmalig erworben werden können. Ein Weiterverkauf von
bereits im Umlauf befindlichen Wertpapieren findet am sog. Sekundärmarkt statt.

Die Teilnehmer am Finanzmarkt könnenWertpapiere jederzeit zum aktuellen Kurs kau-
fen oder verkaufen. Hat ein Investor eine positive Anzahl von Wertpapieren in seinem
Portfolio, so sagt man, er hat eine long Position in den Wertpapieren. Interessanter-
weise kann ein Investor auch eine negative Position (ein sog. short Position) in einem
Wertpapier haben: Er leiht sich eine gewisse Menge von Wertpapieren und verkauft
diese am Markt. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von einem Leerverkauf.
Da er die entliehenen Wertpapiere später wieder zurückgeben und sie dazu notwendi-
gerweise wieder an der Börse erwerben muss, hat er bis zum Zeitpunkt der Rückgabe
eine short Position. Er profitiert dabei wegen der Rückkaufverpflichtung von fallenden
Kursen und er verliert bei steigenden Kursen.

Anleger können neben Aktien und Anleihen auch in Fondsanteile investierern. Dies
sind Anteile an bestimmten Portfolien (Fonds), die von sog. Kapitalanlagegesellschaf-
ten gebildet werden. Dabei wird das von den Investoren eingezahlte Geld nach be-
stimmten Kriterien in Vermögensgegenstände (z. B. Immobilien oder Wertpapiere) für
Rechnung der Anteilsinhaber des Fonds investiert.

Ebenfalls zum Kapitalmarktbereich zählen klassische Kredite, die meist von Banken
vergeben werden. Die Bank tritt hier als Fremdkapitalgeber auf und trägt das Kredit-
risiko gegenüber ihren Kunden, wofür sie Sicherheiten verlangt. Kreditnehmer sind
dabei häufig Privatpersonen, Unternehmen, Finanzinstitutionen oder staatliche Stellen.
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Die vergebenen mittel- und langfristigen Kredite dienen vor allem zur Finanzierung
von Konsumgütern, Investitionen oder Hausfinanzierung (Hypotheken und Bauspar-
darlehen). Die Rückzahlung der Kredite erfolgt schrittweise über einen längeren Zeit-
raum (Tilgungsdarlehen) oder in einem Betrag zuzüglich der anfallenden Zinsen.
Sonderformen des Kreditgeschäfts sind das Factoring und das Leasing. Beim Factoring
kauft eine Gesellschaft (die Factoringgesellschaft) bestehende Geldforderungen aus Lie-
ferungen und Leistungen von ihren Kunden. Beim Leasing handelt es sich um die Ver-
mietung oder Verpachtung von Wirtschaftsgütern (z. B. Fahrzeugen oder Immobilien)
gegen Entgelt (die Leasinggebühr). Der Leasingvertrag wird zwischen einem Leasing-
nehmer und einem Leasinggeber abgeschlossen und bezieht sich auf ein Leasingobjekt.

Wichtige Kapitalmarktprodukte sind schließlich auch die sog. Derivate (von lateinisch
derivare = ableiten). Dies sind abgeleitete Produkte, die sich auf alle oben genannten Fi-
nanzinstrumente oder Zinssätze beziehen können. Beispiele sind

• Forwards und Futures (unbedingte Termingeschäfte),

• Optionen (bedingte Termingeschäfte),

• sonstige Derivate wie Swaps oder Kreditderivate.

Ein Derivat ist ein Vertrag zwischen zwei Parteien, in dem der künftige Kauf oder Ver-
kauf eines Finanzinstruments zu einem heute bereits festgelegten Preis oder der Aus-
tausch von gewissen künftigen Zahlungen vereinbart wird, deren Höhe heute noch
nicht feststeht (letzteres z. B. bei Zins- und Kreditderivaten). Im Gegensatz zu den De-
rivaten werden Finanzgeschäfte, bei denen die Abwicklung (Zahlung und Lieferung)
unmittelbar nach dem Geschäftsabschluss erfolgt, auch als Kassageschäfte bezeichnet.
An den Finanzmärkten wird eine unüberschaubare Anzahl von Derivaten gehandelt.
Diese beziehen sich u. a. auf

• Wertpapiere (z. B. Aktien oder Anleihen)

• Fremdwährungen,

• Zinssätze,

• Bonitäten,

• Immobilien,

• landwirtschaftliche Produkte,

• Metalle,

• Energie (Strom, Öl, Gas),

• Naturereignisse.

Jedes Derivat hat eine bestimmte Laufzeit, nach der es dann endet. Bei Abschluss eines
Derivats muss oftmals ein Geldbetrag (derBarwert des Derivats) von einer Partei an die
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andere gezahlt werden. Manchmal ist der Barwert auch gleich 0: Dann fließt zunächst
kein Geld zwischen den Vertragsparteien.
Derivate werden zum großen Teil außerbörslich gehandelt (OTC), es gibt aber auch
große Derivatebörsen (sog. Terminbörsen), wo in großem Umfang Derivate gehandelt
werden. Die EUREX (European Exchange) in Frankfurt ist eine der weltweit führenden
Terminbörsen.

Forwards und Futures

Ein Forward(-Geschäft) ist ein Vertrag zwischen zwei Parteien mit der Verpflichtung,

• ein bestimmtes Underlying (oder Basisinstrument oder Basisgut),

• in einer vereinbarten Menge (der Kontraktgröße),

• zu einem anfangs festgelegten Preis (dem Terminpreis oder Strike(-Preis)),

• zu einem festgelegten Zeitpunkt (dem Lieferzeitpunkt oder Settlementtermin
oder Fälligkeitstermin oder Verfallstermin)

zu kaufen oder zu verkaufen. Es handelt sich um ein sog. unbedingtes Termingeschäft.
Diejenige Vertragspartei, die das Underlying kaufen muss, hat eine sog. long Forward-
Position, und der Vertragspartner (Kontrahent), der verkaufen muss, hat eine short
Forward-Position.
Bei Forward-Geschäften ist eine genaue gedankliche Unterscheidung zwischen dem
Preis (oder Barwert) des eigentlichen Forward-Geschäftes (also der vertraglichen Ver-
einbarung) und dem Strike-Preis wichtig: Der Strike-Preis wird im Vertrag fest verein-
bart und ändert sich dann auch nicht mehr; er kann im Prinzip beliebig gewählt werden.
Nachdem der Strike-Preis feststeht, ergibt sich der Barwert des Forward-Geschäftes;
dieser hängt natürlich vom aktuellen Kurs des Underlyings und vom vereinbarten
Strike-Preis ab und ändert sich permanent. Die genauen Zusammenhänge werden wir
später finanzmathematisch untersuchen. Fürs Erste ist die Erkenntnis wichtig, dass es
immer möglich ist, einen sog. fairen Terminpreis oder Forward-Preis rechnerisch zu
bestimmen: Dies ist derjenige Strike-Preis für das Underlying, der nach der aktuellen
Marktlage "fair" ist. Fair bedeutet hier, dass bei der Wahl des fairen Terminpreises als
Strike-Preis der Barwert des Forward-Geschäftes zum Abschlusszeitpunkt gleich 0 ist
– beide Vertragsparteien haben zu Beginn dieselben Gewinn- und Verlustchancen aus
dem Forward-Geschäft.

Der Barwert eines Forward-Geschäftes zum Abschlusszeitpunkt ist 0, wenn als Strike-
Preis der faire Terminpreis (Forward-Preis) vereinbart wird.

Aus Sicht desjenigen, der das Underlying zum vereinbarten Preis K kauft (long For-
ward-Position), fallen folgende Zahlungen an:

• Zum Zeitpunkt 0: Zahlung des Preises (Barwerts) des Forward-Geschäfts (kann
aus Sicht des Käufers auch 0 oder negativ sein, je nach Wahl des Strike-Preises K).
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• Zum Settlementzeitpunkt T: Zahlung des Strike-Preises K, Erhalt des Underlyings
mit aktuellem Kurs ST .

Der Kurs ST weicht natürlich im Allgemeinen von K ab. Der Käufer erzielt einen Ge-
winn, wenn der Kurs ST oberhalb von K liegt, andernfalls macht er einen Verlust. Der
Gewinn (oder Verlust) (die sog. Auszahlungsfunktion) des Käufers zum Settlementzeit-
punkt lässt sich wie folgt schreiben:

ST − K.

Aus Sicht des Verkäufers (short Forward-Position) ist die Auszahlungsfunktion

K− ST .

Übung 1.1 Welchem Geschäft entspricht die Kombination aus einer short Forward-Position
und einer long Position? (Hinweis: Addieren Sie die Auszahlungsfunktionen).

DieMotivation für den Handel mit Forwards (und allgemein mit Derivaten) sind viel-
fältig: Zum einen können Forwards für Zwecke der Risikoabsicherung (engl. Hedging)
verwendet werden. Die Idee dabei ist, eine Position in einem bestimmten Finanzinstru-
ment mit aktuellem Wert S0 für eine gewisse Zeitperiode von 0 bis T gegen Kursver-
änderungen abzusichern. Handelt es sich bspw. um eine long Position, so könnte eine
short Forward-Position mit Settlementtermin in T und Strike-Preis K = S0 abgeschlos-
sen werden. Falls zum Zeitpunkt T ein Kursverlust eingetreten ist, also ST < S0 gilt, so
wird dieser Verlust gerade durch die Auszahlung aus dem Forward-Geschäft in Höhe
von K− ST = S0 − ST ausgeglichen.
Neben dem Hedging eröffnen Derivate vielfältige Möglichkeiten zur Spekulation, in-
dem gezielt auf Kursentwicklungen "gewettet" wird. Dies kann z. B. dadurch gesche-
hen, dass eine long Position in einem Forward-Geschäft abgeschlossen wird mit der
Absicht, aufgrund von steigenden Kursen zum Settlementtermin eine hohe Auszahlung
zu erhalten. Im Falle sinkender Kurse besteht dabei ein entsprechendes Verlustrisiko.
Eine dritte Motivation für den Handel mit Derivaten ist die sog. Arbitrage. Dies sind
spezielle Handelsstrategien, bei denen mit geringem (oder gar keinem Risiko) Kursun-
gleichgewichte an verschiedenen Märkten oder Marktsegmenten ausgenutzt werden,
um Gewinne zu erzielen. Wir werden bei der Behandlung des Bund-Futures ein Bei-
spiel dafür kennen lernen.

Forward-Geschäfte können auch über die Börse abgeschlossen werden – sie werden
dann Futures(-Kontrakte) genannt. Ein wichtiges Beispiel ist der sog. Euro-Bund-
Future, der an der Terminbörse EUREX in Frankfurt gehandelt wird und eine große
Bedeutung für die internationalen Finanzmärkte besitzt.
Beim Bund-Future handelt es sich um ein Terminkauf- oder -verkauf einer Staatsanleihe
der Bundesrepublik Deutschland zum aktuell gültigen fairen Terminpreis. Die Besonder-
heit besteht darin, dass das zugrunde Finanzinstrument (Underlying) nicht eine ganz
bestimmte Anleihe ist, sondern eine "fiktive" Anleihe der Bundesrepublik Deutschland
mit
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• einer Restlaufzeit von 8,5 bis 10,5 Jahren,

• einem Kupon von 6%,

• und einem Nominalvolumen von 100.000 Euro.

Eine Anleihe mit genau dem genannten Kupon muss es amMarkt nicht geben; sie wird
nur deshalb verwendet, damit bei der Abwicklung des Anleihekaufs oder -verkaufs
am Settlementtermin eine eindeutige Berechnungsgrundlage zur Verfügung steht. Tat-
sächlich ist es aber so, dass derjenige Marktteilnehmer, der einen Terminverkauf (short
Future-Position) getätigt hat, sich zum Fälligkeitstermin aussuchen darf, welche Anlei-
he er dem Terminkäufer (long Future-Position) genau liefern möchte. Die Auswahl ist
dabei allerdings beschränkt auf bestimmte Staatsanleihen mit einer Restlaufzeit von 8,5
bis 10,5 Jahren (lieferbare Anleihen) und es erfolgt für die gewählte Anleihe dann eine
Umrechnung (mittels eines sog. Konversionsfaktors) auf die o. g. fiktive Anleihe mit
einem Kupon von 6%.
Die Börsenteilnehmer an der EUREX können bei Kauf oder Verkauf eines Futures nur
auf gewisse Standardfälligkeiten zurückgreifen: Zu einem beliebigen Handelszeitpunkt
können jeweils nur Geschäfte (man spricht auch von Future-Kontrakten) mit einem Fäl-
ligkeitstermin am zehnten Kalendertag der jeweils nächsten drei Quartalsmonate aus
dem Zyklus März, Juni, September und Dezember abgeschlossen werden. Beispiels-
weise bestand am 24. Juli 2009 die Möglichkeit, Future-Kontrakte mit den Fälligkeits-
terminen im September und Dezember 2009 sowie im März 2010 abzuschließen.
Die Kurse des Bund-Futures (auch Future-Preise genannt) für die verschiedenen Sett-
lementtermine werden börsentäglich veröffentlicht, und zwar als Prozentzahl bezogen
auf das Nominalvolumen. Diese Preise kommen alleine durch Angebot und Nachfrage
an der EUREX zustande. So bildet sich immer dann ein neuer Future-Preis, wenn ein-
ander entsprechende Handelsaufträge (Orders) zweier Marktteilnehmer (Käufer und
Verkäufer) an der Börse ausgeführt werden.

Beispiel 1.1 Am 24. Juli 2009 um 10.48 hatte der Bund-Future (mit Liefertermin im Septem-
ber 2009) einen Kurs von 120,36%. Vereinfacht gesprochen bedeutet dies Folgendes (die Realität
ist etwas komplizierter, siehe unten): Ein Marktteilnehmer geht bei einem Kauf eines Future-
Kontraktes zu diesem Zeitpunkt die vertagliche Vereinbarung ein, am zehnten Kaldendertag des
Septembers 2009 die o. g. fiktiven Bundesanleihen im Nominalvolumen von 100.000 Euro zu
erwerben und dafür dann den (Clean-)Preis 100.000 · 120,36% zu zahlen. Was bedeutet das
Wort Clean-Preis hier? Es ist zu beachten, dass beim Kauf einer Anleihe immer der aktuelle Bör-
senkurs zuzüglich der Stückzinsen zu zahlen ist. Dementsprechend ist am Settlementtermin für
die Abrechnung des Future-Kontrakt vom Käufer der Anleihe der o. g. Clean-Preis vermehrt um
die Stückzinsen der gelieferten Anleihen zu zahlen.

Tatsächlich ist die Praxis des Future-Handels an der Börse noch etwas komplizierter als
im Beispiel skizziert: Für Käufer eines Bund-Futures fallen die folgende Zahlungen an:
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• Zum Zeitpunkt 0: Der Barwert des Future-Geschäftes ist 0, da für den späteren
Erwerb des Underlyings der faire Terminpreis vereinbart wurde. Es ist jedoch ein
Geldbetrag als Sicherheitsleistung bei der Börse zu hinterlegen (dies ist die sog.
Margin-Zahlung).

• Täglich bis zum Settlementtermin: Ausgleich von Gewinnen und Verlusten zwi-
schen Käufer und Verkäufer.

• Zum Settlementzeitpunkt T: Erwerb einer lieferbaren Anleihe und Zahlung des
aktuell gültigen Preises dieser Anleihe.

Der Käufer muss also (ebenso wie der Verkäufer) die Marktwertveränderungen gegen-
über der Börse ausgleichen über ein sog. Margin-Konto: Wenn der Kurs steigt, erhält
der Käufer eine Gutschrift und der Verkäufer eine entsprechende Belastung. Der Sinn
dieser Vorgehensweise besteht darin, dass evtl. auftretende Verluste sofort ausgeglichen
werden und damit das Kreditrisiko gegenüber den Vertragsparteien eliminiert wird.
Man kann sich überlegen, dass (bei unveränderlichen Zinsen) der permanente Aus-
gleich von Gewinnen und Verlusten im Ergebnis dazu führt, dass die Summe aller Zah-
lungen aus Sicht des Käufers zum Settlementzeitpunkt gerade PVT − K beträgt, wobei
PVT der Kurs der fiktiven Bundesanleihe ist und K der in t = 0 gültige Forward-Preis.
Dies ist die Auszahlungsfunktion eines long Forwards mit Strike-Preis K.

Beispiel 1.2 Der heutige (in t = 0 gültige) Future-Preis für den nächsten Settlementtermin,
der in vier Tagen sei, betrage 96,00%. Die Future-Schlusskurse an den nachfolgenden Tagen
seien 95,00%, 95,50%, 96,50% und 96,25%. Für den Käufer eines Bund-Future-Kontraktes
ergeben sich dann folgende Zahlungen:

• In t = 0: Einzahlung einer von der Börse festgelegten Sicherheit auf das Margin-Konto.

• In t = 1: Einzahlung des Betrages (96,00% − 95,00%) · 100.000 = 1.000 Euro auf das
Margin-Konto.

• In t = 2: Gutschrift des Betrages (95,50% − 95,00%) · 100.000 = 500 Euro auf dem
Margin-Konto.

• In t = 3: Gutschrift des Betrages (96,50% − 95,50%) · 100.000 = 1.000 Euro auf dem
Margin-Konto.

• In t = 4: Einzahlung des Betrages (96,50% − 96,25%) · 100.000 = 250 Euro auf das
Margin-Konto.

Der Käufer erhält am Ende den kompletten Betrag auf dem Margin-Konto ausgezahlt. Abzüg-
lich der ursprünglichen Sicherheitsleistung ist dies der Betrag 250 Euro = (96,25%− 96,00%) ·
100.000 Euro. Zusätzlich erhält der Käufer eine lieferbare Anleihe und zahlt für diese den aktu-
ellen Preis (vgl. hierzu die Ausführungen in Abschnitt 1.2.8).
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Der Käufer oder Verkäufer eines Future-Kontraktes ist keineswegs gezwungen, diesen
bis zum Settlementtermin zu behalten: Er kann jederzeit während des zulässigen Han-
delszeitraums den Kontrakt wieder veräußern (man sagt auch glattstellen) oder wei-
tere Kontrakte hinzukaufen. Diese Möglichkeit stellt einen wichtigen Unterschied zum
OTC-Handel mit Forwards dar.

Neben börsengehandelten Anleihefutures haben auchAktienindexfutures eine hohe Be-
deutung. An der EUREX wird der DAX-Future gehandelt. Dabei handelt es sich um ein
Termingeschäft auf den DAX-Index. Bei Abschluss eines DAX-Future-Kontrakts ver-
einbart der Käufer (Inhaber der long Future-Position) vom Verkäufer (Inhaber der short
DAX-Future-Position) den fiktiven "Kauf" von 25 DAX-Index-Positionen zum Preis des
momentanen DAX-Future-Index-Standes (= Forward-Preis für die "Lieferung" einer
DAX-Index-Position). Die verfügbaren Settlementtermine sind am dritten Freitag (so-
fern dies einHandelstag ist, ansonsten später) der jeweils nächsten dreiMonate aus dem
Zyklus März, Juni, September, Oktober. Da der DAX-Index kein physisches Produkt ist,
das gekauft oder verkauft werden kann, erfolgt keine Lieferung des Underlyings, son-
dern ein sog. Barausgleich (Cash Settlement). Tatsächlich findet dieser Barausgleich wie
beim Bund-Future börsentäglich über ein Margin-Konto statt. Im Ergebnis ergibt sich
daraus für den Käufer bis zum Settlementtermin eine rechnerische Auszahlung von
ST − K, wobei K der ursprünglich vereinbarte Preis und ST der Preis des DAX-Index
am Settlementtag ist.

Optionen

EineOption ist ein Vertrag zwischen zwei Parteien (Kontrahenten) analog zumForward-
Geschäft, allerdings mit folgendem Unterschied: Der Käufer der Option erwirbt das
Recht (nicht die Pflicht), das Underlying am Fälligkeitstermin zum festgelegten Preis
(dem Strike(-Preis) oder Ausübungspreis) zu kaufen oder zu verkaufen. Es handelt sich
um ein bedingtes Termingeschäft. Der Verkäufer der Option hat die Pflicht, des Under-
lying zu verkaufen bzw. zu kaufen, sofern der Käufer der Option von seinem Recht
Gebrauch macht, d. h. die Option ausübt. Als Gegenleistung zahlt der Käufer dem Ver-
käufer eine Prämie (Optionspreis).
Eine Option, die das Recht zum Kauf eines Underlyings einräumt, heißt eine Kaufopti-
on oder Call(-Option). Eine Option, die das Recht zum Verkauf eines Underlyings ein-
räumt, heißt eine Verkaufsoption oder Put(-Option). Der Käufer eines Calls bzw. Puts
hat eine long Call- bzw. long Put-Position. Analog hat der Verkäufer eines Calls bzw.
Puts eine short Call- bzw. short Put-Position.
Der Käufer eines Calls (bzw. Puts) profitiert von steigenden (bzw. fallenden) Kursen
des Underlyings. Der Verkäufer eines Calls (bzw. Puts) profitiert von gleich bleibenden
oder fallenden (bzw. steigenden) Kursen, da er ggf. die Prämie ohne Gegenleistung ein-
genommen hat.
Eine sog. Europäische Option kann nur am Verfalltermin ausgeübt werden. Eine Ame-
rikanische Option kann (einmalig) zu jeder Zeit zwischen demAbschlusszeitpunkt und
dem Verfalltermin ausgeübt werden, wann immer es der Käufer der Option wünscht.
Optionen werden meist OTC gehandelt; es gibt jedoch auch eine Reihe börsengehan-
delter Optionen an der EUREX, z. B. Optionen auf Einzelaktien oder DAX-Optionen.
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Beispiel 1.3 Eine Bank erwirbt eine Europäische Call-Option auf eine Aktie. Die Laufzeit der
Option betrage ein Jahr und der vereinbarte Strike-Preis sei K = 50 Euro. Dafür muss die Bank
einen Optionspreis bezahlen. Nach einem Jahr kann der Aktienkurs bspw. bei 45 Euro, 50 Euro
oder 55 Euro liegen. Im ersten Fall verzichtet die Bank auf die Ausübung ihres Optionsrechts,
da sie 5 Euro mehr für die Aktie zahlen müsste, als sie tatsächlich wert ist. Auch im zweiten Fall
bringt die Ausübung des Optionsrechts nichts, während im dritten Fall ein Erwerb der Aktie zu
50 Euro einen Gewinn von 5 Euro bringt, denn die Aktie kann zu 50 Euro erworben und dann
an der Börse zum tatsächlichen Preis von 55 Euro weiterverkauft werden.

Der Wert der Auszahlungsfunktion einer Call- bzw. Put-Option am Fälligkeitstermin T
hängt vom Kurs ST des Underlyings zum Zeitpunkt T ab. Die Auszahlungsfunktionen
für eine long Call- bzw. long Put-Option mit Strike K lauten:

CT := max{ST − K,0} bzw. PT := max{K− ST ,0}.

Bei einer short Position sind die genannten Auszahlungsfunktionen mit einem Minus-
zeichen zu versehen.

Abbildung 1: Auszahlungsfunktionen mit K = 100

Eine Option heißt im Geld (in-the-money), falls sich eine Ausübung zur Zeit t lohnen
würde (falls also St > K beim long Call gilt). Sie heißt am Geld (at-the-money), falls
St = K gilt und andernfalls aus dem Geld (out-of-the-money). Die Größe max{St − K}
bzw. max{K − St} heißt der innere Wert einer long Call- bzw. long Put-Position. Für
t = T ist der innere Wert gleich der Auszahlungsfunktion.
Die finanzmathematische Berechnung von Optionspreisen erfordert eine aufwendige
Theorie (die sog. Optionspreistheorie). Wir kommen darauf später zurück.

long Call

short Call

long Put

short Put
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In verschiedenen strukturierten Wertpapieren, z. B. Zertifikaten, sind mitunter Optio-
nen enthalten. Ein bekanntes Beispiel sind etwa die am Markt angebotenen Discount-
Zertifikate, deren Rückzahlung von der Kursentwicklung einer Aktie abhängt: Der
Käufer eines Discount-Zertifikats, welches sich auf eine Aktie mit heutigem Kurs S0
bezieht, erwirbt das Discount-Zertifikat zum heutigem Preis, der kleiner als S0 ist. Zum
Zeitpunkt T > 0 der Fälligkeit des Discount-Zertifikat erfolgt eine Rückzahlung, die
sich an der Kursentwicklung der Aktie orientiert. Ist der Preis der Aktie gestiegen, so
steigt auch der Rückzahlungsbetrag des Zertifikats, allerdings nur bis zu einer gewissen
Schwelle K. Falls der Aktienkurs ST zum Fälligkeitszeitpunkt oberhalb von K liegt, so
wird nur der Betrag K ausgezahlt; liegt ST unterhalb von K, so wird der Aktienkurs ST
ausgezahlt. Damit lautet die Auszahlungsfunktion aus Sicht des Käufers:

min{K,ST}.

Ist die Ausgestaltung des Zertifikats so gewählt, dass K < S0 gilt, so wird der Käufer
am Ende auch dann noch die maximale Auszahlung K erhalten, sofern der Aktienkurs
bis zur Schwelle K absinkt – insofern ist dann ein Risikopuffer vorhanden. Die finanz-
mathematische Bewertung (also die Berechnung des heutigen Preises) des Zertifikats
geht davon aus, dass sich die Auszahlungsfunktion zerlegen lässt in die Auszahlung
einer long Position in einer Aktie sowie in eine short Position in einer Europäischen
Call-Option auf die Aktie mit Strike K:

min{K,ST} = ST +min{K− ST ,0} = ST −max{ST − K,0}.

Der heutige Wert des Zertifikats ist daher gleich dem heutigen Wert der Aktie minus
dem heutigen Wert des Calls.

Übung 1.2 Zeichnen Sie die Auszahlungsfunktion des Discount-Zertifikats.

Die gängigsten Typen vonDerivatenwerden auch als plain vanillaDerivate bezeichnet.
Davon abzugrenzen sind Derivate mit besonderen Ausstattungsmerkmalen, die auch
unter dem Begriff exotische Derivate zusammengefasst werden.

1.2 Wichtige Begriffe aus der Finanzmathematik

1.2.1 Barwertberechnung und Sensitivitäten

Die grundlegenden Begriffe aus der Finanzmathematik zur Zins-, Tilgungs-, Barwert-,
Rendite- und Rentenrechnung werden hier als bekannt vorausgesetzt. Wir verweisen
auf die zahlreichen hervorragenden Lehrbücher (z. B. [27], [34], [46]).
Wir führen kurz die für uns relevanten Bezeichnungen ein: Der Barwert oder Present
Value (PV) eines künftigen Zahlungsstroms (Cashflows), bestehend aus den Zahlun-
gen Zt1 , . . . ,Ztn zu den Zeitpunkten t1, . . . , tn ist aus Sicht des Zeitpunktes t = 0 (heute)
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gegeben durch

PV =
n

∑
i=1

Zti · DFti

mit den Diskontfaktoren Dti . Wir verwenden zunächst für alle Diskontfaktoren zu-
nächst einen einheitlichen Zinssatz r. Je nach gewählter Zinskonvention berechnen sich
die Diskontfaktoren dann gemäß

• DFti =
1

1+r·ti (einfache (oder lineare) Verzinsung),

• DFti =
(

1
1+r

)ti
(exponentielle (oder diskrete) Verzinsung mit jährlichen Zins-
gutschriften; auch Verzinsung mit Zinseszinsen genannt),

• DFti =
(

1
1+r/m

)m·ti
(exponentielle Verzinsung mit m jährlichen Zinsgutschriften),

• DFti = e−r·ti (stetige Verzinsung).

Die einfache Verzinsung wird oft für Zahlungen im unterjährigen Bereich (bis ein Jahr)
verwendet, während die exponentielle Verzinsung bei Krediten oder Anleihenmit Lauf-
zeiten oberhalb eines Jahres zur Anwendung kommt. Die stetige Verzinsung deckt z. B.
den Fall einer Geldanlage mit permanenter Berücksichtigung des Zinseszinseffektes ab
(Tagesgeldkonto mit täglicher Zinsgutschrift, auch money market account genannt).

Auf den Finanzmärkten haben sich ganz bestimmte Vorschriften zur Zählung der
Zinstage und Berücksichtigung von Feiertagen herausgebildet, die sog. Tageszählkon-
ventionen (Day Count Conventions). Diese sind bei den Berechnungen stets zu berück-
sichtigen, um korrekte Resultate zu erhalten. Die Tageszählkonventionen werden in der
Form "Zähler / Nenner" angegeben, wobei der Zähler die Zählweise der Tage eines vol-
lenMonats und der Nenner die Zählweise für die Anzahl der Tag innerhalb eines Jahres
angibt. Wichtige Beispiele sind:

• act/365: Die tatsächliche Anzahl der Kalendertage zwischen Anfangsdatum und
Enddatum wird gezählt und dann durch 365 geteilt.

• act/360: Die tatsächliche Anzahl der Kalendertage zwischen Anfangsdatum und
Enddatum wird gezählt und dann durch 360 dividiert.

• act/act: Für den Zähler und denNenner ist die tatsächliche Zahl der Kalendertage
maßgeblich.

• 30/360: Volle Monate werden mit 30 Tagen gezählt, volle Jahre mit 360 Tagen.

Meist wird bei der Feststellung des zwischen den Kalenderdaten liegenden Zeitraums
so verfahren, dass das zweite Datum als Tag mitgezählt wird, das erste jedoch nicht.

Der Euro Interbanken-Geldmarkt verwendet die Konvention act/360, während am Eu-
ro Anleihe- und Zinsderivatemarkt überwiegend die 30/360 Methodik vorzufinden ist.
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Das Einlagengeschäft der Filialbanken wird in der Regel ebenfalls nach der Konvention
30/360 abgerechnet.

Definition 1.1 Die Rendite (oder Rendite auf Fälligkeit oder Yield-to-Maturity (YtM)) ei-
nes Zahlungsstroms Zt1 , . . . ,Ztn , der zum Anschaffungsgpreis A angeschafft wird (oder wurde),
ist derjenige Zinssatz y, für den die Barwertformel gilt

A = PV =
n

∑
i=1

Zti · 1
(1+ y)ti

. (1.1)

Es ist y (für engl. yield) ein annualisierter Zinssatz auf Basis der exponentiellen Verzinsung.

Zur Berechnung der Rendite y ist offensichtlich eine Gleichung höheren Grades zu lö-
sen, was in der Regel die Anwendung numerischer Näherungsverfahren erfordert.

Beispiel 1.4 Eine Anleihe mit Nominalbetrag 100 und einer Restlaufzeit von n Jahren zahlt
einen jährlichen nachschüssigen Kupon von C. Der nächste Kupontermin ist in t= 1. Was lässt
sich in t = 0 über die Rendite dieser Anleihe bei einem Anschaffungspreis von a) A < 100, b)
A = 100, c) A > 100 aussagen?
Antwort: Die gesuchte Rendite y ist Lösung der Gleichung

A =
n

∑
i=1

C
(1+ y)i

+
100

(1+ y)n
.

Ausklammern des Terms 1
(1+y)n und anschließende Anwendung der geometrischen Summenfor-

mel auf der rechten Seite der Gleichung liefert nun

A =
1

(1+ y)n
·
(
C · (1+ y)

n − 1
y

+ 100
)
.

Dementsprechend ist die Rendite im Fall b) genau y = C% = C/100, während sie im Fall a)
größer ist als C% und im Fall c) kleiner als C%.

Beispiel 1.5 (Praktikerformel)
Ersetzen Sie in der zweiten Gleichung des vorhergehenden Beispiels den Ausdruck (1 + y)n

durch den Näherungswert 1+ y · n und lösen Sie nach y auf. Welche Näherungsformel (sog.
Praktikerformel) erhalten Sie für die Rendite r?

Antwort: Es ergibt sich A = C·n+100
1+n·y , also r ≈ C+ 100−A

n
A .
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Sensitivitäten
Eine wichtige Fragestellung in der Praxis lautet, wie sich dermittels Formel (1.1) berech-
nete Preis einer Anleihe verändert, wenn sich die Rendite y verändert. Dahinter steht
die Überlegung, dass die künftige Entwicklung der Preise von Anleihen eines gegebe-
nen Marktsegments (z. B. Anleihen einer Laufzeit, Währung oder Emittentengruppe)
bestimmt wird durch die Veränderung der "durchschnittlichen" Rendite des jeweils be-
trachteten Marktsegments.
In diesem Zusammenhang bezeichnet man zufällige Renditeänderungen auch als Risi-
kofaktoren und spricht vom Zinsänderungsrisiko als dem Risiko fallender Anleiheprei-
se aufgrund von Renditeänderungen.
Im Folgenden verwenden wir die BezeichnungKuponanleihe für eine Anleihe mit einer
Restlaufzeit von tn > 0 Jahren bei nachschüssiger Kuponzahlung C zu den Zeitpunkten
0 ≤ t1 < t2 < . . .< tn und Nominalbetrag N, der zum Fälligkeitszeitpunkt tn vom Emit-
tenten zurückgezahlt wird.
Wir untersuchen den qualitativen Verlauf der Barwertformel als Funktion von y.

0.02 0.04 0.06 0.08
Rendite

20

40

60

80

100

120

140

Barwert

Abbildung 2: Barwert einer Kuponanleihe

Es handelt sich um eine monoton fallende, konvexe Funktion. Die Änderung des Bar-
werts PV der Kuponanleihe bei einer Änderung der Rendite um die Größe Δy können
wir über eine Taylorapproximation beschreiben:

PV(y+ Δy)− PV(y) ≈ PV′(y) · Δy + 0,5 · PV′′(y) · (Δy)2.
Die hier auftretenden Ableitungen des Barwerts der Kuponanleihe nach der Variablen
y bezeichnet man auch als Sensitivitäten. Statt der ersten Ableitung wird in der Praxis
oftmals die Größe

PVBP := PV(y+ 0,0001)− PV(y) ≈ PV′(y) · 0,0001,
der sog. Price Value of a Basis Point, verwendet. Diese Größe drückt die Wertände-
rung der Anleihe bei einer Erhöhung der Rendite um einen Basispunkt (entspricht
0,01%= 0,0001) aus. Damit können wir unter Vernachlässigung der höheren Ableitun-
gen folgende lineare Approximation der Barwertfunktion angeben:

PV(y+ Δy)− PV(y) ≈ PVBP · 10.000 · Δy. (1.2)
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Neben dem PVBP spielt auch dieDuration einer Anleihe eine Rolle bei der Analyse des
Zinsänderungsrisikos. Die Duration D einer Kuponanleihe mit Barwert PV(y) ist wie
folgt definiert:

D := −(1+ y) · PV
′(y)

PV(y)
=

n
∑
i=1

ti · Zti
(1+y)ti

n
∑
i=1

Zti
(1+y)ti

=
n

∑
i=1

ti ·
Zti

(1+y)ti

PV(y)
.

Der letzte Ausdruck zeigt, dass die Duration interpretiert werden kann als barwertge-
wichtete Summe der künftigen Zahlungszeitpunkte einer Anleihe.

Übung 1.3 Begründen Sie die Aussage

D ≈ −(1+ y) · PVBP
PV(y)

· 10.000.

Überlegen Sie sich ferner, dass die Duration einer Kuponanleihe mit Laufzeit tn immer eine Zahl
zwischen 0 und tn ist.

Die Duration kann als (einfaches) Maß für das Zinsänderungsrisiko einer Anleihe her-
angezogen werden. Ersetzen wir nämlich in (1.2) den Ausdruck PVBP · 10.000 durch
− 1

1+y · D · PV(y) (entsprechend der Gleichung in der Übung), so folgt

PV(y+ Δy) ≈ PV(y)− Δy
1+ y

· D · PV(y).

Daraus ergibt sich, dass der Barwert einer Anleihe bei einem Renditeanstieg von Δy> 0
um so stärker zurückgeht, je größer der Wert von D ist (denn je größer D ist, um so
mehr wird von PV(y) auf der rechten Seite subtrahiert).
Die Duration eignet sich auch als Maß für das Zinsänderungsrisikos eines Portfolio aus
long Positionen von Anleihen (sofern alle Anleihen bzgl. derselben (laufzeitunabhängi-
gen) Rendite y betrachtet werden). Besteht das Portfolio aus m Anleihen mit Barwerten
PV1(y), . . . ,PVm(y) und ist PV(y) der Gesamtwert des Portfolios, so haben wir

D = −(1+ y) · PV
′(y)

PV(y)
= −(1+ y) ·

(
PV′

1(y) + . . .+ PV′
m(y)

PV(y)

)
= −(1+ y) · PV

′
1(y)

PV1(y)
· PV1(y)
PV(y)

− . . . − (1+ y) · PV
′
m(y)

PVm(y)
· PVm(y)
PV(y)

=
m

∑
i=1

Di · PVi(y)PV(y)
,

wobei Di die Duration der i-ten Anleihe ist. Wir sehen also: Die Duration eines Portfo-
lios von Anleihen ist gleich der Summe der einzelnen Durationen, gewichtet mit dem
jeweiligen Barwertanteil der i-ten Anleihe am Gesamtwert des Portfolios.



18 1 Grundlagen zu Finanzmärkten und deren Modellierung

1.2.2 Kurs- und Renditerechnung bei Aktien

Der Kurs einer Aktie zu einem (künftigen) Zeitpunkt t wird mit St bezeichnet – es han-
delt sich dabei um eine zufällige Größe. Ist Dt+1 die (zufällige) Dividendenzahlung pro
Aktie am Ende der Periode [t; t+ 1], so gilt

St+1 = S−
t+1 − Dt+1,

wobei hier S−
t+1 den Kurs unmittelbar vor der Dividendenzahlung bezeichnet, und St+1

den Kurs danach. Der Kurs, welcher gerade den Marktwert des Unternehmens wider-
spiegelt, verringert sich also rechnerisch um den ausgeschütteten Gewinnbetrag pro
Aktie. Die Anlagerendite für das betrachtete Zeitintervall lautet

Rt =
(St+1 + Dt+1)− St

St
,

wobei zu beachten ist, dass der Investor die Dividendenzahlung erhält und daher bei
der Berechnung mit berücksichtigen muss. Betrachtet man mehrere Perioden, bspw. die
Jahre [0;1], [1;2], . . . , [n− 1;n], so gilt für die auf den gesamten Zeitraum bezogene, an-
nualisierte Anlagerendite R die Beziehung

(1+ R)n =
n−1

∏
i=0

Ri ⇐⇒ R =
n−1

∏
i=0

R1/ni − 1.

Auf entsprechende Weise kann die stetige Anlagerendite definiert werden

Rt,st = ln
(
St+1 + Dt+1

St

)
= ln (Rt + 1)

(bezogen auf ([t; t+ 1]) sowie, bezogen auf [0;n]:

exp (n · Rst) = exp

(
n−1

∑
i=0

Ri,st

)
⇐⇒ Rst =

1
n

·
n−1

∑
i=0

Ri,st.

Übung 1.4 Wie ist die Berechnung der Anlagerendite zu modifizieren, wenn bei der Dividen-
denausschüttung x% des Dividendenbetrages Dt+1 als Steuer abzuführen sind?

Der theoretisch korrekte heutige Preis einer Aktie berechnet sich als Barwert aller künf-
tig erwarteter Dividendenzahlungen, also gemäß

S0 =
∞

∑
k=1

Dk
(1+ iAktie)k

,

wobei die Dividendenzahlung pro Aktie jeweils am Ende der Periode [k − 1;k] erfolgt
und eine geeignete Annahme über den künftigen Dividendenverlauf sowie den zu ver-
wendenden Zinssatz iAktie zu machen ist (z. B. Erwartungswert der künftigen Anlage-
rendite pro Periode). Wir gehen darauf nicht näher ein. Im späteren Verlauf wird der
Schwerpunkt auf der stochastischen Modellierung von künftigen Aktienkursen liegen.
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1.2.3 Credit Spreads von Anleihen

Um den aktuellen amMarkt gültigen Anschaffungspreis A einer Kuponanleihe anhand
der Barwertformel zu bestimmen, wird die aus (1.1) berechnete Rendite y häufig zerlegt
in eine risikolose Rendite und einen sog. Credit Spread.

Die risikolose Rendite zu einer gegebenen Laufzeit tn ist dabei die Durchschnittsrendite
von am Markt gehandelten Kuponanleihen (mit Restlaufzeit tn) von risikolosen Emit-
tenten (typischerweise von Staaten mit sehr guter Bonität, z. B. Deutschland), bei denen
ein Kreditausfall als sehr unwahrscheinlich gilt.
Im Normalfall ist die Rendite einer Kuponanleihe der Laufzeit tn höher als die risikolo-
se Rendite desselben Laufzeitbereichs. Die Differenz beider Größen wird auch als (Par-)
Credit Spread bezeichnet. Die Zusatzrendite kompensiert Investoren für die Übernahme
des Risikos, dass mit dem Ausfall von Zins- und Tilgungsleistungen gerechnet werden
muss. Mit Hilfe der risikolosen Rendite, die wir hier als yrisikolos bezeichnen wollen, und
des Credit Spreads, für den wir die Bezeichnung s wählen, ergibt sich aus (1.1):

PV =
n

∑
i=1

C
(1+ (yrisikolos + s))ti

+
100

(1+ (yrisikolos + s))tn
.

Die Höhe des Credit Spreads s kann als "Marktmeinung" bzgl. der erwarteten Verlus-
tes bei Ausfall des Emittenten eines Finanzinstruments interpretiert werden. Sie hängt
jedoch zudem von der aktuellen Verfügbarkeit einer Anleihe am Markt, dem absoluten
Zinsniveau und der aktuellen Risikoneigung der Investoren ab.

Ein wesentliches Risiko aus Investorensicht besteht darin, dass es zu unvorhergesehe-
nen Credit Spread-Ausweitungen für einzelne Schuldner oder ganze Märkte kommen
kann und infolgedessen zu einem Kursverlust bei den Anleihen. Dies war z. B. deutlich
zu beobachten während der Jahre 2007 bis 2008, als die Credit Spreads von Unterneh-
mensanleihen infolge der weltweiten Finanz- und Wirtschaftskrise deutlich anstiegen.

Abbildung 3: Entwicklung von Credit Spreads (in Basispunkten) während der

Finanzkrise 2007 bis 2008, Quelle: Börsen-Zeitung vom 31.12.2008
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In der Praxis wird die Änderung des Preises eines Finanzinstruments bei einer Än-
derung des Credit Spreads um Δs als Credit Spread-Sensitivität bezeichnet. Für die
Kuponanleihe gilt in linearer Näherung:

Credit Spread-Sensitivität = PV(s+ Δs)− PV(s) ≈ PV′(s) · Δs.
Die Modellierung von künftigen Credit Spread-Veränderungen ist ein wichtiges Teilge-
biet der modernen Finanzmathematik und wird uns später noch beschäftigen.

1.2.4 Zerorates

In Abschnitt 1.1.1 haben wir die Referenzzinssätze für Geldmarktgeschäfte eingeführt.
Jetzt betrachten wir allgemeiner eine Zahlung, die zu einem künftigen Zeitpunkt t > 0
stattfinden wird, und fragen uns nach dem Zinssatz, der bei der Berechnung des Bar-
werts dieser Zahlung anzuwenden ist. Der zugehörige Zinssatz wird auch als Zerozins-
satz, Zerorate oder Spotrate bezeichnet. Für Zahlungen, die zwischen Banken guter
Bonität stattfinden, sind die Zerorates am Markt bekannt; sie werden mit

L(0, t), t > 0

bezeichnet (L steht hier für LIBOR; das erste Argument ist der Betrachtungszeitpunkt,
das zweite der Fälligkeitszeitpunkt). In der nachfolgenden Abbildung sehen Sie die am
23. Juli 2009 gültigen Euro-Zinssätze des Interbankenhandels (in Prozent) für Laufzeiten
bis ein Jahr (als interpolierte Zinskurve). Zur Zinskurven-Interpolation gibt es zahlrei-
che verschiedene Ansätze; eine Einführung zu dieser Thematik enthält [37].

Abbildung 4: Zinskurve

Übung 1.5 Begründen Sie, dass für den Barwert eines (von einer Bank mit guter Bonität emit-
tierten) Zerobonds mit Rückzahlungsbetrag N in t bei Anwendung der jährlichen exponentiellen
Verzinsung gilt:

PV =
N

(1+ L(0, t))t
.

Bestimmen Sie die Rendite, den PVBP und die Duration des Zerobonds.
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Der in der Übung behandelte Zusammenhang zwischen den Zinssätzen L(0, t) und den
Zerobondpreisen erklärt die Bezeichnung Zerorates: Die Zerorates sind die Renditen
der Zerobonds.
Zwischen dem Preis einer Kuponanleihe, die von einer Bank mit guter Bonität emit-
tiert wurde, und den Preisen von Zerobonds besteht ein einfacher Zusammenhang: Wir
denken uns die zu den Zeitpunkten t1 < t2 < . . . < tn stattfindenden Zahlungen der
Anleihe als Rückzahlungsbeträge von n verschiedenen Zerobonds: Der erste Zerobond
hat also eine Laufzeit von t1 und zahlt dann den Betrag C und die übrigen Zerobonds
sind entsprechend zu wählen. Der n-te Zerobond hat somit eine Laufzeit von tn Jahren
und den Rückzahlungsbetrag C + N. Da die Zahlungen der Kuponanleihe genau den
Zahlungen der Zerobonds entsprechen, muss der Barwert der Anleihe mit der Summe
der Barwerte der Zerobonds identisch sein:

PVAnleihe =
n

∑
i=1

PVZerobondi =
n−1

∑
i=1

C
(1+ L(0, ti))ti

+
C+ N

(1+ L(0, tn))tn
.

Dieser Zusammenhang ermöglicht es, aus aus einer Serie von Preisen verschiedener
Kuponanleihen die Zerobondpreise und damit die Zerorates für die Laufzeiten t1 bis tn
rechnerisch zu bestimmen – dieses Verfahren wird auch Bootstrapping genannt.

Beispiel 1.6 Wir betrachten heute (t = 0) die folgenden vier Kuponanleihen, welche jeweils
jährlich nachschüssig, erstmals in t = 1 den jeweils angegebenen Kupon zahlen:

• Anleihe 1: Nominal 100, Kupon 5%, Laufzeit 4 Jahre, Kurs 99%,

• Anleihe 2: Nominal 100, Kupon 4%, Laufzeit 3 Jahre, Kurs 98%,

• Anleihe 3: Nominal 100, Kupon 3%, Laufzeit 2 Jahre, Kurs 98,5%,

• Anleihe 4: Nominal 100, Kupon 2%, Laufzeit 1 Jahre, Kurs 99,5%.

Wie lauten die Zerorates L(0,1),L(0,2),L(0,3) und L(0,4)?
Für Anleihe 4 gilt:

99,5 = (2+ 100) · 1
(1+ L(0,1))1

, also L(0,1) ≈ 2,5%.

Nun zu Anleihe 3. Für diese gilt:

98,5 = 3 · 1
(1+ L(0,1))1

+ 103 · 1
(1+ L(0,2))2

.

Nun haben wir L(0,1) im ersten Schritt schon berechnet und können denWert einsetzen. Damit
ist L(0,2) in der letzten Gleichung die einzige Unbekannte und kann ermittelt werden:

103 · 1
(1+ L(0,2))2

= 98,5− 3 · 1
0,025

⇐⇒ L(0,2) ≈ 3,81%.
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Für Anleihe 2 können wir jetzt wie folgt rechnen:

98 = 4 · 1
(1+ L(0,1))1

+ 4 · 1
(1+ L(0,2))2

+ 104 · 1
(1+ L(0,3))3

.

Einsetzen der bekannten Größen und Auflösen nach L(0,3) ergibt L(0,3) ≈ 4,79%. Eine ana-
loge Vorgehensweise mit Anleihe 1 liefert das Resultat L(0,4) ≈ 5,38%.

Beachten Sie, dass wir die Zerorates L(0, t) für Fälligkeiten bis ein Jahr direkt aus den
Referenzzinssätzen des Geldmarkts ablesen können, dass jedoch die Zerorates für Fäl-
ligkeiten über einem Jahr nicht direkt am Markt beobachtbar sind und daher auf die
soeben beschriebene Weise aus den Anleihepreisen zu extrahieren sind.

Bonitätsabhängige Zerorates

Ein wichtiger Aspekt bei der Barwertberechnung künftiger Zahlungen ist die Frage
nach der Bonität des Schuldners. Ähnlich wie bei den Credit Spreads für Anleiheren-
diten gibt es auch Credit Spreads für Zerorates: Je schlechter die Kreditwürdigkeit des
Schuldners, umso höher die Wahrscheinlichkeit eines Kreditausfalls und umso höher
auch der anzusetzende Zinssatz für die Diskontierung künftiger Zahlungen. Dement-
sprechend errechnet sich der Barwert eines Zerobonds im Allgemeinen zu

PV =
N

(1+ L(0, t) + st)t
,

wobei st der von der Laufzeit und der Bonität abhängige Spread ist.
Zur Berechnung von bonitätsabhängigen Spreads wird das Bootstrapping-Verfahren
auf Anleihen verschiedener Marktsegmente angewendet: Im Falle von Staatsanleihen
erhält man eine "Staatsanleihen-Zerokurve". Wendet man das Verfahren für andere An-
leihen an (z. B. alle Anleihen einer Rating-Kategorie aus einem bestimmten Industrie-
sektor), so erhält man für den jeweils ausgewählten Sektor eine passende Zerokurve.

1.2.5 Forwardzinssätze

Am Geld- und Kapitalmarkt werden regelmäßig Geschäfte vereinbart, die erst in der
Zukunft stattfinden werden, deren Bedingungen aber schon heute (in t = 0) festge-
legt werden. Als wichtiges Beispiel betrachten wir eine Forward- Kreditaufnahme bzw.
Forward-Geldanlage im Geldmarktbereich, also für Zeiträume bis ein Jahr. Dies ist eine
vertragliche Vereinbarung zwischen zwei Parteien zum Zeitpunkt t = 0, die eine Geld-
aufnahme bzw. Geldanlage in einem zukünftigen Zeitraum von t1> 0 bis t2 (t1< t2 ≤ 1)
vorsieht zu einem heute bereits festgelegten Zinssatz. Man bezeichnet die Transaktion
auch als FRA (Forward Rate Agreement) und den dafür anzuwendenden Zinssatz als
Forwardzinssatz L(0, t1, t2). Der Kauf eines FRAs (long Position) entspricht einer künf-
tigen Kreditaufnahme zum heute vereinbarten Zinssatz und der Verkauf eines FRAs
(short Position) entspricht einer Geldanlage.
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Wie kann der aus heutiger Sicht "faire" Forwardzinssatz finanzmathematisch berechnet
werden? Dazu berechnen wir den Barwert der Zahlung N in t2 auf zwei verschiedene
Weisen. Es sei bemerkt, dass in der folgenden Betrachtung die Tatsache ignoriert wird,
dass für Geldaufnahmen und Geldanlagen bezogen auf eine feste Periode üblicherwei-
se unterschiedliche Zinssätze am Geld- und Kapitalmarkt verlangt werden (sog. Geld-
Brief-Spanne). Außerdem berücksichtigen wir keine bonitätsabhängigen Spreads.
Der in t2 fällige Betrag N hat bezogen auf t1 den Wert

N
1+ L(0, t1, t2) · Δ ,

und hier gibt Δ die Anzahl der Zinstage von t1 bis t2 gemäß Tageszählkonvention an.
Vereinfachend nehmen wir in unserer Rechnung Δ= t2 − t1 an. Eine weitere Diskontie-
rung ergibt den Wert aus heutiger Sicht:

N
(1+ L(0, t1, t2) · (t2 − t1)) · (1+ L(0, t1) · t1) , (1.3)

wobei hier L(0, t1) die Zerorate für den Zeitpunkt t1 bezeichnet.
Nun gilt andererseits, dass der Wert der Zahlung N in t2 aus heutiger Sicht

N
1+ L(0, t2) · t2 (1.4)

beträgt. Ein Gleichsetzen von (1.3) und (1.4) und anschließendes Umstellen der Glei-
chung nach L(0, t1, t2) führt uns auf den gesuchten Ausdruck für den Forwardzinssatz:

L(0, t1, t2) =
(
1+ L(0, t2) · t2
1+ L(0, t1) · t1 − 1

)
· 1
t2 − t1

. (1.5)

Übung 1.6 Die aktuellen Geldmarktsätze seien 2% für sechs Monate und 2,5% für ein Jahr.
Beurteilen Sie das Angebot einer Bank, dass der Kunde für den Zeitraum heute in sechsMonaten
bis heute in einem Jahr eine Geldanlage zu 2% tätigen kann.

Aus den Forwardzinssätzen aufeinander folgender Perioden [t1; t2], . . . [tn−1; tn], ti ≤ 1
sowie der Zerorate L(0, t1) lassen sich die Zerorates L(0, t1), . . .L(0, tn) für Fälligkeiten
bis ein Jahr bestimmen, denn es gilt (bei Anwendung der einfachen Verzinsung) der
folgende Zusammenhang für i ≥ 2:

1+ ti · L(0, ti) =
(1+ t1 · L(0, t1)) · (1+ (t2 − t1) · L(0, t1, t2)) · . . . · (1+ (ti − ti−1) · L(0, ti−1, ti)).

Die dafür benötigten Forwardzinssätze können entweder aus den am Markt gehandel-
ten FRAs extrahiert werden oder sie können – was häufig geschieht – aus Kursen von
börsengehandelten Zinstermingeschäften, den sog. Geldmarkt-Futures, berechnet wer-
den.
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Ein Geldmarkt-Future ist eine spezielle Art von Termingeschäft, welches an den Ter-
minbörsen (z. B. der EUREX) in den wichtigsten Währungen gehandelt wird. Er be-
zieht sich auf bestimmte Zinssätze, so z. B. den Dreimonats-EURIBOR-Zinssatz beim
Dreimonats-EURIBOR-Future der EUREX. Beim Abschluss eines solchen Kontraktes
wird, vereinfacht gesprochen, vereinbart, einen Nominalbetrag von 1 Million Euro in
einem in der Zukunft liegenden Dreimonatszeitraum zu einem heute bereits verein-
barten (fairen) Zinssatz anzulegen (long Future) oder aufzunehmen (short Future). Es
können, ähnlich zu den bereits erwähnten Future-Kontrakten an der EUREX, zu belie-
bigen Handelszeitpunkten jeweils nur Geschäfte mit vorgegebenen Fälligkeitsterminen
abgeschlossen werden. Beim Dreimonats-EURIBOR-Future ist dies der dritte Mittwoch
der jeweils nächsten zwölf Quartalsmonate aus dem Zyklus März, Juni, September und
Dezember (die maximale Laufzeit ist 36 Monate).
Beachten Sie, dass der Kauf eines Geldmarkt-Futures ökonomisch vergleichbar ist mit
dem Verkauf eines FRAs. Allerdings ist die tatsächliche Abwicklung des Geschäftes in-
sofern etwas komplizierter, als wiederum regelmäßige Margin-Zahlungen (wie beim
Bund-Future) stattfinden. Es lässt sich zeigen, dass die Summe aller Margin-Zahlungen
(bei nicht zufälligen Zinsen) bis zum Settlementtermin t bei einer long Position in einem
Kontrakt des Dreimonats-EURIBOR-Futures gerade der Auszahlungsfunktion

1.000.000Euro · (L(0, t, t+ 0,25)− L(t, t, t+ 0,25)) · 0,25
entspricht. Dabei ist L(0, t, t + 0,25) der bei Geschäftsabschluss gültige faire Forward-
zinssatz für die Periode [t; t+ 0,25] und L(t, t, t+ 0,25) ist der in t gültige Dreimonats-
EURIBOR-Zinssatz für diese Periode.
Der heute (zum Zeitpunkt 0) aktuelle Kurs des Kontraktes wird wie folgt quotiert:

(100− L(0, t, t+ 0,25))%.

Beispiel 1.7 Am 31. Juli 2009 betrug der Schlusskurs des September 2009-Dreimonats-
EURIBOR-Futures 99,19%. Dies bedeutet, dass beim Kauf eines Kontraktes der (annualiser-
te) Zinssatz (100 − 99,19)% = 0,81% für die ab dem dritten Mittwoch im September 2009
beginnende Dreimonatsperiode vereinbart wird (Geldanlage von 1.000.000 Euro).

Forwardzinssätze werden u. a. dazu verwendet, variabel verzinsliche Anleihen (Floa-
ter) zu bewerten. Wir betrachten einen Floater (ohne Kreditrisiko) mit regelmäßigen
Kuponzahlungen, die jeweils zu Beginn der Kuponperiode festgelegt werden (in der
Praxis zwei Geschäftstage vor Beginn der Kuponperiode). Sind 0 = t0 < t1 < t2 < . . . <
tn = T die Zeitpunkte (mit Abständen kleiner oder gleich einem Jahr), an denen jeweils
die variablen Kupons festgelegt werden (in tj−1 für die nachfolgende Periode [tj−1; tj]),
und ist der Nominalbetrag gleich N, so lautet die Kuponzahlung Ctj , die in tj erfolgt:

Ctj = N · (1+ L(tj−1, tj−1, tj))
tj−tj−1 − N. (1.6)

Hier bezeichnet L(tj−1, tj−1, tj) den aus heutiger Sicht unbekannten und daher zufälli-
gen Zinssatz, der zum Zeitpunkt tj−1 für die dann beginnende Periode festgelegt wird.
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Wir wollen den Barwert des zufälligen Kupons Ctj ausrechnen und verwenden die fol-
gende Argumentation: Aus heutiger Sicht ist der unbekannte Zinssatz L(tj−1, tj−1, tj)
gleich dem fairen Zinssatz L(0, tj−1, tj) für ein Forward-Geschäft von tj−1 bis tj. Al-
lerdings können wir hier die Formel (1.5) nicht übernehmen, denn diese gilt nur für
Zeiträume innerhalb eines Jahres von heute aus gesehen. Stattdessen berechnen wir den
Forwardzinssatz L(0, tj−1, tj) noch einmal unter Verwendung der exponentiellen Verzin-
sung und erhalten, analog zu (1.5), nun

L(0, tj−1, tj) =

(
(1+ L(0, tj))

tj

(1+ L(0, tj−1))
tj−1

)1/(tj−tj−1)

− 1. (1.7)

Ersetzen wir also in (1.6) den Ausdruck L(tj−1, tj−1, tj) durch L(0, tj−1, tj), so folgt

Ctj = N ·
(

(1+ L(0, tj))
tj

(1+ L(0, tj−1))
tj−1

− 1

)
,

und der in t = 0 gültige Barwert von Ctj ergibt sich durch Multiplikation mit dem Dis-
kontfaktor 1/(1+ L(0, tj))

tj :

PV(Ctj) = N ·
(

1
(1+ L(0, tj−1))

tj−1
− 1
(1+ L(0, tj))

tj

)
.

Somit lautet der Barwert des Floaters mit Nominal N zur Zeit t= 0 (beachten Sie t0 = 0):

PVFloater =
n

∑
j=1

PV(Ctj) + PV(N) = N · 1
(1+ L(0, t0))t0

= N, (1.8)

da hier eine Teleskopsumme auftritt.

Übung 1.7 Wie lautet die Bewertungsformel für eine variabel verzinsliche Anleihe mit Lauf-
zeit T = n, die jährlich nachschüssig den jeweils zu Jahresbeginn festgelegten aktuellen einjäh-
rigen Zinssatz zuzüglich 30 Basispunkten bezogen auf den Nominalbetrag N zahlt?

Übung 1.8 Eine Zinsphasenanleihe zahlt in Abhängigkeit von den Kuponperioden variable
oder fixe Kupons. Wie lautet die Bewertungsformel für eine Zinsphasenanleihe mit Laufzeit T =
n, die in den ersten zwei Jahren jährlich nachschüssig einen festen Kupon C und danach jährlich
nachschüssig den jeweils zu Jahresbeginn festgelegten aktuellen einjährigen Zinssatz auf den
Nominalbetrag N zahlt?
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1.2.6 Forward-Preise

Ein Forward-Geschäft ist, wie bereits erwähnt, ein heute (t = 0) vereinbarter Kauf oder
Verkauf eines Finanzinstruments (Underlyings), wobei die eigentliche Abwicklung des
Geschäfts (das Settlement) erst zu einem in der Zukunft liegenden Zeitpunkt t stattfin-
det, während der Preis schon heute festgelegt wird.
Das Besondere an einem Forward-Geschäft ist, dass aus heutiger Sicht ja gar nicht klar
ist, wie der tatsächliche Preis des Finanzinstruments zum Zeitpunkt t amMarkt gehan-
delt wird. Dennoch ist es in den meisten Teilmärkten möglich, mit finanzmathemati-
schen Argumenten einen aus heutiger Sicht fairen Preis, den sog. Forward-Preis oder
(fairen) Terminpreis anzugeben.
Nehmen wir an, ein Kunde möchte eine börsengehandelte Aktie, die zu jedem Zeit-
punkt t einen beobachtbaren Preis St besitzt, im Rahmen eines Forward-Geschäfts heute
zum Settlementtermin T von einer Bank kaufen (Aktien-Forward). Gesucht ist der faire
Terminpreis, den wir mit S fwd0 bezeichnen wollen. Es wird sich zeigen, dass folgende
Größen den Terminpreis bestimmen:

• Der heutige Aktienkurs S0,

• der Zinssatz Lst(0,T) für die Periode von 0 bis T bei stetiger Verzinsung,

• der Ertrag E, den der Besitzer der Aktie im Zeitraum von 0 bis T erwirtschaftet (z.
B. aus Dividendenzahlungen).

Da die Bank die Aktie zur Zeit T liefern muss, hat sie zwei Handlungsalternativen: Sie
kann die Aktie heute an der Börse erwerben und bis zum Zeitpunkt T aufbewahren, um
sie dann zu liefern, oder sie kauft die Aktie erst zu einem späteren Zeitpunkt (spätestens
in T) und liefert sie dann zum vereinbarten Kaufpreis. Eine sichere, risikolose Kalkula-
tionsbasis hat die Bank offenbar nur dann, wenn sie die Aktie heute an der Börse bereits
erwirbt, denn nur dann kennt sie den aufzuwendenden Kaufpreis: Dieser beträgt S0
(= heutiger Börsenkurs). Ein späterer Kauf scheidet aus, da der zukünftige Börsenkurs
nicht bekannt ist und daher unkalkulierbare Risiken entstünden (bedenken Sie, dass der
Kaufpreis mit dem Kunden bereits fest vereinbart ist!).
Für den Kauf der Aktie nimmt die Bank einen Kredit mit Laufzeit T auf zum Zinssatz
Lst(0,T). Was passiert zum Zeitpunkt T? Dann liefert die Bank die Aktie dem Kunden
und erhält dafür den ursprünglich vereinbarten Terminpreis S fwd0 . Der Terminpreis ist
dann fair, wenn er die Aufwendungen der Bank genau abdeckt, d. h. wenn die Bank
davon den aufgenommenen Kredit zurückzahlen kann. Dabei müssen wir noch be-
rücksichtigen, dass die Bank im Zeitraum, während sie die Aktie verwahrt hat, auch
einen Ertrag E erwirtschaftet hat – dieser wird natürlich von den Kreditaufwendun-
gen abgezogen, da sie der Bank ja zur Tilgung der Kreditsumme zur Verfügung stehen.
Insgesamt ergibt sich damit (bei Verwendung der stetigen Verzinsung):

S fwd0 = Aufwendungen zur Kreditrückzahlung − E (1.9)

= S0 · eLst(0,T)·T − E. (1.10)
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Häufig wird vereinfachend unterstellt, dass die Erträge in Form einer stetigen Verzin-
sung des Aktienkurses S0 mit Zinssatz qT anzusetzen sind (der Zinssatz qT ist die sog.
stetige Dividendenrendite). Die Erträge werden dannmultiplikativmit den Aufwendun-
gen verknüpft:

S fwd0 = S0 · eLst(0,T)·T · e−qT ·T (1.11)

= S0 · e(Lst(0,T)−qT)·T (1.12)

(beachten Sie, dass die Erträge den Aufwand vermindern, daher das Minuszeichen vor
der Variablen qT).

Zum Verständnis von Forward-Geschäften ist es sinnvoll, die Geschäfte in zwei Kate-
gorien einzuteilen: solche, in denen das Underlying von einer wesentlichen Zahl von
Investoren zu Anlagezwecken gehalten und jederzeit gehandelt wird (Investitionsgü-
ter), und solche, in denen das Underlying hauptsächlich zu Konsumzwecken gehalten
wird (Konsumgüter, z. B. Rohstoffe, Energie oder landwirtschaftliche Produkte).

Die Berechnung des Forward-Preises für Investitionsgüter erfolgt entsprechend der Be-
ziehung (1.9) bzw. (1.11). Sie gilt (mit geringen Modifikationen) für Forward-Geschäfte
auf Zinsinstrumente, Aktien, Währungen, Gold und Silber. Beispielsweise lautet der
Forward-Preis bei einem Forward-Geschäft auf eine Fremdwährungmit heutigemWech-
selkurs S0 und Fälligkeit in T:

S fwd0 = S0 · e(Lst(0,T)Euro−Lst(0,T)Fremdwährung)·T .

Dies ist der sog. Devisenterminkurs. Die Zinssätze beziehen sich auf die Heimatwäh-
rung (in diesem Fall Euro) und die jeweilige Fremdwährung. Forward-Geschäfte auf
Währungen heißen auch Devisentermingeschäfte und werden häufig zur Wechselkurs-
absicherung eingesetzt.

Übung 1.9 Begründen Sie, warum der Devisenterminkurs bezogen auf den heutigen Wech-
selkurs S0 wie folgt dargestellt werden kann:

S fwd0 ≈ S0 · (1+ (L(0,T)Euro − L(0,T)Fremdwährung) · T).

Der Summand (L(0,T)Euro − L(0,T)Fremdwährung) · T wird Terminzuschlag oder Terminab-
schlag genannt, je nachdem, ob er positiv oder negativ ist.

Bei Konsumgütern ist es nicht immer möglich, den Forward-Preis als Funktion von S0
und anderer beobachtbarer Variablen auszudrücken. Hier ist es so, dass die Forward-
Preise sich durch Angebot und Nachfrage nach Terminprodukten am Markt bilden.
Setzt man den beobachtbaren Forward-Preis und den Preis S0 in Beziehung zueinander,
so kann man die so genannte Convenience Yield berechnen. Diese gibt an, in welchem
Ausmaß Konsumenten (z. B. Rohstoffverbraucher) Nutzen in dem Besitz der Ware se-
hen, der von den Haltern von Forward-Positionen nicht erzielt werden kann.
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1.2.7 No-Arbitrage-Prinzip und Law of one Price

Das maßgebliche Prinzip zur Bewertung aller Arten von Derivaten ist das sog. No-
Arbitrage-Prinzip. Dieses besagt, dass ohne den Einsatz von eigenem Kapital und ohne
das Eingehen von Risiken niemals ein Gewinn am Kapitalmarkt erzielt werden kann.
Wir werden den Arbitragebegriff in den nachfolgenden Kapiteln mathematisch prä-
zisieren und dann zeigen, wie man allgemein aus dem No-Arbitrage-Prinzip folgern
kann, dass der Barwert (Preis) eines Derivats als diskontierter Erwartungswert der
künftigen Zahlung(en) zu berechnen ist.

Wir erinnern in diesem Zusammenhang an den folgenden Sachverhalt: Zwei Finanz-
instrumente, die zu einem zukünftigen Zeitpunkt T > 0 unter allen Marktumständen
denselben Preis haben und im Zeitintervall [0;T) keine Auszahlung leisten, müssen
auch heute (in t = 0) denselben Wert haben (Law of one Price). Um dies einzusehen,
bezeichnen wir mit Xt bzw. Yt die Preise der beiden Instrumente zum Zeitpunkt t. Nach
Voraussetzung gilt XT = YT . Wäre nun bspw. X0 < Y0, so würden wir eine Minusposi-
tion (short Position) im zweiten Finanzinstrument eingehen, was uns den Betrag +Y0
einbrächte. Davon würden wir das erste Finanzinstrument kaufen. Es verbleibt der po-
sitive Geldbetrag B := Y0 −X0, den wir risikolos bis T zum Zinssatz L(0,T) anlegen. Bis
zum Zeitpunkt T erfolgen keine Zahlungen. Zum Zeitpunkt T hat unser Portfolio dann
insgesamt den Wert

XT −YT + B · (1+ L(0,T))T = B · (1+ L(0,T))T > 0,

also haben wir ohne Einsatz von eigenem Kapital und ohne Verlustrisiken einen siche-
ren Gewinn erzielt. Die ist eine Arbitrage. Da dies aber ausgeschlossen ist, muss unsere
Annahme X0 < Y0 falsch sein. Analog zeigt man, dass auch X0 > Y0 falsch ist – es bleibt
also nur X0 = Y0.

Beispiel 1.8
1. Wir betrachten ein Portfolio X, bestehend aus einer long Forward-Position auf eine dividen-
denlose Aktie (Fälligkeitstermin T, Strike K) und einer short Position in der Aktie, sowie ein
Portfolio Y, bestehend aus einer Kreditaufnahme bis zum Zeitpunkt T mit Rückzahlungsbe-
trag K. Die Portfolien bestehen zwar aus ganz unterschiedlichen Instrumenten, haben aber
zum Zeitpunkt T immer den gleichen Wert, denn es gilt:

Wert von X = ST − K− ST = −K und Wert von Y = −K.
Beide Portfolien haben dieselbe Auszahlungsfunktion! Gemäß dem Law of one Price folgt,
dass X und Y auch in t= 0 denselbenWert haben. Folglich gilt (mit Anwendung der stetigen
Verzinsung) für den heutigen Wert Fwd(0,T) der long Forward-Position:

Fwd(0,T)− S0︸ ︷︷ ︸
Wert von X in 0

= −K · e−Lst(0,T)·T︸ ︷︷ ︸
Wert von Y in 0

⇐⇒ Fwd(0,T) = S0 − K · e−Lst(0,T)·T .

Damit haben wir die Bewertungsformel für eine long Forward-Position hergeleitet.



1.2 Wichtige Begriffe aus der Finanzmathematik 29

2. Nun betrachten wir ein Portfolio X, bestehend aus einer long Position in einem Europäischen
Call und einer short Position in einem Europäischen Put auf ein Underlying (welches keine
Auszahlungen leistet) mit Kurs St, wobei die Optionen den Strike K und die Laufzeit T haben
sollen. Die Summe der Auszahlungsfunktionen ist

CT − PT = max{ST − K,0} −max{K− ST ,0} = ST − K,

wie man leicht nachrechnet. Dies bedeutet, dass der Wert unseres Optionsportfolios gera-
de mit dem Wert einer long Forward-Position auf das Underlying mit Terminpreis K und
Laufzeit T übereinstimmt – und zwar für jeden möglichen Wert ST des Underlyings. Daher
müssen auch für t = 0 der Wert des Optionsportfolios und des Forwards gleich sein:

C0 − P0 = S0 − K · e−Lst(0,T)·T .

Dies ist die Put-Call-Parität.

1.2.8 Preisbildung bei Futures

Preisbildung beim Bund-Future

Wir behandeln zunächst die Preisbildung beim Bund-Future. Zur Erinnerung: Der
Bund-Future bezieht sich auf eine fiktive Bundesanleihe mit Restlaufzeit 8,5 bis 10 Jah-
ren, Kupon 6% und einem Nominalvolumen von 100.000 Euro.
Aus Sicht der Finanzmathematik ist die Bestimmung des theoretisch korrekten Future-
Preises relevant. Wir verwenden zur Herleitung die folgenden Bezeichnungen:

• PV0: heutiger Barwert des Underlyings (lieferbare Anleihe) als Prozentzahl bezo-
gen auf den Nominalbetrag

• PVclean0 : Clean-Preis des Underlyings: PVclean0 = PV0 − Stückzinsen (in Prozent
bezogen auf den Nominalbetrag),

• PV fut
0 : theoretisch korrekter Future-Preis pro Kontrakt (als Prozentzahl),

• L(0,T): Zinssatz für die Periode von 0 bis zum Settlementtermin T des Bund-
Futures (T wird in der Einheit Jahre gemessen),

• E: Ertrag aus der lieferbaren Anleihe zwischen heute (t = 0) und T (als Prozent-
zahl bezogen auf den Nominalbetrag),

• f : Konversionsfaktor.

Die Überlegungen verlaufen nun ganz entsprechend wie in Abschnitt 1.2.6: Der Future-
Preis (bezogen auf den Clean-Preis der Anleihe) ergibt sich aus dem heutigen Clean-
Preis der Anleihe, zuzüglich der Aufwendungen bis T für den Erwerb der Anleihe in
t = 0 abzüglich der erzielten Erträge aus dem Besitz der Anleihe von 0 bis T:

PV fut
0 = (PVclean0 + L(0,T) · T · PV0 − E)/ f . (1.13)
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Beachten Sie bei der Formel, dass die Aufwendungen sich aus den zu zahlenden Kre-
ditzinsen bezogen auf den Barwert PV0 der Anleihe und dem heutigen Clean-Preis der
Anleihe PVclean0 zusammensetzen. Die Erträge E entsprechen den Kuponerträgen von 0
bis T.
Der Konversionsfaktor f dient dazu, wie in Abschnitt 1.1.2 bereits erwähnt, den Preis
der ausgewählten lieferbaren Anleihe (mit einem Kupon von C) umzurechnen auf die
fiktive Anleihe. Dies erfolgt dadurch, dass für den Konversionsfaktor der um die Stück-
zinsen bereinigte Preis einer Anleihe mit Nominal 1, jährlich nachschüssigem Kupon C
(in Prozent) und Rendite von 6% zum ersten Tag des Liefermonats verwendet wird. Ist
t die Anzahl der ganzen Monate zwischen dem ersten Tag des Liefermonats und dem
Monat des nächsten Kupontermins der lieferbaren Anleihe und hat diese zu Beginn des
Liefermonats noch genau n+ 1 Kupontermine, so folgt

f =
n

∑
j=0

C
1,06j+t/12

+
1

1,06n+t/12
− C · (1− t/12).

Übung 1.10 Vollziehen Sie diese Formel gedanklich nach!

Der zu bezahlende Rechnungsbetrag des Anleihekäufers bei Lieferung der Anleihen
insgesamt ergibt sich bei einem Bund-Future-Kontrakt am Settlementtag nach dem fol-
genden Ausdruck:

Schlusskurs des Bund-Futures(in Prozent) · Konversionsfaktor f · 100.000
+ Stückzinsbetrag der gelieferten Anleihe.

Beachten Sie, dass der Konversionsfaktor für Anleihen mit einem Kupon kleiner als 6%
zu einem geringeren Rechnungsbetrag führt als bei der fiktiven Anleihe. Analoges gilt
für Anleihen mit einem Kupon größer als 6%.

Übung 1.11 Heute sei der 30. Juni 2009. Berechnen Sie den theoretisch korrekten Future-Preis
(in Prozent) für den nächsten Bund-Future Settlementtermin am 10. September 2009 bezogen
auf eine lieferbare Anleihe mit heutigem Kurs (Clean-Preis) 110%, die noch bis zum 31. Dezem-
ber 2018 läuft und einen jährlichen nachschüssigen Kupon von 5,5% jeweils am 31. Dezember
zahlt. Der Zinssatz L(0,T) von heute bis zum 10. September 2009 betrage 0,8%. Verwenden
Sie die Tageszählkonvention act/act.
Lösung: Es gilt hier

S := Stückzinsen =
181 · 5,5%

365
≈ 2,73%,

also
PV0 = PVclean0 + S = 110%+ 2,73%= 112,73%.
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Mit T = 72/365 = Anzahl der Tage zwischen dem 30. Juni und dem 10. September 2009 /365
(in der Praxis würde T = 70/365 verwendet, da ein heute vereinbartes Geschäft (Kreditaufnah-
me und Anleihekauf) erst nach zwei Tagen beginnt) ergibt sich

L(0,T) · T · PV0 ≈ 0,18%.

Weiterhin ist E = 5,5%·72
365 = 1,08% und damit schließlich

PV fut
0 = (110+ 0,18− 1,08)%/ f = 109,1%/ f .

Nun ist

f =
9

∑
j=0

0,055
1,06j+4/12

+
1

1,069+4/12
− 0,055 · (8/12) ≈ 0,96,

und somit
PV fut

0 ≈ 113,65%.

Die Cheapest-to-Deliver-Anleihe (CtD-Anleihe)

Meistens existiert nicht nur eine einzige, sondern verschiedene Anleihen, die zu einem
Settlementtermin beim Bund-Future lieferbare Anleihen sind. Die Marktteilnehmer
sind frei in ihrer Wahl, welche Anleihe sie liefern wollen. Allerdings wird in der Pra-
xis die zu liefernde Anleihe nach ganz bestimmten Kriterien ausgewählt – im Ergebnis
fällt die Wahl dann auf eine bestimmte Anleihe, sie sog. Cheapest-to-Deliver-Anleihe
(CtD-Anleihe). Im Folgenden beschreiben wir eine Möglichkeit zur Bestimmung der
CtD-Anleihe.
Für jede in Frage kommende lieferbare Anleihe eines Bund-Future-Kontrakts wird die
folgende Rechnung aufgestellt: Man überlegt sich, welcher Ertrag entstünde, wennman
die Anleihe heute an der Börse kaufte und gleichzeitig eine short Position im Bund-
Future einginge, um dann am Liefertermin die gewählte Anleihe zu liefern. Ein evtl.
positiver Ertrag entsteht dann, wenn der Aufwand für den Kaufpreis plus die Summe
aus den Stückzinsen bis zum Settlementtag und dem dann erzielbaren Preis aus der
Lieferung der Anleihe in den Bund-Future-Kontrakt positiv ist. Diese Vorgehensweise
nennt man eine Cash und Carry Arbitrage.

Beispiel 1.9 Wir erläutern die Cash und Carry Arbitrage anhand der Anleihe aus Übung
1.11. Der aktuell am Markt gehandelte Bund-Future-Kurs sei 113,80%, also geringfügig über
dem theoretisch korrekten Future-Preis. Die Rechnung zur Cash und Carry Arbitrage lautet:
1. Clean-Kaufpreis der Anleihe: −110,00%.
2. Rechnerischer Clean-Verkaufspreis der Anleihe am Settlementtag aus dem Bund-Future Ver-
kauf: 113,80% · f = 109,25%.
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3. Zinsertrag aus Anleihe vom Kauftag bis zum Settlementtermin: 5,5 · 72/365 = 1,08%.
4. Gesamtertrag: −110,00%+ 109,25%+ 1,08% = 0,33%.
5. Annualisierter Gesamtertrag im Verhältnis zum investierten Kapital:

0,33 · 360/(112,73 · 72) = 1,5.

Der im letzten Beispiel berechnete prozentuale Ertrag wird Implied Repo Rate (IRR)
genannt. Er ist allgemein wie folgt definiert:

IRR =
Ertrag aus Cash und Carry Arbitrage
Preis der Anleihe inkl. Stückzinsen

· T,

wobei T wie oben angegeben definiert ist. Damit können wir nun festhalten:
Die CtD-Anleihe ist diejenige unter allen lieferbaren Anleihen, die bei der Cash and
Carry Arbitrage den höchsten Ertrag abwirft, die also die größte IRR besitzt. Die Preis-
bildung des Bund-Futures an der Börse orientiert sich immer am aktuellen Preis der
CtD-Anleihe, denn dies ist die Anleihe, die die Marktteilnehmer gemäß der aktuellen
Marktlage am Settlementtag liefern werden.

Risikoabsicherung mit Bund-Futures

In Abschnitt 1.2.1 haben wir das Zinsänderungsrisiko von Anleihen angesprochen.
Dieses Risiko stellt für die meisten Finanzinstitutionen einen signifikanten Anteil am
Gesamtrisiko dar und soll häufig abgesichert werden.
Stellen wir uns eine typische Bank vor, die einen großen Betrag in verschiedene Anlei-
hen investiert hat. Die Bank hat also eine long Position und sie sieht sich dem Risiko
ausgesetzt, dass die Anleihen an Wert verlieren, wenn die Renditen am Markt steigen.
Nun könnte die Bank die Anleihen verkaufen, um diesem Risiko zu entgehen. Nicht im-
mer jedoch ist es sinnvoll, die Anleihen zu verkaufen, z. B. dann nicht, wenn die Bank
nur einen kurzfristigen Renditeanstieg erwartet, langfristig aber wieder von sinkenden
Renditen ausgeht. Um sich vorübergehend abzusichern, kann die Bank (neben anderen
Instrumenten) u. a. auch börsengehandelte Futures verwenden.
Die Idee dabei ist, dass ein Bund-Future-Kontrakt sich bei Renditeänderungen prozen-
tual in etwa verändert wie die zu Grunde liegende CtD-Anleihe, dividiert durch den
Konversionsfaktor. Dies kann man rechnerisch (mit (1.13)) begründen – es genügt aber
auch die Feststellung, dass der Bund-Future nichts anderes ist als ein Terminkauf der
CtD-Anleihe (Nominal 100.000). Somit kann eine long Position in Anleihen (mit Lauf-
zeiten bei etwa zehn Jahren) durch eine geeignet gewählte gegenläufige Position (eine
short Position) in Bund-Future-Kontrakten abgesichert werden, in dem Sinne, dass die
Wertentwicklungen beider Positionen genau gegenläufig sind. Die Frage ist, wie viele
Bund-Future-Kontrakte zur Absicherung (auch Hedge genannt) jeweils benötigt wer-
den.
Um dies zu klären, machen wir den folgenden Ansatz, der sich zunächst auf eine Ren-
diteänderung von einem Basispunkt bezieht:

PVBP(x Bund-Future-Kontrakte) + PVBP(Anleiheposition) !
= 0.
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Nun gilt PVBP(x Bund-Future-Kontrakte) = x · PVBP(1 Bund-Future-Kontrakt), so
dass wir sagen können: Eine Position von

x := − PVBP(Anleiheposition)
PVBP(1Bund-Future-Kontrakt)

führt dazu, dass sich der PVBP der Bund-Future-Kontrakte und der PVBP der An-
leiheposition gerade zu 0 addieren, dass also bei einer Renditeänderung von einem
Basispunkt insgesamt keine Wertänderung des Portfolios eintritt. Eine entsprechende
Überlegung gilt auch (näherungsweise) für Renditeänderungen um mehr als einen Ba-
sispunkt, wobei wir allerdings darauf achten müssen, dass der PVBP nur eine lineare
Annäherung der Wertänderung der Anleihen ist. Je größer also die betrachtete Rendite-
änderung, um so größer der Approximationsfehler (auch Konvexitätsfehler genannt)!
Die oben eingeführte Größe x ohne dasMinuszeichen nennt man auch dieHedge-Ratio.
Wir können jetzt schreiben:

Hedge-Ratio =
PVBP(Anleiheposition)

PVBP(1 Bund-Future-Kontrakt)

=
PVBP(Anleiheposition)

PVBP(CtD(Nominal 100.000))/ f
.

Beachten Sie bitte, dass sich ein Bund-Future-Kontrakt auf Anleihen im Nominal von
100.000 bezieht.

Beispiel 1.10 Eine Anleiheposition, bestehend aus Bundesanleihen mit einer Restlaufzeit von
neun Jahren und Gesamtnominal 100.000.000 Euro, soll durch Bund-Futures abgesichert wer-
den. Der aktuelle PVBP des Anleiheportfolios betrage 70.000 Euro. Welche Position im Bund-
Future wird benötigt, wenn bekannt ist, das der PVBP einer CtD-Anleihe mit Nominal 100
Euro den Wert 0,0750 Euro hat und dass der Konversionsfaktor den Wert 1 hat?
Antwort: Die Hedge-Ratio beträgt

Hedge-Ratio =
70.000

1.000 · 0,0750 ≈ 933,33.

Es müssen 933 Bund-Future-Kontrakte zur Risikoabsicherung verkauft werden.

Funktioniert die Hedge-Strategie auch für Anleihen, deren Laufzeit deutlich kleiner
oder größer als zehn Jahre ist? Dies ist zu verneinen, denn im Allgemeinen wird man
davon ausgehen, dass die Renditeänderung im zehnjährigen Laufzeitbereich, die den
Wert des Bund-Futures beeinflussen, deutlich abweichen von den Renditeänderungen
im Bereich unter oder über zehn Jahren. Ferner reagieren Anleihen unterschiedlicher
Laufzeiten im unterschiedlichen Ausmaß auf Renditeänderungen. Es macht also nur
Sinn, Anleihen zu hedgen mit einem Future, dessen Underlying eine zur Anleihe ver-
gleichbare Laufzeit besitzt. So wird man für Anleihen mit einer Laufzeit von vier bis
fünf Jahren zur Absicherung typischerweise den ebenfalls an der EUREX gehandelten
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sog. Euro-Bobl-Futurewählen, dessen Underlying eine fiktive Bundesanleihe mit Lauf-
zeit 4,5 bis 5 Jahre ist. Außerdem gibt es noch den Euro-Schatz-Future, dessen Under-
lying Schatzanweisungen mit einer Laufzeit von 1,75 und 2,25 Jahren sind.

Preisbildung beim DAX-Future

Wir verwenden zur Herleitung die folgenden Bezeichnungen:

• S0: heutiger Kurs des Underlyings (DAX-Index-Stand),

• S f ut0 : theoretisch korrekter Preis des DAX-Futures (=DAX-Future-Index-Stand als
Forward-Preis für die Lieferung einer DAX-Index-Position),

• L(0,T): Zinssatz für die Periode von 0 bis zum Settlementtermin T des DAX-
Futures (T wird in der Einheit Jahre gemessen).

Der Preis des DAX-Futures ergibt sich aus dem heutigen Kurs des Underlyings zuzüg-
lich den Aufwendungen bis T für den "Erwerb" des DAX-Indexes in t = 0:

S f ut0 = S0 + S0 · L(0,T) · T. (1.14)

Beachten Sie bei der Formel, dass keine Erträge aus den DAX-Aktien (d. h. Dividenden-
zahlungen) in die Berechnung mit einfließen. Dies hängt damit zusammen, dass der
DAX-Index ein sog. Performance-Index ist, bei dem Dividendenausschüttungen nicht
zu einer Verminderung des Index-Standes führen. Während für jede Einzelaktie der
Kurs nach einer Dividendenausschüttung rechnerisch um den entsprechenden Divi-
dendenbetrag zu kürzen ist, wird bei der DAX-Indexberechnung davon ausgegangen,
dass der ausgeschüttete Betrag sofort wieder in die jeweilige Aktie investiert wird –
damit ist eine rechnerische Verminderung des Index-Standes nicht vorzunehmen. Dies
impliziert auch, dass Dividendenzahlungen in der Formel (1.14) zunächst auf beiden
Seiten der Gleichung auftauchen und sich im Ergebnis damit wegheben. Für Futures auf
Aktienindices, bei denen keine rechnerische Wiederanlage der Dividendenausschüt-
tung erfolgt (z. B. der amerikanische Dow Jones Industrial Index oder SP 500 Index;
sog. Preis-Indices) wären Dividendenzahlungen auf der rechten Seite der Gleichung
(1.14) anzusetzen.

Risikoabsicherung mit DAX-Futures

DAX-Futures können dazu verwendet werden, Positionen in einzelnen Aktien oder
ganze Aktienportfolien gegen Wertverluste abzusichern. Wir betrachten dazu ein ty-
pisches Beispiel.
Eine Bank besitzt eine Reihe verschiedener Aktien, die alle Bestandteile des DAX-Index
sind. Jede dieser Aktien erfährt permanente Kursveränderungen. Die Erfahrung zeigt
jedoch, dass die Kursveränderungen einzelner DAX-Aktien mehr oder minder zusam-
menhängend sind mit den Kursveränderungen des DAX-Index. Wenn also der Index
steigt (fällt), so werden typischerweise auch die meisten der darin enthaltenen Ak-
tien tendenziell im Wert zunehmen (abnehmen) – denn der Index spiegelt ja gerade
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die durchschnittliche Kursentwicklung der Einzeltitel wider. Allerdings ist es klar, dass
nicht alle Aktien diesem Trend immer folgen und dass die Einzelaktien in unterschied-
lichem Maß die Kursentwicklung des Index nachvollziehen.
Der Zusammenhang zwischen der Kursentwicklung einer bestimmten Einzelaktie und
dem DAX-Index wird durch eine Kennzahl namens Beta angegeben. Diese Zahl be-
schreibt allgemein die Veränderung einer abhängigen Variablen, z. B. einer Aktien-
kursänderung, die durch eine Veränderung einer bestimmenden Variablen, z. B. der
DAX-Indexänderung, bewirkt wird. Mit den Hilfsmitteln der Statistik ist es möglich,
basierend auf einer Kurszeitreihe (z. B. der Länge ein Jahr oder drei Monate), das Beta
zu "schätzen", wie man sagt. Dabei werden die täglichen relativen Veränderungen des
DAX aus der Kurszeitreihe bestimmt und in Abhängigkeit davon die Veränderungen
der betrachteten Aktie in ein Koordinatensystem eingezeichnet. Im Rahmen der statis-
tischen Regressionsrechnung kann nun der Zusammenhang zwischen den Daten ermit-
telt werden. Dabei handelt es sich mathematisch um die Steigung einer Geraden (der
sog. Trendgeraden oder Regressionsgeraden), welche den Verlauf der erhobenen Daten
möglichst gut widerspiegelt. Die diesbezüglichen Einzelheiten werden im nächsten Ka-
pitel ausführlicher dargestellt.
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Abbildung 5: Regressionsgerade mit Gleichung y = 0,8403x− 0,001, wobei

x = relative DAX-Änderung, y = relative Aktienkursänderung

Beachten Sie, dass die Kursveränderung einer Aktie natürlich nicht perfekt über die
Gleichung der Regressionsgeraden an die Kursveränderungen des DAX-Index gekop-
pelt ist. Die Regressionsgerade beschreibt lediglich den mittleren linearen Zusammen-
hang zwischen beiden. Wie "nah" die in der Grafik eingetragenen Punkte tatsächlich
an der Regressionsgeraden liegen, wird durch den sog. Korrelationskoeffizienten be-
schrieben (den wir im nächsten Kapitel näher behandeln). Der Korrelationskoeffizient
liegt immer zwischen +1 und −1, wobei ein Wert von +1 bzw. −1 aussagt, dass die
gemessenen Werte exakt auf einer steigenden (fallenden) Geraden, eben der Regressi-
onsgeraden, liegen.
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Die grundlegende Idee der Aktienkursabsicherung mit Futures besteht nun darin, dass
die täglichen relativen Preisänderungen eines DAX-Future-Kontrakts näherungsweise
gleich dem 25-fachen der relativen Kursänderung des DAX-Indexes sind (da sich ein
Kontrakt auf die "Lieferung" von 25 DAX-Index-Positionen bezieht) und dass der DAX-
Future-Index-Stand am Fälligkeitstag mit dem DAX-Index-Stand identisch ist (beides
folgt aus (1.14)).
Eine long Position in Aktien des DAX wird durch eine entsprechende short Position
im DAX-Future abgesichert und umgekehrt. Die Zahl der DAX-Future-Kontrakte ist so
zu bemessen, dass die Wertentwicklung der abzusichernden Position und der DAX-
Future-Position sich gegenseitig annähernd aufheben. Bei der skizzierten Vorgehens-
weise wird von einer hohen Korrelation (nahe an 1) zwischen den Kursänderungen
der Einzelaktien und denen des DAX-Indexes ausgegangen und die Betas spielen eine
wichtige Rolle:
Für ein Portfolio aus n Aktien mit long Positionen in den Einzelaktien (Positionswerte
x1,x2, . . . ,xn) ist das Portfoliobeta definiert durch

βPort f olio =
x1 · β1 + . . .+ xn · βn

x1 + . . .+ xn
.

Dabei ist x1 + . . .+ xn gleich dem Portfoliowert und β1, . . . ,βn sind die zu den Aktien
gehörenden Aktienbetas. Ein Wert des Portfoliobetas von 0,8 bedeutet bspw., dass die
prozentuale Wertänderung des Portfolios im Mittel gleich dem 0,8-fachen der prozen-
tualenWertänderung des DAX-Index ist. Beachtenwir andererseits, dass die prozentua-
le Preisänderung eines DAX-Future-Kontrakts (der sich ja auf 25 DAX-Index-Positionen
bezieht) gerade dem 25-fachen der Änderung des DAX-Indexes entspricht, so können
wir festhalten:

prozentuale Portfoliowertänderung · Portfoliowert ≈
βPort f olio · prozentuale Wertänderung des DAX-Future-Index-Standes

25 ·DAX-Index-Stand · Portfoliowert.

Somit folgt: Zur Absicherung künftiger Wertänderungen des Portfolios sind

βPort f olio · Portfoliowert
25 ·DAX-Index-Stand

Kontrakte des DAX-Futures zu verkaufen (short Position).

Übung 1.12 Welche Position im DAX-Future ist erforderlich, um ein Aktienportfolio, beste-
hend aus zwei long Positionen mit den Positionswerten 10.000 und 20.000, abzusichern, wenn
der DAX-Index aktuell bei 5.200 steht und die Betas der beiden Aktien die Werte 1,1 bzw. 0,9
haben?



Kapitel 2

Grundlagen aus der Stochastik

2.1 Wahrscheinlichkeitsräume

Wir behandeln hier die grundlegenden Begriffe aus der Stochastik und verweisen für
eine vertiefende Betrachtung auf die sehr gut lesbaren Darstellungen in [17], [18], [26].
Ein Vorgang, der (zumindest prinzipiell) beliebig oft wiederholt werden kann und
dessen Ergebnis außerdem vom Zufall abhängt, heißt ein Zufallsexperiment. Bei der
Modellierung von Zufallsexperimenten wird jedem Ergebnis ein Element ω einer Er-
gebnismenge Ω zugeordnet.
Die zufälligen Ergebnisse bei der Finanzmarktmodellierung sind z. B. die beobachtba-
ren Werte künftiger Finanzdaten (wie z. B. Zinssätze, Renditen, Credit Spreads usw.).
Auch andere Ergebnisse spielen eine Rolle, etwa die Feststellung, ob ein bestimmter
Kreditnehmer bis zu einem vorgegebenen Zeitpunkt zahlungsunfähig ist oder nicht.

Beispiel 2.1 (Einperiodenmodell)
Ein einfaches Einperiodenmodell besteht aus einem einzigen Finanzinstrument, dessen Kurs
zum Zeitpunkt 0 den Wert S0 > 0 hat, der sich zum Zeitpunkt 1 um den Faktor u > 1 zufällig
nach oben oder um den Faktor d, 0 < d < 1 nach unten bewegt. Weitere Zeitpunkte, an de-
nen Kurse beobachtbar sind, gibt es nicht. In diesem Modell gibt es die möglichen Kursverläufe
(Ergebnisse)

Ω = {ω1 = (S0, S0 · u), ω2 = (S0, S0 · d)}.

Es ist im Allgemeinen nicht ausgeschlossen, die ErgebnismengeΩ bei derModellierung
größer als "nötig" zu wählen. So hätte man im Beispiel auch das Ergebnis ω3 = (S0,S0)
zu Ω hinzufügen können, obwohl es gar nicht auftreten kann.

Teilmengen A, B, C, . . . von Ω heißen Ereignisse. Man sagt, "das Ereignis A tritt ein",
wenn ein Ergebnis ω mit ω ∈ A auftritt.

S. Reitz, Mathematik in der modernen Finanzwelt, DOI 10.1007/978-3-8348-9860-9_2, 
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011 
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Beispiel 2.2

1. Der zweifache Würfelwurf: Hier ist Ω= {(1,1), (1,2), . . . , (6,6)}. Mögliche Ereignisse sind
z. B.: "Beide Augenzahlen sind gerade" (A) oder "Die Summe der Augenzahlen ist höchstens
3" (B). Es ist A = {(2,2), (4,4), (6,6)} und B = {(1,1), (1,2), (2,1)}.

2. Der n−fache Münzwurf: Hier ist Ω = {(x1, . . . ,xn) : xi = Kopf, oder xi = Zahl.} Das Er-
eignis "Alle Münzwürfe sind gleich" ist A = {(Kopf, . . . ,Kopf), (Zahl, . . . ,Zahl)}.

3. Das Ereignis "Der Wert des Finanzinstruments in t= 1 ist mindestens so groß wie in t= 0"
in obigem Beispiel ist A = {(S0,S0 · u)}.

Häufig interessieren Ereignisse, die durch Zusammensetzen anderer Ereignisse entste-
hen. Wir sagen:

Das Ereignis "A oder B" tritt ein, wenn ein ω ∈ A ∪ B auftritt,
das Ereignis "A und B" tritt ein, wenn ein ω ∈ A ∩ B auftritt,
das Ereignis A tritt nicht ein, wenn ein ω ∈ AC =Ω\A auftritt.

AC nennen wir das zu A komplementäre Ereignis. Zwei Ereignisse A und B heißen
disjunkt, wenn A ∩ B = ∅ (leere Menge). ∅ heißt das unmögliche Ereignis. Die einele-
mentigen Teilmengen {ω} von Ω heißen Elementarereignisse.
Mit zwei Ereignissen A und B sollen die Mengen A ∪ B, A ∩ B, AC, BC auch zum
"System der Ereignisse" gehören. Betrachtet man eine unendliche Folge (Ai)i∈N von
Ereignissen, so kann man fragen, ob mindestens ein Ereignis der Folge eintritt; dies
führt uns zu dem neuen Ereignis

⋃∞
i=1 Ai. Interessiert man sich dafür, ob alle Ereignisse

gleichzeitig eintreten, so betrachtet man
⋂∞
i=1 Ai.

Aus den bisherigen Überlegungen ergibt sich, dass das "System der Ereignisse", das
üblicherweise mit A bezeichnet wird, die Eigenschaft hat, dass Vereinigungen, Schnitt-
mengenbildungen und Komplemente von Ereignissen ausA wiederum zuA gehören.
Für A wird folgende Bezeichnung verwendet:

Definition 2.1 Ein System A von Teilmengen einer nichtleeren Menge Ω heißt σ−Algebra
über Ω, falls folgende Eigenschaften erfüllt sind:

1. Ω ∈A .
2. Für A ∈A gilt auch AC ∈A .
3. Aus Ai ∈A für alle i ∈N folgt

⋃∞
i=1 Ai ∈A .

Alle Mengen A ∈A werden als Ereignisse bezeichnet.

Offensichtlich ist die Potenzmenge P(Ω) einer beliebigen nichtleerenMengeΩ, d. h. die
Menge aller Teilmengen von Ω eine σ−Algebra, denn sie hat die drei oben genannten
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Eigenschaften. Aus der de Morganschen Regel

∞⋂
i=1

Ai =

(
∞⋃
i=1

ACi

)C

(2.1)

und den Eigenschaften 2. und 3. einer σ−Algebra folgt, dassmit den Ereignissen Ai ∈A
auch deren Durchschnitt

⋂∞
i=1 Ai wieder zu A gehört, also ein Ereignis ist.

Aus 1. und 2. folgt, dass mit Ω auch ∅ = ΩC zu A gehört. Setzt man An+1 = An+2 =
. . .=∅, so folgt aus 3., dass auch endliche Vereinigungen von Ereignissen wieder Ereignis-
se sind. Auch endliche Durchschnitte von Ereignissen sind wieder Ereignisse: Dazu setzt
man An+1 = An+2 = . . .=Ω in (2.1). Somit sind auch Differenzen A1\A2 = A1 ∩ AC2 von
Ereignissen wiederum Ereignisse.

Übung 2.1 Es sei Ω nichtleer, B ⊆ Ω, A := {∅,Ω,B,BC}. Zeigen Sie, dass dies eine
σ−Algebra ist.

IstΩ eine endliche Menge oder istΩ abzählbar unendlich (lässt sich also mit den natür-
lichen Zahlen abzählen), so wird in den meisten Fällen für A die Potenzmenge P(Ω)
gewählt. IstΩ die Menge der reellen ZahlenR oder die Menge {x ∈R : x ≥ 0}, so inter-
essieren meist Ereignisse vom Typ "ω liegt in einem bestimmten Intervall".

Beispiel 2.3 Die für die Finanzmathematik relevanten Ereignisse sind oftmals von der Form:
"Der Preis St eines Finanzinstruments liegt zwischen a und b" oder "St ist mindestens a" oder
"St ist höchstens b". Diese Ereignisse lassen sich als Teilmengen von Ω = R oder Ω = [0;∞)
auffassen. Das erste Ereignis ist {St : St ∈ (a;b)}, das zweite Ereignis {St : St ∈ [a;∞)} und
das dritte {St : St ∈ [0;b]}. In allen Fällen handelt es sich um Intervalle.

Aus dem bisher Gesagten ergibt sich, dass sinnvollerweise alle (beschränkten oder un-
beschränkten) Intervalle zuA gehören, sofernΩ die Menge der reellen Zahlen ist. Es ist
jedoch aus tieferliegenden Gründen nicht möglich, alle Teilmengen vonΩ=R als Ereig-
nisse zuzulassen, da dann Wahrscheinlichkeiten nicht mehr sinnvoll definiert werden
können. Die kleinstmögliche σ−Algebra, die alle Intervalle und deren Durchschnitte,
Vereinigungen sowie Komplemente umfasst, ist die sog. Borel-σ-Algebra.

Allen Ereignissen A der σ−Algebra A werden nunWahrscheinlichkeiten, also Zahlen
aus [0; 1] zugeordnet: P(A) ∈ [0; 1]. Sinnvollerweise verlangen wir dabei

P(∅) = 0, P(Ω) = 1, sowie P(A ∪ B) = P(A) + P(B),

falls A und B disjunkt sind (Additivitätseigenschaft).

Die Additivitätseigenschaft wird auch für unendliche Folgen paarweise disjunkter Ereig-
nisse gefordert; man spricht dabei von σ-Additivität.
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Definition 2.2 Eine Abbildung P :A →R heißt einWahrscheinlichkeitsmaß, wenn gilt:

1. P(A) ∈ [0;1] für alle A ∈A ,
2. P(Ω) = 1,

3. P (
⋃∞
i=1 Ai) = ∑

∞
i=1 P(Ai) für paarweise disjunkte A1, A2, . . . ∈A (σ−Additivität).

Speziell für An+1 = An+2 = . . . = ∅ : P (
⋃n
i=1 Ai) = ∑

n
i=1 P(Ai).

(Ω,A , P) heißtWahrscheinlichkeitsraum. P(A) heißtWahrscheinlichkeit von A.

Die Eigenschaften 1. bis 3. werden als Kolmogoroff-Axiome der Wahrscheinlichkeits-
theorie bezeichnet. Es gelten immer die folgenden Rechenregeln:

Satz 2.1
1. P(∅) = 0,
2. P(AC) = 1− P(A) für alle Ereignisse A ∈A ,
3. A ⊆ B ⇒ P(A) ≤ P(B) für alle Ereignisse A,B ∈A ,
4. P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B) für alle Ereignisse A, B ∈A .

Beweis 1. zur Übung.

2. A ∪ AC =Ω, A und AC sind disjunkt, woraus mit Definition 2.2, 3. folgt:

P(Ω) = P(A) + P(AC)⇒ P(AC) = 1− P(A).

3. A ⊆ B ⇒ A ∪ (B\A) = B, A und B\A sind disjunkt, also gilt wegen Definition 2.2, 3.:

P(B) = P(A) + P(B\A)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ P(A).

Bemerkung: Wir haben damit auch P(B\A) = P(B)− P(A) für A ⊆ B gezeigt.

4. Es ist A∪ B= (A\(A∩ B))∪ (A∩ B)∪ (B\(A∩ B)) und diese Mengen sind disjunkt,
also:

P(A ∪ B) = P(A\(A ∩ B)) + P(A ∩ B) + P(B\(A ∩ B))

= P(A)− P(A ∩ B) + P(A ∩ B) + P(B)− P(A ∩ B)

= P(A) + P(B)− P(A ∩ B).

Übung 2.2 Leiten Sie eine allgemeine Formel für P(A ∪ B ∪ C) her.
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Laplace-Annahme

Ist die Ergebnismenge Ω = {ω1, . . . ,ωn} endlich und sind alle Ergebnisse als gleich
wahrscheinlich anzusehen, so gilt für jedes i ∈ {1, . . . ,n} :

n · P({ωi}) = P({ω1}) + · · ·+ P({ωn}) = P(Ω) = 1 =⇒ P({ωi}) = 1
n
.

Man nennt dies die Laplace-Annahme: Alle Ergebnisse haben die Wahrscheinlichkeit 1
n .

Die Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Ereignisses A ∈A , das aus k (0≤ k≤ n) Ergeb-
nissen besteht, können wir dann wie folgt berechnen:

P(A) =
k
n
.

P(A) ist also das Verhältnis der Anzahl aller Elemente von A zur Zahl n.

2.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhängigkeit

Definition 2.3 Sind A, B∈A Ereignisse in einemWahrscheinlichkeitsraum und gilt P(B)>
0, so heißt

P(A|B) = P(A ∩ B)
P(B)

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B. Zwei Ereignisse A und B
heißen (stochastisch) unabhängig, falls gilt

P(A ∩ B) = P(A) · P(B).

Beispiel 2.4 In der Finanzmathematik werden typischerweise die zeitlich aufeinander folgen-
den Ereignisse von Kursveränderungen eines Finanzinstruments als unabhängig betrachtet. Ist
also A das Ereignis "Kurs steigt am Tag t" und B das Ereignis "Kurs fällt am darauf folgenden
Tag t+ 1", so sind A und B unabhängige Ereignisse.

Sind die Ereignisse A und B unabhängig, so sind es auch die Ereignisse A und BC, die
Ereignisse AC und B sowie die Ereignisse AC und BC. Wir zeigen dies für A und BC:

P(A) · P(BC) = P(A) · (1− P(B)) = P(A)− P(A) · P(B)
= P(A)− P(A ∩ B) = P(A\(A ∩ B)) = P(A ∩ BC)
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Definition 2.4 Die Ereignisse A1, . . . ,An heißen (stochastisch) unabhängig, falls für jede
Zahl k ∈ {2, . . . ,n} und jede k−elementige Teilmenge {i1, i2, . . . , ik} von {1, . . . ,n} gilt

P(Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik ) = P(Ai1) · P(Ai2) · . . . · P(Aik ).

Beachten Sie, dass es bei der Unabhängigkeit von n Ereignissen darauf ankommt, dass
alle oben genannten Gleichungen für jedes k erfüllt sind. Es reicht nicht aus, sich je zwei
Ereignisse herauszugreifen und deren Unabhängigkeit nachzuweisen.

2.3 Zufallsvariablen und Verteilungsfunktionen

Oftmals tritt als Versuchsergebnis ein Zahlenwert auf. Dies ist z. B. der Fall, wenn wir
künftige Kurse oder Kursveränderungen von Finanzinstrumenten betrachten: Es han-
delt sich dann um eine nichtnegative bzw. eine beliebige reelle Zahl als Ergebnis.

Beispiel 2.5 In Beispiel 2.1 hatten wir die Modellierung eines Kurses zu den Zeitpunkten 0
und 1 beschrieben. Hier ist S1 eine Zufallsvariable, deren mögliche Werte S0 · u oder S0 · d sind.

Die mathematische Beschreibung von Zufallsvariablen erfolgt dadurch, dass jedem
möglichen Ergebnis ω des Zufallsexperiments ein fester Zahlenwert X(ω) zugeordnet
wird. Es handelt sich dabei formal gesprochen um eine Abbildung X :Ω →R.

Beispiel 2.6
1. Wurf zweier Würfel, Ω = {ω = (i, j) : i, j ∈ {1, . . . ,6}}. Wir ordnen jedem Ergebnis die
Summe der Augenzahlen zu und erhalten die Zufallsvariable X :Ω →R mit

X(ω) = X((i, j)) = i+ j.

2. Kurs eines Finanzinstruments im Einperiodenmodell, Ω= {ω1 = (S0,S1), ω2 = (S0,S1)}.
Jedem der beiden möglichen Kursverläufe wird der Kurs zum Zeitpunkt 1 zugeordnet:

X(ωi) = S1.

3. Die relative Kursänderung eines Finanzinstruments zwischen zwei gegebenen Betrach-
tungszeitpunkten. Ist etwa St der Kurs zum Zeitpunkt t, so ist

Xt :=
St+Δt − St

St

eine Zufallsvariable, welche die relative Kursänderung zwischen t und t+ Δt modelliert.
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4. Die Anzahl der Kreditnehmer einer Bank, die innerhalb eines Jahres ausfallen, ist eine Zu-
fallsvariable. Ebenso die Höhe des dann entstehenden Ausfallbetrages.

Offenbar ist der Zahlenwert X(ω) zufällig, weil ja das Ergebnis ω eines Zufallsexperi-
ments selber schon zufällig ist. Wie die Beispiele 3. und 4. zeigen, wird die Menge Ω
oftmals nicht explizit angegeben.
Es stellt sich die Frage, mit welchen Wahrscheinlichkeiten eine Zufallsvariable X be-
stimmte Werte annimmt. Wie wahrscheinlich ist es z. B., dass der Wert von X in einem
vorgegebenen Intervall I liegt? Um dies berechnen zu können, muss die Menge

AI := {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ I} ⊆ Ω

zu der σ-Algebra A derjenigen Ereignisse gehören, für die die Wahrscheinlichkeiten
definiert sind. Diese Menge beinhaltet alle Ergebnisse, für die X(ω) in I liegt:

Abbildung 6: Die Menge AI

Es ist also P(AI) = P({ω ∈Ω : X(ω) ∈ I}) die Wahrscheinlichkeit dafür, dass X ∈ I gilt.
Wir schreiben dafür auch kurz

P(X ∈ I)

sowie P(a < X < b) (für I = (a;b)), P(X ≥ a) (für I = [a;∞)) usw. Auch einelementige
"Intervalle" sind hierbei zugelassen.

Definition 2.5 Eine Abbildung X : Ω → R heißt eine Zufallsvariable, falls für alle Inter-
valle I die Menge AI zur σ-Algebra A gehört.

Ein wichtiges Beispiel für eine Zufallsvariable ist die sog. Indikatorvariable. Dies ist
eine Abbildung 1A :Ω → {0,1} (wobei A eine fest vorgegebenes Ereignis ist) mit

1A(ω) =
{

1, falls ω ∈ A
0, falls ω /∈ A.
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Die Indikatorvariable zeigt also an, ob ω zu A gehört. Wir werden Indikatorvariablen
bei der Darstellung von Auszahlungsfunktionen bestimmter Optionen sowie bei der
Modellierung von Kreditausfällen benötigen.

Übung 2.3 Begründen Sie die Aussage 1A∩B(ω) = 1A(ω) · 1B(ω) für A,B ∈A .

Zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten dient die sog. Verteilungsfunktion:

Definition 2.6 Die folgende Funktion F :R→ [0; 1] heißt Verteilungsfunktion von X:

F(x) := P(X ≤ x), x ∈R.

Aus der Definition der Verteilungsfunktion F kann man schließen, dass F eine mono-
ton wachsende Funktion mit Werten im Intervall [0;1] sein muss. Des Weiteren gilt
F(−∞) = 0 und F(∞) = 1 sowie die Aussage, dass F rechtsseitig stetig ist, d. h. es gilt
lim

h→0,h>0
F(x+ h) = F(x) für alle x ∈ R. Weitere wichtige Eigenschaften der Verteilungs-

funktion beinhaltet der nachfolgende Satz. Wir wollen den Nachweis hier nicht führen
– er kann in den Standardlehrbüchern zur Stochastik (z. B. [17], [26]) gefunden werden.

Satz 2.2 Ist F die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X, so gilt für a, b ∈R, a < b :

1. P(a < X ≤ b) = F(b)− F(a),

2. P(a ≤ X ≤ b) = F(b)− F(a) + P(X = a) = F(b)− lim
h→0,h<0

F(a+ h),

3. P(X > a) = 1− F(a),

4. P(X = a) = F(a)− lim
h→0,h<0

F(a+ h).

Satz 2.2 besagt, dass bestimmte Wahrscheinlichkeiten stets mit Hilfe der Verteilungs-
funktion F errechnet werden können. In der Wahrscheinlichkeitstheorie wird gezeigt,
dass durch F Wahrscheinlichkeiten P(X ∈ B) für zahlreiche "wichtige" Arten von Teil-
mengen B von R (wie z. B. Durchschnitte und Vereinigungen von endlich und abzähl-
bar unendlich vielen Intervallen sowie beliebige offene und abgeschlossene Teilmengen
von R) eindeutig bestimmt sind. Man sagt auch, F bestimmt die Verteilung von X.
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Definition 2.7 Eine Zufallsvariable heißt diskret (verteilt), wenn ihr Wertebereich endlich
oder abzählbar unendlich ist.

Sie heißt stetig (verteilt) mit der Dichte(-funktion) f , falls sich ihre Verteilungsfunktion F :
R→ [0;1] in der folgenden Weise schreiben lässt:

F(x) =
∫ x

−∞
f (t)dt, x ∈R, f (t) ≥ 0.

Beispiel 2.7 (Binomialverteilung)
Die Binomialverteilung ist ein wichtiges Beispiel einer diskreten Verteilung. Eine Zufallsva-
riable X heißt binomialverteilt mit Parametern n und p (n ∈N, p ∈ [0;1]) (kurz: Bin(n, p)-
verteilt), wenn sie die Werte k∈ {0,1, . . . ,n} annimmt, und zwar mit denWahrscheinlichkeiten(

n
k

)
· pk · (1− p)n−k.

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, bei n stochastisch unabhängigen Versuchen, in denen jeweils
mit Wahrscheinlichkeit p ein bestimmtes Ereignis A eintritt und mit Wahrscheinlichkeit 1 − p
das Ereignis B, genau k-mal das Ereignis A zu beobachten. Der Binomialkoeffizient (nk) ist
die Anzahl der Möglichkeiten, aus n Dingen genau k Dinge auszuwählen (ohne Zurücklegen).

Bei der Modellierung von Finanzmärkten werden sowohl diskrete als auch stetige Ver-
teilungen benötigt. Wir betrachten zunächst das Mehrperiodenmodell als Beispiel für
das Auftreten von diskreten Zufallsvariablen.

Beim Mehrperiodenmodell wird (im einfachsten Fall) ein Markt mit zwei Finanzinstru-
menten – einer risikolosen Anleihe und einem risikobehafteten handelbaren Finanz-
instrument, z. B. einer Aktie – betrachtet, und zwar über den Zeitraum t = 0 (heute)
bis t = T. Das Zeitintervall [0;T] wird dabei in n gleichlange Teilintervalle (Perioden)
[tk; tk+1] mit tk = k · T/n (k ∈ {0,1, . . . ,n}) unterteilt. Es sei Bt bzw. St der Kurs der An-
leihe bzw. der Aktie zum Zeitpunkt t = tk ∈ [0,T]. Für die Anleihe gelte:

B0 = 1, Btk+1 = Btk · (1+ r · Δ),
wobei Δ := tk+1 − tk = T/n und r der annualisierte risikolose Zinssatz für risikolose
Geldanlagen, also solche mit sicherer Rückzahlung, sei.
Der Aktienkurs entwickelt sich in jeder Periode zufällig nach oben oder nach unten,
beginnend bei S0 = s:

Stk+1 = Stk ·Uk.
Die Zufallsvariablen Uk sind unabhängig und diskret verteilt mit

P(Uk = u) = pu, P(Uk = d) = pd, 0< d < u.
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DasMehrperiodenmodell kann als Binomialbaum veranschaulicht werden, wobei s der
heutige Aktienkurs ist und in jedem Knoten der jeweils gültige Aktienkurs steht:

Abbildung 7: Biniomialbaum im Mehrperiodenmodell

Da alle Zufallsvariablen Uk dieselbe Verteilung haben, sagt man auch, sie seien iden-
tisch verteilt. Den Begriff "unabhängige" Zufallsvariablen werden wir später formal
definieren. Vorerst genügt es festzustellen, dass sich die Wahrscheinlichkeiten für Auf-
und Abwärtsbewegungen von Zeitschritt zu Zeitschritt multiplizieren. So ist z. B. die
Wahrscheinlichkeit für l Auf- und n− l Abwärtsbewegungen gegeben durch

plu · pn−l
d .

Es gelte 0 < d < 1 < u und pu + pd = 1. Wie können wir uns u und d vorstellen? Wir
könnten z. B. für die betrachtete Aktie eine Analyse vergangener Kursdaten vorneh-
men und daraus typische Kursbewegungen nach oben und nach unten für Perioden der
Länge Δ bestimmen. Tatsächlich ist die Vorgehensweise eine ganz andere – wir werden
später noch darauf zu sprechen kommen.
Bitte beachten Sie, dass nur im Fall d = 1/u eine Auf- und Abwärtsbewegung wieder
zum gleichen Kurs führt. Überlegen Sie sich, wie die Situation im Fall d �= 1/u ist.
Offensichtlich ist Stn = ST eine diskrete Zufallsvariable. Ihre Verteilungsfunktion lautet
im Fall n = 2:

F(x) = P(St2 ≤ x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, falls x < s · d2,
p2d, falls s · d2 ≤ x < s · u · d,
2 · pu · pd + p2d, falls s · u · d ≤ x < s · u2,
1, falls s · u2 ≤ x.
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Übung 2.4 Die nachfolgende Abbildung zeigt den Verlauf der Verteilungsfunktion. Machen
Sie sich diesen klar. Überlegen Sie sich auch die Verteilungsfunktion von Stn im Fall n = 3.

Abbildung 8: Diskrete Verteilungsfunktion im Mehrperiodenmodell (n = 2)

Bei stetigen Verteilungen entspricht der Wert F(x) offenbar der Fläche zwischen der
x-Achse und dem Graph der Dichtefunktion im Bereich von −∞ bis zur Stelle x. Es ist
F eine stetige, monoton wachsende Funktion mit Werten in [0;1]. Ferner gilt

F′(x) = f (x), x ∈R, falls f stetig ist.

Des Weiteren gilt die Aussage P(−∞ < X <∞) = 1, d. h.
∫ ∞

−∞ f (t)dt = 1.

t

f�t�

t

f�t�

x

F�x�

F(x)

x

Abbildung 9: Dichtefunktion und Verteilungsfunktion einer stetigen Verteilung

Wahrscheinlichkeiten P(a ≤ X ≤ b) können als Flächen zwischen dem Graphen der
Dichtefunktion von a bis b und der horizontalen Achse interpretiert werden (siehe Ab-
bildung 11), denn es ist

P(a ≤ X ≤ b) = F(b)− F(a) =
b∫
a

f (t)dt.
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Definition 2.8 (Normalverteilung)
Es sei μ ∈ R und σ > 0. Eine Zufallsvariable X heißt normalverteilt mit den Parametern μ
und σ2 (kurz: N(μ,σ2)-verteilt), falls X stetig verteilt ist mit der folgenden Dichte:

f (t) =
1

σ
√
2π

· e−
1
2

(
t−μ
σ

)2
, t ∈R.

Im Falle der Standard-Normalverteilung gilt μ = 0 und σ = 1 und es werden die Be-
zeichnungen ϕ bzw. Φ für die Dichte- bzw. die Verteilungsfunktion verwendet.
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Abbildung 10: Dichtefunktion und Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung

Es ist

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

1
2 t

2
dt, x ∈R, sowie ϕ(x) =

1√
2π

e−
1
2 x

2
= Φ′(x).

Im Folgenden sei X eine Zufallsvariable mit Verteilung N(μ,σ2), μ ∈ R und σ > 0.
Es zeigt sich, dass die Verteilungsfunktion von X auf die Verteilungsfunktion der
Standard-Normalverteilung zurückgeführt werden kann. Mit Hilfe der Substitution
u := t−μ

σ folgt nämlich

P(X ≤ x) =
1

σ
√
2π

∫ x

−∞
e
− 1

2

(
t−μ
σ

)2
dt =

1√
2π

∫ x−μ
σ

−∞
e−

1
2 u

2
du = Φ

(
x− μ

σ

)
. (∗)

Daraus erhalten wir

P
(
X − μ

σ
≤ x

)
= P(X ≤ μ+ σ · x) = Φ(x), x ∈R,

weshalb die ZufallsvariableU := X−μ
σ , die man auch Standardisierung von X nennt, die

Verteilungsfunktion Φ besitzt und daher N(0,1)-verteilt ist. Allgemein gilt:
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Satz 2.3 Es sei X eine N(μ,σ2)-verteilte Zufallsvariable und a �= 0, b reelle Zahlen. Dann ist
Y = a · X+ b eine N(a · μ+ b, a2 · σ2)-verteilte Zufallsvariable

Beweis Die Zufallsvariable U = X−μ
σ ist N(0,1)-verteilt. Zuerst betrachten wir den Fall

a > 0. Es gilt

P(Y ≤ y) = P(a · (σU + μ) + b ≤ y) = P
(
U ≤ y− (a · μ+ b)

a · σ
)
= Φ

(
y− (a · μ+ b)

a · σ
)
.

Für Y erhalten wir also die Verteilungsfunktion einer N(a · μ+ b, a2 · σ2)-verteilten Zu-
fallsvariablen (vergleichen Sie dies mit (∗)). Im Falle a < 0 bemerken wir, dass wegen
der Symmetrie der Normalverteilung auch −U eine N(0,1)-verteilte Zufallsvariable ist.
Somit können wir rechnen

P(Y ≤ y) = P
(

−U ≤ y− (a · μ+ b)
(−a) · σ

)
= Φ

(
y− (a · μ+ b)
(−a) · σ

)
.

Die ist erneut die Verteilungsfunktion einer N(a · μ+ b, a2 · σ2)-verteilten Zufallsvaria-
blen!

Speziell ergibt sich für eine normalverteilte Zufallsvariable X aus

P(X ≤ μ+ z · σ) = Φ(z), z ∈R,

zum Beispiel P(μ− 3 · σ ≤ X ≤ μ+ 3 · σ) = Φ(3)−Φ(−3) = 2 ·Φ(3)− 1= 0,997.
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Abbildung 11: Standard-Normalverteilung, Bereich zwischen −1 und 1

Normalverteilte Zufallsvariablen sind von großer Bedeutung bei der stetigen Model-
lierung von Finanzmärkten: Hier werden relative Kursveränderungen im einfachsten
Fall als normalverteilte Zufallsvariablen beschrieben. Wir werden später ausführlich
auf diesen Sachverhalt zurückkommen.
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Neben der Normalverteilung tritt die logarithmische Normalverteilung oder Lognor-
malverteilung bei der Bewertung von Derivaten häufig auf. Eine Zufallsvariable X, die
nur positive Werte annimmt, heißt lognormalverteilt mit Parametern μ und σ, wenn
ln(X) normalverteilt ist gemäß N(μ,σ2). Daraus ergibt sich für x > 0:

F(x) = P(X ≤ x) = P(ln(X)≤ ln(x)) = P
(
ln(X)− μ

σ
≤ ln(x)− μ

σ

)
= Φ

(
ln(x)− μ

σ

)
.

Übung 2.5 Überlegen Sie sich (durch Differenzieren der Verteilungsfunktion), dass die Dich-
tefunktion einer Lognormalverteilung f (x) = 1√

2π·σ2·x · e−0,5·(ln(x)−μ)/σ2 für x > 0 lautet.

Wir erwähnen abschließen noch die Exponentialverteilung, eine stetige Verteilung, die
bei der Modellierung von Lebensdauern oder Zeitdauern bis zum (ersten) Auftreten
von Kreditausfallereignissen benötigt wird.

Definition 2.9 (Exponentialverteilung)
Eine Zufallsvariable X heißt exponentialverteiltmit Parameter λ> 0, wenn sie folgende Dich-
te besitzt:

f (t) = λ · e−λ·t für t ≥ 0, f (t) = 0 für t < 0.

2.4 Erwartungswert und Varianz

Definition 2.10
1. Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit (endlich oder unendlich vielen) Werten x1,x2, . . ., so
heißt

E(X) := ∑
i≥1

xi · P(X = xi)

Erwartungswert von X, falls ∑
i≥1

|xi| · P(X = xi) endlich ist.

2. Ist X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit der Dichte f , so heißt

E(X) :=
∫ ∞

−∞
x · f (x)dx

Erwartungswert von X, falls
∫ ∞

−∞ |x| · f (x)dx endlich ist.

Es gelten folgende Rechenregeln, deren Beweis in jedem Lehrbuch der Stochastik zu
finden ist:

E(X+Y) = E(X) + E(Y), E(a · X+ b) = a · E(X) + b.
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Der Erwartungswert ist der "wahrscheinlichkeitsgewichtete Durchschnitt" aller Wer-
te der Zufallsvariablen X. Bei der Definition des Erwartungswerts für eine diskre-
te Zufallsvariable mit unendlich vielen Werten xi wird die Konvergenz der Reihe
∑
i≥1

|xi| · P(X = xi) vorausgesetzt, damit sichergestellt ist, dass sich der Reihenwert bei

Umordnung der Summanden nicht ändert. Eine entsprechende Begründung gibt es für
die im Teil 2 geforderte Konvergenz des uneigentlichen Integrals

∫ ∞
−∞ |x| · f (x)dx.

Beispiel 2.8 Wir berechnen den Erwartungswert von Stn im Mehrperiodenmodell. Offenbar
kann die Zufallsvariable Stn genau n+ 1 verschiedene Werte annehmen, nämlich

s · un · d0, s · un−1 · d1, . . . , s · uk · dn−k, . . . , s · u0 · dn

mit den Wahrscheinlichkeiten

pnu · p0d, n · pn−1
u · p1d, . . . ,

(
n
k

)
· pku · pn−k

d , . . . , p0u · pnd .

Die Wahrscheinlichkeiten ergeben sich dabei durch Abzählen der Pfade und Multiplikation der
Wahrscheinlichkeiten für jede Verzweigung im Binomialbaum. Der gesuchte Erwartungswert
errechnet sich zu

E(Stn) =
n

∑
k=0

s · uk · dn−k ·
(
n
k

)
· pku · pn−k

d = s ·
n

∑
k=0

(
n
k

)
· (u · pu)k · (d · pd)n−k

= s · (u · pu + d · pd)n. (2.2)

Übung 2.6

1. Begründen Sie, dass für eine Zufallsvariable X mit Verteilung Bin(n, p) gilt: E(X) = n · p.
2. Überlegen Sie sich mit Hilfe der Substitution u = x − μ, dass der Erwartungswert einer
N(μ,σ2)-verteilten Zufallsvariable gleich μ ist.

3. Zeigen Sie, dass E(X) = 1/λ für eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter
λ > 0 gilt.

Häufig wird statt des Erwartungswerts E(X) die Größe E(h(X)) mit einer vorgege-
benen Funktion h benötigt, bspw. bei der Bewertung von Optionen, wo h später die
Auszahlungsfunktion sein wird. Für geeignete Funktionen h (nämlich solche, bei denen
h(X) die Bedingungen aus Definition 2.5 erfüllt), gilt der nachfolgende Satz:
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Satz 2.4 Es sei X eine Zufallsvariable und h :R→R eine Funktion, so dass h(X) wieder eine
Zufallsvariable ist.
1. Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit den Werten x1,x2, . . . , so gilt für den Erwartungswert
von h(X)

E(h(X)) = ∑
i≥1

h(xi) · P(X = xi),

falls ∑
i≥1

|h(xi)| · P(X = xi) endlich ist.

2. Ist X stetig verteilt mit der Dichte f , so gilt

E(h(X)) =
∫ ∞

−∞
h(x) · f (x)dx,

falls das uneigentliche Integral
∫ ∞

−∞ |h(x)| · f (x)dx einen endlichen Wert hat.

Es gilt die wichtige Rechenregel:

P(X = x) = P(1{X=x} = 1) = 1 · P(1{X=x} = 1) + 0 · P(1{X=x} = 0) = E(1{X=x}).

Definition 2.11 Ist X eine Zufallsvariable, für die sowohl E(X) als auch E([X − E(X)]2)
existieren, so heißt

Var(X) = E([X − E(X)]2)

die Varianz von X. Die nichtnegative Wurzel aus der Varianz ist die Standardabweichung:
σ =

√
Var(X).

Für eine normalverteilte X haben wir oben erwähnt, dass E(X) = μ gilt. Wir wollen nun
die Varianz von X berechnen. Die Berechnung der Varianz gelingt mit einer Anwen-

dung von Satz 2.4, wobei wir die Kenntnis des Integralwerts
∫ ∞

−∞ t
2 · e− t2

2 dt =
√
2π als

bekannt voraussetzen:

Var(X) = E([X − μ]2) =
∫ ∞

−∞
(x− μ)2

1
σ

√
2π

e−
1
2 (

x−μ
σ )

2

dx

=
1

σ
√
2π

∫ ∞

−∞
σ2 · t2 · e− t2

2 · σdt = σ2√
2π

·
∫ ∞

−∞
t2 · e− t2

2 dt = σ2.

Für die Varianz einer Zufallsvariablen X gelten die folgenden Rechenregeln, die leicht
nachzuweisen sind:

Var(X) = E(X2)− [E(X)]2, Var(a · X+ b) = a2 ·Var(X) für a,b ∈R.
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Übung 2.7
1. Zeigen Sie Var(X) = n · p · (1− p), falls X eine Bin(n, p)-Verteilung hat.
2. Begründen Sie die Aussage Var(X) = 1/λ2 für eine exponentialverteilte Zufallsvariable X.
3. Überlegen Sie sich die Gültigkeit der o. g. Rechenregeln für die Varianz.

Ist X eine lognormalverteilte Zufallsvariable, so gilt

E(X) = eμ+σ
2/2, Var(X) = e2·μ+σ2 ·

(
eσ

2 − 1
)
. (2.3)

2.5 Zweidimensionale Zufallsvariablen

Bei der Analyse von Zufallsexperimenten hat man es häufig mit Situationen zu tun, in
denen mehrere zufällige Größe gleichzeitig zu betrachten sind. Typische Beispiele aus
der Finanzmathematik sind etwa die Kurse verschiedener Finanzinstrumente zu einem
künftigen Zeitpunkt t > 0, deren gemeinsames zufälliges Verhalten modelliert werden
soll. Zur Beschreibung derartiger Phänomene gehen wir wieder von einemWahrschein-
lichkeitsraum (Ω,A , P) aus und ordnen jedem Ergebnis ω mehrere reelle Zahlen zu: Im
zweidimensionalen Fall ergibt sich so eine Abbildung der Form

(X,Y) :Ω →R
2

mit den beiden Komponenten X : Ω → R und Y : Ω → R. Das Paar (X,Y) wird auch
zweidimensionale Zufallsvariable oder (zweidimensionaler) Zufallsvektor genannt.
Die Funktion F :R2 → [0;1]mit

F(x,y) = P(X ≤ x,Y ≤ y), x,y ∈R,

heißt die (gemeinsame) Verteilungsfunktion von (X,Y), wobei mit P(X ≤ x,Y ≤ y) die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∩ {ω ∈ Ω : Y(ω) ≤ y} gemeint
ist. In diesem Zusammenhang heißen

FX(x) = P(X ≤ x) = lim
y→∞

F(x,y) und FY(y) = P(Y ≤ y) = lim
x→∞

F(x,y)

Randverteilungsfunktionen von X und Y. Es ist wichtig zu erkennen, dass die gemein-
same Verteilungsfunktion nur unter zusätzlichen Annahmen über die gegenseitige Ab-
hängigkeit von X und Y aus den Randverteilungen angegeben werden kann.

Definition 2.12 Zwei Zufallsvariablen X und Y heißen (stochastisch) unabhängig, wenn
sich ihre gemeinsame Verteilungsfunktion das Produkt der Randverteilungsfunktionen ist:

F(x,y) = FX(x) · FY(y).
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Wie im eindimensionalen Fall kann man mit der gemeinsamen Verteilungsfunktion die
Wahrscheinlichkeit von Ereignissen des Typs {ω ∈ Ω : (X(ω),Y(ω)) ∈ B} für gewisse
Teilmengen B vonR2 berechnen. Dabei handelt es sich um zweidimensionale Intveralle
{(x,y) : a ≤ x ≤ b, und c ≤ y ≤ d} sowie (vereinfacht gesprochen) um deren (endliche
oder unendliche) Vereinigungen, Durchschnitte und Komplemente. Dazu gehören auch
alle abgeschlossenen und offenen Teilmengen von R2, wie man zeigen kann.

Definition 2.13 Ein Zufallsvektor (X,Y) heißt stetig verteilt, wenn sich die Verteilungs-
funktion als zweidimensionales Integral darstellen lässt:

F(x,y) =
∫ x

−∞

∫ y

−∞
f (s, t)dtds (x,y) ∈R2.

Hierbei ist f eine nichtnegative Funktion, die sog. Dichte(-funktion). Es gilt

P((X,Y) ∈ B) =
∫ ∫

B
f (s, t)dtds

für jede Menge B der o. g. Art, sofern das Integral existiert.

Abbildung 12: Zweidimensionale Dichtefunktion

Diese Wahrscheinlichkeit ist als Integral gleich dem Volumen des "Zylinders" über B
zwischen der xy−Ebene und dem Graphen von f .

Aus der Definition von Verteilungsfunktion und Dichte im zweidimensionalen Fall er-
geben sich einige wichtige Eigenschaften, die wir hier kurz nennen wollen:

1. Aus limx→∞ limy→∞ F(x,y) = 1 folgt
∫ ∞

−∞
∫ ∞

−∞ f (s, t)dtds = 1.
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2. Es gilt für stetiges f :

f (x,y) =
∂2F(x,y)
∂x∂y

3. Für (x,y) ∈R2 gilt P(X = x,Y = y) = 0.
4. Wegen

FX(x) = lim
y→∞

F(x,y) =
∫ x

−∞

(∫ ∞

−∞
f (s, t)dt

)
ds

und

FY(y) = lim
x→∞

F(x,y) =
∫ y

−∞

(∫ ∞

−∞
f (s, t)ds

)
dt

ergeben sich durch Ableiten nach x bzw. y für X bzw. Y die Randdichten:

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f (x, t)dt und fY(y) =

∫ ∞

−∞
f (s,y)ds, x,y ∈R.

5. Sind X und Y stetig verteilt mit den Dichten fX und fY, so ist die Funktion

f (x,y) = fX(x) · fY(y), (x,y) ∈R2,

genau dann eine Dichte von (X,Y), wenn X und Y stochastisch unabhängig sind.

Eine wichtige Rechenregel, die in der Stochastik bewiesen und häufig verwendet wird,
lautet: Sind X und Y stochastisch unabhängige Zufallsvariablen und existiert der Er-
wartungswert E(X ·Y), so gilt

E(X ·Y) = E(X) · E(Y).

Definition 2.14 Für zwei Zufallsvariablen X und Y ist die Kovarianz definiert als

Cov(X,Y) = E(X ·Y)− E(X) · E(Y), sofern die Erwartungswerte existieren.

Die Korrelation ist (im Falle endlicher und positiver Varianzen) definiert als

Corr(X,Y) =
Cov(X,Y)√

Var(X) ·Var(Y) ∈ [−1;1].

Übung 2.8 Überlegen Sie sich die Gültigkeit der folgenden Aussagen:
1. X,Y unabhängig =⇒ Cov(X,Y) = 0.
2. Var(X+Y) = Var(X) +Var(Y) + 2Cov(X,Y).
3. X,Y unabhängig =⇒ Var(X+Y) = Var(X) +Var(Y).
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Die Herleitung der folgenden wichtigen Rechenregel ist in den gängigen Lehrbüchern
zur Stochastik nachzulesen:

Var

(
n

∑
i=1

Xi

)
=

n

∑
i,j=1

Cov(Xi,Xj). (2.4)

2.6 Empirische Größen und Kursmodellierung

Wichtige Kenngrößen der Verteilung von Zufallsvariablen können empirisch geschätzt
werden. Damit ist gemeint, dass für eine (oder auch mehrere) vorgegebene Zufalls-
variablen X beobachtete Werte (Realisationen) in Form einer Datenreihe vorliegen:
x1,x2, . . . ,xn. Daraus lässt sich das arithmetische Mittel, die empirische Varianz, die
empirische Standardabweichung sowie (im zweidimensionalen Fall) die empirischen
Kovarianzen und Korrelationen berechnen. Diese Größe stellen statistische Schätzer
für die zuvor definierten Größen Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung so-
wie Kovarianz bzw. die Korrelation dar.
Das arithmetische Mittel lautet

x̄ :=
1
n

·
n

∑
i=1

xi.

Es ist ein sog. Lagemaß, weil es die (mittlere) "Lage" der Daten beschreibt.
Die empirische Varianz bzw. empirische Standardabweichung sind definiert durch

s2x :=
1

n− 1

n

∑
i=1
(xi − x̄)2 bzw. sx :=

√
s2x ≥ 0.

Diese gehören zu den Streuungsmaßen: Sie beschreiben die Streubreite der Daten.
Schließlich ergeben sich die empirische Kovarianz bzw. empirische Korrelation zweier
Datenreihen x1, . . . ,xn und y1, . . . ,yn im Fall sx > 0, sy > 0 zu

sxy :=
1

n− 1

n

∑
i=1
(xi − x̄) · (yi − ȳ) bzw. ρxy :=

sxy
sx · sy ∈ [−1;1].

Korrelationskoeffizient und Regressionsgerade

Die empirische Korrelation ρxy (auch Korrelationskoeffizient genannt) ist ein Maß für
den linearen Zusammenhang von zwei Datenreihen x1, . . . ,xn und y1, . . . ,yn. Es wird
dabei gemessen, wie stark die Daten in einem xy-Diagramm (Streudiagramm) in der
Nähe einer ansteigenden Geraden (ρxy > 0) oder einer fallenden Geraden (ρxy < 0) kon-
zentriert sind. Diese Gerade ist die sog. Regressionsgerade oder Trendgerade.

Abbildung 13: Daten mit Korrelationskoeffizient 0,99; 0,8; 0; −0,8; −0,99
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Wenn man wissen möchte, wie sich der Zusammenhang zwischen den auf der x-Achse
und der y-Achse abgetragenen Messwerte funktional beschreiben lässt, wählt man
einen Ansatz y = f (x) für die Form des Zusammenhangs. Die Funktion f enthält im
Allgemeinen noch gewisse Parameter, deren Werte man dann mit Hilfe der vorliegen-
den Datenreihen schätzt.
Im einfachsten Fall arbeitet man mit einem linearen Ansatz

y = f (x) = α+ β · x.

Um eine Schätzfunktion für die unbekannten Parameter α und β zu erhalten, geht man
bei den Messwerten von einem Zusammenhang der Form

yi = α+ β · xi + εi
aus und wählt die Parameter so, dass die (unbekannten) Fehler εi möglichst klein wer-
den. Dazu bildet man eine geeignete Fehlerfunktion, die dann minimiert wird. Die ge-
bräuchlichste Fehlerfunktion ist die Summe der Fehlerquadrate, also

n

∑
i=1
ε2i =

n

∑
i=1
(yi − α− β · xi)2.

Durch Minimierung dieser Summe in Abhängigkeit von α und β (Ableitungen Null
setzen!) ergeben sich die folgenden Schätzwerte für die Parameter (für s2x > 0):

β̂ =
sxy
s2x

, α̂ = ȳ− β̂ · x̄.

Mit den Schätzwerten lautet dann die Gleichung für die Regressionsgerade:

y = α̂+ β̂ · x.

Gesucht ist ein Maß dafür, wie gut das lineare Modell die Daten "erklärt". Ein häufig
verwendetes Maß ist das Bestimmtheitsmaß R2, das wie folgt definiert ist:

R2 := ρ2xy.

Je näher der Wert von R2 an 1 liegt, um so näher liegt ρxy an ±1, um so besser ist also
die Approximation durch die Regressionsgerade.
In Kapitel 1 haben wir bereits die Anwendung der Regressionsrechnung bei der Risiko-
absicherungmit DAX-Futures kennen gelernt. Dabei wird für jede Einzelaktie das zuge-
hörige Aktienbeta bestimmt. Diese Größe spielt auch eine zentrale Rolle beim Capital
Asset Pricing Model (CAPM), bei dem untersucht wird, welcher Teil des Gesamtrisikos
eines Finanzinstruments nicht durch Risikostreuung (Diversifikation) zu beseitigen ist,
und erklärt wird, wie risikobehaftete Anlagemöglichkeiten im Kapitalmarkt bewertet
werden. Der Kern des CAPM beschreibt eine lineare Abhängigkeit der zu erwartenden
Rendite einer Kapitalanlage von nur einer Risikoeinflussgröße (Ein-Faktor-Modell): Ist
r der risikolose Zins für sichere Geldanlagen, μM die erwartete relative Änderung des
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allgemeinen Aktienmarktes und βi das Aktienbeta der Aktie i, so gilt für die erwartete
relative Änderung des Aktienkurses μi (jeweils bezogen auf ein Jahr):

μi = r+ βi · (μM − r).

Die erwartete Rendite aus der Aktie ist gleich dem risikolosen Zinssatz plus der be-
tagewichteten Differenz zwischen dem Ertrag des Aktienmarktes und dem risikolosen
Zinssatz.

Anwendung der Normalverteilung bei der Kursmodellierung
Die relativen oder absoluten Änderungen von Marktdaten werden in zahlreichen Mo-
dellierungsansätzen als (annähernd) normalverteilt angenommen. Betrachten wir etwa
die täglichen relativen Änderungen eines Aktienkurses, so ergibt sich typischerweise
die folgende Häufigkeitsverteilung in Form eines Histogramms:

Abbildung 14: Histogramm von relativen Aktienkursveränderungen

Dieses Histogramm beschreibt die Häufigkeitsverteilung der Daten x1, . . . ,xn. Es kann
durch eine Normalverteilungsdichte mit den Parametern μ= x̄ und σ= sx approximiert
werden (wir nennen dies die angepasste Normalverteilung N(μ,σ2)), was die Verwendung
der Normalverteilung als grundlegende Modellannahme rechtfertigt.
Ein häufig anzutreffendes Phänomen bei Finanzmarktdaten besteht darin, dass die
durch das Histogramm veranschaulichte empirische Verteilung systematisch von der
Normalverteilung abweicht: An den Rändern befinden sich mehr Beobachtungen und
im Zentrum weniger Beobachtungen als dies der Fall sein müsste, wenn die Daten tat-
sächlich durch die angepasste Normalverteilung beschrieben würden. Eine solche Ver-
teilungsform nenntman auch leptokurtisch. Ob die Abweichung von der Normalvertei-
lung rein zufällig oder aber statistisch signifikant ist, kann im Rahmen der statistischen
Testtheorie entschieden werden.
Die empirische Verteilung kann mit Hilfe vonQuantilen untersucht werden: Dazu wer-
den die Datenpunkte zunächst der Größe nach geordnet. Die geordnete Datenreihewird
mit x(1) ≤ x(2) ≤ . . . ≤ x(n) bezeichnet. Zu einer gegebenen Zahl α zwischen 0 und 1 ist
das α-Quantil qα eine Zahl mit der Eigenschaft, dass mindestens α · 100% der sortierten
Daten kleiner oder gleich und mindestens (1− α) · 100% größer oder gleich qα sind. Das
Quantil teilt also die sortierten Daten im Verhältnis α : (1− α).
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Auch für Zufallsvariablen X mit stetigen Verteilungen wird das Quantil qα definiert:
Hier lautet die Bedingung P(X ≤ qα) = α und P(X ≥ qα) = 1− α.
Mittels des Quantils ergibt sich ein einfacher Test, ob eine vorliegende empirische
Verteilung einer Normalverteilung entspricht: Es werden sämtliche Quantile (für alle
α ∈ (0;1)) der empirischen Verteilung mit den Quantilen der angepassten Normalver-
teilung verglichen. Stimmen die Quantile annähernd überein, so kann von normalver-
teilten Daten ausgegangenwerden. Das α-Quantil der Normalverteilung N(μ,σ2) ergibt
sich dabei aus der Überlegung

P(X ≤ qα) = α ⇐⇒ Φ

(
qα − μ

σ

)
= α ⇐⇒ qα = μ+ σ ·Φ−1(α). (2.5)

Übung 2.9 Für die täglichen relativen Aktienkursänderungen einer Aktie sei aufgrund em-
pirischer Daten der arithmetische Mittelwert x̄ = 0 und die empirische Standardabweichung
σx = 0,025 ermittelt worden.
1. Welche Normalverteilung kann an die empirische Verteilung angepasst werden?
2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird der Aktienkurs von heute auf morgen um mindestens

5% sinken?
3. Welche relative Änderung wird der Aktienkurs von heute auf morgen mit 99%iger Wahr-
scheinlichkeit mindestens aufweisen?

2.7 Grundlegende Begriffe der Portfoliotheorie

In der Portfoliotheorie geht es um den Zusammenhang von Ertrag und Risiko von
Portfolien. Wir betrachten hier den Fall zweier Finanzinstrumente, deren relative Wert-
veränderungen über eine Anzahl n von Perioden gemessen wird (z. B. tägliche relative
Kursänderungen). Die gemessenenWerte für das erste Finanzinstrument seien x1, . . . ,xn
und für das zweite Finanzinstrument y1, . . . ,yn. Wir nehmen (ohne Einschränkung der
Allgemeinheit) an, dass insgesamt der Betrag 1 investiert wird, und zwar in den Antei-
len g bzw. 1 − g (0 ≤ g ≤ 1) für das erste bzw. zweite Finanzinstrument. Offenbar gilt
dann für die relative Wertänderung zi des Portfolios (den Portfolioertrag)

zi = g · xi + (1− g) · yi sowie z̄ = g · x̄+ (1− g) · ȳ
(überprüfen Sie diese Aussagen!).
Die empirische Varianz der Wertänderungen ist ein Maß für die mittlere quadratische
Abweichung der Einzelbeobachtungen von ihrem jeweiligen arithmetischen Mittel. Da-
her handelt es sich um ein Risikomaß, denn es wird die Abweichung vom "erwarteten
Wert" gemessen. Auch die empirische Standardabweichung ist ein Risikomaß. Beach-
ten Sie, dass ein Finanzinstrument, bei dem die relativen Wertänderungen xi in allen
n Perioden einen konstanten negativen Wert haben (also immer ein konstanter Verlust
auftritt), ein Risiko von 0 hat, denn wenn alle xi konstant sind, ist der Wert von s2x und
damit das soeben definierte Risikomaß gleich 0 (vgl. nachfolgende Übung)!
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Übung 2.10 Zeigen Sie: Genau dann haben alle xi einen konstanten Wert c, wenn gilt s2x = 0.

Für das Portfolio können wir (unter Beachtung von sxy = ρxy · sx · sy) jetzt rechnen:

s2z =
1

n− 1

n

∑
i=1
(zi − z̄)2

=
1

n− 1

n

∑
i=1
(g · xi + (1− g) · yi − g · x̄− (1− g) · ȳ)2

= g2 · s2x + (1− g)2 · s2y + 2 · g · (1− g) · sxy.

Die empirische Varianz s2z bzw. die empirische Standardabweichung sz misst das Port-
foliorisiko.

Übung 2.11 Für welchen Wert von ρxy wird die empirische Standardabweichung sz maximal
bzw. minimal?
Lösung: Wegen −1 ≤ ρxy ≤ 1 gilt√

g2 · s2x + (1− g)2 · s2y − 2 · g · (1− g) · sx · sy ≤ sz und

sz ≤
√
g2 · s2x + (1− g)2 · s2y + 2 · g · (1− g) · sx · sy, also

|g · sx − (1− g) · sy| ≤ sz ≤ |g · sx + (1− g) · sy|.
Das Risiko kann also durch Verwendung von Finanzinstrumenten mit negativer Korrelation
verringert werden und wird minimal bei einer Korrelation von −1 (vorausgesetzt, es besteht
eine long Position in beiden Finanzinstrumenten). Dies nennt man Diversifikationseffekt.

Ein wichtiger Aspekt in der Portfoliotheorie ist die Frage nach Portfolien mit minima-
lem Risiko bei gegebenem erwarteten Portfolioertrag und der Bedingung sx > 0, sy > 0.
Es stellt sich hier die Frage der optimalen Portfoliozusammensetzung. Sind die Größen
sx, sy und ρxy vorgegeben, so kann diejenige Zahl g berechnet werden, für die das Port-
foliorisiko s2z minimal wird. Hierzu ist die Ableitung nach der Variablen g zu bilden und
deren Nullstelle zu suchen. Als Ergebnis der Rechnung erhalten wir

g =
s2y − sxy

s2x + s2y − 2 · sxy .

Für unser Beispielportfolio aus zwei Finanzinstrumenten können wir bei gegebenen
Werten von sx, sy und ρxy die Risiko-Ertrags-Relation für verschiedene Werte von g un-
tersuchen:
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Beispiel 2.9 Es gelte x̄ = 0,06, ȳ = 0,08, sx = 0,3, sy = 0,4, ρxy = 0,5 (jeweils bezogen auf
eine Periode der Länge ein Jahr). Das folgende Diagramm zeigt die Risiko-Ertrags-Relation für
verschiedene Werte von g:

0.25 0.3 0.35 0.4

0.05

0.06

0.07

0.08

sz

z̄

g = 1

g = 0

Abbildung 15: Portfoliorisiko und Portfolioertrag

Unsere Betrachtungen lassen sich auf Portfolienmitm Finanzinstrumenten verallgemei-
nern: Es sei gi der Anteil der Position im i-ten Finanzinstrument (gi ≥ 0; ∑mi=1 gi = 1), μi
das arithmetische Mittel der Wertänderung des i-ten Finanzinstruments und

σij :=
{

empirische Varianz bzgl. Finanzinstrument i, falls i = j
empirische Kovarianz bzgl. der Finanzinstrumente i und j, falls i �= j.

Es lässt sich zeigen, dass für die Varianz der relativen Portfoliowertänderung s2z gilt

s2z =
m

∑
i,j=1

gi · gj · σij,

und diese kann unter der Nebenbedingung eines vorgegebenen Portfolioertrags

z̄ =
m

∑
i=1

gi · μi

mit den Hilfsmitteln der Analysis minimiert werden. Beachten Sie, dass wir bisher die
Nebenbedingung gi ≥ 0; ∑mi=1 gi = 1 gestellt haben. Verzichtet man auf die Bedingung
gi ≥ 0, so sind auch short Positionen im Portfolio zugelassen. Es ergibt sich dann eine
andere Lösung des o. g. Minimierungsproblems.

Effiziente Portfolien

Wir betrachten ein Portfolio aus 3 Finanzinstrumenten mit den Gewichten g1 ≥ 0, g2 ≥ 0
und g3 ≥ 0, g1 + g2 + g3 = 1. Für vorgegebene Werte von σi,j stellen wir für die mög-
lichen Risiko-Ertrags-Relationen bei verschiedenen Festlegungen der Gewichte gi dar:



62 2 Grundlagen aus der Stochastik

�

sz

z̄

Abbildung 16: Portfoliorisiko und Portfolioertrag

In der obigen Abbildung variieren die Gewichte jeweils im Bereich von 0 bis 1 in Schrit-
ten zu 0,05. Der schwarz markierte Punkt zeigt den Ertrag und das Risiko für das Port-
folio mit minimalem Risiko an.
Eine Portfolio P (mit einer beliebigen Anzahl von Finanzinstrumenten) heißt effizient,
wenn folgende äquivalente Bedingungen erfüllt sind:

• Jedes andere Portfolio aus den gleichen Finanzinstrumenten, dessen Ertrag min-
destens so hoch ist wie derjenige von P, hat ein höheres Portfoliorisiko als P.

• Jedes andere Portfolio aus den gleichen Finanzinstrumenten, dessen Portfoliorisi-
ko höchstens so groß ist wie dasjenige von P, hat einen geringeren Ertrag.

Anschaulich bedeuten die beiden Bedingungen, dass in Abbildung 16 die effizienten
Portfolien durch genau diejenigen Punkte (x,y) gekennzeichnet sind, für die kein Punkt
links oberhalb von (x,y) liegt. Die Gesamtheit aller effizienten Portfolien entspricht ge-
nau den Punkten, welche die obere Begrenzungslinie der Punktemenge in Abbildung
16 bis zum schwarz markierten Punkt bildet; dies ist die sog. Effizienzlinie. Rationale
Investoren werden nur in effiziente Portfolien investieren.
Die Zusammensetzung eines effizienten Portfolios ist nicht eindeutig bestimmt. Für
welches Portfolio sich ein Investor entscheidet, hängt von seiner Risikopräferenz ab,
also von seiner Zielvorstellung, wie hoch der Ertrag in Abhängigkeit vom übernomme-
nen Risiko sein sollte.

2.8 Die mehrdimensionale Normalverteilung

Sind X1, . . . ,Xn reelle Zufallsvariablen, die auf (Ω,A , P) definiert sind, so heißt

�X := (X1, . . . ,Xn) :Ω →R
n

eine n−dimensionale Zufallsvariable oder ein Zufallsvektor. Die zugehörige Vertei-
lungsfunktion F :Rn → [0;1] lautet F(x1, . . . ,xn) = P(X1 ≤ x1, . . . ,Xn ≤ xn).
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Ein Zufallsvektor heißt stetig verteilt, falls sich F als Integral darstellen lässt:

F(x1, . . . ,xn) =
∫ x1

−∞
· · ·

∫ xn

−∞
f (t1, . . . , tn)dtn · · ·dt1, (x1, . . . ,xn) ∈Rn.

Hierbei ist f eine nicht-negative Funktion, die sog. Dichte(-funktion). Die Wahrschein-
lichkeit dafür, dass (X1, . . . ,Xn) Werte einer Teilmenge B von Rn annimmt (die wie im
Fall zweier Dimensionen beschaffen sein muss), ist

P((X1, . . . ,Xn) ∈ B) =
∫

· · ·
∫
B
f (t1, . . . , tn)d(t1, . . . , tn).

Die Zufallsvariablen X1, . . . ,Xn heißen (stochastisch) unabhängig, wenn für jede Wahl
von x1, . . . ,xn gilt: F(x1, . . . ,xn) = FX1(x1) · . . .FXn(xn).
Sind f1, . . . , fn Dichten der Zufallsvariablen X1, . . . ,Xn, so sind X1, . . . ,Xn genau dann
unabhängig, wenn die folgende Funktion f die Dichte von (X1, . . . ,Xn) ist:

f (x1, . . . ,xn) = f1(x1) · . . . · fn(xn), (x1, . . . ,xn) ∈Rn.

Beispiel 2.10 Sind X1, . . . ,Xn unabhängige identisch normalverteilte Zufallsvariablen mit
Verteilung N(μ,σ2) und Dichtefunktionen fi(xi), so ist

f (x1, . . . ,xn) =
1

(2πσ2)n/2
· e−∑

n
i=1(xi−μ)2/2σ2 , (x1, . . . ,xn) ∈Rn,

eine Dichte von (X1, . . . ,Xn), denn es gilt:

f (x1, . . . ,xn) =
1√
2πσ2

· e−
(x1−μ)2

2σ2 · 1√
2πσ2

· e−
(x2−μ)2

2σ2 · . . . · 1√
2πσ2

· e−
(xn−μ)2

2σ2

= f1(x1) · . . . · fn(xn).

Das obige Beispiel können wir verallgemeinern.

Definition 2.15 Der Zufallsvektor �X = (X1, . . . ,Xn) heißt mehrdimensional (oder multi-
variat) normalverteilt, falls für die Dichtefunktion gilt

f (x1, . . . ,xn) =
1√

(2π)n · det(Σ) · e− 1
2 (x1−μ1,...,xn−μn)·Σ−1·(x1−μ1,...,xn−μn)T

wobei

Σ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
Var(X1) Cov(X1,X2) . . . Cov(X1,Xn)

Cov(X2,X1) Var(X2) . . . Cov(X2,Xn)
...

...
...

...
Cov(Xn,X1) Cov(Xn,X2) . . . Var(Xn)

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈Rn×n
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die Kovarianzmatrix ist, für die die Voraussetzung det(Σk) > 0 für alle k ∈ {1, . . . ,n} gelte
(Σk ist die linke obere Teilmatrix von Σ mit k Zeilen und Spalten und det(A) bezeichnet die De-
terminante einer Matrix A). Der Vektor �μ := (μ1, . . . ,μn) heißt Erwartungswertvektor. Die
Matrix, auf deren Hauptdiagonalen jeweils derWert 1 steht und an Position (i, j) die Korrelation
Corr(Xi,Xj), heißt die Korrelationsmatrix.

Abbildung 17: Dichtefunktion der zweidimensionalen Normalverteilung mit

σ1 = σ2 = 1, μ1 = μ2 = 0 und ρ = 0 (links) bzw. ρ = 0,6 (rechts)

Offenbar ist Σ eine symmetrischMatrix. Sie hat ferner die Eigenschaft�x ·Σ ·�xT > 0 für alle
�x ∈ Rn\{�0}, d. h. sie ist positiv definit. Im Fall Cov(Xi,Xj) = 0 für i �= j und Var(Xi) =
σ2 > 0 und μi = μ für alle i, j folgt:

Σ−1 =

⎛⎜⎜⎝
1
σ2

0
. . .

0 1
σ2

⎞⎟⎟⎠ , det(Σ) = σ2n.

Ferner gilt

f (x1, . . . ,xn)
Def. 2.15
=

1√
(2π)n · σ2n · e− 1

2 (x1−μ,...,xn−μ)·Σ−1·(x1−μ,...,xn−μ)T

=
1

(2π · σ2)n/2 · e−∑
n
i=1(xi−μ)2/(2σ2),

d. h. es handelt sich hier um die Dichtefunktion eines Vektors unabhängiger Zufallsva-
riablen, deren Verteilung jeweils N(μ,σ2) ist. Man kann zeigen:

Satz 2.5 Ist X ein mehrdimensional verteilter Zufallsvektor wie in Definition 2.15, so gilt
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1) Xi hat die Verteilung N(μi,σ2i ) für alle i ∈ {1, . . . ,n}.
2) a1 · X1 + . . .+ an · Xn hat die Verteilung

N
(
a1 · μ1 + · · ·+ an · μn, (a1, . . . , an) · Σ · (a1, . . . , an)T

)
.

Bemerkung Beachten Sie, dass eine Summe von normalverteilten Zufallsvariablen im All-
gemeinen nicht normalverteilt ist – dies gilt nur unter der Zusatzvoraussetzung, dass ein
mehrdimensional normalverteilter Zufallsvektor vorliegt. Bei unabhängigen normalverteilten
Zufallsvariablen X1, . . . ,Xn gilt jedoch immer:

a1 · X1 + . . .+ an · Xn ist verteilt gemäß N(a1 · μ1 + . . .+ an · μn, a21 · σ21 + . . .+ a2n · σ2n).

Übung 2.12 Gegeben sei ein mehrdimensional normalverteilter Zufallsvektor (X1, . . . ,Xn),
wobei die Xi jeweils standard-normalverteilt seien und eine paarweiser Korrelation ρ haben.
Geben Sie die Parameter (d. h. den Erwartungswertvektor und die Kovarianzmatrix) der mehr-
dimensionalen Normalverteilung an. Wie ist die Varianz von X1 + · · ·+ Xn?

2.9 Stochastische Prozesse und bedingte Erwartungen

Zur Beschreibung von Finanzdaten eignet sich das Konzept der stochastischen Pro-
zesse. Ein stochastischer Prozess ist eine Menge von ein- oder mehrdimensionalen Zu-
fallsvariablen Xt, die auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A , P) definiert sind. Der
Parameter t ≥ 0 ist ein Zeitpunkt, dem der Wert Xt(ω) zugeordnet wird.

t

Xt�Ω�
Xt(ω1)

Xt(ω2)

Xt(ω3)

Xt(ω4)

Abbildung 18: Pfade eines stochastischen Prozesses
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Bei einem stochastischen Prozess in diskreter Zeit kommen für t nur endlich viele Wer-
te aus I := {0, t1, t2, . . . , tn} oder abzählbar unendlich viele Werte aus I := {0, t1, t2, . . .}
in Frage, bei einem stochastischen Prozess in stetiger Zeit durchläuft t alle Werte eines
Intervalls I := [0;T] oder I := [0;∞). Für jedes feste ω ist (Xt(ω))t∈I ein Pfad des Pro-
zesses. Der stochastische Prozess (Xt)t∈I besteht aus der Menge der möglichen Pfade.

Beispiel 2.11 Die Modellierung eines Finanzinstruments im Mehrperiodenmodell ergibt
einen stochastischen Prozess in diskreter Zeit: Jedem Zeitpunkt t0 = 0 < t1 < . . . tn = T mit
Δt := tk+1 − tk = T/n wird der zufällige Kurs Stk zu geordnet. Dabei hat jede Zufallsvariable
Stk eine andere Verteilung. Es gilt

Stk ∈ {uk · d0,uk−1 · d1, . . . ,u0 · dk}, P(Stk = ul · dk−l) =
(
l
k

)
· plu · pk−ld .

Wir untersuchen dasMehrperiodenmodell ausführlicher. Dazu sei Xk := ln
(
Stk+1
Stk

)
die

logarithmische Kursänderung zwischen tk und tk+1. Die Summe aller logarithmischen
Kursänderungen entspricht der logarithmischen Änderung von 0 bis tn = T:

n−1

∑
k=0

Xk =
n−1

∑
k=0
(ln(Stk+1)− ln(Stk )) = ln(Stn)− ln(S0) = ln(ST/S0).

Alle Xk sind unabhängig und sie haben die gleiche Verteilung, denn es gilt im Mehrpe-
riodenmodell

P(Xk = ln(u)) = pu, P(Xk = ln(d)) = pd.

An den Finanzmärkten sind die Größen Var(ln(S1/S0)), also die Varianzen der loga-
rithmischen Kursänderungen bezogen auf einen einjährigen Zeitraum (t0 = 0,T = 1) für
zahlreiche Finanzinstrumente (z. B. Aktien, Währungen) bekannt und werden wie üb-
lich mit σ2 bezeichnet. Dabei ist σ die sog. (annualisierte) Volatilität.
Aus der obigen Gleichung erhalten wir für tn = T := 1, also n = 1/Δt, wegen der Un-
abhängigkeit der Xk die Beziehung n ·Var(Xk) = σ2 und somit

Var(Xk) =
σ2

n
= Δt · σ2 ⇐⇒

√
Var(Xk) =

√
Δt · σ. (2.6)

Die Standardabweichung der logarithmischen Kursänderung für ein Intervall der Län-
ge Δt ist also gleich der mit Δtmultiplizierten annualiserten Volatilität.

Wir wollen uns im Folgenden überlegen, was passiert, wenn wir Mehrperiodenmodell
den Grenzübergang n→∞ durchführen, also "unendlich viele" Betrachtungszeitpunkte
zulassen. Dazu fixieren wir einen beliebigen Zeitpunkt t > 0 und bilden eine Untertei-
lung des Intervalls [0; t] in n gleich lange Teilintervalle [tk; tk+1] mit t0 = 0 < t1 < . . . <
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tn = t. Es sei Δt := tk+1 − tk = t/n. Des Weiteren nehmen wir für die folgenden Überle-
gungen an, es gelte

pu = pd =
1
2
.

Bevor wir fortfahren, erwähnen wir den Zentralen Grenzwertsatz, der für Grenzüber-
gängemit Zufallsvariablen eine zentrale Bedeutung hat (für einen Beweis vgl. etwa [18],
Kapitel 6):

Satz 2.6 Es sei X1,X2, . . . eine unendliche Folge von unabhängigen Zufallsvariablen, die alle
die gleiche Verteilung haben sollen mit E(Xk) = μ und Var(Xk) = σ2, 0< σ2 <∞. Betrachtet
wird die mit 1/

√
n multiplizierte Summe der standardisierten Zufallsvariablen:

Zn :=
1√
n

·
n

∑
k=1

Xk − μ

σ
.

Dann konvergiert die Verteilungsfunktion von Zn immer gegen die Verteilungsfunktion der
Standard-Normalverteilung, gleichgültig, welche Verteilung die Zufallsvariablen Xk haben:

P(Zn ≤ x)→ Φ(x) für n → ∞.

Der Zentrale Grenzwertsatz wird auf die Zufallsvariablen

Xk = ln
(
Stk+1
Stk

)
angewendet. Dabei beachtenwir, dass für tk+1 − tk = t/n→ 0 (n→∞) gilt Stk+1 − Stk →
0 und damit gilt für große n:

Stk+1/Stk ≈ 1 also ln
(
Stk+1
Stk

)
≈ Stk+1

Stk
− 1=

Stk+1 − Stk
Stk

. (2.7)

Es ist also Xk eine Annäherung für die relative Kursänderung zwischen tk und tk+1.
Im Folgenden gelte d = 1/u. Dann folgt E(Xk) = 1

2 · (ln(u)− ln(u)) = 0 sowie

Δt · σ2 = Var(Xk) = E(X2
k )− (E(Xk))2 = 1

2
· (ln(u)2 + ln(u)2) = ln(u)2. (2.8)

Gemäß dem Zentralen Grenzwertsatz gilt, dass

Zt = Ztn :=
1√
n

·
n−1

∑
k=0

Xk − μ√
Δt · σ =

1√
n

·
n−1

∑
k=0

Xk√
Δt · σ

für n → ∞ standard-normalverteilt ist. Wir setzenWt :=
√
t · Zt und erhalten

Var(Wt) = Var

( √
t√
n

·
n−1

∑
k=0

Xk√
Δt · σ

)
=

t
n

· n = t.
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Die soeben durchgeführte Überlegung kann entsprechend auch für jeden Zwischen-
punkt tk der Folge 0 = t0 < t1 < . . . < tn durchgeführt werden. Für Δt → 0 ergibt sich
auf diese Weise eine unendliche Folge von Zwischenpunkten, die eine dichte Teilmenge
des Intervalls [0; t] bilden. Für jeden dieser Zwischenpunkte s = tk istWs :=

√
s · Zs im

Grenzfall Δt→ 0 eine N(0, s)-verteilte Zufallsvariable. Aus der Konstruktion ergibt sich
weiter, dass die ZuwächseWs −Wu für u < s ≤ t jeweils stochastisch unabhängig sind
von der ZufallsvariableWu und dass sie die Verteilung N(0, s− u) besitzen.
Beachten Sie, dass die ZufallsvariablenWs im Grenzfall Δt → 0 zwar auf einer unendli-
chen und in [0; t] dichten Teilmenge definiert sind, dass es aber noch überabzählbar viele
weitere Punkte in [0; t] gibt, an denen die Zufallsvariablen durch den Grenzprozess zu-
nächst noch nicht definiert sind. Eine Vertiefung unserer bisherigen Überlegungen, die
wir hier nicht weiter ausführen wollen, führt schließlich zu der folgenden Erkenntnis:
Für jede reelle Zahl t > 0 lässt sich eine ZufallsvariableWt definieren, deren Verteilung
(im Grenzfall) N(0, t) ist und deren zeitliche Änderungen unabhängig von den vorher-
gehenden Zufallsvariablen sind. Ergänzen wirW0 := 0, so erhalten wir einen wichtigen
stochastischen Prozess in stetiger Zeit, den wir fortan mit (Wt)t≥0 bezeichnen.

Definition 2.16 EinWiener-Prozess (auch Brownsche Bewegung genannt) W = (Wt)t≥0
ist ein durch folgende Eigenschaften charakterisierter stochastischer Prozess:

• W0 = 0

• Die Änderungen Ws −Wt sind für s > t stochastisch unabhängig von den Zufallsvaria-
blen (Wu)u≤t.

• Ws −Wt ist für s > t normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz s− t.

• Die Pfade des Wiener-Prozesses sind mit Wahrscheinlichkeit 1 stetig.

Es folgt:
Wt = Wt −W0 ist N(0, t)-verteilt.

Abbildung 19: Ein Pfad des Wiener-Prozesses



2.9 Stochastische Prozesse und bedingte Erwartungen 69

Übung 2.13 Bestimmen Sie
1. den Erwartungswert E(W2

t ) für t > 0,
2. die Verteilung der Zufallsvariablen Wt −Wt/2 (t > 0),
3. den Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariablen X := ∑

n−1
j=0 j · (Wj+1 −Wj).

Bedingte Erwartungswerte

Es sei (X,Y) ein Zufallsvektor, wobei X und Y beide stetig oder beide diskret verteilt
seien. Wir wollen den bedingten Erwartungswert E(X|Y = y) sowie E(X|Y) definieren.
Zunächst betrachten wir den Fall, dass X diskret ist und die endlich vielen Werte
{x1, . . . ,xn} jeweils mit positiver Wahrscheinlichkeit annimmt. Entsprechendes gelte
für Y und die Werte {y1, . . . ,ym}. Eine sinnvolle Definition von E(X|Y = yl) ist dann:
E(X|Y = yl) := ∑

n
k=1 xk · P(X = xk|Y = yl). Aus den Rechenregeln für bedingte Wahr-

scheinlichkeiten erhalten wir

P(X = xk|Y = yl) =
P(X = xk und Y = yl)

∑
n
k=1 P(X = xk und Y = yl)

,

wobei im Nenner gerade die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Y = yl steht, das in die
Einzelereignisse {X = x1,Y = yl}, . . . ,{X = xn,Y = yl} zerlegt wird (das Komma steht
jeweils für "und"). Insgesamt ergibt sich

E(X|Y = yl) =
n

∑
k=1

xk · P(X = xk,Y = yl)
∑
n
k=1 P(X = xk,Y = yl)

.

Im Falle stetiger Verteilungen ersetzen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit durch

fX|Y=y(x) :=
f (x,y)∫ ∞

−∞ fX,Y(x,y)dx
(sofern fY(y) :=

∫ ∞

−∞
fX,Y(x,y)dx > 0).

Der Ausdruck fY(y) im Nenner ist die in Abschnitt 2.5 eingeführte Randdichte. Nun
lässt sich der diskrete bedingte Erwartungswert leicht auf den stetigen Fall übertragen:

E(X|Y = y) =
∞∫

−∞
x · fX|Y=y(x)dx.

Wir führen (im diskreten und stetigen Fall) die bedingte Erwartung E(X|Y) als diejeni-
ge Zufallsvariable ein, die den Wert E(X|Y = y) annimmt, falls Y den Wert y annimmt.
Beachten Sie, dass E(X|Y) eine zufällige Größe und kein fester Zahlenwert ist!
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Beispiel 2.12 Im Mehrperiodenmodell mit n = 2, t0 = 0< t1 < t2 und S0 = s gilt

E(St2 |St1 = s · u) = s · u2 · p
2
u
pu
+ s · u · d · pu · pd

pu
+ s · d2 · 0

pu
= s · u2 · pu + s · u · d · pd
= s · u · (u · pu + d · pd).

Entsprechend ist E(St2 |St1 = s · d) = s · d · (u · pu+ d · pd), und die Zufallsvariable E(St2 |St1)
schreibt sich als E(St2 |St1) = St1 · (u · pu + d · pd).

Für bedingte Erwartungen gelten die folgenden Rechenregeln:

Satz 2.7
1. E(E(X|Y)) = E(X) (Regel vom iterierten Erwartungswert),

2. E(X|Y) = E(X), falls X und Y unabhängig sind,

3. E((a1 · X1 + a2 · X2)|Y) = a1 · E(X1|Y) + a2 · E(X2|Y),
4. E(c|Y) = c für jede Konstante c,

5. E(X ·Y|Y) = Y · E(X|Y) (Zufallsvariablen, die in der Bedingung auftreten, können heraus-
gezogen werden).

Die Nachweise dieser Rechenregeln ergeben sich aus der Definition der bedingten Er-
wartung und sind in den Lehrbüchern der Stochastik nachzulesen. Wir betrachten bei-
spielhaft die erste Regel im stetigen Fall. Es gilt

E(E(X|Y)) =

∞∫
−∞

E(X|Y = y) · fY(y)dy =
∞∫

−∞

⎛⎝ ∞∫
−∞

x · fX|Y=y(x)dx

⎞⎠ · fY(y)dy

=

∞∫
−∞

x ·
⎛⎝ ∞∫

−∞
f (x,y)dy

⎞⎠dx =
∞∫

−∞
x · fX(x)dx = E(X).

Übung 2.14 Berechnen Sie E(Wu|Ws) (u > s) für einen Wiener-Prozess (Wt)t≥0.
Lösung: Es gilt

E(Wu|Ws) = E(((Wu −Ws) +Ws)|Ws) = E(Wu −Ws|Ws) + E(Ws|Ws)

= E(Wu −Ws) +Ws · E(1|Ws) =Ws,

wobei die Unabhängigkeit von Wu −Ws und Ws sowie die Tatsache benutzt wurde, dass die
Zufallsvariable Wu −Ws normalverteilt ist mit Mittelwert 0.
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Die Definition des bedingten Erwartungswertes E(X|Y = y) kann verallgemeinert wer-
den auf einen Zufallsvektor �Y. Es ergibt sich dann die bedingte Erwartung E(X|�Y), die
wiederum eine Zufallsvariable ist. Im Falle �Y = (Y1, . . . ,Yt) schreibt sich die bedingte
Erwartung in der Form

E(X|Y1,Y2, . . . ,Yt).
Es gilt die Rechenregel:

E(Z · X|Y1, . . . ,Yt) = Z · E(X|Y1, . . . ,Yt), falls Z durch Y1, . . . ,Yt bestimmt ist, (2.9)

d. h. falls sich Z als (geeignete) Funktion der Zufallsvariablen Y1, . . . ,Yt darstellen lässt.

Eine noch weitergehende Verallgemeinerung des bedingten Erwartungswertes besteht
darin, dass man statt E(X|Y1,Y2, . . . ,Yt) den Ausdruck E(X|FY

t ) definiert, wobei FY
t

eine sog. Filtration ist und die gesamte "Historie" eines beliebigen stochastischen Pro-
zesses (Ys)s∈I bis zum Zeitpunkt t enthält. Damit ist gemeint, dass FY

t alle Ereignisse
umfasst, bei denen zumZeitpunkt t aufgrund der Pfadverläufe (Ys)s≤t entschiedenwer-
den kann, ob sie eintreten oder nicht.
Ein Beispiel mag dies verdeutlichen: Bezeichnet (Ys)s≤t die zufälligen Kursverläufe ei-
nes Finanzinstruments von heute bis zum künftigen Zeitpunkt t > 0, so kann in t ent-
schieden werden, ob das Ereignis A: "Der maximale Kurs im Intervall [0; t] war 100"
eingetreten ist oder nicht. Hingegen kann in t nicht entschieden werden, ob das Ereig-
nis B: "Der Kurs Yt+1 ist höher als alle Kurse zuvor" eintritt, denn dieser Kurs ist aus
der vorliegenden Kurshistorie nicht bekannt.
Formal erfolgt die Definition von FY

t dadurch, dass man alle Ereignisse A zu einer σ-
Algebra zusammenfasst, deren Eintreten in t durch die Kurshistorie (Ys)s≤t festgelegt
ist. Die bedingte Erwartung E(X|FY

t ) beschreibt dann die zu erwartenden Werte von
X, gegeben die Informationen aus der Historie. Da die Information im Zeitablauf zu-
nimmt, wird die Filtration "immer größer", d. h. es gilt FY

t1 ⊆ FY
t2 für t1 ≤ t2.

Die praktische Berechnung der hier betrachteten bedingten Erwartungen erfolgt meist
unter Anwendung der Rechenregeln aus Satz 2.7, die dann natürlich auf die genannten
Fälle auszudehnen sind. Wir bemerken noch die Rechenregeln:

E(X|FY
0 ) = E(X), (2.10)

E(X · Z|FY
t ) = X · E(Z|FY

t ), falls X durch (Yu)0≤u≤t bestimmt ist. (2.11)

E(E(X|FY
t )|FY

s ) = E(X|FY
s ) für s ≤ t. (2.12)

Beispiel 2.13 Es sei FW
t die zum Prozess Wiener-Prozess gehörende Filtration. Dann gilt

zunächst aufgrund der Rechenregeln

E(Wu|FW
s ) = E(((Wu −Ws) +Ws)|FW

s ) = E(Wu −Ws|FW
s ) + E(Ws|FW

s ).

Da die Veränderungen Wu −Ws des Wiener-Prozeses jeweils unabhängig von den vorherge-
henden Werten sind, können wir schreiben

E(Wu −Ws|FW
s ) = E(Eu −Ws) = 0.
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Es folgt damit unter Anwendung der letzten Regel von Satz 2.7

E(Wu|FW
s ) = E(Ws|FW

s ) =Ws · E(1|FW
s ) =Ws.

Zu denwichtigsten Arten von stochastischen Prozessen in derWahrscheinlichkeitstheo-
rie gehören dieMartingale: Ein Martingal ist ein stochastischer Prozess (Xt)t∈I , der "im
Mittel konstant" ist, d. h. für den zu jedem Zeitpunkt t der Erwartungswert von Xs (für
s > t) (bedingt auf die zur Zeit t vorliegenden Informationen) gleich Xt ist.

Das Konzept der Martingale eignet sich zur Beschreibung fairer Spiele: Als Beispiel
betrachten wir ein Spiel, bei dem der Teilnehmer in jeder Runde mit Wahrscheinlich-
keit 0,5 einen Euro gewinnen bzw. verlieren kann; der Einsatz ist jeweils 0. Es sei
Xn das Vermögen des Teilnehmers nach n Runden, X0 := 0. Offenbar gilt für m > n:
E(Xm|X0, . . . ,Xn) = Xm, da bei jedem Spiel im Mittel weder etwas gewonnen noch ver-
loren wird. Daher ist der Prozess (Xn)n∈N0 ein Martingal.

Definition 2.17 Es sei (Xt)t∈I ein stochastischer Prozess mit E(|Xt|) < ∞ für alle t und
FY
t eine vorgegebene Filtration. (Xt)t∈I heißt ein Martingal (bzgl. der Filtration), wenn Xs

als geeignete Funktion der Zufallsvariablen Yu, u ≤ s ohne Rückgriff auf die Zufallsvariablen
Yu, u > s dargestellt werden kann und wenn und ferner gilt

E(Xs|FY
t ) = Xt für alle 0 ≤ t ≤ s, s, t ∈ I. (2.13)

Übung 2.15 Zeigen Sie, dass (Wt)t≥0 ein Martingal bzgl. der Filtration FW
t ist.

Lösung: Es gilt E(|Wt|) <∞ und aufgrund des obigen Beispiels

E(Ws|FW
t ) =Wt,

so dass die Martingaleigenschaft erfüllt ist.

Woran erkennen wir, ob (Xt)t∈I kein Martingal ist? Das ist z. B. dann der Fall, wenn
(Xt)t∈I einen positiven oder negativen Trend aufweist, also imMittel nicht konstant ist.

Übung 2.16 Zeigen Sie, dass Xt := μ · t+Wt für μ > 0 kein Martingal bzgl. FW
t ist.

Lösung: Die Martingaleigenschaft ist nicht erfüllt, denn es gilt für s> t:

E(Xs|FW
t ) = E(μ · s|FW

t ) + E(Ws|FW
t ) = μ · s+Wt > Xt.



Kapitel 3

Das diskrete
Mehrperiodenmodell

In diesem Kapitel werden wir die Bewertung von Derivaten im einfachsten Modell zur
Beschreibung von Finanzmärkten behandeln – dem diskreten Mehrperiodenmodell.

Jedes Modell ist eine vereinfachte Abbildung der Realität und arbeitet mit gewissen
Annahmen. Bei der Derivatebewertung lauten diese typischerweise:

• Es gibt eine gewisse Anzahl von (börsengehandelten) Basisinstrumenten (Wert-
papiere, Devisen, Rohstoffe usw.), deren heutige Werte (oder Preise) wir kennen,
die jederzeit in beliebiger Menge gekauft oder verkauft werden können, und de-
ren künftige Preisentwicklung (bis zu einem gegebenen Endzeitpunkt T) geeignet
modelliert wird.

• Es können Kredite in beliebiger Höhe aufgenommen werden bzw. Geld angelegt
werden zum risikolosen Zinssatz r. Die Leihgebühr für Wertpapiere ist 0.

• Die Kursentwicklungen der Basisinstrumente bis zum künftigen Zeitpunkt T sind
aus heutiger Sicht (t= 0) unbekannt. Es tritt genau ein Kursverlauf aus der Menge
aller möglichen KursentwicklungenΩ ein, die beimMehrperiodenmodell endlich
viele Elemente enthält. DasWahrscheinlichkeitsmaß wird zunächst mit P bezeich-
net – später werden wir ein neues Wahrscheinlichkeitsmaß Q einführen.

3.1 Das Einperiodenmodell

Wir beginnen mit dem Einperiodenmodell, das später zum Mehrperiodenmodell aus-
gebaut wird.

S. Reitz, Mathematik in der modernen Finanzwelt, DOI 10.1007/978-3-8348-9860-9_3, 
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011 
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3.1.1 Modellbeschreibung

Wir wiederholen an dieser Stelle kurz die bereits in Kapitel 2 eingeführten Bezeichnun-
gen. Der Markt besteht zunächst nur aus zwei handelbaren Finanzinstrumenten – einer
Anleihe und einemweiteren Finanzinstrument, dessen Kurs sich zufällig verändert (der
Einfachheit halber betrachten wir in den folgenden Abschnitten stets eine Aktie). Es sei
Bt bzw. St der Preis der Anleihe bzw. der Aktie zum Zeitpunkt t. Der Anleihepreis ist
deterministisch (also nicht zufällig) und es gibt nur die beiden Zeitpunkte t = 0 sowie
t = 1. Wir nehmen Folgendes an (es ist r der risikolose Zinssatz):

B0 = 1,

B1 = 1+ r · Δt = 1+ r (Verzinsung für die Periode von t = 0 bis t = 1= Δt)

S0 = s (s ∈ (0;∞)), S1 =
{
s · u mit Wahrscheinlichkeit pu,
s · d mit Wahrscheinlichkeit pd.

Wir schreiben auch S1 = S0 ·U, wobei U eine (diskrete) Zufallsvariable ist, für die gilt:

U =

{
u mit Wahrscheinlichkeit pu,
d mit Wahrscheinlichkeit pd.

Es gelte 0< d < u und pu + pd = 1.

3.1.2 Portfolien und Arbitrage

Ein Portfolio besteht aus einer (in t = 0 gebildeten) Anzahl von Anleihen und Aktien.
Mathematisch beschreiben wir ein Portfolio durch einen Vektor h = (x,y) ∈R2 mit fol-
gender Bedeutung: Das Portfolio besteht aus x Stücken der Anleihe und y Stücken der
Aktie; negative Werte kennzeichnen eine short Position, positive Werte eine long Posi-
tion.

Grundannahmen

• Jede beliebige Anzahl (auch negativ oder nicht ganzzahlig) von Anleihen oder
Aktien kann sich im Portfolio befinden (also h ∈R2).

• Kauf- und Verkaufspreise stimmen überein, es gibt keine Gebühren beim Handel.

• Es gibt keine Kreditrisiken.

• Es können jederzeit amMarkt beliebig viele Stücke der Anleihe bzw. der Aktie ge-
oder verkauft werden.
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Definition 3.1 DerBarwert (oder kurzWert) eines Portfolios h= (x,y), das in t= 0 gebildet
wird und bis t = 1 gehalten wird, ist

PVht := x · Bt + y · St (t ∈ {0,1})

d. h. PVh0 = x+ y · s, PVh1 = x · (1+ r) + y · s ·U.

Offenbar ist PVh0 ein fester Zahlenwert und PVh1 eine Zufallsvariable.

Wir wissen bereits, dass eine Arbitrage das Erzielen eines risikolosen Gewinns ohne
Einsatz von eigenem Kapital ist. Dieser Begriff ist fundamental für die Modellierung
von Finanzmärkten.

Definition 3.2 Ein Arbitrage-Portfolio ist ein Portfolio h = (x,y) mit den Eigenschaften

PVh0 = 0, PVh1 > 0 mit Wahrscheinlichkeit 1.

Ein Arbitrage-Portfolio besteht also aus einer (sehr geschickten) Kombination von An-
leihe und Aktie in t = 0 (und zwar eine short, die andere long), so dass in t = 0 kein
Geld zu zahlen ist (PVh0 = 0), aber in t = 1 ein sicherer positiver Gewinn zu erzielen ist.
Lässt dies unser einfacher Markt im Einperiodenmodell überhaupt zu?

Satz 3.1 Das Einperiodenmodell ist arbitragefrei, genau dann, wenn gilt

d ≤ 1+ r ≤ u. (3.1)

Nach Voraussetzung gilt immer 0 < d < u. Daher muss mindestens eine der obigen
Ungleichungen echt sein, wenn derMarkt arbitragefrei ist. Die ökonomische Bedeutung
von (3.1) besteht darin, dass der aus der Anleihe erzielte Ertrag (1+ r) durch die beiden
möglichen Erträge aus der Aktie begrenzt wird (die Aktie ist riskanter und weist daher
nach oben und nach unten größere Kursschwankungen auf als die Anleihe).

Beweis
1. Der Markt sei arbitragefrei. Wir zeigen, dass dann (3.1) gelten muss. Angenommen,

(3.1) gilt nicht, also 1+ r > u oder d > 1+ r.
Wir betrachten den ersten Fall: Es gilt: s · (1+ r) > s · u > s · d. Wir behaupten, dass
das Portfolio h = (s,−1) ein Arbitrage-Portfolio darstellt, im Widerspruch zur Vor-
aussetzung. Das Portfolio besteht aus einer long Position von s Anleihen (beachten
Sie, dass s den Aktienkurs in t = 0 bezeichnet) und einer short Position von einer
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Aktie und es gilt:

PVh0 = s · 1− 1 · s = 0,

PVh1 = s · (1+ r)− s ·U =
{
s · (1+ r)− s · u > 0 mit Wahrscheinlichkeit pu,
s · (1+ r)− s · d > 0 mit Wahrscheinlichkeit pd.

also PVh1 > 0 mit Wahrscheinlichkeit 1. Somit liegt eine Arbitrage vor, Widerspruch.
Der zweite Fall geht analog.

2. Es gelte (3.1) und wir zeigen, dass der Markt arbitragefrei ist. Angenommen, es gibt
ein Arbitrage-Portfolio, d. h. ein Portfolio h= (x,y)mit PVh0 = 0, PVh1 > 0 (mit Wahr-
scheinlichkeit 1).

Wegen PVh0 = x+ y · s = 0 folgt x = −y · s und damit in t = 1:

PVh1 =

{
x · (1+ r) + y · s · u = y · s · (u− (1+ r)) mit Wahrscheinlichkeit pu,
x · (1+ r) + y · s · d = y · s · (d− (1+ r)) mit Wahrscheinlichkeit pd.

Es muss y �= 0 gelten, weil sonst PVh1 = 0 wäre. Für y > 0 ist also h ein Arbitrage-
Portfolio, falls d > 1 + r, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also kann für y > 0
keine Arbitrage existieren. Analog zeigt man, dass für y < 0 nur dann ein Arbitrage-
Portfolio vorliegen kann, falls u < 1+ r, im Widerspruch zur Voraussetzung.

Welchen Schluss können wir aus diesem Satz ziehen? Offenbar ist der Markt arbitrage-
frei, genau dann, wenn d ≤ 1+ r ≤ u und letzteres ist äquivalent zu der Aussage

1+ r = qu · u+ qd · d
mit zwei geeignet zu wählenden Zahlen qu, qd ≥ 0, qu + qd = 1 (stellen Sie sich diese als
Gewichte vor). Wir interpretieren die so bestimmten Zahlen qu und qd nun als (neue)
Wahrscheinlichkeiten, und weisen diese den beiden möglichen Ereignissen U = u bzw.
U = d zu:

Q(U = u) = qu, Q(U = d) = qd.

Die neue Bezeichnung Q (statt P) für die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse wurde ge-
wählt, um den Unterschied zu den "alten" Wahrscheinlichkeiten

P(U = u) = pu, P(U = d) = pd

deutlich zu machen. Wir berechnen den Erwartungswert des Aktienkurses S1 einmal
mit P und einmal mit Q:

EP(S1) = pu · s · u+ pd · s · d und EQ(S1) = qu · s · u+ qd · s · d.
Wegen qu · u+ qd · d = 1+ r können wir schreiben

EQ(S1) = s · (qu · u+ qd · d) = s · (1+ r), also

S0 = s =
1

1+ r
· EQ(S1) (∗)
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Dies besagt: Der heutige Aktienkurs ist gleich dem diskontierten Erwartungswert des
zukünftigen Aktienkurses S1. Dies gilt jedoch nur für das Wahrscheinlichkeitsmaß Q,
nicht für das Wahrscheinlichkeitsmaß P. Man nennt Q auch das risikoneutrale Maß.
Diese Bezeichnung kommt daher, dass wir in der Gleichung (∗) den risikolosen Zins-
satz r verwenden, um vom künftigen Aktienkurs S1 auf den heutigen Aktienkurs S0 zu
schließen, also "risikoneutral" abzinsen.

Definition 3.3 Ein Wahrscheinlichkeitsmaß Q mit Q(U = u) = qu, Q(U = d) = qd heißt
ein risikoneutrales Maß (oder auchMartingalmaß), falls gilt

s = S0 =
1

1+ r
· EQ(S1).

Beachten Sie bitte, dass es (zunächst) mehr als eineMöglichkeit geben könnte, dieWahr-
scheinlichkeiten qu und qd eines risikoneutralen Maßes Q festzulegen – wir wissen noch
nicht, ob es eindeutig ist!

Satz 3.2 Ein Markt ist arbitragefrei genau dann, wenn ein risikoneutrales Maß Q existiert.

Dies folgt unmittelbar aus unseren obigen Überlegungen.

Satz 3.3 Für das arbitragefreie Einperiodenmodell ist Q eindeutig bestimmt. Es gilt

qu =
1+ r− d
u− d

, qd = 1− qu =
u− (1+ r)
u− d

.

Beweis Wir haben für qu und qd zwei Gleichungen, die eindeutig aufgelöst werden kön-
nen – prüfen Sie dies nach!

3.1.3 Derivate im Einperiodenmodell

Definition 3.4 Ein (Europäisches) Derivat ist ein Finanzinstrument, dessen Wert in t = 1
durch eine vom Kurs S1 abhängige Auszahlungsfunktion festgelegt ist:

X = f (S1).
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Beispiel 3.1 Wir betrachten eine Europäische Aktien Call-Option mit Strike K, also

X = f (S1) =max{S1 − K,0}.

Im Einperiodenmodell lässt sich dies wie folgt veranschaulichen:

Abbildung 20: Call im Einperiodenmodell

Es sei s · d < K < s · u. Dann folgt:

X =
{
s · u− K, falls U = u,
0, falls U = d.

Die Frage ist:Wie ist der Barwert (oder Preis) unseres Derivats in t= 0? Um ein allgemei-
nes Modell für die Berechnung des Preises im Einperioden-Binomialbaum zu erhalten,
gehen wir von der folgenden Überlegung aus: Wir konstruieren in t = 0 ein Portfolio
h = (x,y) ∈ R2 aus Anleihe und Aktie, welches in t = 1 immer denselben Barwert wie
unser Derivat hat. Die Forderung lautet also in beiden Fällen U = u und U = d:

PVh1 = X

Definition 3.5 Ein Portfolio mit den o. g. Eigenschaften heißt Replikationsportfolio. Falls
für jedes beliebige Derivat ein Replikationsportfolio h = (x,y) ∈ R2 aus Anleihe und Aktie
existiert, so heißt der Markt vollständig.

In einem arbitragefreien vollständigenMarkt ist die Bewertung beliebiger Derivate zum
Zeitpunkt t = 0 damit problemlos möglich:

1. Finde ein Replikationsportfolio h = (x,y) ∈R2 mit PVh1 = X.
2. Berechne den Barwert (oder Preis) des Derivats zum Zeitpunkt 0 als

Barwert(Derivat)= PVh0 = x · 1+ y · S0 = x+ y · s.
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Begründung: Das Derivat und das Replikationsportfolio h stimmen in t = 1 in beiden
Fällen (U = d oderU = u) überein. Damit müssen sie auch in t= 0 den gleichen Barwert
haben (Law of one Price).

Übung 3.1 Vorgegeben ist das folgende Einperiodenmodell:

S0 = 20, u = 1,1, d = 0,9, r = 2%.

Geben Sie die Auszahlungsfunktion X = f (S1) und das Replikationsportfolio einer Call-Option
auf die Aktie mit Strike 20 und Fälligkeit in t = 1 an.
Lösung: Es gilt

f (S1) = max{S1 − 20,0}.
Das Replikationsportfolio h = (x,y) berechnet sich aus{

x · 1,02 + y · 22 = 2
x · 1,02 + y · 18 = 0

}
.

Die Lösung dieses linearen Gleichungssystems ist h = (−8,82; 0,5), also besteht das Replika-
tionsportfolio aus einer short Position in 8,82 Stücken der risikolosen Anleihe und einer long
Position in 0,5 Stücken des Underlyings.
Damit erhalten wir als Barwert des Derivats zum Zeitpunkt t= 0:

PVh0 = x · 1+ y · 20= −8,82 · 1+ 0,5 · 20= 1,18.

Beachten Sie, dass wir hier keine Wahrscheinlichkeiten bei der Berechnung verwendet haben!

Satz 3.4 Ist das Einperiodenmodell arbitragefrei, so ist der zugehörige Markt vollständig und
jedes Derivat hat einen eindeutigen Barwert in t = 0.

Beweis Wir müssen zeigen, dass für jedes Derivat mit Auszahlungsfunktion X ein Re-
plikationsportfolio h = (x,y) ∈R2 existiert. Dazu muss Folgendes gelten:

PVh1 = X, also
{
(1+ r) · x+ s · u · y = f (s · u) (falls U = u),
(1+ r) · x+ s · d · y = f (s · d) (falls U = d).

Wegen d< u (gilt immer im Einperiodenmodell!) ergibt sich als eindeutige Lösung (x,y)
des obigen linearen Gleichungssystems:

x =
1

1+ r
· u · f (s · d)− d · f (s · u)

u− d
, (3.2)

y =
1
s

· f (s · u)− f (s · d)
u− d

. (3.3)
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Somit existiert ein Replikationsportfolio h = (x,y). Aufgrund der Arbitragefreiheit gilt
in t = 0:

Barwert(Derivat)= PVh0 = x+ y · s.

3.1.4 Risikoneutrale Bewertung

Setzen wir (3.2) und (3.3) in die Gleichung Barwert(Derivat)= x+ y · s ein, so folgt:

Barwert(Derivat)=
1

1+ r
·
(
u · f (s · d)− d · f (s · u)

u− d
+
f (s · u)− f (s · d)

u− d
· (1+ r)

)
Einsetzen der Größen qu und qd (Satz 3.3) zeigt nun:

Barwert(Derivat) =
1

1+ r
· ( f (s · u) · qu + f (s · d) · qd)

=
1

1+ r
· EQ( f (S1)) = 1

1+ r
· EQ(X).

Satz 3.5 Im arbitragefreien Einperiodenmodell (ohne Kreditrisiken) besitzt ein Derivat in t= 0
den eindeutigen Preis

Barwert(Derivat)=
1

1+ r
· EQ(X) (3.4)

("abgezinster Erwartungswert der Auszahlungsfunktion unter dem risikoneutralen Maß Q").
Formel (3.4) heißt auch risikoneutrale Bewertungsformel.

Beachten Sie, dass in die Formel (3.4) nur das risikoneutrale Maß Q, nicht aber die
Wahrscheinlichkeiten pu und pd eingehen! Es ist also unerheblich, wie jeder Investor die
Wahrscheinlichkeiten pu bzw. pd für das Steigen bzw. Fallen der Aktienkurse einschätzt.

Beispiel 3.2 Es sei S0 = s = 100, u = 1,2, d = 0,8, pu = 0,6, pd = 0,4, r = 0 (zur Vereinfa-
chung!). Dieses Modell ist arbitragefrei, denn es gilt d = 0,8< 1+ r < 1,2= u. Somit folgt

S1 =
{

120 mit Wahrscheinlichkeit 0,6,
80 mit Wahrscheinlichkeit 0,4.

Die Auszahlungsfunktion eines Calls auf die Aktie mit Fälligkeit in t = 1 und Strike K = 110
ist

X =
{

10, fallsS1 = 120,
0, fallsS1 = 80.

Es folgt in t = 0: Barwert(Call-Option)=
1

1+ r
· (10 · qu + 0 · qd) r=0

= 10 · qu.



3.2 Das Mehrperiodenmodell 81

Nun ist qu =
1+ r− d
u− d

=
1+ 0− 0,8

0,4
=

1
2
, also: Barwert(Call-Option) = 1

2 · 10= 5.

Wie sieht das Replikationsportfolio h = (x,y) aus? Es gilt

x
(3.2)
=

1
1+ r

· u · f (s · d)− d · f (s · u)
u− d

= 1 · 1,2 · 0− 0,8 · 10
0,4

= −20,

y
(3.3)
=

1
s

· f (s · u)− f (s · d)
u− d

=
1
100

· 10− 0
0,4

=
1
4
.

Wir haben PVh0 = x · 1+ y · s = −20+ 1
4 · 100= 5 (= Barwert der Call-Option) und

PVh1 =
{
x · (1+ r) + s · u · y = x+ 120 · y = −20+ 30= 10, falls S1 = 120,
x · (1+ r) + s · d · y = x+ 80 · y = 0, falls S1 = 80,

also PVh1 = X in beiden Fällen!

Übung 3.2 In einem Einperiodenmodell gelte S0 = 20, u= 0,05, d= 1/u. Für welche Werte
von r ist das Einperiodenmodell arbitragefrei und vollständig? Geben Sie eine Bewertungsformel
(in Abhängigkeit von r) für einen long Put mit Strike K = 20 und Fälligkeit in T = 1 an.
Berechnen Sie den Wert EQ(X) in Abhängigkeit von r, wobei X die Auszahlungsfunktion des
Puts ist. Wie lautet das zugehörige Replikationsportfolio?

Wir haben gezeigt, dass im Einperiodenmodell unter der Annahme der Arbitragefrei-
heit der Barwert eines beliebigen Derivats stets eindeutig bestimmt ist und dass er mit
der risikoneutralen Bewertungsformel (3.4) zu berechnen ist. Diese Formel beruht auf
der Tatsache, dass der Markt vollständig ist, und daher für jedes Derivat ein Replikati-
onsportfolio bestimmt werden kann.
Allerdings ist das Einperiodenmodell zur Beschreibung der Realität nicht besonders ge-
eignet – wir gehen daher über zum Mehrperiodenmodell.

3.2 Das Mehrperiodenmodell

3.2.1 Portfolien und Arbitrage

Wir untersuchen einen Markt ohne Kreditrisiken mit zwei handelbaren Finanzinstru-
menten – einer Anleihe und einem weiteren Instrument (Wertpapier, Fremdwährung,
Rohstoff usw.), und zwar über den Zeitraum t = 0 (heute) bis t = T mit Betrachtungs-
zeitpunkten tk := k · T/n, Δt := tk+1 − tk = T/n. Die grundlegenden Bezeichnungen
wurden in Kapitel 2 eingeführt. Wie im Einperiodenmodell analysieren wir Portfolien
aus Aktien und Anleihen, deren Zusammensetzung nun aber zeitveränderlich sind:
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Definition 3.6 Eine Portfoliostrategie ist gegeben durch eine Folge

{htk = (xtk ,ytk ) : k ∈ {0,1, . . . ,n− 1}},

von zeitveränderlichen Portfolien, wobei xtk die Anzahl der Anleihen und ytk die Anzahl der
Aktien zum Zeitpunkt tk im Portfolio bezeichnen. Die Größen xtk und ytk hängen von den
jeweils vorliegenden Aktienkursen bis tk−1 ab (für k ≥ 1). DerWert-Prozess

{PVhtk := xtk · Btk + ytk · Stk : k ∈ {0,1, . . . ,n− 1}}, PVhtn := xtn−1 · Btn + ytn−1 · Stn
gibt die Portfoliowerte zu den Zeitpunkten t0 = 0, t1, . . . , tn = T an. Sie sind für tk > 0 zufällig.
Die Größe PVhtk ist der Barwert (oder Wert) zum Zeitpunkt tk.

Beachten Sie, dass die Portfoliozusammensetzung in tk für k ≥ 1 nur auf vorhergehenden
Kursinformationen der Aktie beruht – erst nachdem das Portfolio für tk gebildet wurde,
wird der neue Kurs Stk beobachtbar!

Wir interessieren uns für spezielle Portfoliostrategien, nämlich solche, bei denen im
Zeitablauf kein Geld von Außen hinzugefügt oder entnommen wird. Stellen Sie sich
dabei ein Wertpapierdepot bei Ihrer Bank vor, das Sie zwar gelegentlich umschichten,
aber niemals Geld entnehmen oder neu hinzufügen. Dies bedeutet, dass für die Wert-
entwicklung des Portfolios zwischen zwei Betrachtungszeitpunkten tk und tk+1 gilt:

PVhtk+1 − PVhtk = xtk · ΔBtk + ytk · ΔStk ,

wobei ΔBtk := Btk+1 − Btk , ΔStk := Stk+1 − Stk (k ∈ {0,1, . . . ,n− 1}).

Definition 3.7
1. Eine Portfoliostrategie heißt selbstfinanzierend, falls für alle Zeitpunkte tk gilt:

PVhtk+1 − PVhtk = xtk · ΔBtk + ytk · ΔStk .

2. Eine selbstfinanzierende Portfoliostrategie heißt Arbitragestrategie, falls

PVh0 = 0, P(PVhT ≥ 0) = 1, P(PVhT > 0) > 0.

Eine Arbitragestrategie erlaubt es uns also, ohne Einsatz von eigenemKapital (PVh0 = 0)
risikolos (P(PVhT ≥ 0) = 1) einen Gewinn mit positiver Wahrscheinlichkeit zu erzielen.
Wir können nun wieder festhalten (Beweis analog zu Satz 3.1):
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Satz 3.6 Im Mehrperiodenmodell gibt es keine Arbitragestrategie (der Markt ist arbitragefrei),
genau dann, wenn gilt

d ≤ 1+ r · Δt ≤ u. (3.5)

Wie im Einperiodenmodell folgt aus (3.5) die Existenz zweier Zahlen qu ≥ 0, qd ≥ 0 mit
qu + qd = 1 und

1+ r · Δt = qu · u+ qd · d.

Wir fassen qu und qd wieder als Wahrscheinlichkeiten auf:

Q(Uk = u) = qu, Q(Uk = d) = qd,

und haben damit das risikoneutrale Maß oderMartingalmaß im Mehrperiodenmodell
definiert. Auch hier gilt:

Satz 3.7 Im arbitragefreien Mehrperiodenmodell berechnen sich die Wahrscheinlichkeiten qu
und qd des risikoneutralen Maßes Q zu

qu =
1+ r · Δt− d

u− d
, qd =

u− (1+ r · Δt)
u− d

,

und es ist stk =
1

1+ r · Δt · EQ(Stk+1 |Stk = stk ).

Beweis Die Herleitung der Wahrscheinlichkeiten erfolgt analog zu Satz 3.3. Ferner gilt

EQ(Stk+1 |Stk = stk ) = stk · u · qu + stk · d · qd = stk · (u · qu + d · qd) = stk · (1+ r · Δt).

Die Bezeichnung Martingalmaß erklärt sich wie folgt:

Satz 3.8 (Martingaleigenschaft diskontierter Preise)
Unter dem Wahrscheinlichkeitsmaß Q ist der stochastische Prozess der diskontierten Preise

(S∗
tk )0≤tk≤T := (Stk/(1+ r · Δt)k)0≤tk≤T

ein Martingal in Bezug auf die Filtration FS
t , welche die Informationen über die Kurshistorie

der Aktie bis t beschreibt.

Beweis Zu zeigen ist für k < l ≤ n:

EQ(S
∗
tl |FS

tk) = EQ(S
∗
tk ).
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Die Kursentwicklung der Aktie zwischen tk und tl besteht aus l− k unabhängigen Auf-
bzw. Abwärtsbewegungen. Demnach gilt

EQ(Stl |Stk ) = Stk ·
l−k
∑
j=0

(
l − k
j

)
· uj · qju · dl−k−j · ql−k−jd

= Stk · (qu · u+ qd · d)l−k = Stk · (1+ Δ · r)l−k.
Hieraus ergibt sich

EQ(S
∗
tl |FS

tk) = EQ

(
Stl

(1+ r · Δt)l
∣∣∣ Stk , . . . ,St0) (∗)

= EQ

(
Stl

(1+ r · Δt)l
∣∣∣ Stk)

=
1

(1+ r · Δt)l · EQ(Stl |Stk ) =
1

(1+ r · Δt)l · (1+ r · Δt)l−k · Stk

=
Stk

(1+ r · Δt)k = S∗
tk .

Zur Begründung von (∗) ist zu beachten, dass Stl nur von Stk , nicht aber von den vor-
hergehenden Kursen abhängig ist!

3.2.2 Derivate im Mehrperiodenmodell, Binomialbäume

Definition 3.8 Ein (Europäisches) Derivat ist ein Finanzinstrument, dessen Wert in t= T
durch die Auszahlungsfunktion

X = f (ST)

festgelegt ist, wobei ST der zufällige Kurs des Underlyings in T ist.

Gesucht ist der Barwert (Preis) des Derivats in den Zeitpunkten tk; wir schreiben dafür

Dtk (k ∈ {0,1, . . . ,n}).
Für tk > 0 handelt es sich um eine Zufallsvariable. Offenbar gilt

Dtn = DT = X = f (ST).

Die weitere Vorgehensweise ist nun wie im Einperiodenmodell: Wir versuchen, für
ein beliebig gegebenes Derivat (z. B. eine Option) eine selbstfinanzierende Replika-
tionsportfoliostrategie zu finden, also eine Portfoliostrategie {htk = (xtk , ytk ) : k ∈
{0,1, . . . ,n− 1}}, die selbstfinanzierend ist und die die Eigenschaft

PVhT = X = f (ST) (3.6)

für jedenmöglichen Aktienkurs ST hat. Falls uns dies für jedes Derivat gelingt, so heißt
der Markt vollständig.
Der Barwert Derivats zu jedem Zeitpunkt tk kann dann berechnet werden als Wert des
Replikationsportfolios:
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Satz 3.9 Der Barwert eines Europäischen Derivats, für das eine selbstfinanzierende Replika-
tionsportfoliostrategie existiert (d. h. es gilt PVhT = X = DT), ist in einem arbitragefreien
Markt

Dtk = PVhtk (k ∈ {0,1, . . . ,n}).

Beweis Wir nehmen an, es gilt Dtk < PVhtk (der Fall Dtk > PVhtk ist analog zu behandeln).
In diesem Fall bilden wir zum Zeitpunkt tk zunächst eine short Position im Replikati-
onsportfolio (das bringt uns den Betrag +PVhtk in die Kasse) und eine long Position im
Derivat (das kostet uns den Betrag Dtk ). Insgesamt bleibt ein positiver Betrag PVhtk −Dtk
übrig, den wir risikolos anlegen. Nun warten wir bis zum Zeitpunkt tn = T. Beachten
Sie, dass zwischenzeitlich weder aus dem Derivat noch aus dem Portfolio (welches ja
selbstfinanzierend ist – das ist hier der entscheidende Punkt!) irgendwelche Zahlungen
anfallen oder zu leisten sind. In tn = T ist der Wert unserer Gesamtposition (ohne die
risikolose Geldanlage):

−PVhT + DT = −PVhT + X = 0

Übrig bleibt der risikolos verzinste Betrag, den wir angelegt hatten. Es wurde also ein
Gewinn ohne Einsatz von eigenem Kapital erzielt. Da der Markt aber als arbitragefrei
vorausgesetzt war, liegt ein Widerspruch vor. Es kann also nicht Dtk < PVhtk gelten!
Da auch der Fall Dtk > PVhtk ausscheidet, folgt Dtk = PVhtk .

Wichtig ist die folgende Erkenntnis:

Satz 3.10 (Arbitragefreiheit und Vollständigkeit)
1. Das Mehrperiodenmodell ist im Fall d ≤ 1+ r · Δt ≤ u arbitragefrei und auch vollständig;
d. h. für jedes (Europäische) Derivat existiert eine selbstfinanzierende Replikationsportfolio-
strategie.

2. Das Mehrperiodenmodell ist genau dann arbitragefrei und vollständig, wenn ein eindeutig
bestimmtes Martingalmaß Q existiert mit den Wahrscheinlichkeiten qu und qd aus Satz 3.7.

Statt eines formalen Beweises dieses Satzes betrachten wir ein Zahlenbeispiel, bei dem
die Zusammensetzung des Replikationsportfolios in jedem Knoten über ein lineares
Gleichungssystem bestimmt wird:

Beispiel 3.3 Es gelte T= 3, S0 = s= 100, u= 1,25, d= 0,8. und r= 0 (aus Vereinfachungs-
gründen), also d ≤ 1+ r · Δt ≤ u! Wir wählen n = 3 und wollen eine Europäische Call-Option
mit Fälligkeit in T = 3 und Auszahlungsfunktion

X = f (S3) =max{S3 − 100, 0}
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bewerten. Die folgende Abbildung zeigt den Binomialbaum mit den Werten von X:

Abbildung 21: Binomialbaum zum Beispiel

Wie sieht das Replikationsportfolio zum Zeitpunkt t2 = 2 im Knoten st2 = 156,25 aus? Es ist

xt2 · Bt2 · (1+ r · Δt) + yt2 · 195,31 = 95,31 und

xt2 · Bt2 · (1+ r · Δt) + yt2 · 125 = 25,

was wegen r = 0, also Bt2 = Bt0 = B0 = 1 auf das lineare Gleichungssystem

xt2 + yt2 · 195,31= 95,31 und xt2 + yt2 · 125= 25

führt. Daraus folgt xt2 =−100, yt2 = 1 in diesem Knoten. Somit ist der Wert des Replikations-
portfolios gegeben durch PVht2 = xt2 · Bt2 + yt2 · St2 = −100 · 1+ 1 · 156,25= 56,25, also gilt
im betrachteten Knoten: Dt2 = PVht2 = 56,25.

Abbildung 22: Die Zusammensetzung der Replikationsportfoliostrategie
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Auf diese Weise fahren wir fort und wir durchlaufen den Binomialbaum dabei von rechts nach
links bzw. spaltenweise jeweils von oben nach unten. Beachten Sie, dass in jedem Knoten gilt:
ΔPVtk = xtk · ΔBtk + ytk · ΔStk , also handelt es sich um eine selbstfinanzierende Replikations-
portfoliostrategie!

Es ergibt sich für den heutigen Barwert des Calls: D0 = 16,60.

Bestätigen Sie die Aussagen qu = 4/9, qd = 5/9 und die in allen Knoten gültige Glei-
chung PVhtk =

1
1+r·Δt · (qu · PVh,utk+1 + qd · PVh,dtk+1). Wir können also die Werte des Replika-

tionsportfolios sehr viel leichter ausrechnen. Allerdings erst, nachdem wir die zuletzt
genannte Aussage bewiesen haben. Dies ist der Inhalt des nächsten Satzes!

3.2.3 Risikoneutrale Bewertung

Satz 3.11 Im arbitragefreien Mehrperiodenmodell (ohne Kreditrisiken) gilt für den Barwert
des selbstfinanzierenden Replikationsportfolios zu einem Derivat mit Auszahlungsfunktion X:

PVhtk =
1

1+ r · Δt · EQ(PVhtk+1 |Stk ) (k ∈ {0,1, . . . ,n− 1}).

Beweis Es gilt für k ∈ {0,1, . . . ,n− 1}:
PVhtk = xtk · Btk + ytk · Stk

(Satz 3.7)
= xtk · Btk + ytk · 1

1+ r · Δt · EQ(Stk+1 |Stk )

= xtk · Btk+1
1+ r · Δt + ytk · 1

1+ r · Δt · EQ(Stk+1 |Stk , . . . ,St0)

=
1

1+ r · Δt · (xtk · Btk+1 + ytk · EQ(Stk+1 |Stk , . . . ,St0)
)

=
1

1+ r · Δt · (xtk · EQ(Btk+1 |Stk , . . . ,St0) + ytk · EQ(Stk+1 |Stk , . . . ,St0)
)

(2.9)
=

1
1+ r · Δt · EQ

(
(xtk · Btk+1 + ytk · Stk+1)|Stk , . . . ,St0

)
=

1
1+ r · Δt · EQ

(
(xtk · ΔBtk + ytk · ΔStk + PVhtk )|Stk , . . . ,St0

)
(Definition 3.7)

=
1

1+ r · Δt · EQ
(
(PVhtk+1 − PVhtk + PVhtk )|Stk

)
=

1
1+ r · Δt · EQ(PVhtk+1 |Stk ).
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Satz 3.12 (Risikoneutrale Bewertung)
Im arbitragefreien und vollständigenMehrperiodenmodell (ohne Kreditrisiken) gilt für den Preis
eines (Europäischen) Derivats mit Auszahlungsfunktion X = f (ST) zum Zeitpunkt tk:

Dtk =
1

1+ r · Δt · EQ(Dtk+1 |Stk ). (3.7)

Beachten Sie, dass diese Formel im Fall k = n− 1 lautet: Dtn−1 =
1

1+r·Δt · EQ(X |Stn−1).

Durch wiederholte Anwendung der Formel (für k = n− 1, . . . ,0) ergibt sich der folgende abge-
zinste Erwartungswert der Auszahlungsfunktion:

D0 =
1

(1+ r · Δt)n · EQ(X) = 1
(1+ r · Δt)n ·

n

∑
l=0

(
n
l

)
qlu · qn−l

d · f (S0 · ul · dn−l).

Diese Formel heißt auch risikoneutrale Bewertungsformel.

Beweis Aus dem vorhergehenden Satz folgt zunächst:

PVhtk =
1

1+ r · Δt · EQ(PVhtk+1 |Stk ), also Dtk =
1

1+ r · Δt · EQ(Dtk+1 |Stk ).

Dies gilt für alle k ∈ {n− 1,n− 2, . . . ,0}. Daher können wir festhalten:

Dtn−1 =
1

1+ r · Δt · EQ(X |Stn−1),

Dtn−2 =
1

1+ r · Δt · EQ(Dtn−1 |Stn−2),

...

und schließlich
Dt0 =

1
1+ r · Δt · EQ(Dt1 |St0).

Setzt man nun alle Gleichungen von unten nach oben ineinander ein, so folgt:

Dt0 = D0 =
1

(1+ r · Δt)n · EQ(EQ(. . . (EQ(X |Stn−1)) . . . |St1)|St0).

Die Rechenregeln für bedingte Erwartungen besagen, dass der letzte Ausdruck gleich
E(X|St0) = E(X) ist, also haben wir:

D0 =
1

(1+ r · Δt)n · EQ(X) = 1
(1+ r · Δt)n · EQ( f (ST)).

Die Zufallsvariable ST = Stn kann im n-periodigen Binomialbaum genau n+ 1 verschie-
dene Werte annehmen. Es gilt unter dem Martingalmaß Q:

Q(ST = S0 · ul · dn−l) =
(
n
l

)
· qlu · qn−l

d für l ∈ {0,1, . . . ,n}.
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Daher haben wir:

Dt0 =
1

(1+ r · Δt)n · EQ( f (ST)) = 1
(1+ r · Δt)n ·

n

∑
l=0

(
n
l

)
qlu · qn−l

d · f (S0 · ul · dn−l).

Beispiel 3.4 Betrachten Sie nochmals Beispiel 3.3: Dort gilt qu = qd = 0,5, r = 0, n= 3 und
daher gemäß der risikoneutralen Bewertungsformel:

D0 =
1

(1+ 0)3
·

3

∑
l=0

(
3
l

)
0,5l · 0,53−l ·max{80 · 1,5l · 0,53−l − 80,0}︸ ︷︷ ︸

= f (S0·ul ·d3−l)

=
3

∑
l=0

(
3
l

)
0,53 ·max{80 · 1,5l · 0,53−l − 80,0} = 27,5.

Übung 3.3 Gegeben ist einMehrperiodenmodell mit den Zeitpunkten t0= 0, t1= 1, . . . tn= n,
Δt = 1, den Martingalwahrscheinlichkeiten qu = qd = 0,5 und dem risikolosen Zinssatz r > 0.
1. In jedem Zeitschritt bewegt sich der Kurs St einer Aktie um den Faktor u > 1+ r nach oben
und um d = 1/r nach unten. Bestimmen Sie Formeln für u und d aus den o. g. Größen.

2. Welche beiden für die Bewertung von Finanzinstrumenten wichtigen Eigenschaften hat die-
ses Modell (mit ausführlicher Begründung)?

3. Im Binomialbaum gilt bekanntlich Stn = S0 · uk · dn−k (k ∈ {0,1, . . . ,n}).
Bestimmen Sie die Anzahl der Aufwärtsbewegungen im Binomialbaum, die erforderlich ist,
damit Stn mindestens den Wert 2 · S0 hat.

4. Bewerten Sie eine Digitaloption mit Fälligkeit in T = tn und Auszahlung

X =
{

1 , falls ST ≥ S0,
0 , falls ST < S0

anhand der risikoneutralen Bewertungsformel im Mehrperiodenmodell.

Binomialbäume in der Praxis
In diesem Abschnitt zeigen wir anhand der Bewertung Amerikanischer Optionen, wie
Binomialbäume in der Praxis verwendet werden. Amerikanische Optionen können je-
derzeit während der Laufzeit ausgeübt werden. Insofern unterscheiden Sie sich von
den Europäischen Derivaten und erfordern eine Sonderbehandlung.Wir wollen die ein-
schlägige Theorie nicht darstellen, sondern lediglich die Vorgehensweise bei der Kon-
struktion eines Binomialbaums in der Bewertung Amerikanischer Optionen darlegen.
Betrachtet wird eine Amerikanische Option, deren Underlying eine Aktie mit Kurs St
ist. Bei der Aktie gebe es keine Dividendenzahlungen.
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Zunächst wir der Aufbau des Binomialbaums skizziert. Es sei T der Fälligkeitstermin
der Option. Wir bilden einen Binomialbaum mit Zeitpunkten t0 = 0< t1 < . . .< tn = T,
tk+1 − tk = Δt = T/n. Alle Zeitpunkte werden in Jahren gemessen, d. h. für eine drei-
monatige Option ist T = 1/4.
Die entscheidenden Parameter sind die Faktoren u und d sowie die Verzweigungswahr-
scheinlichkeiten qu und qd. Wir haben gesehen, dass letztere aus u, d und dem risikolo-
sen Zinssatz r in einem arbitragefreien Markt eindeutig berechnet werden können.
ZuWahl von u und d orientieren wir uns an der Gleichung (2.8), die im Falle pu = pd =
0,5 die Beziehung

u := eσ·Δt und d := 1/u = e−σ·Δt

liefert. Diese Festlegung wird auch für andere Werte von pd und pd beibehalten.
Damit sind alle Parameter des Binomialbaums bestimmt (der risikolose Zinssatz r lässt
sich aus den Geldmarktsätzen ablesen).
In jedem Zeitpunkt tk kann die Option ausgeübt werden oder nicht. Wir fixieren bei der
nachfolgenden Betrachtung einen Knoten mit Aktienkurs stk im Baum. Zwei Fälle sind
möglich:
1. Im Falle der Ausübung in tk erhält man eine Zahlung und hat keine weiteren An-

sprüche mehr aus der Option. Der Wert der Option in tk ist dann gleich der Aus-
übungszahlung

Dtk ,stk ,ausüben.

2. Übt man die Option nicht aus, so errechnet sich ihr Wert in tk aus dem Wert in tk+1
durch Rückwärtsrechnen in Binomialbaum. Wir betrachten einen speziellen Knoten,
an dem der Aktienkurs stk sei, und schreiben für diesen Knoten:

Dtk ,stk ,halten =
1

1+ r · Δt · (qu · Dtk+1,stk ·u + qd · Dtk+1,stk ·d).

In tk wird man genau dann ausüben, wenn der Wert bei Ausüben größer ist als der
Wert bei Halten. Damit gilt für den Wert der Option im betrachteten Knoten:

Dtk ,stk := max{Dtk ,stk ,ausüben, Dtk ,stk ,halten}.

Hier ein Beispiel für die Anwendung der Vorgehensweise:

Beispiel 3.5 Gegeben ist eine Amerikanische Put-Option auf eine Aktie mit heutigem Kurs
S0 = 280. Die Laufzeit der Option sei T = 0,25 Jahre und der Strike sei K = 280. Es gel-
te ferner r = 3% sowie σ = 28%. Wir unterteilen das Intervall [0;T] in n = 4 Teilinterval-
le der Länge Δt = T/4. Aus den Daten ergibt sich u = 1,0725, d = 0,9324, qu = 0,4959,
qd = 1 − qu = 0,5041. Der nachfolgende Binomialbaum zeigt die Entwicklung des Aktienkur-
ses (jeweils unter den Knoten eingetragen) sowie die Preise der Put-Option (über der Knoten).
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Abbildung 23: Binomialbaum für die Amerikanische Put-Option

Der Wert st3 = 18,93 in t3 kommt bspw. wie folgt zustande: Zunächst wird durch Rückwärts-
rechnen für diesen Knoten die Zahl

Dt3,st3 ,halten =
1

1+ 0,03 · 0,0625 · (qu · 0+ qd · 36,58) = 18,41

bestimmt. Ferner gilt
Dt3,st3 ,ausüben = 18,93,

also Dt3,st3 = 18,93 - in diesem Knoten würde die Option ausgeübt!

Der heutige Barwert der Option gemäß des obigen Binomialbaums beträgt 14,00 Euro. Aller-
dings hängt dieser Wert von der Anzahl n der Zeitschritte ab. Mit wachsendem n wird sich
der Optionswert stabilisieren gegen einen Grenzwert. Typischerweise wird man n so lange ver-
größern, bis die Schwankungen des Optionswerts weniger als 0,01 Euro sind. Es lässt sich be-
weisen, dass der Grenzwert dem Optionspreis des zeitstetigen Black-Scholes-Modells entspricht
(vgl. nächstes Kapitel).

In [18], Abschnitt 7.5, findet sich ein allgemeines Resultat zur optimalen Ausübungs-
strategie Amerikanischer Optionen im Binomialbaummodell.
Bei der Optionsbewertung mit Binomialbäumen besteht die Problematik, dass Aktien-
kurse nach einem Dividendentermin, der während der Laufzeit der Option stattfindet,
rechnerisch um den Betrag der ausgeschütteten Dividende pro Aktie zu kürzen sind.
Somit "springt" der Aktienkurs um den Wert der Dividende nach unten.
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Beispiel 3.6 Es sei S0 = 40, u = 1,25, d = 0,8 und zum Zeitpunkt 1 gebe es die Dividen-
denzahlung Div1 = 1. Der folgende Binomialbaum beschreibt die Aktienkursentwicklung für
t0 = 0, t1 = 1, t2 = 2 ohne und mit Berücksichtigung der Dividendenzahlung:

Abbildung 24: Binomialbaum mit Dividenden

Wie man sieht, wird die Baumstruktur durch die Dividendenzahlungen "zerstört": Der Baum
ist nicht mehr rekombinierend, wie man sagt.

Um die Baumstruktur auch im Falle von Dividendenzahlungen nicht zu zerstören, gibt
es verschiedene Vorgehensweisen: Eine besteht darin, statt diskreter Dividendenzah-
lungen eine stetige Dividendenrendite anzunehmen - diesen Ansatz werden wir bei der
Modellierung in stetiger Zeit wählen. Eine anderer Ansatz betrachtet den sog. Clean-
Aktienkurs S∗

t , wobei es sich um den zum Zeitpunkt t gültigen Aktienkurs vermindert
um den Barwert aller nach t folgenden Dividendenzahlungen handelt:

S∗
t := St − ∑

τi≥t

Divτi
(1+ L(0, t,τi))t−τi

.

Hier sind τi die Dividendenzahlungszeitpunkte und L(0, t,τi) die Forwardzinssätze. Of-
fenbar gilt

lim
t→τi , t<τi

S∗
t = S∗

τi
.

Der stochastische Prozess (S∗
t )t≥0 weist keine Sprünge auf, und kann somit wie eine

dividendenlose Aktie in einem Binomialbaum modelliert werden, der dann auch re-
kombinierend ist. Anschließend werden in diesem Baum die Clean-Aktienkurse an den
Dividendenzahlungszeitpunkten korrigiert, indem die Höhe der Dividende pro Aktie
hinzu addiert wird – ohne jedoch die Baumstruktur zu verändern.



Kapitel 4

Bewertung in stetiger Zeit

Von nun an befassen wir uns mit Modellen, in denen zu jedem Zeitpunkt aus dem In-
tervall [0;T] gehandelt werden kann (nicht nur zu endlich vielen Zeitpunkten tk) und
in denen es unendlich viele mögliche Werte für die Kurse von Finanzinstrumenten gibt.
Dies führt zu Bewertungsformeln, wie sie heutzutage in der Finanzwelt vielfach einge-
setzt werden. Es werden dabei einige Hilfsmittel aus der Stochastischen Analysis, z. B.
stochastische Differenzialgleichungen, benötigt.
Unsere Darstellung wird nicht in allen Fällen auf die technischen Einzelheiten und for-
malen Beweise der verwendeten Resultate eingehen, da dies den Rahmen sprengen
würde. Leser, die insbesondere die Sätze und Beweise aus der Stochastischen Analysis
genauer kennen lernen wollen, seien auf die einschlägige und umfangreiche Literatur
verwiesen (z. B. [24]).

4.1 Vom Mehrperiodenmodell zum stetigen Modell

Wir betrachten das Mehrperiodenmodell für das Zeitintervall [0;T]mit Zwischenpunk-
ten tk, wobei gilt t0 = 0, tn = T und Δt := tk+1 − tk = T/n für alle k. Im Folgenden
studieren wir, was beim Grenzübergang n → ∞ geschieht.
Aus der Reihendarstellung ex = 1+ x+ x2/2+ . . .= 1+ x+Rest, |Rest| ≤ |x|2 folgern
wir:

e±
√
Δt·σ = 1±

√
Δt · σ+ Rest, lim

Δt→0
Rest= 0.

Weiterhin ist

e
√
Δt·σ − e−

√
Δt·σ = 2 ·

√
Δt · σ+ Rest,

wobei der Rest aus Termen besteht, die allesamt Faktoren der Form (
√
Δt · σ)k mit k≥ 1

enthalten. Dies ergibt wegen u = eσ·√Δt, d = e−σ·√Δt für qu die Aussage

qu =
1+ Δt · r− (1− √

Δt · σ) + Rest

2 · √
Δt · σ+ Rest

=

√
Δt · r+ σ+ Rest
2 · σ+ Rest

−→ 1
2

S. Reitz, Mathematik in der modernen Finanzwelt, DOI 10.1007/978-3-8348-9860-9_4, 
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011 
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für Δt → 0, also n → ∞. Somit folgt auch qd = 1− qu −→ 1
2 .

Nun erinnern wir uns an die Darstellung

Stk+1 = Stk ·Uk, d. h. ST = St0 ·U1 · . . . ·Un.

Es folgt
ln(ST) = ln(S0) + ln(U1) + · · ·+ ln(Un).

Wir verwenden die Bezeichnung Xk := ln(Uk). Dann gilt

EQ(Xk) = qu · ln(u) + qd · ln(d) = 1
2

· (ln(u)− ln(u)) = 0,

VarQ(Xk) = EQ(Y
2
k )− (EQ(Yk))2 = qu · ln(u)2 + qd · ln(d)2 − 0 = Δt · σ2.

Damit haben wir folgendes Zwischenergebnis erzielt: Die Zufallsvariable ln(ST) lässt
sich in der Form

ln(ST) = ln(S0) +
n

∑
k=1

Xk

schreiben mit unabhängigen, identisch verteilten Zufallsvariablen Xk, wobei hier gilt
EQ(Xk) = 0, VarQ(Xk) =

√
Δt · σ2. Mit dem Zentralen Grenzwertsatz können wir jetzt

ähnlich zu den Überlegungen in Abschnitt 2.9 für n → ∞ folgern:

ln(ST) ist normalverteilt gemäß N(ln(S0),T · σ2).

Ergebnis: Das Mehrperiodenmodell führt im Grenzfall n → ∞ auf ein Modell, in dem
die logarithmierten Aktienkurse normalverteilt sind. Dies ist der Ausgangspunkt für
die zeitstetigen Modelle, die wir nun behandeln werden.

4.2 Modellierung von Kursen in stetiger Zeit

Der Aufbau der Modellierung in stetiger Zeit ähnelt demjenigen des Mehrperioden-
modells. Sie können sich vorstellen, dass die Modellierung in stetiger Zeit durch einen
Grenzprozess entsteht, bei dem der Wert von n im Mehrperiodenmodell gegen ∞ kon-
vergiert. Aus dem vorhergehenden Abschnitt wissen wir, dass die Aktienkurse im
Grenzfall logarithmisch normalverteilt sind. In Abschnitt 2.9 hatten wir gesehen, dass
dabei der Wiener-Prozess ins Spiel kommt. Dieser steht im Zentrum der zeitstetigen
Modellierung.
Es gelten im stetigen Modell die gleichen vereinfachenden Grundannahmen, die wir
zu Beginn des letzten Kapitels genannt hatten; Kreditrisiken werden zunächst nicht
berücksichtigt. Im Unterschied zum diskreten Mehrperiodenmodell ist Ω nun einen
unendliche Menge von möglichen künftigen Kursverläufen der (börsengehandelten)
Basisinstrumente. Das Wahrscheinlichkeitsmaß wird zunächst wieder mit P bezeichnet
– erst später werden wir das Martingalmaß Q einführen. Darüber hinaus sind einige
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technische Bedingungen zu treffen, die für die Konstruktion des mathematischen Mo-
dells relevant sind. Dabei geht es z. B. um die Art der zulässigen Portfoliostrategien,
die gewissen Einschränkungen unterworfen sind. Wir verweisen für die technischen
Einzelheiten wiederum auf die Literatur (z. B. [4]).

4.2.1 Kursmodellierung mit stochastischen Differenzialgleichungen

Die Entwicklung ökonomischer Größen wie Aktienkursen, Anleihepreisen, Wechsel-
kursen oder Zinssätzen kann als stochastischer Prozess in stetiger Zeit beschrieben
werden. Wir führen das Verhalten allgemeiner stochastischer Prozesse für die uns inter-
essierenden Finanzinstrumente auf das Verhalten des Wiener-Prozesses im Zeitablauf
zurück.

Es sei St der zufällige Preis (Kurs) eines Finanzinstruments zum Zeitpunkt t ∈ [0;T].

In einem zeitstetigen Modell wird die Kursänderung im Zeitablauf in Form einer sto-
chastischen Differenzialgleichung beschrieben.

Eine solche Differenzialgleichung beinhaltet eine zufallsabhängige (stochastische) Kom-
ponente und wird auch als SDE, als Abkürzung für den englischen Begriff "stochastic
differential equation" bezeichnet. Zu Beschreibung ökonomischer (und anderer) zufall-
sabhängiger Prozesse gibt es eine ganze Reihe verschiedenartiger stochastischer Diffe-
renzialgleichungen, die zu ganz unterschiedlichen stochastischen Prozessen führen.

Als erstes Beispiel betrachten wir die arithmetische Brownsche Bewegung. Sie wird
durch die SDE

dSt = μ · dt+ σ · dWt

mit μ ∈R,σ> 0 beschrieben. Dies bedeutet Folgendes: In einem Zeitintervall der Länge
dt (die gedanklich "kürzest mögliche Zeiteinheit") wird die Kursänderung

dSt = St+dt − St

dargestellt durch einen deterministischen Driftterm μ · dt (dieser beschreibt den nicht
zufallsabhängigen Trend des Kurses und ist proportional zur Länge des Zeitintervalls)
und zusätzlich durch einen normalverteilten Zufallsterm σdWt, wobei

dWt =Wt+dt −Wt

die normalverteilte Änderung des Wiener-Prozesses zwischen t und t+ dt ist. Betrach-
ten wir das Zeitintervall von 0 bis t und addieren wir gedanklich alle Änderungen in
diesem Intervall auf, so können wir die SDE auch umformen zu

St − S0 = μ · (t− 0) + σ · (Wt −W0) ⇐⇒ St = S0 + μ · t+ σ ·Wt.

Wir haben damit eine Darstellung von St, also eine Lösung der SDE gefunden! Hieraus
lassen sich die Eigenschaften der arithmetischen Brownschen Bewegung ableiten:
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• St ist normalverteilt mit Erwartungswert S0 + μ · t und Varianz σ2 · t.
Begründung: Es giltWt hat die Verteilung N(0, t) und daher folgt

S0 + μ · t+ σ ·Wt hat die Verteilung N(S0 + μ · t,σ2 · t).
• St nimmt mit positiver Wahrscheinlichkeit negative Werte an.

• Die absoluten Änderungen dSt sind jeweils unabhängig von der Vergangenheit.

Wir sehen, dass die arithmetische Brownsche Bewegung zur Modellierung von Akti-
enkursen nicht geeignet scheint, denn es können negative Werte vorkommen und die
Kursänderung zwischen t und t+ dt ist nicht proportional zum Kurs St – beides steht
im Widerspruch zum Verhalten von Aktienkursen in der Realität. Die arithmetische
Brownsche Bewegung wird aber in manchen Modellen zur Beschreibung des stochasti-
schen Verhaltens von Zinssätzen benutzt; darauf werden wir noch zurück kommen.

Das zweite Beispiel ist die geometrische Brownsche Bewegung. Diese wird beispiels-
weise im Modell von Black und Scholes (1973) für den Aktienkurs angenommen. Die
zugehörige SDE lautet

dSt = μ · St · dt+ σ · St · dWt ⇐⇒ dSt
St
= μ · dt+ σ · dWt.

Hierbei bezeichnet man die Konstante μ alsDrift(-rate) und die positive Konstante σ ist
die (annualisierte) Volatilität. Beachten Sie, dass die Zufallsvariable dSt/St die relative
(oder prozentuale) Kursänderung beschreibt. Die Lösung dieser SDE lautet

St = S0 · exp
{(

μ− 1
2
σ2

)
t+ σ ·Wt

}
⇐⇒ St = S0 · eRt ,

Rt := (μ− σ2/2) · t+ σ ·Wt,

also hat Rt die Verteilung N(μ∗ · t,σ2 · t), μ∗ := μ− σ2

2 .

t

1

2

3

4

5

6

7

St�Ω�

Abbildung 25: Einzelner Pfad von St mit S0 = 1, μ = 1, σ = 0,2.
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Um dieses Ergebnis herzuleiten und um nachzuweisen, dass St tatsächlich die obige
SDE erfüllt, benötigt man einige Überlegungen und Begriffe aus der Stochastischen
Analysis, die wir in den nachfolgenden Abschnitten darstellen.

Die wichtigsten Eigenschaften der geometrischen Brownschen Bewegung sind:

• Die Zufallsvariable St ist lognormalverteilt und für S0 > 0 immer positiv.

• Die relativen Kursänderungen im Zeitablauf sind unabhängig voneinander, da sie
durch die Änderungen des Wiener-Prozesses modelliert werden.

Vor allem die erste Eigenschaft macht die geometrische Brownsche Bewegung zu einem
attraktiven Modell für die Beschreibung des zufälligen Verhaltens von Aktienkursen
und anderen Finanzinstrumenten.

Beispiel 4.1 Für eine Aktie mit Kurs S0 = 50 bestimmen wir anhand einer Zeitreihe von 250
Kursen den Mittelwert und die Standardabweichung der täglichen logarithmischen Kursände-
rungen und skalieren diese auf ein Jahr hoch: μ= 0,05, σ= 0,3 (es ist also μ= 250 · μ1Tag und
σ =

√
250 · σ1Tag).

Die Aktie wird mit Hilfe der geometrischen Brownschen Bewegung

dSt/St = 0,05dt+ 0,3dWt

modelliert, wobei hier dt = 1/250 Jahr = 1 Tag gilt. Somit folgt:

St = 50 · exp((0,05− 0,5 · 0,09) · t+ 0,3 ·Wt) = 50 · exp(0,005 · t+ 0,3 ·Wt).

Hierbei ist Wt eine normalverteilte Zufallsvariable mit Varianz t. Durch eine Simulationsrech-
nung können wir einen möglichen künftigen Pfadverlauf des Aktienkurses erzeugen. Beachten
Sie, dass es unendliche viele mögliche Pfadverläufe gibt, die die Lösung der o. g. SDE bilden.

Übung 4.1 Der Kurs einer Aktie erfüllt die SDE dSt = μ · St · dt+ σ · St · dWt, σ > 0.

1. Welche Gleichung ergibt sich für σ→ 0? Lösen Sie diese gewöhnliche DGL!

2. Es gelte S0 = 50,μ= 0,01,σ = 0,4 sowie W1 = 0,5,W2 =−0,5,W3 =−1,W4 = 1,2. Wel-
chen Kurs hat die Aktie zu den Zeitpunkten t1 = 1, t2 = 2, t3 = 3, t4 = 4?

3. Geben Sie eine Lösung der SDE dSt = μdt+ σdWt mit S0 = 10 an.

4.2.2 Aktien- und Wechselkurse in stetiger Zeit

Aktienkurse
Aus dem letzten Abschnitt wissen wir, dass ein künftiger zufälliger Aktienkurs St im
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zeitstetigen Modell sinnvollerweise wie folgt modelliert wird:

St = S0 · eRt , S0 > 0, Rt = ln
(
St
S0

)
∼ N(μ∗ · t,σ2 · t), t ∈ [0;T]. (4.1)

Rt ist die logarithmische Kursänderung und es gilt

Rt ≈ St − S0
S0

(relative Kursänderung).

Da Rt eine normalverteilte Zufallsvariable ist, kann die Verteilung des Aktienkurses auf
die Lognormalverteilung zurück geführt werden. Es gilt für x > 0 :

P(St ≤ x) = P(S0 · eRt ≤ x) = P(Rt ≤ ln(x/S0))

= P
(
Rt − μ∗ · t
σ · √

t
≤ ln(x/S0)− μ∗ · t

σ · √
t

)

= Φ

(
ln(x/S0)− μ∗ · t

σ · √
t

)
. (4.2)

Der Aktienkurs St kann wegen (4.1) nur Werte im Intervall (0;∞) annehmen. Daher ist
die Dichtefunktion von St wie folgt definiert:

f (x) =

⎧⎪⎨⎪⎩
(
Φ

(
ln(x/S0)−μ∗·t

σ·√t
))′

= 1
σ·√t · 1

x · ϕ
(
ln(x/S0)−μ∗·t

σ·√t
)
, x > 0,

0, x ≤ 0.

2 4 6 8 10
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1
f�x�

Abbildung 26: Dichtefunktion mit S0 = 5, σ = 0,2, μ∗ = 0, t = 1

Wir berechnen den Erwartungswert E(St) = E(S0 · eRt). Mit Satz 2.4 folgt:

E(St) = E
(
S0 · eRt

)
=

∫ ∞

−∞
S0 · ex · f (x)dx = S0√

2πσ2t
·
∫ ∞

−∞
ex · e−

1
2 ·
(
x−μ∗ t
σ

√
t

)2
dx.



4.2 Modellierung von Kursen in stetiger Zeit 99

Wir substituieren s := x−μ∗t
σ

√
t
, d. h. dx = ds · σ√

t, und erhalten

E(St) =
S0√
2π

·
∫ ∞

−∞
eσ

√
t·s+μ∗t · e−0,5s2ds =

S0√
2π

· eμ∗t ·
∫ ∞

−∞
eσ

√
t·s−0,5s2ds.

Wegen σ
√
t · s− 0,5s2 = −0,5(s− σ

√
t)2 + 0,5σ2t folgt weiter

E(St) =
S0√
2π

· eμ∗t · e0,5σ2t ·
∫ ∞

−∞
e−0,5(s−σ√

t)2ds.

Die Substitution v = s− σ
√
t, d. h. ds = dv, liefert schließlich

E(St) = S0 · e(μ∗+0,5σ2)t · 1√
2π

·
∫ ∞

−∞
e−0,5v2dv︸ ︷︷ ︸

=1

= S0 · e(μ∗+0,5σ2)t.

Für die Varianz von St erhalten wir

Var(St) = E(S2t )− (E(St))2 = E(S20 · e2Rt︸︷︷︸
2Rt∼N(2μ∗t,4·σ2t)

)− (E(St))2

=
siehe oben S20 · e(2μ∗+2σ2)t − S20 · e2(μ∗+0,5σ2)t

= S20 · e(2μ∗+2σ2)t − S20 · e(2μ∗+σ2)t

= S20 · e(2μ∗+σ2)t ·
(
eσ

2t − 1
)
.

Wechselkurse
Während wir bisher Aktienkurse betrachtet haben, gehen wir nun zu Wechselkursen,
z. B. EUR/USD über. Es stellt sich heraus, dass diese im Zeitablauf ein weitgehend
analoges Verhaltenwie Aktienkurse haben. Bezeichnet St denWert eines Dollars in Euro
zum Zeitpunkt t, also

St =
(
EUR
USD

)
t
,

so sind auch hier die logarithmischen Änderungen

Rt := ln
(
St
S0

)
normalverteilt, also Rt ∼ N(μ∗t,σ2t). Es können somit alle bisherigen Aussagen auf
Wechselkurse übertragen werden. Wir erhalten:
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Satz 4.1 Bezeichnet die Zufallsvariable St einen zum Zeitpunkt t > 0 gültigen zufälligen
Aktien- bzw. Wechselkurs im zeitstetigen Modell, so gilt:

St = S0 · eRt , Rt ∼ N(μ∗t,σ2t) (4.3)

und
E(St) = S0 · e(μ∗+0,5σ2)t, (4.4)

Var(St) = S20 · e(2μ∗+σ2)t ·
(
eσ

2t − 1
)
. (4.5)

Mehrdimensionale Modellierung
Es ist auchmöglich, mehrere Aktien- oderWechselkurse unter Berücksichtigung der ge-
genseitigen Abhängigkeiten zu modellieren. Hierzu betrachten wir einen mehrdimen-
sional normalverteilten Zufallsvektor

�Rt := (Rt,1, . . . ,Rt,n)

mit Erwartungswertvektor �μ = (μ∗
1 · t, . . . ,μ∗

n · t) und Kovarianzmatrix

Σ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
σ21 · t σ1 · σ2 · ρ1,2 · t . . . σ2n · t

σ2 · σ1 · ρ2,1 · t σ22 · t . . . σ2 · σn · ρ2,n · t
...

...
...

...
σn · σ1 · ρn,1 · t σn · σ2 · ρn,2 · t . . . σ2n · t

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈Rn×n

Gemäß Satz 2.5 gilt, dass Rt,i die Verteilung N(μ∗
i · t,σ2i · t) hat.

Damit können dann die Zufallsvariablen

St,i := S0,i · eRt,i , i ∈ {1, . . . ,n}, t ≥ 0

gebildet werden, welche die Kurse von n Finanzinstrumenten im Zeitablauf beschrei-
ben. Aufgrund der Modellannahmen gilt für die paarweisen Korrelation

Corr(Rt,i,Rt,j) = ρi,j.

Die relativen Kursveränderungen haben hier also die vorgegebene Korrelation ρi,j. Zur
Bestimmung der Parameter können die entsprechenden empirischen Parameter aus
Zeitreihen von Kursdaten berechnet werden.

Übung 4.2 Die künftigen Kurse zweier Aktien A und B werden über den Ansatz

At = A0 · eUt bzw. Bt = B0 · eVt

modelliert, wobei Ut und Vt unabhängig seien mit Verteilung N(0, t · σ2U) bzw. N(0, t · σ2V).
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1. Geben Sie die Verteilung von Ut −Vt mit ihren Parametern an.

2. Ermitteln Sie im Fall A0 = B0 > 0 die Wahrscheinlichkeit dafür, dass der Aktienkurs von A
heute in einem Jahr mindestens so groß ist wie der Aktienkurs von B.

3. Nun gelte A0 = 50,B0 = 60,σu = 0,4,σV = 0,3. Berechnen Sie denjenigen Zeitpunkt t∗, für
den der erwartete Aktienkurs E(At∗) gleich dem erwarteten Aktienkurs E(Bt∗) ist.

4.3 Einige Grundlagen aus der Stochastischen Analysis

4.3.1 Einführung

Wir betrachten einen stochastischen Prozess (Xt)t≥0, der sich zwischen t und t + Δt
(Δt > 0) wie folgt verhält:

Xt+Δt − Xt︸ ︷︷ ︸
zufällige Änderung

= μ(t,Xt) · Δt︸ ︷︷ ︸
Driftterm

+ σ(t,Xt)︸ ︷︷ ︸
Standardabweichung

· (Wt+Δt −Wt)︸ ︷︷ ︸
N(0,Δt)-verteilt

.

Sind ΔXt := Xt+Δt − Xt, ΔWt :=Wt+Δt −Wt die zufälligen Änderungen, so folgt:

ΔXt = μ(Xt, t) · Δt+ σ(t,Xt) · ΔWt. (∗)
Nun erinnern wir uns an das Vorgehen in der Analysis bei differenzierbaren Funktio-
nen: Dort schreibt man

Δ f (x)
Δx

=
f (x+ Δx)− f (x)

Δx
Δx→0−→ f ′(x) =: d f

dx
.

Diese symbolische Notation wollen wir auf (∗) übertragen – obwohl wir natürlich wis-
sen, dass es sich bei (Xt)t≥0 nicht um eine differenzierbare Funktion, sondern um einen
Zufallsprozess handelt. Dennoch schreiben wir für Δt → 0 :

dXt = μ(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt. (4.6)

Dies ist eine typische stochastische Differenzialgleichung (SDE), die in der Finanzma-
thematik häufig auftritt. Wir können die Gleichung (4.6) "symbolisch" nach Xt auflösen,
indem wir auf beiden Seiten "integrieren". Was ist damit gemeint?
Dazu werfen wir wieder einen Blick zurück in die Analysis und schreiben für eine dif-
ferenzierbare Funktion f :∫ t

0
d f (s) =

∫ t

0

d f (s)
ds

· ds =
∫ t

0
f ′(s)ds =

[
f (s)

]t
0 = f (t)− f (0).

Übertragen wir dies auf Xt, so erhalten wir:∫ t

0
dXs =

[
Xs

]t
0 = Xt − X0.
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Somit ergibt sich aus Gleichung (4.6):∫ t

0
dXs =

∫ t

0
μ(s,Xs)ds+

∫ t

0
σ(s,Xs)dWs

⇐⇒ Xt − X0 =
∫ t

0
μ(s,Xs)ds+

∫ t

0
σ(s,Xs)dWs. (4.7)

Zunächst ist unklar, wie die "Integrale" in (4.7) zu interpretieren sind – denn es wird
bzgl. stochastischen Prozessen und nicht bzgl. "normalen" Funktionen integriert.

Unsere Ziele in den folgenden Abschnitten sind:
1. Eine exakte Definition der stochastischen Integrale∫ t

0
Ys dWs ((Ys)s≥0 : stochastischer Prozess),

2. Formulieren wichtiger Rechenregeln,
3. Lösung wichtiger SDEs.

4.3.2 Das Itô-Integral

Das klassische Riemann-Integral wird über den Grenzwert von Riemann-Summen

∫ t

0
g(s) ds := lim

n→∞

n−1

∑
i=0

g(si) · (si+1 − si)

definiert, wobei (s0, . . . , sn) eine immer feiner werdende Zerlegung des Intervalls [0; t]
mit s0 = 0, sn = t ist. Daneben werden auch allgemeinere Integrale der Form

∫ t

0
g(s)d f (s) := lim

n→∞

n−1

∑
i=0

g(si) · ( f (si+1)− f (si)
)
, (4.8)

die sog. Riemann-Stieltjes-Integrale, betrachtet. Diese existieren nur unter bestimmten
Voraussetzungen, wenn nämlich f nicht zu stark schwankt (man sagt, wenn f von be-
schränkter Variation ist) und wenn g stetig ist. Analog zu (4.8) schreiben wir:

"
∫ t

0
Ys dWs := lim

n→∞

n−1

∑
i=0

Ysi · (Wsi+1 −Wsi )."

Hier treten allerdings verschiedene Probleme auf: Der Grenzwert existiert im Allgemei-
nen nicht, denn die Pfade (Ws(ω))s≥0 des Wiener-Prozesses sind sehr stark schwan-
kend – sie sind zwar stetig, aber an keiner Stelle s differenzierbar und auch nicht
von beschränkter Variation. Wir müssen daher die Schwankung der Zufallspfade des
Wiener-Prozesses "ausgleichen", indem wir geeignete Bedingungen an den stochasti-
schen Prozess (Ys)s≥0 stellen. Die beiden Bedingungen werden in der nachfolgenden
Definition als Voraussetzung genannt; wir verzichten auf die Ausführung der weiteren
technischen Einzelheiten und verweisen auf die Literatur, z. B. [24].
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Definition 4.1 (Itô-Integral)
Ein stochastischer Prozess (Ys)s∈[0;t] erfülle die folgenden Voraussetzungen:

1. (Ys)s∈[0;t] ist FW
s −adaptiert für alle s ∈ [0; t] (vereinfacht gesprochen bedeutet dies, dass

jede Zufallsvariable Ys als eine Funktion der Zufallsvariablen Wu für 0 ≤ u ≤ s dargestellt
werden kann ohne Verwendung der Zufallsvariablen Wu mit u > s) und

2. E[
∫ t
0 Y

2
s ds] < ∞.

Dann kann gezeigt werden, dass die Summen Jn := ∑
n−1
i=0 Ysi · (Wsi+1 −Wsi ) gegen eine Zu-

fallsvariable J konvergieren, und zwar in der Weise, dass gilt

lim
n→∞

E((Jn − J)2) = 0. (∗)

Die so definierte Zufallsvariable J wird als Itô-Integral
∫ t
0 Ys dWs bezeichnet. Der stochastische

Prozess (Ys)s∈[0;t] heißt Itô-integrierbar. Wir schreiben im Folgenden abkürzend

∫ t

0
Ys dWs := lim

n→∞

n−1

∑
i=0

Ysi · (Wsi+1 −Wsi ). (4.9)

Bemerkung
1. Beachten Sie, dass durch Xt :=

∫ t
0 Ys dWs ein neuer stochastischer Prozess (Xt)t≥0 definiert

wird. Die "Werte" des Itô-Integrals sind also zufällig.

2. Es ist wichtig zu verstehen, dass die Gleichung (4.9) und alle daraus folgenden Gleichungen,
die auf Itô-Integralen beruhen (also auch alle Aussagen zur Wertentwicklung von Underly-
ings und Derivaten) immer nur im Sinne von (∗), also im quadratischen Mittel gelten.

3. Prozesse (Ys)s∈[0;t] mit Ys = c, c ∈ R oder Ys = g(s) (g stetig) oder Ys = f (Ws) mit einer
differenzierbaren Funktion f erfüllen die in der Definition genannten Bedingungen.

Einige Eigenschaften des Itô-Integrals:
1. ∫ t

0
(a ·Ys + b · Zs) dWs = a ·

∫ t

0
Ys dWs + b ·

∫ t

0
Zs dWs für a,b ∈R. (4.10)

Begründung:∫ t

0
(a ·Ys + b · Zs) dWs

(4.9)
= lim

n→∞

n−1

∑
i=0
(a ·Ysi + b · Zsi ) · (Wsi+1 −Wsi )

= lim
n→∞

(
a ·

n−1

∑
i=0

Ysi · (Wsi+1 −Wsi ) + b ·
n−1

∑
i=0

Zsi · (Wsi+1 −Wsi )

)

= a ·
∫ t

0
Ys dWs + b ·

∫ t

0
Zs dWs.
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2. ∫ t

0
c · dWs = c ·

∫ t

0
dWs = c ·Wt für alle c ∈R. (4.11)

Begründung:

∫ t

0
c · dWs

(4.9)
= lim

n→∞

n−1

∑
i=0

c · (Wsi+1 −Wsi ) = c · lim
n→∞

n−1

∑
i=0
(Wsi+1 −Wsi )

= c · lim
n→∞

(Wsn −W0)
sn= t= c · lim

n→∞
(Wt − W0︸︷︷︸

=0

) = c ·Wt.

3. Es gilt für alle stetigen Funktionen f :

Z :=
∫ t

s
f (u)dWu ist normalverteilt gemäß N

(
0,

∫ t

s
f (u)2du

)
. (4.12)

Begründung: Wir bilden eine Zerlegung von [s; t] mit gleichlangen Teilintervallen
der Länge Δ := (t− s)/m und schreiben

Z = lim
m→∞

m−1

∑
k=0

f (s+ k · Δ) · (Ws+(k+1)·Δ −Ws+k·Δ).

Hier tritt eine Summe unabhängiger, gemäß N(0, ( f (s + k · Δ))2 · Δ)-verteilter Zu-
fallsvariablen auf und diese Summe hat die Verteilung

N

(
0,
m−1

∑
k=0
( f (s+ k · Δ))2 · Δ

)
.

Die Varianz dieser Verteilung ist eine Riemann-Summe für das Integral
∫ t
s f (u)

2du,
so dass die gewünschte Aussage durch Grenzübergang m → ∞ folgt.

4.4 Die Itô-Formel

In den Anwendungen der Stochastischen Analysis stellt sich häufig das folgende Pro-
blem: Gegeben ist ein stochastischer Prozess (Xt)t≥0, z. B. Xt = Wt (Wiener-Prozess)
oder allgemeiner als Lösung einer SDE

dXt = μ(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt.

Ferner ist f = f (t,x) eine (geeignet zu wählende) Funktion mit t ≥ 0, x ∈ R. Mit dieser
Funktion bilden wir einen neuen stochastischen Prozess

( f (t,Xt))t≥0,

d. h. wir setzen Xt für die Variable x ein.
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Frage: Welche SDE erfüllt der neue Prozess ( f (t,Xt))t≥0?

Diese Frage beantwortet die Itô-Formel, der wir uns nun zuwenden wollen. Wir be-
ginnen mit Xt =Wt und einer Funktion einer Variablen f (x). Es sei (s0, . . . , sn) eine mit
wachsendem n immer feiner werdende Zerlegung von [0; t] mit s0 = 0, sn = t. Ist f (x)
zweimal stetig differenzierbar bzgl. x, so gilt die Taylorformel:

f (x+ h)− f (x) = f ′(x) · h+ 1
2

· f ′′(x) · h2 + Rest(x,h),

wobei der Rest mindestens so schnell gegen 0 geht wie h3, sofern die Funktion eine
konvergierende Taylorreihe besitzt. Mit x = Wsi , x + h = Wsi+1 (also h = Wsi+1 −Wsi )
können wir schreiben:

f (Wsi+1)− f (Wsi ) = f ′(Wsi ) · (Wsi+1 −Wsi ) +
1
2

· f ′′(Wsi ) · (Wsi+1 −Wsi )
2

+ Rest(Wsi ,Wsi+1 −Wsi ).

Wir summieren von i = 0 bis i = n− 1 und erhalten:

f (Wsn︸︷︷︸
=Wt

)− f (Ws0︸︷︷︸
=0

) =
n−1

∑
i=0

f ′(Wsi ) · (Wsi+1 −Wsi ) +
1
2

·
n−1

∑
i=0

f ′′(Wsi ) · (Wsi+1 −Wsi )
2

+
n−1

∑
i=0

Rest(Wsi ,Wsi+1 −Wsi ).

Was passiert für n → ∞?

f (Wt)− f (0) = lim
n→∞

n−1

∑
i=0

f ′(Wsi ) · (Wsi+1 −Wsi ) +
1
2

· lim
n→∞

n−1

∑
i=0

f ′′(Wsi ) · (Wsi+1 −Wsi )
2

+ lim
n→∞

n−1

∑
i=0

Rest(Wsi ,Wsi+1 −Wsi ). (4.13)

Für den ersten Summanden auf der rechten Seite wenden wir Definition 4.1 an (mit
Ys = f ′(Ws)). Es gilt nach (4.9):

lim
n→∞

n−1

∑
i=0

f ′(Wsi ) · (Wsi+1 −Wsi ) =
∫ t

0
f ′(Ws)dWs

(die Voraussetzungen aus Definition 4.1 sind erfüllt).
Nun wenden wir uns dem zweiten Summanden in obiger Gleichung zu. Mit Ys :=
f ′′(Ws) kann man sich überlegen, dass gilt

n−1

∑
i=0

f ′′(Wsi ) · (Wsi+1 −Wsi )
2 n→∞−→

∫ t

0
f ′′(Ws)ds.

Diesen Schritt lassen wir hier aus. Ähnliche Überlegungen, die wir ebenfalls übergehen,
führen zu der Erkenntnis

lim
n→∞

n−1

∑
i=0

Rest(Wsi ,Wsi+1 −Wsi ) = 0.
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Zusammenfassend könnenwir festhalten: Sind die genannten Bedingungen an f erfüllt,
so folgt aus (4.13) für n → ∞ :

f (Wt)− f (0) =
∫ t

0
f ′(Ws)dWs +

1
2

·
∫ t

0
f ′′(Ws)ds.

Satz 4.2 (Itô-Formel für Wiener-Prozesse)
Ist (Wt)t≥0 ein Wiener-Prozess, f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, so gilt:

f (Wt) = f (0) +
∫ t

0
f ′(Ws)dWs +

1
2

·
∫ t

0
f ′′(Ws)ds.

Gleichbedeutend dazu ist die Schreibweise

d f (Wt) = f ′(Wt)dWt +
1
2

· f ′′(Wt)dt. (4.14)

Dieser Satz entspricht in seiner Bedeutung dem Hauptsatz der Differenzial- und Integral-
rechnung, welcher für differenzierbare Funktionen folgende Aussage liefert:

f (t) = f (0) +
t∫

0

f ′(s)ds.

Beispiel 4.2
Die Funktion f (x) := x2 ist zweimal stetig differenzierbar, es gilt f ′(x) = 2x, f ′′(x) = 2.

(4.14)
=⇒ f (Wt) =W2

t = f (0)︸︷︷︸
=0

+
∫ t

0
f ′(Ws)dWs+

1
2

·
∫ t

0
f ′′(Ws)ds=

∫ t

0
2 ·Ws dWs+

1
2

·
∫ t

0
2ds,

also W2
t = 2 · ∫ t0Ws dWs + t ⇐⇒ ∫ t

0Ws dWs =
1
2 ·W2

t − t
2 für alle t ≥ 0.

Für zahlreiche Anwendungen wird die Itô-Formel aus Satz 4.2 nicht nur bzgl. des
Wiener-Prozesses, sondern auch bzgl. allgemeinerer Prozesse benötigt. Solche allgemei-
neren Prozesse sind die sog. Itô-Prozesse, die wir zunächst definieren wollen:

Definition 4.2 Ein stochastischer Prozess (Xt)t≥0 heißt Itô-Prozess, wenn er als Summe
eines Itô-Integrals und eines gewöhnlichen Integrals dargestellt werden kann:

Xt = X0 +
∫ t

0
Ys dWs︸ ︷︷ ︸

Itô-Integral

+
∫ t

0
Zs ds︸ ︷︷ ︸

gewöhnliches Integral

⇐⇒ dXt = YtdWt + Ztdt. (4.15)
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Hierbei muss (Ys)s≥0 Itô-integrierbar sein und (Zs)s≥0 muss die erste Voraussetzung von De-
finition 4.1 erfüllen sowie die Bedingung

∫ t
0 |Ys|ds <∞.

Beispiel 4.3
1. (Xt)t≥0 = (a ·Wt + b · t)t≥0 ist für a,b ∈R ein Itô-Prozess, denn es gilt

Xt = 0︸︷︷︸
=X0

+
∫ t

0
a︸︷︷︸
=Ys

dWs +
∫ t

0
b︸︷︷︸
=Zs

ds.

Im Fall a = 1, b = 0 ist Xt =Wt, also ist der Wiener-Prozess ein Itô-Prozess.
2. (Xt)t≥0 = (W2

t )t≥0 ist ein Itô-Prozess, denn es gilt nach Beispiel 4.2

Xt =W2
t = 0︸︷︷︸

=X0

+
∫ t

0
2 ·Ws︸ ︷︷ ︸
=Ys

dWs +
∫ t

0
1︸︷︷︸
=Zs

ds.

3. Man kann zeigen, dass für jedes Itô-Prozess (Xt)t≥0 immer gelten muss: E(X2
t )<∞ für alle

t ≥ 0. Daraus folgt, dass z. B. alle stochastischen Prozesse (Xt)t≥0, für die E(X2
t ) = +∞

gilt, keine Itô-Prozesse sein können.

Übung 4.3 Begründen Sie, warum jeder Prozess der Form ( f (Wt))t≥0 die Bedingung (4.15)
erfüllt, sofern f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ist.

Die Itô-Formel kann verallgemeinert werden auf Funktionen der Form f (t,x):

Satz 4.3 (Allgemeine Itô-Formel)
Es sei f = f (t,x) eine bzgl. t ≥ 0 einmal stetig differenzierbare Funktion und bzgl. x ∈ R
zweimal stetig differenzierbare Funktion. Ferner sei (Xt)t≥0 ein Itô-Prozess. Dann gilt

f (t,Xt) = f (0,X0) +
∫ t

0
Ys · ∂ f

∂x
(s,Xs)dWs

+
∫ t

0

(
∂ f
∂s
(s,Xs) + Zs · ∂ f

∂x
(s,Xs) +

1
2

·Y2
s · ∂

2 f
∂x2

(s,Xs)
)
ds. (4.16)

Der Beweis dieser Formel verläuft ähnlich zum Beweis von Satz 4.2. Beachten Sie, dass
aus der Gleichung (4.16) folgt, dass der stochastische Prozess ( f (t,Xt))t≥0 wieder ein
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Itô-Prozess im Sinne von Definition 4.2 ist, denn es gilt

f (t,Xt) = f (0,X0) +
∫ t

0
Ỹs dWs +

∫ t

0
Z̃s ds

mit Ỹs := Ys · ∂ f∂x (s,Xs) und Zs :=
∂ f
∂s (s,Xs) + Zs · ∂ f∂x (s,Xs) + 1

2 ·Y2
s · ∂2 f

∂x2 (s,Xs).

Wir können also festhalten, dass unter den Voraussetzungen des obigen Satzes gilt:

Ist (Xt)t≥0 ein Itô-Prozess, so auch ( f (t,Xt))t≥0.

Die Gleichung (4.16) wird häufig in Differenzialform hingeschrieben – dies ist aber
nichts anderes als eine abkürzende Form für (4.16):

d f (t,Xt) =

(
∂ f
∂t
(t,Xt) + Zt · ∂ f

∂x
(t,Xt) +

1
2

·Y2
t · ∂

2 f
∂x2

(t,Xt)
)
dt

+ Yt · ∂ f
∂x
(t,Xt)dWt. (4.17)

Beispiel 4.4
1. Es sei Xt =Wt und f (t,x) = a · x+ b · t. Dann gilt Yt = 1, Zt = 0 (vgl. Beispiel 4.3), sowie

∂ f
∂x = a, ∂

2 f
∂x2 = 0, ∂ f∂t = b und somit nach (4.17):

d f (t,Xt) =

(
b+ 0 · a+ 1

2
· 1 · 0

)
dt+ 1 · adWt = b · dt+ a · dWt.

2. Es sei Xt =Wt, s > 0, σ > 0, μ ∈R und

f (t,x) = s · e
(
μ− σ2

2

)
t+σ·x

> 0,

also ∂ f
∂t =

(
μ− σ2

2

)
· f (t,x), ∂ f∂x = σ · f (t,x), ∂2 f

∂t2 = σ
2 · f (t,x). Daher liefert (4.17)

d f (t,Xt) =
((
μ− σ2

2

)
f (t,Xt) +

1
2

· 1 · σ2 · f (t,Xt)
)
dt+ 1 · σ · f (t,Xt)dWt

⇐⇒ d f (t,Xt)
f (t,Xt)

= μdt+ σdWt.

Mit den bisherigen Resultaten sind wir in der Lage, wichtige Typen von SDEs zu lösen:
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Satz 4.4 (Ornstein-Uhlenbeck-Prozess)
Ein stochastischer Prozess, der die SDE

dXt = −λ · Xt dt+ dWt, X0 = 0

erfüllt, ist gegeben durch Xt = e−λ·t · ∫ t0 eλ·s dWs. Ein solcher für die Anwendungen wichtiger
Prozess heißt Ornstein-Uhlenbeck-Prozess. Es gilt E(Xt) = 0.

Beweis Wir wollen die allgemeine Itô-Formel anwenden. Dazu müssen wir einen Itô-
Prozess (X̃t)t≥0 und eine Funktion f (t,x) finden. Wir setzen

X̃t :=
∫ t

0
eλ·s dWs = 0+

∫ t

0
eλ·s dWs +

∫ t

0
0ds

und stellen fest, dass (X̃t)t≥0 ein Itô-Prozess ist. Wir setzen weiter f (t,x) := e−λ·t · x,
und haben

∂ f
∂t
= −λ · f (t,x), ∂ f

∂x
= e−λ·t, ∂2 f

∂x2
= 0.

Gemäß Formel (4.17) gilt für Xt = f (t, X̃t) = e−λ·t · ∫ t0 eλ·s dWs die folgende SDE:

dXt = d f (t, X̃t) =

(
−λ · e−λ·t · X̃t + 0 · ∂ f

∂x
(t, X̃t) +

1
2

· e2λ·t · 0
)
dt

+ eλ·t · e−λ·t dWt

= −λ · Xt dt+ dWt,

und es ist X0 = 0. Die Aussage E(Xt) = 0 folgt aus (4.12).

Der im letzten Satz genannte Prozess ist deshalb so wichtig, weil er alle Vorgänge mo-
delliert, die zufällig schwanken und langfristig immer wieder gegen den Mittelwert
E(Xt) = 0 tendieren: Für X0 = 0 wird durch den Driftterm −λ · Xtdt bei positivemWert
von λ derWert Xt immer "in Richtung 0 gezogen". Man nennt dies auchmean reversion.

Als nächstes behandeln wir die noch ausstehende Herleitung der Lösung zur SDE der
geometrischen Bronwschen Bewegung. Wir betrachten die SDE

dSt μ · St dt+ σ · St dWt ⇐⇒ dSt
St
= μdt+ σdWt (σ > 0, μ ∈R),

und fragen uns nach einer Lösung mit vorgegebener Anfangsbedingung

S0 = s > 0.

Aus Beispiel 4.4 folgt mit St := f (t,Wt) = s · e
(
μ− σ2

2

)
t+σ·Wt :
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Satz 4.5 (Geometrische Brownsche Bewegung)
Eine Lösung der SDE

dSt
St
= μdt + σdWt ⇐⇒ dSt = μ · St dt+ σ · St dWt

mit Anfangsbedingung S0 = s > 0, σ > 0, μ ∈R ist

St = s · e
(
μ− σ2

2

)
t+σ·Wt > 0 (t ≥ 0).

Der stochastische Prozess (St)t≥0 heißt geometrische Brownsche Bewegung.

Für σ→ 0 geht die SDE über in dSt
St
= μ · dt ⇐⇒ St = s · eμ·t.

4.5 Arbitragefreiheit, Martingalmaß und Numéraires

Auch bei der Modellierung in stetiger Zeit geht es darum, wie beim diskreten Mehr-
periodenmodell, ein Martingalmaß Q zu bestimmen, mit dem dann die risikoneutrale
Bewertung von Finanzinstrumenten durchgeführt werden kann. Wir erinnern uns: Im
Ein- bzw. Mehrperiodenmodell ergab sich die Existenz des Martingalmaßes jeweils aus
der Bedingung der Arbitragefreiheit. Hier wird es genauso sein!

Wir gehen von einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A , P) aus, bei dem Ω die Menge
aller möglichen Kursverläufe von n (börsengehandelten) Basisinstrumenten (Aktien,
Anleihen, Devisen, Rohstoffe usw.) im Intervall [0;T] repräsentiert. Eine formale Defi-
nition von Ω ist nicht erforderlich. Ist (�Su)u∈[0;T] = (Su,1, . . . ,Su,n)u∈[0;T] der Vektor aller
Kursverläufe, so wird die in der Kurshistorie (�Su)u≤t bis zum Zeitpunkt t wiederum
über eine σ-Algebra FS

t beschrieben. Dieser formale Aspekt tritt bei der konkreten Mo-
dellierung oft in den Hintergrund.
Analog zum Mehrperiodenmodell betrachten wir eine risikolose Geldanlage zum risi-
kolosen Zinssatz, der sich aus den Zerorates des Interbankenhandels ableitet. Im Un-
terschied zum Mehrperiodenmodell arbeiten wir nun meist mit der stetigen Verzinsung.
Folgende Begriffe spielen eine wichtige Rolle:

1. Ein Portfolio besteht zunächst nur aus (börsengehandelten) Basisinstrumenten; es
hat im Allgemeinen eine zeitveränderlicher Zusammensetzung. Später kommen
auch Derivate hinzu.

2. Arbitragefreiheit: Arbitragemöglichkeiten, d. h. das Erzielen risikoloser Gewinne
ohne Einsatz von eigenem Kapital, werden bei der Modellierung ausgeschlossen.

Zu formalen Einführung der erwähnten Begriffe sind technische Definitionen unter Ver-
wendung stochastischer Integrale und spezieller stochastischer Prozesse erforderlich.
Ein Portfolio zur Zeit t wird charakterisiert durch einen Vektor (ht,1, . . . ,ht,n) mit ht,i
als der Anzahl des i-ten Basisinstruments im Portfolio. Eine Portfoliostrategie besteht
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aus einem Portfolio, dessen Zusammensetzung sich jederzeit ändern kann. Sie wird be-
schrieben durch den n-dimensionalen Prozess (�ht)t∈[0;T] = (ht,1, . . . ,ht,n)t∈[0;T]. Die Grö-
ßen ht,i können selbst auf zufällig sein; sie müssen jedoch so beschaffen sein, dass sie
nur aus vor dem Zeitpunkt t vorliegenden Informationen bestimmt werden können –
die präzise mathematische Formalisierung dieses Sachverhalts lassen wir hier aus.
Der Portfoliowert zum Zeitpunkt t für die Portfoliostrategie (�ht)t∈[0;T] ist

PVht :=
n

∑
i=1

ht,i · St,i.

Die Kursprozesse (St,i)t∈[0;T] der Basisinstrumente werden üblicherweise als Itô-Pro-
zessemodelliert (vgl. Definition 4.2). Wegen Gleichung (4.15) gilt also

dSt,i = Yt,idWt,i + Zt,idt

mit geeignet zu wählenden Größen Yt,i und Zt,i. Im Fall der geometrischen Brownschen
Bewegung ist Yt,i = σ · St,i und Zt,i = μ · St,i.
Der Gewinn eines Portfolios ohne Mittelzu- oder -abflüsse (welcher auch negativ sein
kann und dann eher als Verlust zu bezeichnen wäre), ist bei einer vorgegebenen Unter-
teilung von [0; t] in m Teilintervalle der Länge Δt = t/m gegeben durch

Ght =
n

∑
i=1

m−1

∑
k=0

hk·Δt,i · (S(k+1)·Δt,i − Sk·Δt,i)

(= Summe derWertveränderungen aller Basisinstrumente). Bei der Modellierung in ste-
tiger Zeit bildet man den Grenzwert Δt → 0 und definiert dann (mit einigen zusätzli-
chen technischen Voraussetzungen an ht,i, auf die wir hier nicht eingehen):

Ght :=
n

∑
i=1

∫ t

0
hu,i dSu,i.

Definition 4.3 Eine selbstfinanzierende Portfoliostrategie ist eine Portfoliostrategie mit

PVht = PVh0 + Ght ⇐⇒ dPVtt = dGht =
n

∑
i=1

ht,idSt,i, (4.18)

d. h. Wertveränderungen entstehen nur durch Wertveränderungen der Basisinstrumente, nicht
durch Mittelzu- oder abflüsse von außen.
Eine Arbitragestrategie ist eine selbstfinanzierende Portfoliostrategie, so dass für T > 0 gilt

PVh0 = 0, P(PVhT ≥ 0) = 1, P(PVhT > 0) > 0.
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Beispiel 4.5 Ist die Portfoliozusammensetzung konstant, also hu,i = h0,i, so liegt eine selbst-
finanzierende Portfoliostrategie vor mit

Ght =
n

∑
i=1

∫ t

0
h0,i dSu,i =

n

∑
i=1

h0,i ·
∫ t

0
dSu,i =

n

∑
i=1

h0,i · (St,i − S0,i).

Mit Hilfe des Begriffes des Numéraires kann man das fundamentale Resultat zur Be-
wertung von Finanzinstrumenten formulieren: Ein Numéraire ist der Preisprozess (als
Itô-Prozess modelliert) eines beliebigen handelbaren Finanzinstruments, bei dem keine
Dividenden oder Kupons anfallen und das immer einen positiven Wert hat. Wir schrei-
ben Nt für den Wert des Numéraires (also den Preis des Finanzinstruments) in t. Ein
wichtiges Beispiel für einen Numéraire ist das sog. Sparbuch (savings account) mit ste-
tiger Verzinsung: Dies ist eine risikolose, stetig verzinste Geldanlage von 1:

Nt = 1 · eL(0,t)·t = er·t (r := Lst(0, t)).

Bei der Modellierung von Finanzinstrumenten wird oftmals der diskontierteWert

St,i
Nt

betrachtet, wobei (Nt)t≥0 ein beliebiger Numéraire ist. Für den o. g. Numéraire ent-
spricht der diskontierte Wert dem abgezinsten Preis des Finanzinstruments. Im Allge-
meinen lässt sich St,i/Nt interpretieren als der relative Wert des i-ten Basisinstruments
im Verhältnis zum Numéraire.

Satz 4.6 (Fundamentalsatz zur Arbitragefreiheit)
In einem arbitragefreien Markt gibt es zu jedem Numéraire (Nt)t≥0 ein zugehöriges Wahr-
scheinlichkeitsmaß QN (das sog. risikoneutrale Maß oder Martingalmaß), so dass die dis-
kontierten Preisprozesse (

St,i
Nt

)
t∈[0;T]

sowie

(
PVht
Nt

)
t∈[0;T]

für selbstfinanzierende Portfoliostrategien (mit gewissen technischen Zusatzvoraussetzungen)
Martingale bzgl. des Wahrscheinlichkeitsmaßes QN sind. Dies bedeutet

St,i
Nt

= EQN

(
ST,i
NT

∣∣∣FS
t

)
,

PVht
Nt

= EQN

(
PVhT
NT

∣∣∣FS
t

)
(4.19)

für alle t ∈ [0;T], insbesondere also für t = 0 (beachte (2.10))

S0,i
N0

= EQN

(
ST,i
NT

)
,

PVh0
N0

= EQN

(
PVhT
NT

)
. (4.20)
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Da wir Arbitragefreiheit angenommen haben, können wir im Folgenden somit stets die
Existenz eines Martingalmaßes zu einem gegebenen Numéraire als gegeben annehmen.

Der Beweis des Fundamentalsatzes ist sehr aufwendig und wir verweisen hierzu auf
die Literatur ([4]). Für die Anwendungen des Satzes ist die Kenntnis des Beweises nicht
erforderlich. Zur Plausibilisierung der Aussage des Satzes können die entsprechenden
Resultate für diskrete Modelle (Sätze 3.2 und 3.7) herangezogen werden.

Als erste Folgerung aus dem Fundamentalsatz notieren wir

S0,i = N0 · EQN

(
ST,i
NT

)
, PVh0 = N0 · EQN

(
PVhT
NT

)
.

Übung 4.4 Berechnen Sie im arbitragefreien Modell mit Numéraire Nt = er·t und dividen-
denloser Aktie (Kurs St):

1. EQN (St), 2. EQN (Nt), 3. EQN (α · Nt + β · St) (α,β ∈R).

Eine wichtige Anwendung des Fundamentalsatzes ist das Black-Scholes-Modell zur
Modellierung von dividendenlosen Aktien:

Satz 4.7 (Black-Scholes-Modell für dividendenlose Aktien)
Gegeben sei ein arbitragefreier Markt mit risikolosem Zinssatz r für alle Laufzeiten t ∈ [0;T]
und einer dividendenlosen Aktie, deren Kursprozess (St)t∈[0;T] einer geometrischen Bronwschen
Bewegung folge:

dSt/St = μdt+ σdWt.

Als Numéraire wird das savings account gewählt. Ist QN das zugehörige gehörende Martingal-
maß, so ist die Drifrate μ unter diesem Maß gleich dem risikolosen Zinssatz r, also

dSt/St = r dt+ σdWt ⇐⇒ St = S0 · e(r−σ2/2)·t+σWt . (4.21)

Beweis Wir setzen S̃t := St/Nt = St · e−r·t und erhalten durch Anwendung der Allge-
meinen Itô-Formel aus Satz 4.3 mit f (t,St) := St · e−r·t:

dS̃t/S̃t = (μ− r)dt+ σdWt.

Nun ist der diskontierte Prozess (S̃t)t∈[0;T] nach Satz 4.6 ein Martingal - damit muss die
Driftrate der relativen Kursänderung dS̃t/S̃t also 0 sein! Somit folgt

μ = r.
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Bemerkung Es ist μ die Driftrate der in der Realität beobachtbaren relativen Kursänderun-
gen der Aktie, während r die "modelltheoretische" Driftrate unter dem Martingalmaß ist, die
nur im Zusammenhang mit der Bewertung von Derivaten relevant ist.

Übung 4.5
1. Weisen Sie die Gültigkeit der im Beweis behaupteten SDE für S̃t nach.
2. Zeigen Sie: σ2 = Var(ln(S1/S0)).
2. Zeigen Sie mit Satz 4.1, dass gilt: EQN (St) = S0 · er·t.

Der klassische Black-Scholes-Ansatz beinhaltet vereinfachende Annahmen in Bezug auf
den Zinssatz r und die Volatilität σ: Beide sind nicht zeitabhängig. Dies stellt insbe-
sondere für die Volatilität eine zu starke Vereinfachung dar, denn empirische Befunde
zeigen, dass eine zeitveränderliche Modellierung dieser Größe in Abhängigkeit vom
Betrachtungszeitpunkt t und vom Aktienkurs St zu plausibleren Optionspreisen führt.
Weitergehende Ansätze verwenden zur Beschreibung der Volatilität einen eigenständi-
gen stochastischen Prozess (vgl. Abschnitt 4.9.1).

Satz 4.8 (Exponentialmartingal)
Der durch

Xt := X0 · e
∫ t
0 σ(s)dWs−Dt , t ≥ 0,

gegebene Prozess (Xt)t∈[0;T] ist genau dann ein Martingal, wenn gilt Dt = 1
2 · ∫ t0 (σ(s))2 ds.

Hierbei ist (σ(t))t∈[0;T] ein zeitabhängiger Prozess, der deterministisch (und integrierbar) ist
oder zufällig ist (und die Voraussetzungen von Definition 4.1 erfüllt).

Beweis Wir geben hier nur eine Beweisskizze und beschränken uns auf den Fall, dass Dt
und σ(s) deterministisch sind. Es sei

Zt :=
∫ t

0
σ(s)dWs − Dt.

Welche Verteilung hat diese Zufallsvariable? Aus (4.12) folgt, dass Zt die Verteilung
N(−Dt,

∫ t
0 σ(s)

2ds) hat. Durch Anwendung von (4.4) und (4.5) und der Rechenregel
(2.11) für bedingte Erwartungen ergibt sich für u > t:

E(Xu|FW
t ) = E((Xu/Xt) · Xt|FW

t ) = E((Xu/Xt)|FW
t ) · Xt = E

(
eZu−Zt

∣∣∣FW
t

)
· Xt

= eDt−Du+0,5·Var(Zu−Zt) · Xt = eDt−Du+0,5·∫ tu(σ(s))2ds · Xt.
Wir sehen also

E(Xu|FW
t ) = Xt ⇐⇒ Dt − Du = 0,5 ·

∫ t

u
(σ(s))2ds für alle 0 ≤ t ≤ u,
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und letzteres ist äquivalent zu der Aussage Dt = 1
2 · ∫ t0 (σ(s))2 ds, so dass die Behaup-

tung gezeigt ist.

Wir kommen nun zur Ermittlung des Barwerts oder (fairen)Werts eines Derivats.

Ein (Europäisches) Derivat wird charakterisiert durch eine in T ≥ 0 stattfindende Aus-
zahlung X, die durch die Kursentwicklung der Basisinstrumente bestimmt ist:

X = f (St,i, t ∈ [0;T], i ∈ {1, . . . ,n})

Die Auszahlungsfunktion f kann (muss aber nicht) von der kompletten Kurshistorie
(St,i)t∈[0;T] abhängen – letzteres ist bei den sog. pfadabhängigen Derivaten der Fall, wie
z. B. Asiatischen Optionen, deren Auszahlung durch das arithmetische oder geometri-
sche Mittel eines Kurspfades (St,i)t∈[0;T] bestimmt ist.

Übung 4.6 Überlegen Sie sich noch einmal die Auszahlungsfunktionen einer long (bzw. short)
Position in einer Europäischen Call- bzw. Put-Option und eines Forwards auf eine Aktie mit
Kurs St (Strike K, Fälligkeit T).

Ein Markt heißt vollständig, wenn für jede Auszahlungsfunktion eine selbstfinanzie-
rende Replikationsportfoliostrategie (mit gewissen technischen Zusatzbedingungen)
existiert, also eine selbstfinanzierende Portfoliostrategie, deren Barwert PVhT mit Sicher-
heit gleich der Auszahlung des Derivats ist:

PVhT = X mit Wahrscheinlichkeit 1.

Aufgrund des Law of one Price können wir nun wieder schließen, dass der Barwert des
Derivats damit zu jedem Zeitpunkt t mit dem Wert PVht übereinstimmen muss (beach-
ten Sie, dass die Replikationsportfoliostrategie selbstfinanzierend ist, und daher keine
Ein- oder Auszahlung bis T erfolgen).

Satz 4.9 (Risikoneutrale Bewertungsformel)
In einem arbitragefreien Markt (ohne Kreditrisiken) gilt für den Barwert Dt := PVht eines Eu-
ropäischen Derivats mit Auszahlung X in T, zu dem eine selbstfinanzierende Replikationsport-
foliostrategie existiert, die risikoneutrale Bewertungsformel:

Dt = Nt · EQN

(
X
NT

∣∣∣FS
t

)
, t ∈ [0;T], speziell D0 = N0 · EQN

(
X
NT

)
. (4.22)

Dabei ist (Nt)t∈[0;T] ein beliebiger Numéraire und QN das zugehörige Martingalmaß.
Falls der Markt vollständig ist, so gilt obige Gleichung für jedesDerivat und QN ist eindeutig
bestimmt.
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Beweis Wir zeigen nur die risikoneutrale Bewertungsformel, nicht aber die Eindeutig-
keit des Martingalmaßes QN . Es gilt wegen der Eigenschaften von PVht und Satz 4.6:

Dt = PVht = Nt · EQN

(
PVhT
NT

∣∣∣FS
t

)
= Nt · EQN

(
X
NT

∣∣∣FS
t

)
.

Beachten Sie, dass die Aussage des Satzes auch in der Form Dt
Nt
= EQN

(
X
NT

∣∣∣FS
t

)
ge-

schrieben werden kann, so dass (Dt/Nt)t∈[0;T] einMartingal ist.

Man kann zeigen, dass das Black-Scholes-Modell mit der geometrischen Brownschen
Bewegung als Modellannahme für die Kursvariablen einen vollständigen Markt be-
schreibt. Daher können wir in diesemModell stets die risikoneutrale Bewertungsformel
für Europäische Derivate anwenden.

4.6 Aktien-, Devisen-, Rohstoff- und Energiederivate im
Black-Scholes-Modell

4.6.1 Aktienoptionen

Satz 4.10 (Black-Scholes-Formel für Europäische Optionen)
Im Black-Scholes-Modell für Aktienkurse ist der heutige Barwert einer Europäischen Call- (bzw.
Put-)Option mit Laufzeit T, Strike K auf eine dividendenlose Aktie mit Kurs St:

C0 = S0 ·Φ(d1)−K · e−r·T ·Φ(d2) bzw. P0 = e−r·T ·K ·Φ(−d2)− S0 ·Φ(−d1), (4.23)

wobei d1,2 := (ln(S0/K) + (r± 0,5 · σ2) · T)/(σ · √
T) und σ2 = Var(ln(S1/S0)).

Beweis Wir wählen als Numéraire das savings account mit Nt := er·t. Für den Call gilt
nach der risikoneutralen Bewertungsformel

C0 = N0 · EQ(max{ST − K,0}/NT) = e−r·T · EQ(max{ST − K,0}).

Im Black-Scholes-Modell ist ST = S0 · eZ+r·T , wobei Z eine gemäß N(− σ2

2 · T,σ2 · T)
verteilte Zufallsvariable ist (mit σ2 = Var(ln(S1/S0))). Es folgt

C0 = e−r·T ·
∫ ∞

−∞
max{S0 · ex+r·T − K,0} · 1√

2π · σ2 · T
· exp

⎧⎪⎨⎪⎩−1
2

·
(
x+ σ2

2 · T
)2

σ2 · T

⎫⎪⎬⎪⎭︸ ︷︷ ︸
Dichtefunktion von Z

dx.

Nun gilt S0 · ex+r·T − K ≥ 0 ⇐⇒ x ≥ ln(K/S0)− r · T, also erhalten wir für C0 den
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Ausdruck

e−r·T ·
∫ ∞

ln(K/S0)−r·T
(S0 · ex+r·T − K) · 1√

2π · σ2 · T
· exp

⎧⎪⎨⎪⎩−1
2

·

⎛⎜⎝
(
x+ σ2

2 · T
)2

σ2 · T

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭dx,

der sich auch wie folgt schreiben lässt:

1√
2π · σ2 · T

·
∫ ∞

ln(K/S0)−r·T
(S0 · ex − K · e−r·T) · exp

⎧⎪⎨⎪⎩−1
2

·

⎛⎜⎝
(
x+ σ2

2 · T
)2

σ2 · T

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭dx.

Durch mehrfache Anwendung der Substitutionsregel (ganz ähnlich zur Vorgehenswei-
se bei der Herleitung von Satz 4.1) wird dieses Integral schließlich zu

C0 = S0 · 1√
2π

·
∫ d1

−∞
e−

x2
2 dx− K · e−r·T · 1√

2π

∫ d2

−∞
e−

x2
2 dx

= S0 ·Φ(d1)− K · e−r·T ·Φ(d2).

Aus der Put-Call-Parität P0 = C0 − S0 + K · e−r·T folgt dann auch die Formel für P0.

Neben einfachen Calls und Puts gibt es eine ganze Reihe weiterer Optionsarten, die sich
damit behandeln lassen, z. B. die sog. Exotischen Optionen (Optionen mit besonderer
Auszahlungsstruktur). Als Beispiel geben wir an:

Übung 4.7 (Digitaloptionen)
Bewerten Sie im Black-Scholes-Modell ein Europäisches Derivat auf eine dividendenlose Aktie
mit Laufzeit T, Strike K und Auszahlungsfunktion

X = DT =
{

1, falls ST ≥ K,
0, sonst.

Lösung: Die Variable Dt beschreibt den Barwert des Derivats zum Zeitpunkt t. Gesucht ist hier
D0. Nach der risikoneutralen Bewertungsformel mit Nt := er·t gilt hier

D0 = N0 · EQN (X/NT) = e−r·T · EQN (1{ST≥K})

= e−r·T · (1 ·QN(ST ≥ K) + 0 ·QN(ST < K))

= e−r·T ·QN

(
ln

(
ST
K

)
≥ 0

)
.
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Setzen wir hier den Ausdruck für ST im Black-Scholes-Modell ein, so folgt

D0 = e−r·T ·QN

(
ln

(
S0
K

)
+

(
r− σ2

2

)
· T + σ ·WT ≥ 0

)

= e−r·T ·QN

⎛⎝WT√
T

≥ −
ln

(
S0
K

)
+

(
r− σ2

2

)
· T

σ · √
T

⎞⎠ .

Da WT/
√
T standard-normalverteilt ist und der letzte Ausdruck gleich −d2 ist, ergibt sich

D0 = e−r·T · (1−Φ(−d2)) = e−r·T ·Φ(d2).

Bemerkung Nach obiger Rechnung istΦ(d2) die Wahrscheinlichkeit dafür, dass ST ≥ K gilt,
dass also eine Call-Option mit Strike K bei Fälligkeit im Geld ist!

Übung 4.8 Wie lautet im Black-Scholes-Modell die Bewertungsformel für den Barwert
Fwd(0,T) eines long Forwards mit Fälligkeit in T und Strike K auf eine Aktie mit Kurs St?

Die "Griechen"
Ist D = D(s,σ,r, t) die Barwertfunktion eines Derivats in Abhängigkeit vom Wert des
Underlyings s, vom Zinssatz r, von der Volatilität des Underlyings σ und vom Betrach-
tungszeitpunkt t, so werden für die partiellen Ableitungen nach den einzelnen Variablen
in t = 0 (also s = S0) üblicherweise die folgenden Bezeichnungen verwendet:

Δ :=
∂D
∂s
= Ds = DS0 (Delta),

Γ :=
∂2D
∂s2

= Dss = DS0S0 (Gamma),

Θ :=
∂D
∂t
= lim

t→0

D(S0,σ,r, t)− D(S0,σ,r,0)
t

(Theta),

ρ :=
∂D
∂r
= Dr (Rho),

υ :=
∂D
∂σ

= Dσ (Vega)

Man nennt diese Größen auch die sog. Griechen oder Sensitivitäten. Sie geben die Ab-
hängigkeit der Barwertänderung eines Derivats von den verschiedenen Einflussgrößen
an.
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Satz 4.11 Für eine long Call Position lauten die Griechen in t = 0:

ΔC = Φ(d1), ΓC =
ϕ(d1)

S0 · σ · √
T
, υC = S0 ·

√
T · ϕ(d1) (4.24)

ΘC = −S0 · ϕ(d1) · σ
2 · √

T
− r · K · e−r·T ·Φ(d2), ρC = K · T · e−r·T ·Φ(d2). (4.25)

Für eine short Call Position sind die Werte jeweils mit einem "-" zu versehen. Aus der Put-
Call-Parität lassen sich die Griechen für eine long- oder short Put Position berechnen.

Beweis Es sind die Ableitungen der Black-Scholes-Formel nach den jeweiligen Variablen
zu berechnen. Wir verzichten hier auf die Durchführung der Rechnungen.

Das Delta, das Gamma und das Vega sind gemäß des obigen Satzes bei einer long Call-
Position offensichtlich positiv, d. h. der Call gewinnt an Wert, sofern der Aktienkurs
steigt (und die anderen Einflussgrößen unverändert bleiben) – vgl. auch die nachfol-
gende Abbildung 27. Auch bei steigender Volatilität gewinnt der Call anWert – weshalb
man auch von einer "long Volatilitäts-Position" spricht.

Übung 4.9
1. Zeigen Sie ϕ(d2) = ϕ(d1)− σ · √

T und damit dann ϕ(d1) = ϕ(d2) · (K/S0) · e−r·T.
2. Berechnen Sie mit Hilfe der in 1. gezeigten Beziehung das Delta einer Call-Option. Begrün-
den Sie die Aussage 0 ≤ ΔC ≤ 1 und lim

S0→0
ΔC = 0 sowie lim

S0→∞
ΔC = 1.

3. Berechnen Sie die Griechen einer long Put-Option mittels Put-Call-Parität.

Bewertung von Zertifikaten

Zertifikate sind Wertpapiere, deren Wertentwicklung von Basisinstrumenten, z. B. Ak-
tien oder Währungen, abhängen. Ihre Bewertung kann zurückgeführt werden auf Be-
wertungsformeln für Derivate. Als Beispiel betrachten wir ein sog. Discountzertifikat,
dessen Kurs Dt (t ∈ [0;T]) vom Kurs St einer Aktie abhängig ist. Es sei X = DT der
Rückzahlungsbetrag zum Fälligkeitstermin. Es gilt D0 < S0 (das Zertifikat ist in t = 0
günstiger als die Aktie; daher die Bezeichnung Discountzertifikat) und weiter

X = DT = min{ST ,K} = ST −max{ST − K,0}.

Der Investor erhält also den Gegenwert der Aktie als Rückzahlungsbetrag, sofern dieser
kleiner oder gleich dem vordefinierten Wert K ist (K> S0). Andernfalls ist der Rückzah-
lungsbetrag gleich K. Die Auszahlung lässt sich zerlegen in eine Auszahlung einer short
Position in einem Call mit Strike K, Fälligkeit in T auf die Aktie und einer long Position
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in einer Aktie. Daraus folgt für die Bewertungsfunktion D0 des Zertifikats:

D0 = Kurs der Aktie−Wert der Call-Option = S0 − C0 < S0.

Die Änderung des Kurses des Discountzertifikats in Abhängigkeit vom Aktienkurs
kann mittels des Deltas bestimmt werden. In diesem Fall gilt

Δ(Zertifikat) = 1− ΔC = 1−Φ(d1).

Anwendung der Griechen

Die Griechen werden benötigt um abzuschätzen, wie der Barwert eines Derivats bei ei-
ner Veränderung der Einflussgrößen (Underlying, Zinssatz, Volatilität, Betrachtungszeit-
punkt) variiert. Letztere werden im Folgenden mit δS0,δσ,δr,δt bezeichnet.
Eine Änderung des Aktienkurses um einen Euro nach unten bei einer gleichzeitigen
Erhöhung des Zinssatzes r um 0,1% nach oben bedeutet dann δS0 = −1,δr = 0,1%. Die
Wertänderung des Derivats wird über die Taylorformel bestimmt:

D(S0 + δS0,σ+ δσ,r+ δr,0+ δt) ≈ D(S0,σ,r,0) +
∂D
∂s

∣∣∣
s=S0

· δS0

+
1
2

· ∂
2D
∂s2

∣∣∣
s=S0

· (δS0)2 + ∂D
∂σ

· δσ+ ∂D
∂r

· δr+ ∂D
∂t

· δt+ . . . (höhere Ableitungen)

= D(S0,σ,r,0) + Δ · δS0 + 1
2

· Γ · (δS0)2 + υ · δσ+ ρ · δr+Θ · δt.
Berücksichtigt man nur die Ableitungen bzgl. des Underlyings, so erhält man

ΔD := D(S0 + δS0,σ,r,0)− D(S0,σ,r,0) ≈ Δ · δS0 + 1
2

· Γ · (δS0)2. (4.26)

Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der Delta-Gamma-Approximation.

Abbildung 27: Delta eines Calls
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Beispiel 4.6 (Hebelwirkung von Derivaten)
Das besondere Risiko (bzw. die Chance) bei Derivaten besteht in der Hebelwirkung, d. h. Ge-
winne und Verluste fallen prozentual zum investierten Betrag u. U. deutlich größer aus als die
Gewinne und Verluste im Underlying. Wir betrachten dazu einen Investitionsbetrag von 1.000
Euro, der einmal in 20 Stücke einer Aktie (mit Kurs S0 = 50) und einmal in 277 Stücke einer
long Call-Option auf die Aktie (K= 50, σ= 40%, r= 1%, T = 0,2, C0 ≈ 3,61) investiert wird.
Während bei der Aktienposition ein Kursverfall der Aktie um 10% zu einem Verlust von 10%
des investierten Betrags führt, vermindert sich der Wert der Optionsposition in etwa um

277 · ΔC · (−5) + 0,5 · ΓC · 25
1.000

≈ −59%.

Die Sensitivitäten spielen bei der Risikoabsicherung von Optionen eine wichtige Rolle.
Ist D=D(s, t) die Barwertfunktion eines Derivats mit Underlying St zum Betrachtungs-
zeitpunkt t, so gilt analog zu (4.26) mit den in t gültigen Griechen Δt und Γt:

ΔD(St, t) = D(St + δSt,σ,r, t)− D(St,σ,r, t) ≈ Δt · δSt + 1
2

· Γt · (δSt)2.

Hat der Investor eine long Position im Derivat und möchte sich gegen Wertänderungen
des Derivats absichern, so bildet er eine Position im Underlying der Größe

−Δt · St.

Die Position im Underlying wird permanent angepasst (da Δt von t abhängt!). Man
spricht auch von einem Hedge-Portfolio. Die Gesamtposition (bestehend aus long De-
rivat und -Δt Stücken im Underlying) hat den Barwert PVt = Dt − Δt · St, also

ΔPVt ≈ Δt · δSt + 1
2

· Γt · (δSt)2 − Δt · δSt = 1
2

· Γt · (δSt)2.

Wenn nun dieWertänderung des Underlyings sehr klein ist (z. B. δSt < 1 Euro), so folgt:

ΔPVt ≈ 1
2

· Γt · (δSt)2 ≈ 0,

d. h. die Wertänderung aus dem Derivat und dem Underlying heben sich gegenseitig in
etwa auf – das Portfolio ist (nahezu) risikolos! Hierbei muss das Hedge-Portfolio stän-
dig angepasst werden und δSt sehr klein sein. Beachten Sie ferner, dass die Effekte aus
den anderen Griechen unberücksichtigt bleiben.
Der Einfluss von Γt auf die Wertänderung eines Derivats ist die sog. Konvexität. Sie
führt dazu, dass der Barwertverlauf des Derivats eine gekrümmte Kurve darstellt.

Beispiel 4.7 Werteverlauf einer long Call-Option (S0 = K = 20, σ = 20%, r = 3%, T = 1
Jahr) mit Approximation C(S0+ δS0)≈ C(S0)+Δ0 · δS0+ 1

2 · Γ0 · (δS0)2 (mit δS0 = S− 20):
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Abbildung 28: Approximation des Call-Werteverlaufes (gestrichelte Linie)

und exakter Werteverlauf (durchgezogene Linie)

Das Hedge-Portfolio besteht aus der Option und −Δ0 =−0,599 Stücken des Underlyings. Für
ΔPV0 = ΔC− Δ0 · δS0 ergibt sich in Abhängigkeit von δS0 der folgende Verlauf (im Vergleich
mit ΔC):

Abbildung 29: Vergleich von ΔPV0 (gestrichelte Linie) mit ΔC

Übung 4.10 Berechnen Sie eine allgemeine Formel für das Delta zum Zeitpunkt t = 0 für die
Digitaloption aus Beispiel 4.7. Berechnen Sie auch eine Formel für den Wert PV0 des Hedge-
Portfolios.

Weitere Optionstypen

Bisher haben wir Europäische Optionen auf dividendenlose Aktien betrachtet. Auch
andere Typen von Aktienoptionen sind denkbar:
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Amerikanische Aktienoptionen können zu einem beliebigen Zeitpunkt während der
Laufzeit (einmalig) ausgeübt werden. Im arbitragefreien Markt ist der Barwert in t = 0
(mit c0 bezeichnet) einer Amerikanischen Call-Option auf eine dividendenlose Aktie
gleich dem Barwert einer entsprechenden Europäischen Call-Option C0 (selbes Under-
lying, selbe Laufzeit, selber Strike).
Begründung:Angenommen, es gilt c0>C0. Wir befinden uns im Zeitpunkt 0 und besit-
zen zunächst keine Finanzinstrumente und auch kein Geld. Nun bauen wir das folgen-
de Portfolio auf: Es besteht einerseits aus einer short Position in einer Amerikanischen
Call-Option (Geldeinnahme c0). Von dem eingenommenen Geld bilden wir andererseits
eine long Position in einer Europäischen Call-Option mit derselben Laufzeit, demselben
Strike und demselben Underlying – dies kostet uns den Geldbetrag C0. Die positive Dif-
ferenz ε := c0 − C0 legen wir zum Zinssatz r risikolos an. Es wurde dabei kein eigenes
Kapital eingesetzt. Es sind zwei Fälle möglich:

1. Die Amerikanische Optionwird zur Zeit t≤ T ausgeübt. Dannmüssenwir eine Aktie
zum Preis K liefern. Da wir jedoch keine Aktie im Bestand haben, leihen wir uns ei-
ne, liefern sie dem Inhaber der Call-Option und erhalten dafür den Betrag K, den wir
bis zum Zeitpunkt T mit Zinssatz r risikolos anlegen. Später, zum Zeitpunkt T, üben
wir unsere Europäische Call-Option aus, d. h. wir erhalten eine Aktie und zahlen da-
für den Betrag K, den wir unserem Konto entnehmen. Die gekaufte Aktie geben wir
demjenigen zurück, von dem wir die Aktie vorher geliehen hatten. Damit sind al-
le Verpflichtungen erfüllt, ohne dass uns irgendwelche Verluste entstanden sind. Es
bleibt am Ende (mindestens) der Betrag ε · er·T > 0 übrig. Da wir kein eigenes Kapital
eingesetzt hatten, liegt eine Arbitrage vor.

2. Die Amerikanische Option wird nicht ausgeübt. Dann verbleibt uns zum Zeitpunkt
T der Europäische Call und der ursprünglich angelegte Geldbetrag, d. h. unser Port-
folio hat den Wert CT + ε · er·T > 0 Auch hier liegt eine Arbitragesituation vor.

Da beide Fälle zu einer Arbitragemöglichkeit führen, ist unsere Annahme falsch und es
muss gelten c0 ≤ C0. Da aber auch gilt c0 ≥ C0, folgt schließlich c0 = C0, wie behauptet.

Daher können wir für Amerikanische Calls auch die Black-Scholes-Formel für Euro-
päische Calls verwenden. Für Put-Optionen und Optionen auf Aktien mit Dividenden
weichen die Barwerte von Amerikanischen und Europäischen Optionen allerdings von-
einander ab.

Übung 4.11 Begründen Sie, dass im arbitragefreien Markt für den Barwert pt einer Ameri-
kanischen Put-Option auf eine dividendenlose Aktie mit Fälligkeit in T und Strike K für alle
t ∈ [0;T] gilt:

K ≥ pt ≥ Pt,

wobei Pt der Barwert der entsprechenden Europäischen Option ist.
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Eine vorzeitige Ausübung Amerikanischer Optionen lohnt sich bei Call-Optionen auf divi-
dendenlose Aktien niemals – denn sonst hätten sie ja einen Vorteil gegenüber den ent-
sprechenden Europäischen Optionen und müssten teurer sein als diese, was aber nach
den obigen Überlegungen gerade nicht der Fall ist. Bei Amerikanischen Call-Optionen
auf Aktien mit Dividenden ist eine vorzeitige Ausübung im Allgemeinen nur unmittel-
bar vor dem letzten Dividendentermin vor dem Fälligkeitszeitpunkt T vorteilhaft, wie
man zeigen kann – sofern die Option hinreichend tief im Geld ist (St > K) und eine hohe
Dividendenzahlung erfolgt, welche man bei Ausübung der Option erhält, da man dann
im Besitz der Aktie ist. Eine Amerikanische Put-Option sollte immer dann ausgeübt
werden, wenn sie sehr tief im Geld ist (ST < K), da dann die maximal mögliche Aus-
zahlung K annähernd erreicht wird und der frühzeitige Erhalt des Auszahlungsbetrag
dem späteren Erhalt vorzuziehen ist (vor allem bei hohen Zinsen).

Basketoptionen: Häufig werden auch Optionen gehandelt, deren Underlying nicht ei-
ne einzelne Aktie, sondern ein ganzes Portfolio von Aktien (d. h. eine Linearkombi-
nation von Aktien) ist. Man spricht dann von Basketoptionen. Diese können auch mit
der Black-Scholes-Formel behandelt werden. Allerdings benötigt man dazu die mehr-
dimensionale Variante des Black-Scholes-Modells.

Aktienindexoptionen beziehen sich oft auch auf Aktienindices, z. B. den DAX, den
MDAX, den S&P500 usw. Indexoptionen werden mit der Black-Scholes-Formel bewer-
tet: Dazu wird der Indexstand wie ein Aktienkurs als Variable St modelliert:

dSt
St
= r · dt+ σ · dWt.

Europäische Optionen auf Aktien mit Dividenden: Wir nehmen vereinfachend an, die
Dividende werde nicht einmal jährlich, sondern permanent gezahlt, und zwar als Pro-
zentsatz q (Dividendenrendite) des jeweiligen Aktienkurses St. Analog zur Zinsrech-
nung erhalten wir damit einen Dividendenertrag der Höhe

q · St · dt
für ein Zeitintervall der Länge dt. Es gilt dann für den Aktienkurs St:

dSt
St
= (r− q) · dt+ σ · dWt.

Begründung: Durch die (permanente) Auszahlung der Dividende vermindert sich der
Gewinn und damit der Unternehmenswert pro Zeiteinheit und Aktie um qStdt. Relativ
zum Wert St bedeutet dies eine Verminderung um qStdt/St = qdt, daher tritt auf der
rechten Seiten der obigen Gleichung der Term −qdt auf. Die Lösung dieser SDE ist

St = S0 · exp
{(

r− q− σ2

2

)
· t+ σ ·Wt

}
. (4.27)

Hierdurch wird ein Aktienkurs mit stetiger Dividendenrendite q beschrieben.

Um nun ein Derivat, bspw. eine Europäische Call-Option, auf diese Aktie zu bewerten,
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berechnen wir mit Nt = er·t:

C0 = e−r·T · EQN (max{ST − K,0})

= e−r·T · EQN

(
max

{
S0 · exp

{(
r− q− σ2

2

)
· T + σ ·WT

}
− K,0

})
und erhalten, analog zur Herleitung der Black-Scholes-Formel, das Resultat:

C0 = e−r·T · [F ·Φ(d̃1)− K ·Φ(d̃2)
]
, (4.28)

wobei hier gilt

F = e(r−q)·T · S0 und d̃1,2 =
ln

(
F
K

)
± 1

2 · σ2 · T
σ · √

T
.

Pfadabhängige Optionen sind solche, bei denen die Auszahlung in T vom gesamten
Kursverlauf des Underlyings zwischen 0 und T abhängt. Dazu gehören z. B. Asiatische
Optionen, deren Auszahlung durch das arithmetische (oder geometrische) Mittel von
Kursen zu den Zeitpunkten ti mit 0< t1 < . . .< tn ≤ T bestimmt wird, z. B. in der Form

max{ 1
n

· (St1 + · · ·Stn)− K,0} oder max{K− 1
n

· (St1 + · · ·Stn),0}

(Call bzw. Put). Auch Barrier-Optionen gehören in diese Kategorie: Hier erlischt die
Option, sofern der Kursverlauf eine gewisse bzw. untere Barriere überschreitet (Knock-
Out-Optionen) oder aber die Option wird erst "aktiv", sofern der Kursverlauf eine Bar-
riere erreicht (Knock-In-Optionen).

Kombinationen aus Calls- und Puts sind Optionen, deren Auszahlungsfunktionen sich
durch eine (beliebig komplizierte) Linearkombination der Auszahlungsfunktionen ein-
facher Calls und Puts darstellen lassen. Dazu gehört z. B. der Straddle, eine Kombina-
tion aus einem Europäischen Call und Put mit identischer Laufzeit, identischem Strike
und identischem Underlying. Die Auszahlungsfunktion lautet

max{ST − K}+max{K− ST}.

Übung 4.12 Zeichnen Sie die Auszahlungsfunktion eines Straddles. Welche Auszahlungs-
funktion ergibt eine Kombination aus long Call und short Put mit identischer Ausstattung?

4.6.2 Derivate auf Devisen, Rohstoffe und Energie

Wir betrachten hier Derivate auf Devisen, Rohstoffe und Energie.

Beginnen wir mit Devisen. Ein Devisentermingeschäft (Devisen-Forward) ist eine ver-
tragliche Vereinbarung, eine bestimmte Menge (der Nominalbetrag) einer Fremdwäh-
rung zu einem heute bereits festgelegten Wechselkurs (Strike K) an einem künftigen
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Termin T zu kaufen bzw. zu verkaufen (long Forward-Position bzw. short Forward-
Position).

Beispiel 4.8 Der heutige Dollarkurs betrage

1USD = 0,8 Euro.

Eine long Forward-Position mit K = 0,9, T = 1
2 , Nominal = 1 Mio. USD bedeutet, dass man

in einem halben Jahr eine Million Dollar zum Preis von 900.000 Euro kauft.

Die Auszahlungsfunktion eines Devisen-Forwards ist

N · (ST − K) (long) bzw. N · (K− ST) (short),

wobei St (t ∈ [0;T]) den zum Zeitpunkt t gültigen Wechselkurs beschreibt.

Zu Berechnung des Barwerts eines Forwards (bezogen auf den EUR-USDWechselkurs)
modellieren wir denWechselkurs unter dem risikoneutralenMaßQN (mit Nt := erEuro ·t):

dSt
St
= (rEuro − rUSD) · dt+ σ · dWt, σ > 0. (4.29)

Hier bezeichnet rUSD den risikolosen Dollarzinssatz und rEuro den risikolosen Eurozins-
satz. Wie kommt der Term rEuro − rUSD zu Stande?
Machen Sie dazu folgendes Gedankenexperiment: Stellen Sie sich den Dollar als eine
"Aktie mit Dividendenzahlung" vor, wobei die Höhe der Dividende δ gerade dem Dol-
larzinssatz rUSD entspricht. Dann können wir wie bei der Modellierung von Aktien mit
Dividenden schreiben:

dSt
St
= (rEuro − δ) · dt+ σ · dWt,

und daraus resultiert der Ansatz (4.29). Aus (4.29) folgt

St = S0 · exp
{(

rEuro − rUSD − σ2

2

)
· t+ σ ·Wt

}
. (4.30)

Jetzt lässt sich Barwert eines long Forwards berechnen:

Fwd(0,T) = e−rEuro ·T · EQN (N · (ST − K))

Setzen wir hier den obigen Ausdruck für ST ein, so erhalten wir für Fwd(0,T) den Wert

e−rEuro ·T · N · EQ
(
S0 · exp

{(
rEuro − rUSD − σ2

2

)
· T + σ ·WT

})
︸ ︷︷ ︸

=S0·e(rEuro−rUSD )·T

−K · e−rEuro ·T ,

also
Fwd(0,T) = N · (S0 · e−rUSD ·T − K · e−rEuro ·T).
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Beispiel 4.9 Die Firma ABC schließt zur Finanzierung ihrer Produktion in Nordamerika
einen Dollar-Terminkauf ab, bei dem sie in einem Jahr (T = 1) einen Betrag von N = 10 Mio.
USD von einer Bank zum vereinbarten Terminpreis von K = 0,7 Euro pro Dollar kauft. Es gelte
S0 = 0,8Euro/USD, rUSD = rEuro = 2%. Der von ABC zu zahlende Preis beträgt

Fwd(0,T) = 10Mio.USD · (0,8 · e−0,02 − 0,7 · e−0,02)Euro/USD = 980.198,67Euro.

Ein Devisentermingeschäft hat den Barwert 0, wenn für K der faire Terminkurs (Devi-
senterminkurs) gewählt wird, wenn also gilt

0 = Fwd(0,T) = N · (S0 · e−r$·T − K · e−rEuro ·T), d. h.

K = F := S0 · e(rEuro−rUSD)·T . (4.31)

Eine Devisenoption ist eine Option, deren Underlying ein Wechselkurs ist, z. B. eine
Europäische Call- oder Put-Option mit Nominal N = 1 und Auszahlungsfunktion

max{ST − K,0} (long Call) bzw. max{K− ST ,0} (long Put).

Der Barwert eines long Calls mit Fälligkeit T und Underlying 1 USD (also N = 1) ist

C0 = e−rEuro ·T · EQ(max{ST − K,0})

(4.30)
= e−rEuro ·T · EQ

(
max

{
S0 · exp

{(
rEuro − rUSD − σ2

2

)
· T + σ ·WT

}
− K,0

})
.

Eine Berechnung des Erwartungswerts mittels Integration und mehrmaliger Anwen-
dung der Substitutionsregel liefert schließlich die sog. Garman-Kohlhagen-Formel:

C0 = e−rEuro ·T · [F ·Φ(d̃1)− K ·Φ(d̃2)], (4.32)

wobei F = S0 · e(rEuro−rUSD)·T , d̃1,2 =
ln

(
F
K

)
± 1

2 · σ2 · T
σ · √

T
.

Vergleichen Sie dies mit dem Barwert einer long Position in einem Call auf eine Aktie
mit Dividenden (Formel(4.28)) – was fällt Ihnen auf?

Die Griechen von Devisenoptionen berechnen sich analog zu den Griechen bei Akti-
enoptionen. Allerdings treten in der Bewertungsformel von Devisenoptionen zwei ver-
schiedene Zinssätze auf – dementsprechend gibt es pro Zinssatz jeweils einen Rho-Wert.

Übung 4.13 Berechnen Sie die Griechen einer Devisen-Call-Option.
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Rohstoff- und Energiederivate

Auch Derivate, deren Underlyings Rohstoffe sind, können nach demselben Muster be-
wertet werden: Beschreibt (St)t∈[0;T] den Verlauf des Preises des Underlyings, so gilt
unter Martingalmaß QN wieder

dSt
St
= (r− δ) · dt+ σ · dWt, (4.33)

wobei δ nun für die Kosten bzw. den Nutzen steht, welche die Lagerung des Underly-
ings verursacht. Wir können δ als (evtl. negative) "Dividende" interpretieren.
Für eine long Call-Option gilt – analog zur Bewertung von Optionen auf Aktien mit
Dividende – die Formel (4.28).

Der faire Terminpreis ist in diesem Fall K = S0 · e(r−δ)·T .
Im Energiehandel (z. B. Gas- und Stromhandel) gibt es spezielle Derivate, die dazu die-
nen, die vorhandenen Preis- und Volumenrisiken, die aus Verbrauchsschwankungen
resultieren, zu managen. Ein Beispiel hierfür ist die sog. Swing-Option.
Der Käufer einer Swing-Option hat das Recht, während der Optionslaufzeit zu einem
festgelegten Preis in festgelegten Perioden eine bestimmte Strommenge zu kaufen ("Up-
Swing") oder zu verkaufen ("Down-Swing"). Im Allgemeinen wird die Gesamtzahl der
Up-Swings und Down-Swings beschränkt sein. Zusätzlich kann es Strafzahlungen ge-
ben, die fällig werden, wenn die gesamte zum Vertragsende abgenommene Menge au-
ßerhalb vorgegebener Schranken liegt. Aufgrund der Konstruktion der Option hängt
die Ausübungsentscheidung nicht nur vom aktuellen Strompreis relativ zum Strike ab,
sondern auch von seiner Historie und seiner künftigen Verteilung.

Bei der Modellierung von Energiepreisen (z. B. Gaspreisen) ist zu beachten, dass diese
ein sehr komplexes Verhalten aufweisen können, da sie durch die verschiedensten Fak-
toren wie Fördermenge, Lagerungskosten, Transportkosten, Wetter, Politik und techno-
logischer Fortschritt beeinflusst werden. Anhand der Beobachtung der Entwicklung der
Energiepsreise über längere Zeiträume lassen sich einige interessante Sachverhalte fest-
stellen: So zeigen z. B. Gaspreise ein typisches mean reversion Verhalten, d. h. es kann
beobachtet werden, dass der Preis im Zeitverlauf fällt und steigt, aber langfristig oft
um eine bestimmte Höhe, den langfristigen Mittelwert, pendelt. Diese Eigenschaft von
Gaspreisen spiegelt gewisse Ereignisse wie Temperaturschwankungen, die ein neues
und unerwartetes Ungleichgewicht zwischen Angebot und Nachfrage amMarkt schaf-
fen, wider. Es kommt z. B. zu einer Korrektur auf der Angebotsseite, um die veränderte
Nachfrage zu decken, oder das auslösende Ereignis selbst "verschwindet" wieder (wenn
die Temperatur z. B. wieder auf ihren gewohnten Mittelwert der entsprechenden Jah-
reszeit fällt oder steigt), so dass der Gaspreis zu seiner typischenHöhe zurückkehrt. Wie
schnell der Preis aber zurückkehrt, hängt davon ab, wie schnell Angebot und Nachfra-
ge wieder ins Gleichgewicht kommen.
Ein anderes wichtiges Merkmal von Energiepreisen ist der Saisoneffekt. Dieser resul-
tiert hauptsächlich von der regulären Nachfragefluktuation, welche gesteuert wird von
wetterabhängigen Faktoren (beispielsweise der Tatsache, dass im Winter mehr geheizt
wird). Die schwierige Lagerung und die limitierte Erzeugung von Energie machen die
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Angebotsseite nicht elastisch genug, um die plötzlich höhere Nachfrage befriedigen
zu können. Dieses Ungleichgewicht zwischen Angebot und Nachfrage beeinflusst den
Energiepreis.
Die genannten Sachverhalte führen dazu, dass bei der Modellierung von Energieprei-
sen ein stochastischer Prozess verwendet wird, der sowohl den Saisoneffekt als auch
den mean reversion Effekt abbildet, z. B.

St = at +
n

∑
j=1

(
αj · cos(2 · π · j · t/250) + β j · sin(2 · π · j · t/250))+ Xt,

wobei Xtmitteles eines verallgemeinertenOrnstein-Uhlenbeck-Prozesses definiert wird:

dXt = a · (ut − λ · Xt)dt+ σt · Xt dWt.

Der Summenterm in der Gleichung für St bildet den Saisoneffekt ab, denn es handelt
sich um eine Überlagerung verschiedener deterministischer periodischer Funktionen.
Die Größe Xt schwankt zufällig um einen (zeitabhängigen) langfristigen Mittelwert,
wobei der Parameter a die "Geschwindigkeit" dieses mean reversion Verhaltens steuert.

4.7 Bewertung unter dem Zeit-T-Forward-Maß

Ein häufig verwendeter Numéraire bei der Derivatebewertung ist

(Nt)t∈[0;T] := (B(t,T))t∈[0;T],

wobei im Folgenden B(t,T) stets für den Barwert eines Zerobonds zum Zeitpunkt t steht,
dessen Rückzahlungsbetrag in T die Höhe 1 hat. Es gilt NT = B(T,T) = 1.

Definition 4.4 (Zeit-T-Forward-Maß)
Das zu obigem Numéraire gehörende Martingalmaß wird mit QT bezeichnet und heißt Zeit-T-
Forward-Maß.

Diese Bezeichnung erklärt sich dadurch, dass der faire Terminpreis eines Basisinstru-
ments (ohne Dividenden- oder Kuponzahlungen) bezogen auf den Termin T immer
gleich dem Erwartungswert des Basisinstruments unter demMaßQT ist: Wie bereits zu-
vor erwähnt, ist der faire Terminpreis (Forward-Preis) definitionsgemäß gleich demje-
nigen Strike K, der den heutigen Barwert eines long Forwards mit Fälligkeit T auf das
Underlying (Kurs St) zu Null macht:

0 = N0 · EQT ((ST − K)/NT) = B(0,T) · EQT (ST − K) ⇐⇒ K = EQT (ST).

Wegen Satz 4.6 ist (St/Nt)t∈[0;T] ein Martingal, also haben wir

K = EQT (ST) = EQT (ST/NT) = S0/N0 = S0/B(0,T).



130 4 Bewertung in stetiger Zeit

Wir verwenden auch die Bezeichnung

S fwdt := St/B(t,T)

für den Forward-Preis.

Aus unserer Überlegung ergibt sich der folgende Sachverhalt:

Satz 4.12 Der Prozess der Forward-Preise (S fwdt )t∈[0;T] ist ein Martingal unter demMaß QT.

Beweis Es gilt für 0 ≤ s ≤ t ≤ T aufgrund von Satz 4.6 (wähle dort St,i := St und Nt :=

B(t,T)): (S fwdt )t∈[0;T] = (St/B(t,T))t∈[0;T] ist ein Martingal unter QT .

Das Zeit-T-Forward-Maß hat den entscheidenden Vorteil, dass bei der Bewertung ei-
ner in T stattfindenden Auszahlung X der Term 1/NT im Erwartungswert den Wert 1
annimmt, dass also gilt

D0 = N0 · EQT
(
X
NT

)
= B(0,T) · EQT

(
X
1

)
= B(0,T) · EQT (X) . (4.34)

Dies erleichtert die Berechnung des Erwartungswerts in vielen Fällen.
Oftmals ist die Barwertberechnung eines Derivats nur möglich, wenn man eine mög-
lichst geschickte Wahl für den Numéraire trifft. Es stellt sich die Frage, ob der Barwert
eines Derivats von der Wahl des Numéraires abhängig ist. Dass dies nicht der Fall ist
und wie man von einem Numéraire zu einem anderen wechselt, ist der Inhalt des fol-
genden Satzes, den wir hier nicht beweisen wollen:

Satz 4.13 (Numéraire-Wechsel-Theorem)
In einem arbitragefreien, vollständigen Markt seien zwei Numéraires (Nt)t∈[0;T] bzw.
(Mt)t∈[0;T] mit zugehörigen Martingalmaßen QN bzw. QM gegeben. Dann gilt für den Bar-
wert eines Europäischen Derivats mit Auszahlungsfunktion X in T:

D0 = N0 · EQN (X/NT) = M0 · EQM (X/MT),

wobei

EQN (X/NT) = EQM

(
M0 · NT
N0 · MT

· X/MT

)
.

Eine wichtige Anwendung dieses Satzes ist die Herleitung der allgemeinen Options-
preisformel: Dabei handelt es sich um eine Bewertungsformel für eine Europäische
Call-Option (analog für eine Put-Option) auf ein Underlying (ohne Dividenden- oder
Kuponzahlungen) mit Kurs St, wobei für die Kursentwicklung des Underlyings keine
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speziellen Vorgaben in Form einer geometrischen Brownschen Bewegung gemacht wer-
den. Dies ist deshalb vorteilhaft, weil damit dann auch die Optionsbewertung unter der
Annahme zufälliger Zinsen oder zufälliger Volatilitäten vorgenommen werden kann.

Satz 4.14 (Allgemeine Optionspreisformel)
Im arbitragefreien, vollständigen Markt gilt die folgende Barwertformel für eine Europäische
Call-Option mit Fälligkeit in T und Strike K:

C0 = S0 ·QS(ST > K)− B(0,T) · K ·QT(ST > K).

Hierbei bezeichnet QS das Martingalmaß bzgl. des Numéraires (St)t∈[0;T] und QT das Zeit-T-
Forward-Maß.

Beachten Sie, dass die Formel eine ganz ähnliche Struktur wie die klassische Black-
Scholes-Formel hat!

Beweis Wir arbeiten zunächst mit dem Zeit-T-Forward-Maß und rechnen

C0 = B(0,T) · EQT (max{ST − K,0})
= B(0,T) · EQT (1{ST>K} · (ST − K))

= B(0,T) · EQT (1{ST>K} · ST)− B(0,T) · EQT (1{ST>K} · K)
= B(0,T) · EQT (1{ST>K} · ST)− B(0,T) · K ·QT(ST > K).

Wir führen beim ersten Erwartungswert einen Numéraire-Wechsel durch und verwen-
den (St)t∈[0;T] als Numéraire. Mit dem Numéraire-Wechsel-Theorem folgt dann:

C0 = B(0,T) · EQS
(
1{ST>K} · ST · S0 · B(T,T)

B(0,T) · ST

)
− B(0,T) · K ·QT(ST > K)

= EQS(1{ST>K} · S0)− B(0,T) · K ·QT(ST > K)

= S0 ·QS(ST > K)− B(0,T) · K ·QT(ST > K).

Jetzt sind wir in der Lage, dass Black-Scholes-Modell auch bei zufälligen Zinsen herzu-
leiten: Dazu wählen wir für (St)t∈[0;T] statt (4.21) den Ansatz

St =
S0

B(0, t)
· e−0,5·σ2·t+σWt (∗)

und arbeiten mit dem Zeit-T-Forward-Maß. Beachten Sie, dass im Falle B(0, t) = e−r·t
dieser neue Ansatz mit dem ursprünglichen Ansatz des Black-Scholes-Modell überein-
stimmt. Das jetzige Modell ist insofern allgemeiner, als wir auch zeitabhängige, zu-
fällige Zinssätze (statt r) zur Beschreibung von B(0, t) verwenden können, wie wir
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es später bei den Zinsstrukturmodellen tun werden. Eine Anwendung der allgemei-
nen Optionspreisformel und die Berechnung der dort auftretenden Größen QS(ST > K)
bzw. QT(ST > K) mit dem Ansatz (∗) führt auf die Black-Scholes-Formel bei stochasti-
schen Zinsen (sog. Black-76-Formel). Diese Formel ist für die Bewertung von Standard-
Zinsoptionen wichtig. Wir geben hier nur das Resultat der Rechnung an:

Satz 4.15 (Black-76-Formel)
Für einen Europäischen Call mit Laufzeit T und Strike K gilt die Bewertungsformel

C0 = B(0,T) · (S fwd0 ·Φ(d1)− K ·Φ(d2)),

wobei d1,2 = (ln(S
fwd
0 /K)± 0,5 · σ2 · T)/(σ · √

T).

Übung 4.14 Weisen Sie nach, dass die soeben hergeleitete Black-76-Formel im Fall B(0,T) =
e−r·T mit der ursprünglichen Black-Scholes-Formel übereinstimmt. Überlegen Sie sich ferner die
Formel für eine Europäische Put-Option bei zufälligen Zinsen.

Die Black-76-Formel eignet sich zur Bewertung von börsengehandelten Futures-Op-
tionen, also Optionen, deren Underlying ein Future-Index ist. Dabei wird der aktuelle
Future-Kurs durch die Größe S fwd0 ersetzt, die ja dem fairen Terminpreis entspricht.

4.8 Ausblick auf numerische Methoden

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass sich der unbekannte Barwert eines (Euro-
päischen) Derivats auch als Lösung einer partiellen Differenzialgleichung sowie mit der
sog.Monte-Carlo-Simulation gewinnen lässt.

Optionsbewertung mit partiellen Differenzialgleichungen

Übung 4.15 Zeigen Sie, dass für eine Europäische Call-Option mit Laufzeit T, Strike K auf
eine dividendenlose Aktie mit Kurs S0 bei einem Zinssatz von r im Black-Scholes-Modell gilt:

Θ+ Δ · r · S0 + 1
2 · Γ · S20 · σ2 = r · C0.

Wir haben also eine Gleichung für C0 erhalten, in der neben C0 auch verschiedene par-
tielle Ableitungen von C0 auftreten – eine sog. PDE (engl. partial differential equation,
dt. partielle Differenzialgleichung). Das Überraschende ist nun, dass die o. g. PDE für
die Barwertfunktion D eines jeden (Europäischen) Derivats auf eine dividendenlose Ak-
tie (und auch andere Underlyings) immer erfüllt ist, d. h. zu jedem Zeitpunkt t ∈ [0;T]
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gilt für D die folgende Gleichung:

∂D
∂t +

∂D
∂s · r · s+ 1

2 · ∂2D
∂s2 · σ2 · s2 = r · D für alle t ∈ [0;T), s ∈ (0;∞), r ∈ (0;∞).

Eine Lösung der Gleichung (d. h. Bestimmung der Funktion D(s, t), welche die Glei-
chung erfüllt) führt zu einer Barwertformel für das Derivat. Dazu ist es allerdings noch
erforderlich, die spezielle Auszahlungsfunktion des Derivats zu berücksichtigen. Für
einen Europäischen Call haben wir also die Bedingung

DT =max{ST − K,0}
der Lösung der PDE zu beachten. Durch die Vorgabe der Auszahlungsfunktion wird
die Lösung der PDE schließlich eindeutig festgelegt (beachten Sie die Analogie zu ge-
wöhnlichen Differenzialgleichungen, deren Lösung – falls sie existiert – durch Vorgabe
einer Anfangsbedingung eindeutig bestimmt werden kann).

Wir plausibilisieren die Gültigkeit der o. g. PDE mit heuristischen Argumenten:
Dazu betrachten wir die Barwertfunktion D(s, t) in Abhängigkeit von s und t. Erfüllt
diese die Voraussetzungen von Satz 4.3 und ersetzen wir den in diesem Satz vorhan-
denen Prozess (Xt)t∈[0;T] durch den Preisprozess des Underlyings (St)t∈[0;T] aus dem
Black-Scholes-Modell (also Yt = σ · St,Zt = r · St), so gilt nach (4.17):

dD(t,St) =

(
∂D
∂t
(t,St) + r · St · ∂D

∂s
(t,St) +

1
2

· σ2 · S2t · ∂
2D
∂s2

(t,St)
)
dt

+ σ · St · ∂D
∂s
(t,Xt)dWt.

Im nächsten Schritt bilden wir eine selbstfinanzierende Portfoliostrategie mit einer long
Position im Derivat und − ∂D

∂s (t,St) Stücken im Underlying (zum Zeitpunkt t). Die Zu-
sammensetzung des Portfolios ändert sich also permanent. Aus Sicht von t gilt

PVt = D(t,St)− ∂D
∂s
(t,St) · St.

Hieraus ergibt sich nun für die zeitliche Änderung des Portfoliowerts dPVt (beachten
Sie (4.18) für das erste Gleichheitszeichen):

dPVt = dD(t,St)− ∂D
∂s
(t,St) · dSt = dD(t,St)− ∂D

∂s
(t,St) · (r · St dt+ σ · St dWt)

=

(
∂D
∂t
(t,St) +

1
2

· σ2 · S2t · ∂
2D
∂s2

(t,St)
)
dt.

Da die Wertentwicklung des Portfolios PVt nicht mehr den Term "dWt" beinhaltet, also
die weitere Entwicklung aus Sicht des Zeitpunktes t (bei bekanntem Wert von St) nicht
zufallsabhängig ist, sondern deterministisch ist, handelt es sich um ein risikoloses Portfo-
lio. Das Hinzufügen von − ∂D

∂s (t,St) Stücken im Underlying wird auch als Delta-Hedge
bezeichnet. Dementsprechend ist die Wertentwicklung von PVt gleich derjenigen einer
risikolosen Geldanlage, d. h. es muss gelten

dPVt = r · PVt · dt.
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Insgesamt erhalten wir daher

dPVt =
(
∂D
∂t
(t,St) +

1
2

· σ2 · S2t · ∂
2D
∂s2

(t,St)
)
dt = r ·

(
D(t,St)− ∂D

∂s
(t,St) · St

)
dt,

was sich zu

∂D
∂t
(t,St) +

∂D
∂s
(t,St) · r · St dt+ 1

2
· σ2 · S2t · ∂

2D
∂s2

(t,St) = r · D(t,St)
vereinfachen lässt. Da dies für jeden positiven Wert St gilt, können wir St durch eine
positive reelle Zahl s ersetzen und erhalten damit die o. g. PDE.
Es ist dies der Ausgangspunkt für die umfangreichenMethoden zur Bewertung vonDe-
rivaten mittels PDEs, für die dann spezielle numerische Lösungsverfahren angewendet
werden. Je nach Komplexität des Derivats können dabei auch PDEs mit zusätzlichen
Variablen auftreten. Eine sehr gute Vertiefung dieser Thematik bietet [43].

Monte-Carlo-Simulation
Manche Derivate sind zu komplex, um eine Bewertungsformel mit analytischenMetho-
den zu erhalten. Hier hilft die numerische Simulation der Underlyings und anschließen-
de Berechnung der Auszahlungsfunktion weiter. Wir gehen von der SDE

dSt = μ(t,St)dt+ σ(t, st)dWt

aus. Für einen Zeitraum der Länge Δt > 0 mit ΔSt = St+Δt − St, ΔWt =Wt+Δt −Wt
entspricht dies der Gleichung

ΔSt = μ(t,St) · Δt+ σ(t,St) · ΔWt.

Die sog. Euler-Diskretisierung liefert eine Näherungslösung St der SDE für die Zeit-
punkte t ∈ {0,Δt,2 · Δt,3 · Δt, . . . ,n · Δt = T}. Sie verläuft wie folgt:

Start: Wähle den Startwert s, wähle Δt = T/n, setzeW0 := 0, t0 := 0;

Setze j := 0; t0 := 0; S0 := s;

tj+1 := tj + Δt;

Simuliere ΔW := Z ·
√
Δt, Z ist N(0,1)-verteilt;

Setze S(j+1)·Δt := Sj·Δ + μ(tj,Sj·Δ) · Δt+ σ(tj,Sj·Δ) · ΔW;

Setze j := j+ 1; Abbruch bei j = n.

Hierbei wird ein Zufallszahlengenerator benötigt, der in jedem Schritt unabhängige
standard-normalverteilte Zufallsvariablen Z erzeugt. Der Simulationslauf wird m-mal
durchgeführt. Die auf diese Weise resultierenden Zufallspfade

(Si0,S
i
Δt, . . . ,S

i
n·Δt), i ∈ {1, . . .m}

für den Kursverlauf des Underlyings ermöglichen die Berechnung eines Schätzwerts

1
m

·
m

∑
i=1

F(Sit, t ∈ {0,Δt, . . . ,n · Δt})
NT
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für den Erwartungswert EQN (X/NT), wobei X = F(St, t ∈ [0;T]) die Auszahlungsfunk-
tion eines (evtl. pfadabhängigen) Derivats mit Auszahlung in T ist und NT der Barwert
des Numéraires bei Fälligkeit. Damit kann dann der Barwert des Derivats in der Form

D̂0 := N0 · 1
m

·
m

∑
i=1

F(Sit, t ∈ {0,Δt, . . . ,n · Δt})
NT

geschätzt werden. Die Methode funktioniert analog bei mehreren Underlyings, wobei
dann eine mehrdimensionale Simulation unter Berücksichtigung der gegenseitigen Ab-
hängigkeiten der Kursverläufe der Underlyings erforderlich ist.
Beachten Sie die große Flexibilität der Methode: Es können prinzipiell beliebige sto-
chastische Prozesse (nicht nur die geometrische Brownsche Bewegung, sondern auch
Sprungprozesse (vgl. Abschnitt 4.9.2) und Ähnliches) für die Underlyings verwendet
werden. Die Konvergenz des o. g. Schätzwertes gegen den exakten Erwartungswert
ergibt sich aus dem Gesetz der großen Zahlen, welches die Konvergenz des arithmeti-
schen Mittels einer Folge von unabhängigen Zufallszahlen mit identischer Verteilung
gegen deren Erwartungswert garantiert. Mit den Hilfsmitteln der Statistik können Feh-
lerabschätzungen vorgenommen werden (vgl. dazu [17] oder [26]). Darüber hinaus gibt
es verschiedene Methoden zur Konvergenzbeschleunigung (siehe [43]).

Beispiel 4.10 Eine Europäische Knock-Out Barrier-Option ist ein Europäischer Call oder
Put mit Strike K und Laufzeit T mit der zusätzlichen Vereinbarung, dass die Option erlischt
(Auszahlung 0), sofern der Kurs des Underlyings St während der Laufzeit [0;T] mindestens
einmal eine definierte obere Barriere HO oder eine untere Barriere HU (nach oben bzw. unten)
überschreitet. Im ersten Fall liegt eine Up-and-Out, im zweiten Fall eine Down-and-Out
Barrier-Option vor. Die Barrieren werden natürlich so gewählt, dass gilt HU < S0 < HO. Wird
die Barriere nicht erreicht, so ist die Auszahlung wie bei einem gewöhnlichen Call oder Put.
Die Bewertung einer solchen Option kann mit analytischen Hilfsmitteln erfolgen. Es ist jedoch
auch möglich, eineMonte-Carlo-Simulation durchzuführen: Dazu werden für das Underlying
der Option zunächst m (z. B. m = 10.000) Zufallspfade erzeugt wie oben beschrieben. Alle Zu-
fallspfade, bei denen die simulierten Kurswerte die definierte Barriere nicht überschreitet, führen
zum Wert

F(Sit, t ∈ {0,Δt, . . . ,n · Δt}) = 0.

In den übrigen Fällen gilt

F(Sit, t ∈ {0,Δt, . . . ,n · Δt}) = max{SiT − K,0} bzw. max{K− SiT ,0}.

Das arithmetische Mittel dieser Auszahlungen über alle Pfade, jeweils diskontiert mit Nt :=
e−r·T, ist dann der (geschätzte) Barwert der Barrier-Option. Falls dieser Wert bei mehreren
Serien von jeweils m Simulationsläufen zu stark schwankt, so ist die Anzahl m der Pfade zu
erhöhen.
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4.9 Ergänzungen zum Black-Scholes-Modell

4.9.1 Volatilitäten

Für die Anwendung von Optionspreisformeln wird die Volatilität σ des Underlyings
benötigt. Dabei handelt es sich um die (annualisierte) Standardabweichung der loga-
rithmischen Kursänderungen. Eine Möglichkeit zur Bestimmung von σ besteht darin,
sich für jedes Underlying eine einjährige Kurshistorie anzuschauen und damit die Stan-
dardabweichung der Kursänderungen zu bestimmen. Multipliziert man diese Zahl mit√
250, so ergibt sich schließlich die annualisierte Volatilität.

In der Praxis wird bei der Bewertung von Derivaten jedoch anders vorgegangen: Da
es am Markt bestimmte aktiv gehandelte Optionen auf verschiedene Underlyings gibt,
wobei die Preise dieser Optionen durch Angebot und Nachfrage zustande kommen
und damit bekannt sind, kann man für jede derartige Option die Black-Scholes-Formel
umkehren. Für eine Option auf eine dividendenlose Aktie führt dies auf die Gleichung

C0︸︷︷︸
am Markt bekannt

= S0 ·Φ(d1)− K · e−r·T ·Φ(d2).

Alle Parameter dieser Gleichung sind gegeben – bis auf die Volatilität σ. Löst man die
Gleichung (mit numerischen Methoden) nach σ auf, so ergibt sich die gesuchte Größe
– man spricht dann von einer sog. impliziten Volatilität. Diese Volatilität wird dafür
verwendet, andere, nicht börsengehandelte Optionen auf dieses Underlying mit theo-
retischen Bewertungsformeln zu bewerten.

Der Volatilitätsparameter σ des Black-Scholes-Modells ist unabhängig vom Strike K der
Option, von der Optionslaufzeit T und vom Kurs des Underlyings St. Tatsächlich ist es
aber so, dass die in der Realität beobachteten Daten ein von diesen Annahmen abwei-
chendes Verhalten zeigen:

1. Die impliziten Volatilitäten aus börsengehandelten Optionen weisen eine ausgepräg-
te Abhängigkeit vom Verhältnis St/K auf (St/K ist die sog. moneyness der Option):

moneyness

Volatilität

St/K = 1

Abbildung 30: Implizite Volatilitäten
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Gemäß Black-Scholes-Ansatz müsste die annualisierte Volatilität von der moneyness
unabhängig sein, da sie als konstanter Parametermodelliert wird. Abbildung 30 zeigt
den typischen Zusammenhang zwischen moneyness und impliziter Volatilität bei
Aktienoptionen (auch Smile-Effekt genannt). Bei niedrigeren Aktienkursen sind die
Volatilitäten tendenziell höher: Sie zeigen die "Nervosivität" an den Märkten an.

2. Extreme Werte von St sind häufiger zu beobachten, als dies mit der geometrischen
Bronwschen Bewegung prognostiziert wird, d. h. die Wahrscheinlichkeit großer
Kursausschläge wird im Black-Scholes-Modell unterschätzt (fat tail-Problematik).

3. Extreme Werte von St treten zeitlich gehäuft auf, d. h., es gibt Perioden großer Kurs-
ausschläge gefolgt von Perioden mit geringen Kursausschlägen. Dieses Phänomen
widerspricht der Modellannahme eines zeitunabhängigen Volatilitätsparameters σ.

Die genannten Phänomene können nur dadurch hinreichend genau erfasst werden, in-
demman das Konzept der geometrischen Brownschen Bewegung zu Gunsten eines ad-
äquateren Modellansatzes aufgibt. Beispielsweise geht man zu einem Ansatz der Form

dSt = St · μ dt + St · σt dZt. (4.35)

Hier ist Zt ein Wiener-Prozess (oder allgemeiner ein nicht stetiger Prozess mit unab-
hängigen Zuwächsen und Sprüngen) und σt wird als eigenständiger Prozess model-
liert. Der entscheidende Punkt ist die zeitliche Veränderung der Volatilität, welche eine
(zumindest teilweise) modellmäßige Abbildung der oben zitierten Eigenschaften von
Finanzzeitreihen gestattet. In diesem Zusammenhang sind vor allem zwei Vorgehens-
weisen zu nennen, nämlich die sog. generalized autoregressive conditionally heterosce-
dastic (GARCH-) Prozesse und die Prozesse mit stochastischer Volatilität.
Bei den GARCH-Prozessen ist die Volatilität zum Zeitpunkt t abhängig von den
vergangenen Beobachtungen S2t−iΔt und den vergangenen Volatilitäten σ2t−jΔt:

σ2t = α0 +
p

∑
i=1
αi · S2t−iΔt +

q

∑
j=1
β j · σ2t−jΔt, (4.36)

wobei αi und β j nichtnegative Parameter sind. Ist Zt ein Wiener-Prozess, so ist die Ver-
teilung von St für gegebene Realisierungen St−Δt, . . . ,St−pΔt und Werte σt−Δt, . . . ,σt−qΔt
eine Normalverteilung mit Varianz σ2t .
In Modellen mit stochastischer Volatilität wird σt mit einem separaten Zufallsprozess
beschrieben, der typischerweise von einer zweiten Brownschen Bewegung (unabhän-
gig oder aber korreliert zu Zt) getrieben wird. Populär ist bspw. das Heston-Modell:

dSt = St · r dt+ St · σt dWt,1, dσ2t = θ(κ − σ2t ) dt+ ν · σtdWt,2,

wobei (Wt,1,Wt,2)t∈[0;T] ein zweidimensionaler Wiener-Prozess ist und die zweite SDE
einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess für σ2t modelliert, der das typische mean reversi-
on Verhalten dieser Größe beschreibt. Heston konnte zeigen (vgl. [19]), dass für Eu-
ropäische Call- und Put-Optionen im obigen Modell analytische Bewertungsformeln
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hergeleitet werden können. Falls die beiden involvierten Wiener-Prozesse als stochas-
tisch unabhängig modelliert werden, so errechnet sich der Barwert einer Europäischen
Call-Option in der Form ∫ ∞

0
C0(V)g(V) dV,

wobei C0 der Black-Scholes-Formel für eine Call-Option entspricht, V der durchschnitt-
lichen Varianz im Heston- Modell und g(V) der Dichtefunktion von V (vgl. [20]).
Der Einfluss der stochastischen Volatilität auf den Barwert von Optionen spielt vor al-
lem bei größeren Laufzeiten eine nicht zu vernachlässigende Rolle, insbesondere auch
dann, wenn aus den Bewertungsformeln auch Sensitvitäten zur Risikoabsicherung be-
rechnet werden sollen. Eine inkorrekte Modellierung der Volatilitäten wirkt sich stark
auf die Sensitivitäten aus und kann daher zu Fehlern bei Absicherungsstrategien und
folglich zu Verlusten führen (sog.Modellrisiko).

4.9.2 Sprungprozesse

Die o. g. fat tail-Problematik kann bei der Modellierung von Kursen dadurch beho-
ben werden, dass Sprünge im Kursverlauf berücksichtigt werden. Die Kurspfade dieser
Sprungprozesse sind dann keine stetigen Funktionen der Zeit mehr, sondern weisen
ein (im einfachsten Fall) endliche Anzahl von Sprungstellen auf. Wir skizzieren hier le-
diglich die grundlegenden Gedanken der Sprungprozesse; eine mathematisch rigorose
Darstellung (einschließlich Derivatebewertung) bietet z. B. [25] oder [9].
Von Merton wurde ein Jump Diffusion-Prozess für Aktienkurse verwendet (vgl. [30]):

dSt
St−

= (r− q− λ ·m)dt + σdWt + (eJ − 1)dNt,

St− = lim
u→t,u<t

Su (t > 0), S0− := S0.

Hierbei ist r der risikolose (konstante) Zinssatz, q die Dividendenrendite der Aktie,
λ > 0 der Erwartungswert der Anzahl der Sprünge pro Jahr, J eine normalverteilte Zu-
fallsvariable und m der Erwartungswert der (relativen) Sprunghöhe (jeweils bzgl. des
Martingalmaßes). Ferner ist (Wt)t≥0 ein Wiener-Prozess und (Xt)t≥0 ein davon stochas-
tisch unabhängiger sog. Poisson-Prozess.
Ein Poisson-Prozess (Xt)t≥0 ist ein stochastischer Prozess mit Xt ∈ N0 für alle t ≥ 0
und X0 = 0, dessen Pfade rechtsseitig stetig sind und der zu den zufälligen Zeitpunkten
0< τ1 < τ2 < . . . jeweils um den Wert 1 zunimmt. Zwischen zwischen Sprungzeitpunk-
ten verläuft er konstant. Die Sprungzeitpunkte folgen einer Exponentialverteilung (vgl.
Definition 2.9) mit Parameter λ > 0 und es gilt

P(Xt = n) = e−λ·t · (λ · t)n
n!

für t > 0, n ∈N0.

Für den Aktienkurs St ergibt sich aus den getroffenen Annahmen der folgende Verlauf:

1. Für t ∈ [τj;τj+1) (j ∈N0, wobei τ0 := 0) gilt

dSt = St · (r− q)dt+ St · σdWt.
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Es treten also keine Sprünge auf und der Kursverlauf folgt einer geometrischen
Brownschen Bewegung.

2. Für t = τj (j ∈N) gilt
dSt = St − St− = (eJ − 1) · St−,

d. h. es tritt ein Sprung auf mit zufälliger relativer Kursänderung der Größe

dSt/St− = eJ − 1 ∈ (−1;∞).

Man kann zeigen, dass der zufällige Aktienkurs St unter demMartingalmaß die folgen-
de Darstellung besitzt:

St = S0 +
∫ t

0
Su · (r− q− λ ·m) du+

∫ t

0
Su dWu +

Xt

∑
j=1

Stj− · (eJ − 1).

Der Erwartungswert der Anzahl der Sprünge ist gegeben durch

E(Xt) =
∞

∑
n=1

n · e−λ·t · (λ · t)n
n!

= e−λ·t ·
∞

∑
n=1

(λ · t)n
(n− 1)!

= λ · t · e−λ·t ·
∞

∑
n=1

(λ · t)n−1

(n− 1)!
= λ · t.

Um mit diesem Modell Derivate bewerten zu können, ist zunächst eine Kalibrierung
der Modellparameter erforderlich. Das bedeutet, dass die Parameter des Modells so zu
wählen sind, dass die beobachtbaren Preise börsengehandelter Derivate möglichst gut
getroffen werden. Die Kalibrierung wird typischerweise an börsengehandelten Aktien-
optionspreisen vorgenommen. Dazu muss jedoch geklärt werden, wie sich der theore-
tische Barwert einer Option im Merton-Modell formelmäßig darstellt.
Für eine Europäische Call-Option mit Fälligkeit in T > 0 auf eine Aktie ergibt sich für
den in t = 0 gültigen Barwert

C0,Merton =
∞

∑
n=0

e−λ̄·T · (λ̄ · T)n
n!

· C0(rn,σn),

wobei hier λ̄ = λ · (1+ m) gilt und wobei C0(rn,σn) die Black-Scholes-Formel für die
Call-Option ist mit dem Zinssatz rn := r − λ · m + n · ln(1+ m)/T und der Volatilität
σn := σ2 + n · s2/T, s2 = Var(ln(eJ − 1)).

Übung 4.16 Zeigen Sie, dass im Fall m = 0 und s = 0 gilt C0,Merton = C0(r,σ).

4.10 Zinsderivate

Zinsderivate sind Derivate, die sich auf Zinssätze oder Zinsinstrumente (z. B. Anleihen)
beziehen. Neben den börslich gehandelten Zinsderivaten (Futures) gibt es zahlreiche
außerbörslich gehandelte Zinsderivate, die wir hier darstellen wollen. Im Folgenden
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nehmen die Zerobonds mit Barwerten B(t,T) die Rolle der Basisinstrumente ein, d. h.
St,i ist stets der Barwert eines Zerobonds zum Zeitpunkt t. Zerobonds werden zwar
nur selten direkt an den Märkten gehandelt, ihre Barwerte können jedoch jederzeit aus
Zinssätzen bzw. Anleihepreisen berechnet werden (vgl. Kapitel 1). Es ist FS

t die zur
Kurshistorie der Zerobonds (einer bestimmten Währung) gehörende Filtration.

4.10.1 Swaps

Ein (Zins-)Swap (von engl. to swap = austauschen) ist eine vertragliche Vereinbarung,
für eine bestimmte Laufzeit T regelmäßig Zinszahlungen auszutauschen bezogen auf
einen Nominalbetrag N, welcher nicht ausgetauscht wird. Dabei werden Zeitpunkte
t1, t2, . . . , tn−1, tn (mit Δj := Länge des Zeitintervalls zwischen tj−1 und tj gemäß Zähl-
konvention) vereinbart, wobei ein Vertragspartner jeweils in tj einen festen Zinssatz K
zahlt (das ergibt den Betrag K · N · Δj) und der andere dafür den zu Beginn der Peri-
ode [tj−1; tj] festgelegten variablen Zinssatz L(tj−1, tj−1, tj) zahlt (das ergibt den Betrag
L(tj−1, tj−1, tj) · N · Δj). Die Festlegung des variablen Zinssatzes (das Fixing) erfolgt ty-
pischerweise zwei Geschäftstage vor tj−1 am Fixing-Tag. Die Zinszahlungen erfolgen
meist nachschüssig am Ende der Periode. Aus Sicht desjenigen Vertragspartners, der
den festen Zinssatz K zahlt, spricht man von einem Payer Swap, während der Festsatz-
empfänger einen Receiver Swap hat.
Wozu ist dies gut?Wir stellen uns vor, eine Firma habe einen langfristigen Kreditvertrag
abgeschlossen mit der Verpflichtung, zu den Zeitpunkten t1, t2, . . . , tn = T jeweils einen
festen Zinssatz K bezogen auf das Nominal N zu zahlen. Nun könnte die Firma derMei-
nung sein, dass die Zinsen langfristig sinken werden, und daher statt fixer Zinsen lieber
variable Zinsen zahlen. Da der Kredit aber nicht kündbar ist, schließt die Firma mit ei-
nem anderen Kontrahenten (meist einer Bank) einen Swap ab, bei dem die Firma in tj
den variablen Zinssatz L(tj−1, tj−1, tj) zahlt und den festen Zinssatz K empfängt. Kredit
und Swap zusammen ergeben die folgenden Zahlungsverpflichtungen der Firma in tj:

−K · Δj · N︸ ︷︷ ︸
Kreditzinsen

+(K− L(tj−1, tj−1, tj)) · Δj · N︸ ︷︷ ︸
Swap-Zahlung

= −L(tj−1, tj−1, tj) · Δj · N,

d. h. im Ergebnis zahlt die Firma letztlich nur noch den variablen Zinssatz. Der Kredit
wurde also in einen Kredit mit variabler Zinsanpassung umgewandelt.

Der Barwert eines Swaps berechnet sich durch Diskontieren der künftigen Zahlungs-
ströme mittels Zerobondpreisen (Anwendung von (4.34))

B(0, t) :=
1

(1+ L(0, t))t
, t > 0; B(0,0) := 1.

Dabei wird in der Praxis oftmals das Kontrahentenrisiko bei der Wahl der Zerorates be-
rücksichtigt (vgl. die Ausführungen in Abschnitt 1.2.4 und am Ende dieses Abschnitts).
Im einfachsten Fall basiert die Diskontierung auf den Zerorates L(0, t), die für den Han-
del zwischen Banken mit guter Bonität zugrunde gelegt werden. Der Barwert aus Sicht
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des Festsatzempfängers ergibt sich zu

PVSwap =
n

∑
j=1

K · Δj · N · B(0, tj)−
n

∑
j=1

L(tj−1, tj−1, tj) · Δj · N · B(0, tj).

Wir addieren wir den Term N · B(0, tn) und ziehen diesen gleich wieder ab:

PVSwap =
n

∑
j=1

K · Δj · N · B(0, tj) + N · B(0, tn)

−
n

∑
j=1

L(tj−1, tj−1, tj) · Δj · N · B(0, tj)− N · B(0, tn).

Damit ist der Barwert des Swaps gleich der Differenz des Barwerts einer Kuponanleihe
mit Kupon K und eines Floaters (hier jeweils ohne Kreditrisiko). Wegen (1.8) ist der
Barwert des Floaters zum Zeitpunkt 0 gleich N, also haben wir insgesamt:

PVSwap =
n

∑
j=1

K · Δj · N · B(0, tj) + N · B(0, tn)− N.

Swaps werden üblicherweise so abgeschlossen, dass sie zu Beginn (in t = 0) einen Bar-
wert von 0 haben, also fair sind, wie man sagt:

PVSwap = 0 ⇐⇒ K =
1− B(0, tn)

∑
n
j=1Δj · B(0, tj)

. (4.37)

Man nennt K auch die (faire) Swap-Rate oder den (fairen) Swap-Satz.

Beispiel 4.11 Ein Unternehmen hat einen fünfjährigen Kredit mit jährlich zu zahlendem fes-
tem Zinssatz i = 4% und Nominalbetrag N = 10.000.000 aufgenommen. Die heutigen Zer-
orates seien: L(0,1) = 2%,L(0,2) = 2,2%,L(0,3) = 2,5%,L(0,4) = 2,8%,L(0,5) = 3%.Wie
kann das Unternehmen die festen Zinszahlungen in variable Zinszahlungen umwandeln?

Lösung: Das Unternehmen schließt mit einer Bank einen fünfjährigen Receiver-Swap ab. Die
faire Swap-Rate K für diesen Swap errechnet sich zu

K =
1− B(0,5)

B(0,1) + B(0,2) + B(0,3) + B(0,4) + B(0,5)
≈ 3%.

Das Unternehmen erhält bei einem fairen Swap jährlich den festen Zinssatz 3% und zahlt dafür
den jeweils aktuellen einjährigern Zinssatz an die Bank. Der Satz 3% ist geringer als die festen
Zinszahlungen aus dem Kredit. Wenn das Unternehmen einen Swap mit K = 4% abschließen
möchte, so muss es hierfür an die Bank zusätzlich den Betrag PVSwap = 475.860 zahlen.

Swaps werden in sehr großem Umfang am Kapitalmarkt gehandelt, wobei die Laufzei-
ten bis zu 50 Jahren gehen können und die Nominalbeträge mehrere hundert Millio-
nen Euro umfassen können. Der Grund für den intensiven Handel mit Swaps besteht
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darin, dass Finanzinstitutionen sie dazu nutzen, ihre Zinsänderungsrisiken (mögliche
Wertverluste aufgrund von Zinsänderungen) zu steuern. Typischerweise verfügt eine
Bank über große long Positionen von (festverzinslichen) Anleihen, deren Preis bei einem
Zinsanstieg deutlich fällt. Um sich gegen (vorübergehende) Zinsanstiege abzusichern,
kann die Bank einen Payer Swap abschließen, dessen Nominalbetrag dem Nominalbe-
trag der abzusichernden Anleihen entspricht. Soll z. B. eine Anleihe mit Nominal N,
Laufzeit T = n Jahre und jährlichen nachschüssigen Kuponzahlungen der Höhe K (zu
den Zeitpunkten 1,2, . . .T = n) abgesichert werden, so kann ein Payer Swap mit dersel-
ben Laufzeit, demselbenNominal und dem Festsatz K abgeschlossenwerden. Im Ergeb-
nis verbleiben aus Sicht der Bank die variablen Zinszahlungen, die sie aus dem Swap
empfängt, sowie die zu erhaltende Nominalrückzahlung der Anleihe. Dies entspricht
einer long Position in einem Floater. Dessen Zinsänderungsrisiko ist jedoch vergleichs-
weise gering, da der Barwert der variablen Zahlungen zu Beginn jeder Zinsperiode stets
den Wert N annimmt und nur zwischenzeitlich geringfügig schwanken kann. Der zu-
letzt erwähnte Sachverhalt ergibt sich aus dem nachfolgenden Satz:

Satz 4.16 Es seien die Zeitpunkte 0= t0 < t1 < . . . < tn = T mit tj − tj−1 ≤ 1 gegeben. Für
den aus Sicht des Zeitpunkts t ≤ tj−1 gültigen Forwardzinssatz L(t, tj−1, tj) gilt

L(t, tj−1, tj) =
1
Δj

·
(
B(t, tj−1)

B(t, tj)
− 1

)
. (4.38)

Ferner ist

EQtj

(
B(t, tj−1)

B(t, tj)

∣∣∣FS
s

)
=
B(s, tj−1)

B(s, tj)

für 0 ≤ s ≤ t ≤ tj, d. h. der Prozess
(
B(t,tj−1)

B(t,tj)

)
t∈[0;tj−1]

und folglich auch der Prozess

(L(t, tj−1, tj))t∈[0;tj−1]
ist ein Martingal unter dem Zeit-tj-Forward-Maß. Daraus ergibt sich

für den Barwert eines Floaters mit Nominal N und nachschüssigen variablen Kuponzahlungen
zu den Zeitpunkten t1, . . . , tn:

PVFloater,tj−1
= N für j ∈ {1, . . . ,n}.

Beweis Die erste Gleichung folgt sofort aus der Beziehung

B(t, tj) = B(t, tj−1) · 1
1+ Δj · L(t, tj−1, tj)

(begründen Sie diese!). Die zweite Aussage ist eine einfache Anwendung von Satz 4.12
mit St := B(t, tj−1), also S

fwd
t = B(t, tj−1)/B(t, tj). Damit haben wir

EQtj (L(t, tj−1, tj)|FS
s ) = EQtj

(
1
Δj

·
(
B(t, tj−1)

B(t, tj)
− 1

)∣∣∣FS
s

)
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=
1
Δj

·
(
B(s, tj−1)

B(s, tj)
− 1

)
= L(s, tj−1, tj),

also die Martingaleigenschaft der Forwardzinssätze.
Die dritte Aussage ergibt sich so: Der in tk zu zahlende Zinssatz des Floaters ist

L(tk−1, tk−1, tk) =
1
Δk

·
(
B(tk−1, tk−1)

B(tk−1, tk)
− 1

)
,

und der Erwartungswert dieser Größe aus Sicht von tj−1 (für j ≤ k unter dem Zeit-tk-
Forward-Maß) ist gemäß der zweiten Aussage (setze dort t := tk−1, s := tj−1) gegeben
durch

1
Δk

·
(
B(tj−1, tk−1)

B(tj−1, tk)
− 1

)
.

Der Barwert des Floaters aus Sicht von tj−1 lässt sich somit schreiben als Summe der
diskontierten Erwartungswerte der noch ausstehenden Zahlungen, also als

PVFloater,tj−1
=

n

∑
k=j

B(tj−1, tk) · 1
Δk

·
(
B(tj−1, tk−1)

B(tj−1, tk)
− 1

)
· Δk · N + B(tj−1, tn) · N

=
n

∑
k=j
(B(tj−1, tk−1)− B(tj−1, tk)) · N + B(tj−1, tn) · N

= B(tj−1, tj−1) · N = N.

Die Beziehung (4.37) stellt den Zusammenhang zwischen dem fairen Swap-Satz eines
n-jährigen Zinsswaps, den wir ab jetzt mit Kn bezeichnen wollen, und den Zerobond-
preisen her. An den Finanzmärkten bilden die Swap-Sätze Kn beim aktiven Handel von
Zinsswaps durch Angebot und Nachfrage heraus. Sie brauchen also nicht berechnet zu
werden, sondern sind jederzeit am Markt bekannt. Aus den Swap-Sätzen für alle Lauf-
zeiten tn = n,n ≥ 1 werden dann mittels (4.37) die Zerobondpreise bestimmt:

B(0, tn) =

(
1− K ·

n−1

∑
j=1

Δj · B(0, tj)
)
/(1+ Δn · Kn).

Diese Beziehung ermöglicht die sukzessive Berechnung von B(0, t1),B(0, t2), . . . ,B(0, tn)
und daraus lassen sich wiederum die Zerorates für tk ≥ 1 zurückrechnen:

L(0, tk) = B(0, tk)
−1/tk − 1 ⇐⇒ 1

(1+ L(0, tk))tk
= B(0, tk).

Durch eine Interpolation für die Zeitpunkte tk < t < tk+1 und Verwendung der Geld-
marktsätze für Laufzeiten bis ein Jahr (vgl. Kapitel 1) ergeben sich damit alle Zerorates

L(0,T), T > 0,
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welche die Zerokurve bilden. Diese Kurve ist die maßgebliche Bewertungskurve für alle
Derivate im Interbankenhandel. Sie wird auch als Swap-Zerokurve bezeichnet.

Bemerkung Die zukünftigen Zerorates sind die zum zukünftigen Zeitpunkt t> 0 gültigen
Zerorates mit Fälligkeit T > t und werden mit L(t,T) bezeichnet. Sie sind aus heutiger Sicht
zufällig. Es gilt (mit Δ := Länge des Zeitintervalls zwischen t und T) im Fall Δ ≥ 1 Jahr:

L(t,T) = L(t, t,T) = B(t,T)−1/Δ − 1.

Ein Forward-Swap ist ein heute vereinbarter Zinsswap, dessen Zinsperioden zu einem
zukünftigen Zeitpunkt t0 > 0 beginnen und bei dem die Zinszahlungen zu den Zeit-
punkten t1 < t2 < . . .< tn mit t1 > t0 erfolgen. Es sei K(t, t0, tn) der faire Swap-Satz eines
Forward-Swaps aus Sicht des Zeitpunkts 0 ≤ t≤ t0. Wir setzen speziell K(0,0, tn) := Kn.
Aus Sicht des Zeitpunktes t0 gilt bei einem Forward-Swap mit Nominal N:

0 =
n

∑
j=1

K(t0, t0, tn) · Δj · N · B(t0, tj) + N · B(t0, tn)− N.

Wir "diskontieren" diese Gleichung auf den Zeitpunkt t und erhalten

0 =
n

∑
j=1

K(t, t0, tn) · Δj · N · B(t, tj) + N · B(t, tn)− N · B(t, t0)

⇐⇒ K(t, t0, tn) =
B(t, t0)− B(t, tn)
∑
n
j=1Δj · B(t, tj)

. (4.39)

Es ist K(t, t0, tn) ist der Forward-Swap-Satz. Beachten Sie, dass hier t0 > 0 gilt.

Neben den bisher behandelten Standard-Zinsswaps gibt es zahlreiche weitere Varian-
ten von Swap-Geschäften am Kapitalmarkt:

Swaps mit variablem Nominalbetrag sind Zinsswaps mit zeitveränderlichem Nomi-
nalbetrag. Sie werden zur zinsmäßigen Absicherung von Krediten benötigt, deren No-
minalbetrag sich im Laufe der Zeit aufgrund von Tilgungsleistungen reduziert. Bei
ansteigendem Nominalbetrag spricht man auch von Step-up-Swaps.

Übung 4.17 Wie lautet die Formel für den fairen Swap-Satz Kn eines n-jährigen Swaps mit
Nominalbeträgen N1, . . . ,Nn in den Jahren 1, . . . ,n?

Basisswaps beinhalten den Austausch von verschiedenen variablen Zinssätzen in einer
Währung, z. B. Dreimonatszinssatz gegen Sechsmonatszinssatz.

In-Arrears-Swaps zeichnen sich dadurch aus, dass der Zeitpunkt der Festlegung des va-
riablen Zinssatzes und der Zahlung diese Zinssatzes zusammenfallen, im Unterschied
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zu gewöhnlichen Swaps, wo der Zinssatz am Periodenbeginn festgelegt und am Peri-
odenende gezahlt wird.

Bei Overnight-Index-Swaps erfolgt ein Austausch einer Festsatzzahlung gegen eine
variable Zinszahlung auf Basis von Tagesgeldzinssätzen. Bei Geschäftsabschluss wird
zunächst der Festsatz, das Nominalvolumen und die Laufzeit T > 0 vereinbart. Der va-
riable Zinssatz r wird im Nachhinein aus den während der Laufzeit des Swaps täglich
ermittelten Tagesgeldsätzen ("overnight"-Sätze) als Durchschnitt berechnet. Am Ende
der Laufzeit findet eine Differenzzahlung statt, die aus dem Unterschied zwischen r
und dem Festsatz, bezogen auf die Laufzeit und das Nominalvolumen, resultiert. Die
Berechnung von r beinhaltet Zinsezinseffekte:

r =

(
T

∏
i=0
(1+ (ri · Δti)/360)− 1

)
· 360/T.

Es sind ri die gefixten Tagesgeldsätze und Δti deren Gültigkeitsdauer, z. B. Δti = 3 bei
Wochenenden (alle Zeiten werden in Tagen gemessen).

Asset Swaps sind Swaps mit Laufzeit T > 0, bei denen eine Partei einen fixen Kupon
(der dem Kupon einer bestimmten Anleihe mit Laufzeit T entspricht) zahlt und die
andere Partei den variablen Zinssatz plus einem Spread s (Asset Swap Spread), jeweils
bezogen auf einen Nominalbetrag. Der Zahler des fixen Kupons möchte damit die Zins-
änderungsrisiken aus der Anleihe, die er besitzt, absichern; vgl. auch Abschnitt 4.12.6.

Constant-Maturity-Swaps (CMS) sind Zinsswaps, bei denen auf der variablen Seite
für das Intervall [tj−1; tj] jeweils ein in tj−1 neu festzulegender aktueller Swap-Satz
K(tj−1, tj−1, tj−1 +m) mal einem Faktor x gezahlt wird, wobei tj−1 +m > tj gilt. Bspw.
könnte ein CMS mit n-jähriger Laufzeit mit Nominal N wie folgt ausgestaltet sein: Auf
der fixen Seite jeweils jährliche Zahlung von K(0,0, tn) · N (wie beim Standard-Swap),
auf der variablen Seite jährliche nachschüssige Zahlung von 0,8 · K(tj−1, tj−1, tj−1 + 5) ·
N (fünfjähriger Swap-Satz). Die Größe x heißt auch Partizipationsrate. Die Bewertung
von CMS ist weitaus schwieriger als die Bewertung der sonstigen Swap-Arten.

Bei Währungsswaps werden Zinszahlungen und Nominalbeträge in zwei verschiede-
nen Währungen zwischen den Vertragspartnern getauscht. Zu Beginn der Laufzeit er-
folgt der erste Nominaltausch (entsprechend dem aktuellen Wechselkurs), dann gibt es
regelmäßige Zinszahlungen und zum Ende der Laufzeit werden die Nominalbeträge
zum selben Kurs wie am Anfang wieder zurück getauscht.

Beispiel 4.12 Ein amerikanisches Unternehmen A kann sich zu 5% einen zehnjährigen USD-
Kredit am Heimmarkt beschaffen, benötigt aber einen Euro-Kredit. Ein europäisches Unterneh-
men E kann sich zu 4,5% einen zehnjährigen Euro-Kredit beschaffen, möchte aber einen USD
Kredit aufnehmen. Aufgrund verschiedener Rahmenbedingungen (z. B. steuerliche Situation)
ist es für A nicht möglich, sich zu den selben Bedingungen wie das Unternehmen E in Euro zu
refinanzieren: der anzusetzende Zinssatz wäre höher als 4,5%. Enstsprechend müsste die Firma
E am amerikanischen Markt mehr als 5% zahlen. Es bietet sich folgende Lösung an: E nimmt
einen Euro-Kredit auf und A einen USD-Kredit. Dann vereinbaren beide einen zehnjährigen
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Währungsswaps. Dabei zahlt E an A in t0 = 0 den Euro-Nominalbetrag NEuro und erhält dafür
den USD-Betrag NDollar. Zu den Zeitpunkten ti zahlt A den Zinssatz 4,5% und E den Zins-
satz 5%, jeweils bezogen auf den Nominalbetrag. Am Laufzeitende werden die Nominalbeträge
jeweils wieder zurüchkgezahlt. Damit hat jedes der beiden Unternehmen von den Refinanzie-
rungsvorteilen des anderen profitiert.

Die Bewertung eines Währungsswaps zwischen zwei Banken, die jeweils auf Basis der
Swap-Zerokurve in ihrer Heimatwährung kalkulieren, ist:

PVWährungsswap =
n

∑
k=1

Δk · Zk,W1

(1+ L(0, tk)W1)tk
− S0 ·

n

∑
k=1

Δk · Zk,W2

(1+ L(0, tk)W2)tk
,

wobei hier die Zinszahlungen inWährungW1 empfangen werden und inWährungW2
gezahlt werden. Zk,W steht jeweils für die Zahlungen (Nominal und Zinsbeträge) und
S0 ist der Wechselkurs (Wert einer Einheit von W2 in W1). Der Nominaltausch in t0
braucht nicht berücksichtigt zu werden, da sein Marktwert gleich 0 ist.

Vom Währungsswap zu unterscheiden ist der Devisenswap (FX Swap; FX für engl.
foreign exchange), der eine Kombination aus einem Devisenkassageschäft (Devisenge-
schäft mit sofortiger Abwicklung) und einem Devisentermingeschäft darstellt. Dabei
werden zwei Währungen in t0 gegeneinander zum aktuellen Kurs getauscht und zu ei-
nem späteren Zeitpunkt wieder (dann zumDevisenterminkurs aus Sicht von t0) zurück
getauscht; es fließen keine Zinszahlungen.

Zinswährungsswaps beinhalten einen Tausch von verschiedenen Zinssätzen (fix gegen
variabel) in verschiedenen Währungen, wiederum mit Nominaltausch. Bspw. könnte
der Dreimonats USD-Zinssatz gegen den fünfjährigen Euro-Zinssatz getauscht werden.

Bei Equity Swaps wird der regelmäßige Austausch der Gesamtrendite (Dividenden
und Kursverändeurngen) eines (Aktien-) Index gegen feste oder variable Zinszahlun-
gen vereinbart. Der Zahler der Gesamtrendite muss dabei Kursgewinne an den Swap-
Partner zahlen, während er Kursverluste erstattet erhält. Die Motivation besteht darin,
dass ein Inhaber eines großen Aktienportfolios dieses (vorübergehend) gegen Kursver-
luste absichern möchte und daher mit einem Equity Swap die Kursveränderungen ge-
gen (risikolose) variable Zinszahlungen eintauscht.

Am Kapitalmarkt werden auch Optionen auf Swaps häufig gehandelt. Eine (Euro-
päische) Swaption ist eine Option, zu einem künftigen Zeitpunkt T in einen Zins-
swap als Festsatzzahler (bei einer Payer-Swaption) oder als Festsatzempfänger (bei
einer Receiver-Swaption) einzutreten, wobei der Zinsswap in t0 = T beginnt und die
Zahlungszeitpunkte t1 < t2 < . . . < tn hat. Der Swap-Satz K wird bei Abschluss der
Swaption vereinbart (Strike der Option). Besonders wichtig sind at-the-money (ATM)-
Swaptions, bei denen der Strike K dem fairen Forward-Swap-Satz entspricht, d. h.
K = K(0, t0, tn) gilt. ATM-Swaptions werden in den Hauptwährungen aktiv gehandelt,
jeweils für unterschiedliche Optionslaufzeiten T und unterschiedliche Swap-Laufzeiten
tn − t0. Dementsprechend können die zugehörigen impliziten Swaption-Volatilitäten
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σT,tn−t0 aus den bekannten Marktpreisen der Swaptions berechnet werden, sofern ein
Swaption-Bewertungsmodell zur Verfügung steht. Das Standard-Modell zur Bewer-
tung von Europäischen Swaptions ist das Black-76-Modell. Wir betrachten zunächst
die Auszahlungsfunktion einer Payer-Swaption auf einen Swap mit Nominal M:

M ·max{K(t0, t0, tn)− K,0} ·
n

∑
i=1

Δi · B(t0, ti) (4.40)

Es gibt zwei Möglichkeiten zur Ausübung einer Swaption bei Fälligkeit in T: Beim cash
settlement wird der innere Wert (also die o. g. Auszahlungsfunktion im Falle eines
Payer-Swaps) an den Optionsinhaber gezahlt, sofern eine Ausübung erfolgt. Beim phy-
sical settlement treten beide Parteien im Falle der Ausübung in einen Zinsswap ein, bei
dem der Optionsinhaber den vereinbarten Festzinssatz K erhält. Aus Sicht des Options-
inhabers hat dieser Swap zum Zeitpunkt T den Barwert (4.40).

Übung 4.18 Überlegen Sie sich, wie die Auszahlungsfunktion (4.40) zustande kommt.

Zur Herleitung der Swaption-Bewertungsformel verwenden wir einen neuen Numé-
raire (Nt)t≥0 mit

Nt :=
n

∑
i=1

Δi · B(t, ti), t ≤ t0.

Beachten Sie, dass Nt der Barwert einer Summe (also eines Portfolios) von Zerobonds
ist – damit handelt es sich um den positiven Barwert eines Portfolios aus Basisinstru-
menten, die keine Kupon- oder Dividendenausschüttungen leisten, d. h. es liegt in der
Tat ein zulässiger Numéraire vor. Die Verwendung dieses Numéraires wird bei der Be-
wertung der Swaption klar werden – es wird sich nämlich zeigen, dass der Numéraire
sich gegen den Summenterm in der Formel (4.40) gerade weg kürzt.
Das im arbitragefreien, vollständigen Markt zum Numéraire gehörende eindeutige
Martingalmaß heißt das sog. Swap-Maß QN . Mit diesen Größen lautet der Modellie-
rungsansatz:

ln(K(t0, t0, tn)/K(0, t0, tn)) ist unter QN normalverteilt gemäß N(0,σ2 · t0). (4.41)

Wie kommt dieser Ansatz zustande? Zunächst kann man empirische Befunde heranzie-
hen, welche zeigen, dass logarithmische Zinsänderungen (ebenso wie logarithmische
Aktienkursänderungen) in etwa als lognormalverteilt angesehen werden können. Da-
mit erscheint es sinnvoll, für ln(K(t0, t0, tn)/K(0, t0, tn)) eine Normalverteilung vorzu-
geben. Die Varianz dieser Normalverteilung ist im allgemeinsten Fall von der Form∫ t0

0
σ2(u)du,

mit einem zeitabhängigen Term σ(u). Während bei den später zu behandelnden Zins-
strukturmodellen für σ(u) unterschiedliche Ansätze gewählt werden, betrachten wir
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hier zunächst den einfachsten Fall eines konstanten Volatilitätsterms, σ(u) = σ, so dass
der Varianzterm also σ2 · t0 lautet.
Es verbleibt die Wahl des Erwartungswertes der Normalverteilung. Nun hatten wir in
Satz 4.16 gesehen, dass die Forwardzinssätze L(t, tj−1, tj) einen Martingal-Prozess bil-
den. Mit sehr ähnlichen Argumenten kann man sich davon überzeugen, dass auch die
Forward-Swap-Sätze unter dem Swap-Maß QN Martingale sind, dass also für s≤ t< t0
gelten muss

EQN

(
K(t, t0, tn)
K(0, t0, tn)

∣∣∣FS
s

)
=

K(t, t0, tn)
K(0, t0, tn)

.

Aufgrund der Lognormalverteilungsannahme haben wir die Darstellung

K(t0, t0, tn)/K(0, t0, tn) = eZt0 , (4.42)

wobei Zt0 wiederum normalverteilt ist mit Varianz σ2 · t0 und noch nicht bestimmtem
Erwartungswert. Die Martingaleigenschaft erzwingt jedoch wegen Satz 4.8, dass es für
den Erwartungswert nur eine mögliche Wahl gibt, nämlich

E(Zt0) = −0,5 · σ2 · t0.

Bilden wir schließlich in Gleichung (4.42) den Logarithmus auf beiden Seiten, so folgt
unter Anwendung von Satz 4.3 die Aussage (4.41). Beachten Sie, dass das Fixing von
K(t0, t0, tn) in der Regel zwei Geschäftstage vor t0 erfolgt, so dass in (4.41) der Term t0
bei der Varianz streng genommen entsprechend zu korrigieren wäre.

Übung 4.19 Der heute am Markt beobachtbare Forward-Swap-Satz für t0 = 1, tn = 5 sei
3,5%. Welcher Forward-Swap-Satz für diesen Zeitraum ist in einem halben Jahr zu erwar-
ten, wenn man mit dem Swap-Maß arbeitet? Wie ist die Verteilung des Forward-Swap-Satzes
K(0,5;1;5) unter dem Forward-Swap-Maß und mit welcher Wahrscheinlichkeit ist mit einem
Anstieg des Forward-Swap-Satzes zu rechnen?

Jetzt erhalten wir die Black-76-Formel für Europäische Swaptions:

Satz 4.17 (Barwert einer Receiver-Swaption im Black-76-Modell)
Der Barwert einer Europäischen Receiver-Swaption mit Nominal M und Fälligkeit in t0 unter
dem Ansatz (4.41) ist

PVSwaption = M ·
n

∑
i=1

Δi · B(0, ti) · (K(0, t0, tn) ·Φ(d1)− K ·Φ(d2)), (4.43)

wobei gilt d1,2 = (ln(K(0, t0, tn)/K)± 0,5 · σ2 · t0)/(σ · √
t0). Der Varianzterm σ2 ist definiert

durch σ2 = Var(ln(K(t0, t0, tn)/K(0, t0, tn))/
√
t0).
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Beweis Unter dem Maß QN gilt

PVSwaption = N0 · EQN

(
(M ·max{K(t0, t0, tn)− K,0} ·

n

∑
i=1

Δi · B(t0, ti))/Nt0
)

= M ·
n

∑
i=1

Δi · B(0, ti) · EQN (max{K(t0, t0, tn)− K,0})

= M ·
n

∑
i=1

Δi · B(0, ti) · (K(0, t0, tn) ·Φ(d1)− K ·Φ(d2)).

Übung 4.20 Führen Sie die Berechnung des Erwartungswerts im Satz durch. Sie können sich
dabei eng an der Herleitung von (4.23) orientieren!

Die dargestellte Bewertungsformel wird in der Praxis häufig verwendet. Als wichti-
ge Inputgrößen verwendet sie implizite Volatilitäten, die am Markt allerdings nur für
ATM-Swaptions zur Verfügung stehen. Für Swaptions, die nicht ATM sind, ist eine An-
passung der ATM-Volatilitäten erforderlich. Dies ist bei langlaufendem Optionen mit
einem nicht unerheblichenModellrisiko verbunden, da eine Unsicherheit über die wert-
bestimmenden Parameter und damit den Swaption-Wert besteht.

Übung 4.21 Bewerten Sie eine zweijährige ATM-Swaption auf einen dreijährigen Swap mit
Nominal M = 100Mio. unter der Annahme L(0, t) = 3% für alle Laufzeiten und σ2,3 = 15%.
Wie wirkt sich eine Erhöhung der Volatilität auf 20% auf den Wert aus?

Ein weitere wichtige Art von Swaptions sind die Bermudan Swaptions, die zu mehre-
ren möglichen Zeitpunkten (einmalig) ausgeübt werden können. Diese sind mit dem
Black-76-Modell nicht mehr bewertbar und erfordern die aufwendigeren Zinsstruktur-
modelle (siehe Beispiel 4.18).
Swaptions spielen eine wichtige Rolle bei der Absicherung von Zinsrisiken aus künd-
baren Anleihen. Bei einer kündbaren Anleihen hat der Emittent zu bestimmten Zeit-
punkten das Recht, die Anleihe von den Investoren zu einem vor festgelegten Kurs
(z. B. 100% bezogen auf den Nominalwert) zurückzukaufen. Dieses Recht wird er
typischerweise dann ausüben, wenn die Anleihekupons am Markt im Laufe der Zeit
gesunken sind, und daher die Möglichkeit besteht, sich durch Emission neuer Anleihe
zu günstigeren Konditionen (also niedrigeren Kupons) zu refinanzieren. Aus Sicht der
Investoren stellt dies ein Risiko dar, da die Anleihe zum Zeitpunkt der Kündigung ei-
ne im Vergleich zu den dann gesunkenen Anleihekupons attraktive Investition darstellt
und somit einen hohen Kurs (über 100%) aufweist.
Wir betrachten eine Kuponanleihe mit Laufzeit tn = T > 1 und jährlichen nachschüs-
sigen festen Kuponzahlungen der Höhe C. Diese Anleihe sei einmalig kündbar (zum
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Zeitpunkt t0 = 1), unmittelbar nach der nächsten Kuponzahlung, die in t0 = 1 stattfin-
de. Das Kündigungsrecht entspricht offenbar einer Europäischen Call-Option auf die
Anleihe mit Fälligkeit in t0 = 1 und Strike K = 100. Die Auszahlungsfunktion lautet bei
einem Nominalbetrag von N = 100:

max{PV1 − 100,0} (PV1 = Anleihepreis in t0 = 1).

Nun wird die Anleihe aus heutiger Sicht (t = 0) zum Zeitpunkt t0 den Kurs 100 haben,
wenn der Kupon dem (aus heutiger Sicht) fairen Kupon für die Zeit von t0 bis tn ent-
spricht. Dieser faire Zinssatz ist nichts anderes als der Forward-Swap-Satz K(t0, t0, tn)
plus einem von der Bonität des Emittenten (und anderen Faktoren) abhängigen Cre-
dit Spread s%. Bezeichnet Δi die Länge des Zeitraums zwischen ti−1 und ti gemäß der
Zählkonvention (vereinfachend Δi := 1 bei jährlichen Kuponzahlungen), so gilt in t0:

100 =
n

∑
i=1
(K(t0, t0, tn) + s%) · 100 · Δi · B(t0, ti) + 100 · B(t0, tn).

Wegen PV1 = ∑
n
i=1C · Δi · B(t0, ti) + 100 · B(t0, tn) können wir damit die Auszahlungs-

funktion der Call-Option auch in der Form

max{PV1 − 100,0} = 100 ·max{(C%− s%)− K(t0, t0, tn),0} ·
n

∑
i=1

Δi · B(t0, ti)

schreiben. Dies ist aber gerade die Auszahlungsfunktion einer Receiver-Swaption mit
Nominal M = 100 und Strike K = C%− s%! Wir können allgemein festhalten:

Satz 4.18 (Barwert einer Europäischen Anleiheoption im Black-76-Modell)
Der Barwert einer Europäischen Call-Option mit Fälligkeit in t0, die sich auf eine Kuponanleihe
mit Fälligkeit T > t0 bezieht, wobei die Kuponzahlungen C jeweils nachschüssig in ti erfolgen
(i ∈ {1, . . . ,n}) und der Nominalbetrag gleich 100 ist, entspricht dem Barwert einer Receiver-
Swaption mit Fälligkeit in t0 mit Strike K = C% − s% (s wie oben). Die Zahlungszeitpunkte
der fixen Seite des Swaps stimmen mit den Zahlungszeitpunkten der Anleihe überein. Es gilt

PVAnleiheoption = 100 ·
n

∑
i=1

Δi · B(0, ti) · (K ·Φ(−d2)− K(0, t0, tn) ·Φ(−d1)), (4.44)

wobei d1,2 = (ln(K(0, t0, tn)/K)± 0,5 · σ2 · t0)/(σ · √
t0).

Übung 4.22
1. Begründen Sie die Aussage PVReceiver Swaption − PVPayer Swaption = PVForward Receiver Swap, so-
fern die beiden Swaptions identisch ausgestaltet sind und wobei der feste Swap-Satz des
Forward-Swaps gleich dem Strike K der beiden Optionen ist.

2. Leiten Sie mit Hilfe der 1. Aussage und mit (4.43) die Bewertungsformel für eine Europäische
Receiver Swaption und damit für eine Europäische Call-Option auf eine Kuponanleihe her.
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Risikoabsicherung mit Zinsderivaten

Aus dem bisher Gesagten ergibt sich, dass eine long Position in einer kündbaren Anlei-
he bzgl. des Optionsrechts gerade einer short Position in einer Anleihe Call-Option und
daher einer short Position in einer Receiver Swaption entspricht. Daher kann die künf-
tige Wertänderung (das Zinsänderungsrisiko) einer long Position in einer kündbaren
Anleihe dadurch abgesichert werden, dass eine entsprechende Gegenposition in Form
einer long Position in einer Receiver Swaption eingegangen wird. Entsprechendes gilt
auch für mehrfach kündbare Anleihen (z. B. jährliches Kündigungsrecht des Emitten-
ten), die durch long Positionen in Bermudan Receiver Swaptions abgesichert werden.
Dies erklärt die Bedeutung des Swaption-Marktes.
Swaps und Swaptions werden auch zur Risikoabsicherung von weitaus komplexeren
Zinsprodukten des Kapitalmarktes eingesetzt. Die Grundidee ist dabei die folgende:
Eine komplex strukturierte Kapitalmarktanleihe mit zeitveränderlichem Kupon und
verschiedenen Optionsrechten soll in ihrer Wertentwicklung durch "einfache Baustei-
ne", also Swaps und Swaptions, nachgebildet werden. Dies bedeutet, dass ein geeig-
netes Portfolio (Hedge-Portfolio) aus Swaps und Swaptions aufgebaut wird, dessen
Zusammensetzung kontinuierlich neu ausgerichtet wird (eine Portfoliostrategie), mit
der Eigenschaft, dass die Wertentwicklung dieses Portfolio immer genau gegenläufig
zur Wertentwicklung der komplex strukturierten Anleihe verläuft. Damit werden Ver-
lustrisiken dann abgesichert. Das Ganze funktioniert nur, weil der Markt für Swaps und
Swaptions (in den wichtigsten Währungen) sehr liquide ist, und damit jederzeit die ge-
wünschten Derivate gehandelt werden können.
Um das Hedge-Portfolio bestimmen zu können, werden wie bei Aktienoptionen sog.
Sensitivitäten (in Form von Ableitungen) benötigt, und zwar bzgl. der Swap-Sätze für
die verschiedenen Laufzeiten und bzgl. der impliziten Swaption-Volatilitäten. Diese
Sensitivitäten werden für die abzusichernde Position und für die verwendeten Absi-
cherungsinstrumente (Swaps und Swaptions) berechnet, um dann eine Gesamtposition
zu bilden, deren Sensitivitäten in Bezug auf alle Marktparameter (nahezu) 0 ist. Letztere
reagiert kaum noch auf Marktänderungen und ist insofern risikolos.
Wir betrachten als Beispiel die Sensitivität eines Receiver-Swaps mit Laufzeit n Jahre
gegenüber dem n-jährigen Swap-Satz K = Kn. Es gilt (bei einem Nominal von 1):

∂PVSwap

∂Kn
=

n

∑
i=1

Δi · B(0, ti).

Diese Größe wird auch Price Value of a Basis Point (PVBP) genannt.
Die Risikoabsicherung mit Sensitivitäten heißt dynamisches Hedging und sie erfordert
ausgefeilte Modellierungsansätze. Vor allem die Absicherung von Volatilitätsrisiken
bei komplexen Optionen mittels Sensitivitäten beruht auf umfassenderen Modellen als
dem Black-76-Modell. Dies ist der Ausgangspunkt der Zinsstrukturmodelle.

Kontrahentenrisiko

Beim Handel mit (Zins-)Derivaten besteht grundsätzlich das Risiko, dass der Vertrags-
partner (der Kontrahent) ausfällt und damit die vereinbarten Zahlungen nicht fließen.
Dieses Kontrahentenrisiko ist umso größer, je länger die Laufzeit der Derivate ist. Ei-
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ne Möglichkeit der Reduzierung des Kontrahentenrisikos besteht darin, regelmäßig Si-
cherheitsleistungen in Form von Bargeld unter den Kontrahenten auszutauschen, die
den entstandenen Ausfall der Zahlungen ggf. ausgleichen (sog. cash collateral). Diese
Form der regelmäßigen Besicherung heißt auchmargining. Mit dem Beginn der Finanz-
marktkrise 2007 haben Finanzinstitute damit begonnen, bei der Bewertung sämtlicher
Derivate zu unterscheiden zwischen Verträgen mit und ohne Besicherung. In beiden
Fällen werden die Zinssätze zur Diskontierung künftiger Zahlungsströme an das beste-
hende Kontrahentenrisiko angepasst. Einen sehr guten Überblick zur Bewertung von
Derivaten mit und ohne Besicherung gibt [35].
Darüber hinaus können Ausfallrisiken durch Kreditderivate abgesichert werden – dar-
auf werden wir später eingehen.

Beispiel 4.13 Exposure aus Derivaten
Bank A schließt mit Bank B einen zehnjährigen Zinsswap ab, bei dem zum Zeitpunkt 0 der faire
zehnjährige Swap-Satz K10 = 4% vereinbart wird, wobei A der Festzinszahler ist. Zu Beginn
hat der Swap einenMarktwert von 0. Nach einem Jahr betrage der Swap-Satz für einen neunjäh-
rigen Swap 4,5%. Aus Sicht von Bank A hat damit der Swap einen positiven Marktwert, denn
A zahlt 4% über die verbleibenden 9 Jahre, obwohl nach aktueller Marktlage 4,5% fair wären.
Bei der Bewertung des Swaps kann A so vorgehen, dass die verbleibenden festen und variablen
Zinszahlungen diskontiert werden. Eine andere Möglichkeit besteht darin, den Barwertvorteil,
also die Differenz zwischen dem fairen Satz 4,5% und dem vereinbarten Satz 4% bezogen auf
das Nominal über die verbleibenden 9 Jahre zu diskontieren. Beide Verfahren liefern denselben
positiven Marktwert aus Sicht von A. Dieser psoitive Marktwert kann aber nur dann realisiert
werden, wenn Bank B nicht ausfällt. Sollte B ausfallen, so wäre der Swap hinfällig und A müsste
einen neuen Swap amMarkt abschließen, wofür dann der höhere Satz 4,5% zu zahlen wäre. Der
positive Marktwert des Swaps, also die Tatsache, dass A eine Forderung gegenüber B in Höhe
des Marktwertes hat, wird auch als Exposure bezeichnet.

4.10.2 Caps und Floors

Caps und Floors sind weitere wichtige Zinsderivate. Nehmen wir an, eine Firma hat
einen variabel verzinslichen Kredit aufgenommen, d. h. die Zinsen werden in jeder Peri-
ode [tj−1; tj] der Laufzeit (t0 = 0 bis t = tn = T) neu festgelegt. Die zum Zeitpunkt tj zu
leistende Zinszahlung beträgt dann (bei einem Nominal von N und einfacher Verzin-
sung in jeder Periode):

Zinstj = N · L(tj−1, tj−1, tj) · Δj,

wobei Δj die Länge des Zeitintervalls zwischen tj−1 und tj gemäß Zählkonvention ist.
Für die Firma besteht das Risiko, dass die Zinsen L(tj−1, tj−1, tj) im Laufe der Zeit immer
weiter ansteigen. Sie kann sich dagegen absichern, indem siemit einem anderen Kontra-
henten (typischerweise einer Bank) einen Cap abschließt. Dieser besteht aus einer Serie
von Auszahlungen in den Zeitpunkten t2, t3, . . . , tn (nicht t1!), wobei die Auszahlungen
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die Höhe
N · Δj ·max{L(tj−1, tj−1, tj)− K,0}

haben (K ist der festgelegte Strike, die Cap-Rate, es handelt sich um einen Zinssatz).
Ausgezahlt wird also jeweils die (positive) Differenz zwischen dem zu Beginn jeder
Periode neu festgestellten Zinssatz L(tj−1, tj−1, tj) und einem im Vorhinein festgeschrie-
benen Zinssatz K, bezogen auf das Nominal N und die Periodenlänge Δj.

Verlauf L(tj−1, tj−1, tj)

Abbildung 31: Zahlungen eines Caps

Aus Sicht der Firma lauten die Zahlungen in tj dann:

1. Falls L(tj−1, tj−1, tj) < K, so zahlt die Firma den Kreditzinssatz L(tj−1, tj−1, tj) (weni-
ger als K) und erhält nichts aus dem Cap.

2. Falls L(tj−1, tj−1, tj) ≥ K, so zahlt die Firma den Kreditzinssatz L(tj−1, tj−1, tj) (min-
destens K) und erhält die Zinsdifferenz L(tj−1, tj−1, tj)− K aus dem Cap: Insgesamt
zahlt die Firma also in diesem Fall den Zinssatz K!

Aus beiden Fällen folgt: die Firma muss höchstens den Zinssatz K bezogen auf den No-
minalbetrag N in jeder Periode zahlen. Damit ist das Zinsrisiko begrenzt!
Was ist der Preis eines Caps? Der Cap ist die Summe aller Auszahlungen

N · Δj ·max{L(tj−1, tj−1, tj)− K,0}
für j= 2,3, . . . ,n. Eine solche Auszahlung ist zufällig und lässt sich als Europäische Call-
Option auf den Zinssatz L(tj−1, tj−1, tj) interpretieren; sie heißt auch Caplet.

Beispiel 4.14 Ein Unternehmen hat einen Kredit über 10 Mio. Euro mit halbjährlicher va-
riabler Verzinsung und einer Laufzeit von 2 Jahren aufgenommen. Der für das erste halbe Jahr
festgelegte Zinssatz beträgt 3%. Das Unternehmen möchte sicherstellen, dass die maximale halb-
jährliche Zinsbelastung in den nächsten zwei Jahren nicht größer als 3% bezogen auf die Kredit-
summe ist. Welches Zinsderivat muss das Unternehmen abschließen?
Lösung: Das Unternehmen muss einen Cap mit Laufzeit zwei Jahren und Cap-Rate K = 3%
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abschließen, wobei der Cap aus drei Caplets besteht. Dabei bezieht sich das erste Caplet auf
den Zinssatz L(0,5; 0,5; 1) (Fälligkeit in einem Jahr), zweite Caplet dann auf den Zinssatz
L(1; 1; 1,5) (Fälligkeit in 1,5 Jahren) und das dritte Caplet auf den Zinssatz L(1,5; 1,5; 2) (Fäl-
ligkeit in 2 Jahren). Falls für einen künftigen Zinssatz L(tj−1, tj−1, tj) gilt: L(tj−1, tj−1, tj) >
3%, so entsteht im Zeitpunkt tj+1 für das Unternehmen die folgende Situation:

1. Zahlungsverpflichtung in Höhe von 10Mio. · 0,5 · L(tj−1, tj−1, tj) aus dem Kredit.
2. Zahlungseingang aus dem j−ten Caplet in Höhe von 10Mio. · 0,5 · (L(tj−1, tj−1, tj)− 3%).

Die maximale halbjährliche Zahlung ist also 10Mio. · 0,5 · (−3%) = −150.000 Euro.

Das Gegenstück zu einem Cap ist ein sog. Floor, der wiederum aus einer Serie von
Floorlets besteht. Dabei handelt es sich um Europäische Put-Optionen auf den varia-
blen Zinssatz L(tj−1, tj−1, tj)mit Auszahlungsfunktion

N · Δj ·max{K− L(tj−1, tj−1, tj),0}
am Ende jeder Periode [tj−1; tj], j ∈ {2, . . . ,n}. Ein Floor dient zur Absicherung einer
variabel verzinslichen Geldanlage gegen fallende Zinsen. Der Käufer des Floors erzielt
zusammen mit der Geldanlage in jeder Periode mindestens den Zinssatz K.
Die Periodenlänge von tj−1 bis tj ist meist 3 Monate oder 6 Monate für alle Perioden.

Übung 4.23 Begründen Sie anhand der Auszahlungsfunktionen, dass die Kombination aus
einem long Cap bzw. einem short Floor mit identischer Ausstatttung einer Serie von Zahlungen
der Höhe N · Δj · L(tj−1, tj−1, tj) zu den Zeitpunkten t2, t3, . . . , tn entspricht.

Die Bewertung eines Caps bzw. Floors erfolgt durch die Bewertung aller Caplets bzw.
Floorlets. Letztere wiederum basiert auf Satz 4.16: Für die Auszahlung am Ende der
Periode [tj−1; tj] verwenden wir das Zeit-tj-Forward-Maß Qtj . Unter diesemMaß ist der
Prozess (L(t, tj−1, tj))t∈[0;tj−1]

ein Martingal. Unterstellen wir, dass die Änderungen der

Forwardzinssätze lognormalverteilt sind, so folgt mir einer analogen Überlegung wie
bei der Bewertung von Swaptions (wiederum mit Satz 4.8) die Aussage

ln(L(tj−1, tj−1, tj)/L(0, tj−1, tj)) ist unter Qtj normalverteilt gemäß N(0,σ2 · tj−1).
(4.45)

Das Fixing von L(tj−1, tj−1, tj) findet in der Regel zwei Geschäftstage vor tj−1 statt, so
dass der Faktor tj−1 bei der Varianz streng genommen anzupassen wäre. Berechnen wir
nun den heutigen Wert der Auszahlung eines Caplets bzw. Floorlets unter dem Maß
Qtj , so können wir wegen (4.34) schreiben (im Falle des Caplets):

PVCaplet = B(0, tj) · EQtj (N · Δj ·max{L(tj−1, tj−1, tj)− K,0})
= B(0, tj) · N · Δj · EQtj (L(tj−1, tj−1, tj)− K,0}),
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und dieser Erwartungswert berechnet sich wiederum ganz entsprechend der Vorge-
hensweise bei der Herleitung von (4.23). Wir erhalten:

Satz 4.19 (Barwert eines Caps bzw. Floors im Black-76-Modell)
Der Barwert eines Caplets bzw. Floorlets mit Nominal N und Auszahlung in tj (j ≥ 2)
unter dem Ansatz (4.45) ist

PVCaplet = N · Δj · B(0, tj) · (L(0, tj−1, tj) ·Φ(d1)− K ·Φ(d2)), (4.46)

PVFloorlet = N · Δj · B(0, tj) · (K ·Φ(−d2)− L(0, tj−1, tj) ·Φ(−d1)) (4.47)

wobei gilt d1,2 = (ln(L(0, tj−1, tj)/K)± σ2j−1 · tj−1/2)/(σj−1 · √tj−1). Der Varianzterm σ2j−1

ist definiert durch σ2j−1 = Var(ln(L(tj−1, tj−1, tj)/L(0, tj−1, tj))/
√
tj−1).

Der Barwert eines Caps bzw. Floors ist die Summe der Barwerte aller Caplets bzw. Floorlets.

Übung 4.24 Was kostet der Cap aus Beispiel 4.14 im Fall L(0; 0,5; 1) = 3%, L(0; 1; 1,5) =
3,2% und L(0; 1,5; 2) = 3,5% mit einer einheitlichen Volatilität von 15%?

Die Bewertung von Caps und Floors erfordert die Kenntnis der Volatilitäten der For-
wardzinssätze L(0, tj−1, tj). Diese Volatilitäten werden am Markt als implizite Cap-
(Floor-) Volatilitäten quotiert, wobei die Quotierung in Form von sog. Flat-Vola-
tilitäten erfolgt: Ist σ(n) die annualisierte Flat-Volatilität eines Caps mit Fälligkeit in
tn = T (n≥ 2), so bedeutet dies, dass für alle Caplets des Caps bei Anwendung der For-
mel (4.46) der Wert σ(n) zu verwenden ist, d. h. es wird unterstellt, dass für alle Größen
ln(L(tj−1, tj−1, tj)/L(0, tj−1, tj))/

√
tj−1 (2 ≤ j ≤ n) dieselbe Standardabweichung σ(n)

gilt. Dies beinhaltet die Problematik, dass der Logarithmus eines bestimmten Zinssat-
zes, z. B. L(0,5; 0,5; 1), der bei der Bewertung verschiedener Caps mit unterschiedli-
chen Laufzeiten auftritt, bei jedem Cap eine andere Volatilität (nämlich jeweils denWert
σ(n)) zugewiesen bekommt.
Um diese Problematik zu umgehen, werden aus den genannten Flat-Volatilitäten σ(n)
für n ∈ {1, . . . ,m} sog. Spot-Volatilitäten bestimmt, die den einzelnen logarithmierten
Forwardzinssätzen fest zugeordnet werden. Bei der Cap-Bewertung wird dann für jede
Größe ln(L(tj−1, tj−1, tj)/L(0, tj−1, tj))/

√
tj−1 die individuelle Spot-Volatilität σj−1 ver-

wendet. Die Berechnung der Spot-Volatilitäten erfolgt z. B. nach folgendem einfachen
Bootstrapping-Verfahren:

σ(n) · tn−1 =
√
σ21 · t1 + σ22 · (t2 − t1) + . . .+ σ2n−1 · (tn−1 − tn−2) (n ≥ 2), (4.48)

wobei dann aus der Kenntnis der Werte σ(2), . . . ,σ(n) die Werte σ1, . . . ,σn−1 aus der
obigen Gleichung zu berechnen sind. Bei diesem Ansatz wird die Flat-Volatilität über
den Zeitraum von t0 bis tn−1 als Standardabweichung der Summe der als unabhängig
angenommenen Größen ln(L(tj−1, tj−1, tj)) · (tj−1 − tj−2) (2 ≤ j ≤ n) interpretiert.
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Die Flat-Volatilitäten von Caps und Floors weisen (ebenso wie die Spot-Volatilitäten)
eine ausgeprägte laufzeitabhängige Struktur auf, eine sog. humped-Struktur, wobei die
maximale Volatilität typischerweise im Laufzeitbereich von 2 bis 3 Jahren liegt:

2 4 6 8 10
Laufzeit

5

10

15

20

25

30

Flat�Volatilität �%�

Abbildung 32: Flat-Volatilitäten

Das Black-76-Modell bildet den Marktstandard zur Bewertung einfacher Europäischer
Caps und Floors. Für die Bewertung komplexerer Zinsderivate ist es aus verschiedenen
Gründen jedoch nicht geeignet:
1. Die zeitliche (stochastische) Veränderung der Volatilitätsstruktur (Volatilitätsrisiko)

kann im Black-76-Modell nicht adäquat abgebildet werden.
2. Die Abhängigkeit der Volatilität von der moneyness der betrachteten Optionen

(Smile-Effekt oder Volatilitäts-Smiles) wird im einfachen Black-76-Ansatz nicht be-
rücksichtigt.

3. Bei der Bewertung von Caps und Floors wird für jedes Caplet bzw. Floorlet ein
eigenes Martingalmaß Qtj verwendet. Es erfolgt also keine Bewertung auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum mit einem einheitlichen Wahrscheinlichkeitsmaß für alle
künftigen Zahlungen. Während dieser Sachverhalt bei Caps und Floors keine wirk-
liche Einschränkung darstellt (da jede Auszahlung immer nur von einem einzelnen
Zinssatz abhängt), ist die Bewertung von komplexeren Auszahlungsfunktionen, die
gleichzeitig von mehreren Zinssätzen L(tj−1, tj−1, tj) abhängen oder pfadabhängig
sein können, damit ausgeschlossen.

Die erwähnten Schwachstellen des Black-76-Modells führen zu der Erkenntnis, dass
weitergehende Modellierungsansätze, nämlich die sog. Zinsstrukturmodelle für eine
umfassende Bewertung von Zinsderivaten erforderlich sind.

Eine Reihe von strukturierten Kapitalmarktprodukten lassen sich zurückführen auf
Kombinationen von Caps bzw. Floors und Anleihen. Wir geben einige Beispiele:

1. Floater mit Mindestverzinsung: Es handelt sich um eine variabel verzinsliche Anlei-
he mit Nominal N, deren Kupon am Ende jeder Periode [tj−1; tj] lautet:

N · Δj ·max{L(tj−1, tj−1, tj),K},
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d. h. es wird mindestens der Zinssatz K gezahlt. Eine long Position in einer solchen
Anleihe lässt sich zerlegen in eine long Floater-Position und eine long Floor-Position,
jeweils mit Nominal N, denn es gilt

max{L(tj−1, tj−1, tj),K} = L(tj−1, tj−1, tj) +max{K− L(tj−1, tj−1, tj),0}.
Da der Investor zusätzlich zum Floater einen Floor erworben hat, ist der Kurs höher
als der Kurs eines einfachen Floaters (und die Rendite geringer).

2. Floater mit Maximalverzinsung: Hier lautet die Auszahlung am Ende jeder Periode:

N · Δj ·min{{L(tj−1, tj−1, tj),K},
es wird also maximal K gezahlt. Dies ist die Kombination aus einem long Floater und
einem short Cap, denn es gilt

min{L(tj−1, tj−1, tj),K} = L(tj−1, tj−1, tj)−max{L(tj−1, tj−1, tj)− K,0}.
Das Produkt wird von Investoren erworben, die nicht an steigende Zinsen glauben
und einen geringeren Preis zahlen wollen im Vergleich zum Wert des Floaters (und
damit auch eine höhere Rendite erwirtschaften können).

3. Collar: Eine Collar (engl. Kragen) ist eine Kombination aus einem short Floor mit
Strike K1 und einem long Cap mit Strike K2 > K1, wobei die sonstigen Ausstattungs-
merkmale der beiden Instrumente übereinstimmen. Dieses Instrument eignet sich für
Investoren, die von steigenden Zinsen profitieren wollen und nicht an fallende Zin-
sen glauben. Durch geschickte Wahl der beiden Strikes kann erreicht werden, dass
die Einnahmen aus dem short Floor gerade den Aufwendungen für den long Cap
entsprechen, so dass keine Kosten beim Kauf eines Collars entstehen! Die Auszah-
lungsfunktion lautet:

N · Δj · (max{L(tj−1, tj−1, tj)− K2,0} −max{K1 − L(tj−1, tj−1, tj),0}).
Zeichnen Sie diese!

4. Reverse Floater: Ein Reverse Floater ist eine Anleihe, bei der in jeder Periode die
Differenz aus einem Zinssatz K und einem Vielfachen des variablen Zinssatzes
L(tj−1, tj−1, tj) bezogen auf das Nominal N gezahlt wird, mindestens jedoch 0. Wir
betrachten ein Beispiel mit Nominal 100 und jährlicher Kuponzahlung

100 ·max{(5%− L(tj−1, tj−1, tj)),0}.
Dieses Instrument lässt sich zerlegen in zwei Kuponanleihen mit fixem Kupon 2,5%,
einen short Floater und einen long Cap mit Strike 5% (jeweils Nominal 100):

100 ·max{(5%− L(tj−1, tj−1, tj)),0} = 100 · [2 · 2,5%− L(tj−1, tj−1, tj)

+max{L(tj−1, tj−1, tj)− 5%,0}].
Beachten Sie, dass die Rückzahlung bei Fälligkeit aus den beiden Kuponanleihen und
dem Floater gerade 100 ergibt. Dies entspricht dem Rückzahlungsbetrag des Reverse
Floaters bei Fälligkeit.
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5. Superfloater: Hierbei handelt es sich um eine Anleihe, deren Kuponzahlung jeweils
die Differenz aus einem Vielfachen des variablen Zinssatzes L(tj−1, tj−1, tj) und ei-
nem Zinssatz K ist, bezogen auf das Nominal N, mindestens jedoch 0. Die Zerlegung
erfolgt ähnlich wie beim Reverse-Floater.

6. Ratchet: Ratchets sind Produkte mit einer Serie von Auszahlungen zu den Zeitpunk-
ten t1, . . . , tn und Nominalrückzahlung in tn = T, wobei die Höhe der Kuponzahlun-
gen zum Ende der einzelnen Perioden jeweils von vorhergehenden Auszahlungen
und dem Zinssatz L(tj−1, tj−1, tj) abhängt. Ein Beispiel ist der sticky capmit Kupon-
zahlungen

Xj =max{N · Δj · L(tj−1, tj−1, tj),Xj−1}
= N · Δj · L(tj−1, tj−1, tj) +max{Xj−1/N − Δj · L(tj−1, tj−1, tj),0}),
X1 = Δ1 · L(t0, t0, t1) · N.

Die zweite Zeile macht deutlich, dass hier ein Floormit variablem Strike enthalten ist.
Es handelt sich um ein pfadabhängiges Produkt, das mit dem Black-76-Ansatz nicht
mehr bewertet werden kann, sondern die Verwendung von Zinsstrukturmodellen
in Verbindung mit einer Monte-Carlo-Simulation erfordert. Analoges gilt auch für
die folgende strukturierte Anleihe, die halbjährlich folgende Kuponzahlung leistet:
Jeder Kupon Xj ist gleich dem 6-Monats LIBOR +35 Basispunkte, maximal jedoch
so viel wie der vorhergehende Kupon +40 Basispunkte (jeweils bezogen auf den
Nominalbetrag N):

Xj = min{N · (0,5 · L(tj−1, tj−1, tj) + 0,0035), Xj−1 + 0,0040 · N},
X1 = N · (0,5 · L(t0, t0, t1) + 0,0035).

Ist die gesamte Struktur kündbar durch den Emittenten, so kommt noch eine Swap-
tion hinzu, die in der Simulation ebenfalls zu berücksichtigen ist.

4.11 Zinsstrukturmodelle

Die Bewertung strukturierter Produkte, insbesondere solcher mit mehrfachen Opti-
onsrechten (wie Amerikanische Optionen oder Bermudan Swaptions), pfadabhängigen
Auszahlungsfunktionen oder Auszahlungsfunktionen, die von mehreren verschiede-
nen Zinssätzen abhängen, ist im Rahmen des Black-76-Modells meist nicht möglich.
Als Alternative stehen die sog. Zinsstrukturmodelle zur Verfügung, welche die Model-
lierung der gesamten Zinskurve (alle Zero- und Forwardzinssätze einer Währung für
unterschiedliche Fälligkeiten und Betrachtungszeitpunkte) unter einem einheitlichen
Wahrscheinlichkeitsmaß ermöglichen. Zinsstrukturmodelle sind sehr komplex und lie-
fern in der Regel keine einfachen analytischen Bewertungsformeln mehr. Da die Bewer-
tung auf der Basis der Arbitragefreiheit immer die Berechnung eines Erwartungswertes
erfordert, kommen oftmals numerische Verfahren wie Monte-Carlo-Simulation, Baum-
Modelle oder numerische Lösungsalgorithmen für PDEs zum Einsatz.
Eine wichtige Anforderung an Zinsstrukturmodelle besteht darin, dass sie das zufäl-
lige Verhalten der Zins- und Volatilitätskurven korrekt wiedergeben und dass sie eine



4.11 Zinsstrukturmodelle 159

zu den jeweils am Markt beobachtbaren Daten (Zinskurven, Anleihepreise, Preise von
Caps, Floors und Swaptions) konsistente Bewertung ermöglichen. Letzteres bedeutet,
dass die Marktpreise der Standard-Instrumente mit den vom Modell gelieferten Prei-
sen übereinstimmen (das Modell muss kalibriert sein an die Marktdaten).

4.11.1 Grundlagen zu Zinsstrukturmodellen

Ist B(t,T) der Barwert eines Zerobonds in t ∈ [0;T] mit B(T,T) = 1, so ist im Falle der
stetigen Verzinsung der stetige Forwardzinssatz für t ≤ t1 < t1 + h ≤ T definiert durch

B(t, t1 + h) = B(t, t1) · e−L(t,t1,t1+h)st·h ⇐⇒ L(t, t1, t1 + h)st =
−1
h

· ln
(
B(t, t1 + h)
B(t, t1)

)
.

Daraus leiten sich die folgenden Größen ab:

Definition 4.5 Die Short Rate rt ist definiert durch

rt = lim
h→0

L(t, t, t+ h)st = lim
h→0

− ln(B(t, t+ h))− ln(B(t, t))
h

= −∂ ln(B(t, t))
∂t

. (4.49)

Es handelt sich um den zur Zeit t gültigen Zinssatz, der sich als Grenzwert der Zerorates
L(t, t, t + h)st für die Anlageperiode [t; t + h] für h → 0 ergibt. In der Praxis entspricht dies
dem Zinssatz für die kürzest mögliche Anlageperiode, der sog. overnight rate.
Das savings account oder Sparbuch mit stetiger Verzinsung ist der Wert einer Geldanlage
der Höhe 1 in t= 0, die permanent mit der Short Rate verzinst wird. Der in t gültige Wert dieser
Geldanlage berechnet sich zu

Nt := exp
(∫ t

0
rudu

)
.

Der Prozess (Nt)t≥0 wird häufig als Numéraire verwendet.

Ein Europäisches Zinsderivat ist definiert durch eine zum Zeitpunkt T ≥ 0 stattfinden-
de Auszahlung X, die von der Kursentwicklung verschiedener Zerobonds (der Basisin-
strumente) abhängt:

X = f (B(t,Ti), t ∈ [0;T], i ∈ {1, . . . ,n}) (4.50)

mit einer Auszahlungsfunktion f .

Übung 4.25 Überlegen Sie sich die Auszahlungsfunktion der bisher aufgetretenen Zinsderi-
vate Caps, Floors, Saps, Swaptions in Abhängigkeit von Zerobondpreisen.

Beachten Sie, dass die Barwerte der Zerobonds, die im Folgenden die Rolle der Basis-
instrumente übernehmen, sich an den Märkten aus Geldmarktsätzen, Anleihepreisen
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oder Swap-Sätzen ergeben und Zerobonds nur selten direkt gehandelt werden. Zu be-
achten ist auch, dass es (zumindest theoretisch) unendlich viele Zerobonds mit allen
Laufzeiten T > 0 gibt.
Zur Bewertung von Zinsderivaten verwenden wir wiederum Satz 4.9. Der Numéraire
ist in diesem Fall das savings account und gemäß Formel (4.22) schreibt sich der Barwert
eines Europäischen Zinsderivats für t ∈ [0;T] nun in der Form

Dt = exp
(∫ t

0
rudu

)
· EQN

⎛⎝ X

exp
(∫ T

0 rudu
) ∣∣∣FS

t

⎞⎠ = EQN

(
X · exp

(
−

∫ T

t
rudu

)∣∣∣FS
t

)
.

(4.51)
Das "Hineinziehen" des stochastischen Faktors in den Erwartungswert ist aufgrund von
(2.11) möglich: Der Verlauf der Short Rate bis zum Zeitpunkt t ist durch die Filtration
FS
t bestimmt, da sich die Short Rate aus den Zerobondpreisen ableitet.

Um Derivate bewerten zu können, wird schließlich noch ein stochastisches Modell be-
nötigt, dass die künftigen Kursverläufe der Basisinstrumente (Zerobonds) beschreibt.
Wir orientieren uns amModellansatz (4.21) und übertragen diesen auf die jetzige Situa-
tion (mit dem hier gewählten Numéraire):

B(t,T) = B(0,T) · exp
(∫ t

0
rudu

)
· exp

(
−0,5 ·

∫ t

0
σ2(u,T)du+

∫ t

0
σ(u,T)dWu

)
.

(4.52)
Beachten Sie, dass dieser Ansatz im Fall ru = r, σ(u,T) = σ mit dem Black-Scholes-
Ansatz für Aktien übereinstimmt. Die Wahl der Volatilitätsfunktion σ(u,T) ist zu-
nächst noch nicht genauer spezifiziert. Je nach Ansatz für diese Größe (stochastisch oder
deterministisch) erhält man unterschiedliche Zinsstrukturmodelle mit spezifischen Ei-
genschaften. Im Fall eines stetigen, deterministischen Ansatzes spricht man von einem
Gaußschen Zinsstrukturmodell, weil dann die Zerobondpreise eine Lognormalvertei-
lung besitzen, wie man aus der folgenden Darstellung (4.53) (und (4.12)) sehen kann.
Setzt man in (4.52) T = t, so folgt zunächst

1 = B(0, t) · exp
(∫ t

0
rudu

)
· exp

(
−0,5 ·

∫ t

0
σ2(u, t)du+

∫ t

0
σ(u, t)dWu

)
.

Dividieren wir die rechte Seite von (4.52) durch diesen Ausdruck, so folgt

B(t,T) =
B(0,T)
B(0, t)

· exp
(

−0,5 ·
∫ t

0
(σ2(u,T)− σ2(u, t))du+

∫ t

0
(σ(u,T)− σ(u, t))dWu

)
.

(4.53)
Übertragen wir die Überlegungen aus Satz 4.7 auf die jetzige Situation, so erhalten wir
analog zur Gleichung (4.21) nun die unter dem Maß QN gültige Beziehung

dB(t,T)/B(t,T) = rtdt+ σ(t,T)dWt. (4.54)

Aus (4.53) können wir folgern, dass der Zerobondpreis mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen
den Nominalbetrag 1 konvergiert, wenn die Restlaufzeit gegen 0 geht:

B(t,T)→ 1 für t → T (pull-to-par Effekt).
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Übung 4.26
1. Begründen Sie die obige Konvergenzaussage des pull-to-par Effekts.
2. Wenden Sie Gleichung (4.51) auf den Barwert B(t,T) an und folgern Sie

B(t,T) = EQN

(
exp

(
−

∫ T

t
rudu

)∣∣∣FS
t

)
. (4.55)

Der Zerobondpreis lässt sich als bedingte Erwartung eines "stochastischen Diskontfaktors"
interpretieren.

Ein Zinsstrukturmodell definiert den stochastischen Prozess (B(t,T))t∈[0;T] der Zero-
bondpreise. Die nachfolgende Abbildung zeigt den typischen Verlauf der Pfade eines
fünfjährigen Zerobonds mit Nominal 1 für B(0,5) = 0,84:

Abbildung 33: Simulierte Zerobond-Preispfade für B(t,5)

Wichtige Beispiele für Gaußsche Zinsstrukturmodelle mit deterministischer Volatilitäts-
funktion sind das Ho-Lee-Modell, bei dem σ(u, t) = σ · (t− u)mit einer positiven Kon-
stante σ gilt, sowie das Vasicek-Modell, bei dem σ(u, t) = (σ/a) · (1 − e−a·(t−u)) mit
positiven konstanten Parametern σ und a gilt. Beachten Sie, dass für a → 0 das Vasicek-
Modell in das Ho-Lee-Modell übergeht. Der Parameter σ wird auch als local volatility
und der Parameter a als mean reversion bezeichnet. Die Bedeutung dieser Bezeichnun-
genwird klar, wennwir eine Gleichung für die Short Rate herleiten: Dazu differenzieren
wir die logarithmierte Gleichung (4.52) zunächst nach der Variablen T und erhalten

∂ ln(B(t,T))
∂T

=
∂ ln(B(0,T))

∂T
−

∫ t

0
σ(u,T) · ∂σ(u,T)

∂T
du+

∫ t

0

∂σ(u,T)
∂T

dWu.

Mit T = t und den Abkürzungen f (0, t) := − ∂ ln(B(0,t))
∂t , v(u, t) := ∂σ(u,t)

∂t sowie
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α(u, t) := −σ(u, t) · ∂σ(u,t)∂t folgt unter Beachtung von (4.49)

rt = f (0, t)−
∫ t

0
α(u, t)du+

∫ t

0
v(u, t)dWu. (4.56)

Beachten Sie, dass hier −∫ t
0 v(u, t)dWu durch

∫ t
0 v(u, t)dWu ersetzt wurde – beides sind

Zufallsvariablen mit derselben Verteilung (vgl. (4.12))!

Beispiel 4.15 Im Ho-Lee-Modell gilt v(u, t) = σ, α(u, t) = −σ2 · (t− u) und daher

rt = f (0, t) +
∫ t

0
σ2 · (t− u)du+

∫ t

0
σdWu ⇐⇒ drt = ( f ′(0, t)− σ2 · t)dt+ σdWt.

Im Vasicek-Modell gilt v(u, t) = σ · e−a·(t−u), α(u, t) = (−σ2/a) · e−a·(t−u) · (1 − e−a·(t−u)).
Eine kurze Rechnung zeigt nun

drt = a · ( f ′(0, t)− rt)dt+ σdWt.

Der Short Rate-Prozess ist also ein (verallgemeinerter)Ornstein-Uhlenbeck-Prozess. Der Pa-
rameter a steuert den mean reversion Effekt dieses Prozesses, was die Bezeichnung von a erklärt.
Da Zinssätze typischerweise um einen "langjährigen Mittelwert" schwanken und die Tendenz
zur Rückkehr zu diesem Mittelwert nach Hoch- oder Niedrigzinsphasen zu beobachten ist, ist
der Short Rate-Prozess des Vasicek-Modells realitätsnäher als derjenige des Ho-Lee-Modells, bei
dem die Short Rate normalverteilt ist.

Um die Parameterwerte festzulegen, müssen die Modelle kalibriert werden. Dazu muss
man zunächst die sich aus dem Zinsstrukturmodell ergebenden theoretischen Bewer-
tungsformeln für die Standard-Zinsderivate herleiten und die Parameter dann so wäh-
len, dass die Abweichungen zu den Marktpreisen dieser Instrumente möglichst gering
werden. Es ist klar, dass die Kalibrierung um so besser gelingt, je mehr freie Parameter
der Modellansatz enthält.

4.11.2 Bewertung in Gaußschen Zinsstrukturmodellen

Die Bewertung von nicht-optionalen Zinsinstrumenten wie Anleihen, Forward Rate
Agreements, Forwards und Swaps erfolgt genauso wie bisher, da bei der Bewertung
dieser Instrumente die Modellierung des stochastischen Verhaltens der künftigen Zero-
bondpreise nicht benötigt wird.
Die Bewertung von Europäischen Zerobondoptionen verläuft wie folgt: Im Falle einer
Call-Option, auf die wir uns hier beschränken, mit Fälligkeit in t0 > 0 und Strike K
auf einen Zerobond mit Fälligkeit in T > t0 wählen wir als Numéraire (Nt)t∈[0;t0] =
(B(t, t0))t∈[0;t0], also den Prozess der Preise des Zerobonds mit Fälligkeit in t0. Unter
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dem zugehörigen Zeit-t0-Forward-Maß Qt0 gilt dann

PVCall = N0 · EQt0
(
max{B(t0,T)− K,0}

B(t0, t0)

)
= B(0, t0) · EQt0

(
max

{
B(t0,T)
B(t0, t0)

− K,0
})

.

Nun gilt unter dem bisherigen Numéraire (dem savings account) und dem zugehörigen
Maß QN aufgrund von (4.53) die Darstellung

B(t0,T)
B(t0, t0)

=
B(0,T)
B(0, t0)

· exp
⎛⎝−1

2

t0∫
0

(σ2(u,T)− σ2(u, t0))du+

t0∫
0

(σ(u,T)− σ(u, t0))dWu

⎞⎠ .

Es ist hierbei (Wt)t∈[0;t0] ein Wiener-Prozess bzgl. des Maßes QN . Wenn wir nun vom
Maß QN (und dem alten Numéraire) zum neuen Maß Qt0 (und dem neuen Numéraire)
übergehen, so ist dabei zu beachten, dass (Wt)t∈[0;t0] kein Wiener-Prozess bzgl. des neu-
en Maßes Qt0 mehr ist! Tiefergehende Betrachtungen, die wir hier übergehen, zeigen,
dass man einen bestimmten deterministischen Driftterm d(t, t0) finden kann, so dass
der aus

W̃t :=Wt + d(t, t0)

gebildete neue stochastische Prozess wiederum ein Wiener-Prozess bzgl. Qt0 ist. Damit
gelangen wir zur folgenden Darstellung unter dem Maß Qt0 :

B(t0,T)
B(t0, t0)

=
B(0,T)
B(0, t0)

· exp
(∫ t0

0
(σ(u,T)− σ(u, t0))dW̃u + deterministischer Term

)
,

(4.57)
mit einem zunächst nicht näher bestimmten deterministischen Term. Ein kleiner Trick
hilft nun weiter: Der diskontierte Wertprozess (B(t,T)/B(t, t0))t∈[0;t0] ist unter Qt0 ein
Martingal (Satz 4.6!) und damit muss für den deterministischen Term gemäß Satz 4.8
gelten:

deterministischer Term = −1
2

·
∫ t0

0
(σ(u,T)− σ(u, t0))2du.

Wir erhalten insgesamt die Aussage, dass ln(B(t0,T)/B(t0, t0)) = ln(B(t0,T)) unter Qt0
die Verteilung

N(ln(B(0,T)/B(0, t0))− 0,5 · t0 · σ2, t0 · σ2)
besitzt, wobei

t0 · σ2 :=
∫ t0

0
(σ(u,T)− σ(u, t0))2du.

Damit sind wir in der Situation, eine Call-Option auf ein Underlying mit lognormal-
verteiltem Preis zu bewerten. Die erforderlichen Rechnungen entsprechen genau den-
jenigen, die wir bei der Herleitung von (4.23) durchgeführt haben. Sie führen zu einem
völlig analogen Resultat:
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Satz 4.20 Der Barwert einer Europäischen Call-Option mit Strike K und Fälligkeit in t0 > 0
auf einen Zerobond mit Nominal 1 und Fälligkeit in T > t0 lautet im Gaußschen Zinsstruktur-
modell zum Zeitpunkt 0:

PVCall = B(0,T) ·Φ(d1)− B(0, t0) · K ·Φ(d2), (4.58)

wobei d1,2 = (ln(B(0,T)/(B(0, t0) · K))± 0,5 · σ2 · t0)/(σ · √
t0). Es ist σ der oben definierte

Ausdruck.

Übung 4.27 Begründen Sie, dass die entsprechende Formel für eine Put-Option auf einen
Zerobond lautet:

PVPut = B(0, t0) · K ·Φ(−d2)− B(0,T) ·Φ(−d1).

Aus den genannten Optionspreisformeln lassen sich nun die Formeln für Caps, Floors,
Anleiheoptionen und Swaptions gewinnen:

Bzgl. Caps und Floors genügt die Beobachtung, dass sich ein Cap (bzw. Floor) als Folge
von Put-Optionen (bzw. Call-Optionen) auf Zerobonds darstellen lässt, und somit die
obigen Formeln zur Bewertung verwendet werden können. Im Falle des Caps lautet
die Überlegung: Der Barwert eines Caplets mit Auszahlung in tj und Δj := Länge des
Zeitraums [tj−1; tj] unter dem Maß QN mit dem savings account als Numéraire ist

PVCaplet = N · B(0, tj) · Δj · EQN

(
max{L(tj−1, tj−1, tj)− K,0})

= N · B(0, tj) · Δj · EQN

(
max

{
1
Δj

·
(
B(tj−1, tj−1)

B(tj−1, tj)
− 1

)
− K,0

})

= N · EQN

(
B(0, tj) ·max

{(
1

B(tj−1, tj)
− 1

)
− K · Δj,0

})

= N · EQN

(
B(0, tj)
B(tj−1, tj)

·max
{
1− K∗ · B(tj−1, tj),0

})
,

wobei im letzten Schritt die Abkürzung K∗ := 1 + K · Δj verwendet wurde. Nun gilt
bei nicht-stochastischen Zinsen die Beziehung B(0, tj) = B(tj−1, tj) · B(0, tj−1) und eine
etwas aufwendigere Umformung zeigt, dass diese Beziehung auch in den obigen Er-
wartungswert eingesetzt werden darf. Damit können wir schreiben

PVCaplet = N · EQN

(
B(0, tj−1) ·max

{
1− K∗ · B(tj−1, tj),0

})
= N · K∗ · B(0, tj−1) · EQN (max{1/K∗ − B(tj−1, tj),0}),

so dass der Barwert des Caplets in der Tat dem Barwert einer Put-Option auf einen Ze-
robond mit Nominal N · K∗, Strike 1/K∗ und Fälligkeit in tj−1 entspricht.



4.11 Zinsstrukturmodelle 165

Swaptions wiederum lassen sich interpretieren als Optionen auf Kuponanleihen, wie
wir bereits früher gesehen haben, so dass letztlich nur noch die Frage zu beantworten
ist, wie Optionen auf Kuponanleihen bewertet werden können. Dies überlegen wir uns
im nächsten Schritt.
Der Barwert einer Europäischen Call-Option mit Fälligkeit in t0 > 0 auf eine Kuponan-
leihe mit Zahlungen der Höhe Zti zu den Zeitpunkten ti > t0, i ∈ {1, . . . ,n} schreibt sich
bei Verwendung des Zeit-t0-Forward-Maßes als

PVAnleiheoption = B(0, t0) · EQt0
(
max{∑ni=1Zti · B(t0, ti)− K,0}

B(t0, t0)

)
= B(0, t0) · EQt0

(
max

{
n

∑
i=1

Zti · B(t0, ti)
B(t0, t0)

− K,0

})
. (4.59)

Für B(t0, ti)/B(t0, t0) gilt unter dem Maß Qt0 wieder die Darstellung (4.57) mit T = ti.
Um weiter rechnen zu können, gehen wir von der Gleichung

σ(u, t)− σ(u, s) = σ1(u) · (σ2(t)− σ2(s))

aus, die in den "üblichen" Zinsstrukturmodellen erfüllt ist (z. B. auch beim Ho-Lee-
Modell sowie dem Vasicek-Modell). Es folgt dann∫ t0

0
(σ(u, ti)− σ(u, t0))dW̃u = (σ2(ti)− σ2(t0)) ·

∫ t0

0
σ1(u)dW̃u,

und das hier auftretende stochastische Integral ist eine normalverteilte Zufallsvariable
mit Erwartungswert 0 und Varianz

∫ t0
0 σ1(u)

2du (wegen 4.12). Wir können daher mit
einer standard-normalverteilten Zufallsvariablen X schreiben

∫ t0

0
σ1(u)dW̃u =

√∫ t0

0
σ1(u)2du · X

und setzen zur Abkürzung v(t0, ti) := (σ2(ti)− σ2(t0)) ·
√∫ t0

0 σ1(u)
2du. Die Gleichun-

gen (4.59) und (4.57) liefern jetzt für PVAnleihe den Ausdruck

B(0, t0) · EQt0

(
max

{
n

∑
i=1

Zti · B(0, ti)
B(0, t0)

· exp
(
v(t0, ti) · X − 0,5 · v(t0, ti)2

)
− K,0

})
.

DieMaximumfunktion im Erwartungswert ist genau dann positiv, wenn die Bedingung
∑
n
i=1Zti · (B(0, ti))/(B(0, t0)) · exp(v(t0, ti) ·X− 0,5 · v(t0, ti)2)> K gilt, und da die Sum-

me einemonotone Funktion der Variablen X ist, kann diese Ungleichung eindeutig nach
X aufgelöst werden, was auf die Bedingung X > xK mit einem (numerisch) zu berech-
nenden Wert xK führt. Somit errechnet sich PVAnleiheoption zu

∫ ∞

xK

(
n

∑
i=1

Zti · B(0, ti) · exp
(
v(t0, ti) · x− 0,5 · v(t0, ti)2

)
− B(0, t0) · K

)
· ϕ(x)dx,
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und die Berechnung dieses Integrals verläuft wie die entsprechende Rechnung beim
Beweis von (4.23). Als Ergebnis halten wir fest:

Satz 4.21 Der heutige Barwert des obigen Europäischen Calls auf eine Kuponanleihe ist

PVAnleiheoption =
n

∑
i=1

Zti · (B(0, ti) ·Φ(v(t0, ti)− xK)) − K · B(0, t0) ·Φ(−xK).

Beispiel 4.16 Gesucht ist der Barwert einer einjährigen Europäischen Call-Option mit Strike
K = 100, deren Underlying eine Kuponanleihe mit Nominal N = 100 ist, die heute in zwei
Jahren und heute in drei Jahren jeweils den Kupon 4 zahlt sowie in drei Jahren fällig ist. Für alle
Laufzeiten ti sei L(0, ti) = 3%. Es ist das Ho-Lee-Modell mit σ = 2% zu verwenden.
Lösung: Im Ho-Lee-Modell gilt σ(u, t) = σ · (t− u) also

v(t0, ti) = (ti − t0) ·
√∫ t0

0
σ2du = (ti − 1) · σ = (ti − 1) · 0,02.

Mit t1 := 2, t2 := 3, B(0, ti) = 1/(1+ L(0, ti))ti folgt

PVAnleiheoption =
2

∑
i=1

Zti · (B(0, ti) ·Φ(v(1, ti)− xK)) − 100 · B(0,1) ·Φ(−xK)

= 4 · B(0,2) ·Φ(0,02− xK) + 104 · B(0,3) ·Φ(2 · 0,02− xK)

−100 · B(0,1) ·Φ(−xK),

wobei sich xK aus der o. g. Bedingung ergibt. Eine Rechnung zeigt xK ≈ −0,463. Also gilt

PVAnleiheoption = 4 · 1/1,032 ·Φ(0,483) + 104 · 1/1,033 ·Φ(0,503)
−100 · 1/1,03 ·Φ(0,463) ≈ 2,64.

Damit haben wir die Bewertungsformeln für die Standard-Zinsderivate im Gaußschen
Zinsstrukturmodell gefunden. Diese Formeln werden dazu verwendet, die Modellpa-
rameter an die am Markt beobachteten Preise der Standard-Zinsderivate anzupassen.

4.11.3 Short Rate-Modelle

Die Gleichungen (4.51) und (4.55) zeigen, dass die Werte von Europäischen Zinsderi-
vaten und Zerobonds auf den Prozess der Short Rates (rt)t≥0 unter dem Maß QN mit
dem savings account als Numéraire zurückzuführen sind. Die sog. Short Rate-Modelle
beschreiben diesen Prozess mittels einer SDE und leiten daraus dann die Barwerte von
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Zinsinstrumenten ab. Die SDE ist

drt = μ(rt, t)dt+ σ(rt, t)dWt. (4.60)

Es gibt eine Reihe von Short Rate-Modellen mit unterschiedlichen Eigenschaften; wich-
tige Beispiele sind:

1. Hull-White-Modell: drt = (θ(t)− a(t) · rt)dt+ σ(t)dWt.

2. Black-Karasinski-Modell: drt = rt · (θ(t)− a(t) · ln(rt))dt+ rt · σ(t)dWt.

3. Ho-Lee-Modell: drt = θ(t)dt+ σ(t)dWt.

4. Cox-Ingersoll-Ross-Modell: drt = (θ(t)− a(t) · rt)dt+√
rt · σ(t)dWt.

Bemerkung
1. Obige Gleichungen gelten unter demMaß QN; sie beschreiben die für die Derivatebewertung
relevante "risikoneutrale" Modellierung der Short Rates, die jedoch bzgl. der Driftrate nicht
mit den in der Realität beobachtbaren Daten gleichzusetzen ist.

2. Beachten Sie, dass sich aus der Kenntnis des Short Rate-Prozesses (rt)t≥0 wegen (4.55) alle
Zerobondpreise B(t,T) und damit auch alle Zinssätze L(t,T) für alle Fälligkeiten T bestim-
men lassen. Da bei den obigen SDEs pro Zeitschritt nur eine eindimensionale Zufallsvariable
(nämlich dWt) das Verhalten des Zufallsprozesses steuert, werden damit auch alle künftigen
Zerobondpreise und Zinssätze lediglich durch diese eine Zufallsvariable gesteuert. Dies führt
dazu, dass sich Zinssätze unterschiedlicher Laufzeiten alle mit Korrelation 1 verändern, also
tendenziell in die gleiche Richtung laufen (obwohl sie durchaus unterschiedliche Volatilitä-
ten haben können). Damit können Zinsprodukte, deren Auszahlungsfunktion von Zinssätzen
verschiedener Laufzeiten abhängen, z. B. Optionen auf die Differenz des Dreimonats- und des
Sechsmonats-Zinssatzes, und bei denen es gerade auf das unterschiedliche Verhalten dieser
Zinssätze ankommt, nicht sinnvoll bewertet werden. Für solche Produkte sind Mehrfaktor
Short Rate-Modelle zu verwenden, die wir nicht behandeln (siehe z. B. [7]).

3. Aus der Darstellung (4.56) folgt, dass nur das Hull-White-Modell und das Ho-Lee-Modell
aus der obigen Liste zu den Gaußschen Zinsstrukturmodellen gehören, weil hier der Drift-
term und die Volatilitätsfunktion deterministisch sind.

4. Der Vorteil der obigen Short Rate-Modelle ist darin zu sehen, dass sie mit relativ wenigen
Parametern eine Modellierung der kompletten künftigen Zinsstruktur für alle Zeitpunkte
t > 0 erlauben und dass sie wegen (4.55) die heutigen Zerobondpreise korrekt wiedergeben.
Andererseits besteht aufgrund der wenigen Parameter die Schwierigkeit, dass die Volatili-
täten unterschiedlicher Zinssätze (z. B. die Cap-Volatilitäten) nur teilweise kalibriert wer-
den können, mit unterschiedlicher Qualität. Short Rate-Modelle mit guter Kalibrierung der
Volatilitäten (wie das Black-Karasinski-Modell und das Cox-Ingersoll-Ross-Modell) sind in-
sofern schwierig zu handhaben, als sie keine einfachen analytischen Bewertungsformeln für
Standard-Zinsprodukte liefern. Die beiden anderen Modelle haben diesen Nachteil nicht, da-
für sind ihre Kalibrierungseigenschaften schlechter und sie führen zu normalverteilten Short
Rates, die theoretisch auch negativ werden können – was nicht besonders realitätsnah ist.
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Das Hull-White-Modell

Im Folgenden wird das in der Praxis oft verwendete Hull-White-Modell näher unter-
sucht. Wir gehen vom Hull-White-Ansatz

drt = (θ(t)− a(t) · rt)dt+ σ(t)dWt (4.61)

mit stetigen Funktionen a(t)> 0, θ(t), σ(t)> 0 aus, so dass (wie man zeigen kann) eine
eindeutige Lösung (rt)t≥0 der SDE existiert.

Satz 4.22 (Eigenschaften des Hull-White-Modells)

1. Mit g(t) := exp
(

−∫ t
0 a(u)du

)
gilt

rt = g(t) ·
(
r0 +

∫ t

0
θ(s)/g(s)ds+

∫ t

0
σ(s)/g(s)dWs

)
. (4.62)

Im Folgenden sei d(t) := g(t) ·
(
r0 +

∫ t
0 θ(s)/g(s)ds

)
.

2. Die Short Rate ist normalverteilt mit

EQN (rt) = d(t), VarQN (rt) = g(t)2 ·
∫ t

0
(σ(s)/g(s))2ds.

Für konstante Parameter a(t) = a > 0, σ(t) = σ > 0, θ(t) = θ gilt

lim
t→∞

EQN (rt) = θ/a, lim
t→∞

VarQN (rt) = σ
2/(2 · a).

Der langfristige Erwartungswert der Short Rate ist also endlich und die Varianz bleibt
beschränkt – eine Folge dermean reversion Eigenschaft des Modells.

3. Mit f (0, t) := −∂ lnB(0, t)/∂t gilt bei konstanten Parametern a und σ:
θ(t) = f ′(0, t) + a · f (0, t) + σ2 · (1− e−2at)/(2 · a).

Die Funktion θ(t) dient somit der Kalibrierung an die heutigen Zerobondpreise B(0, t).

4. Für die Größe σ(u, t) aus (4.53) gilt bei konstanten Parametern a und σ:

σ(u, t) =
σ

a
·
(
1− e−a·(t−u)

)
.

Damit ergeben sich analytische Bewertungsformeln für Zerobonds (mittels (4.53)) und für
Zerobondoptionen (mittels (4.58)), sowie die daraus abgeleiteten analytischen Bewertungs-
formeln für Caps, Floors, Swaptions und Anleiheoptionen (siehe vorhergehender Abschnitt).
Die Formel für Zerobonds hat bspw. die Form

B(t,T) = A(t,T) · e−C(t,T)·rt
mit C(t,T) = (1− e−a·(T−t))/a und

ln(A(t,T)) = ln(B(0,T)/B(0, t)) + C(t,T) · f (0, t)− 0,5 · C(t,T)2 ·VarQN (rt).
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Beweis
Zu 1.: Wir setzen h(t,x) := x/g(t) und wenden Satz 4.3 an. Es ist ∂h/∂x = 1/g(t),
∂2h/∂x2 = 0, ∂h/∂t = a(t) · x/g(t) und daher wegen (4.61)

h(t,rt) = h(0,r0) +
∫ t

0
σ(s)/g(s)dWs +

∫ t

0
(a(s) · rs/g(s) + (θ(s)− a(s) · rs)/g(s))ds

= r0 +
∫ t

0
σ(s)/g(s)dWs +

∫ t

0
θ(s)/g(s)ds.

Da h(t,rt) = rt/g(t) gilt, ist die letzte Gleichung äquivalent zu (4.62).

Zu 2.: Wegen rt = d(t) + g(t) · ∫ t0 σ(s)/g(s)dWs folgt in Verbindung mit (4.12) sofort

rt hat die Verteilung N
(
d(t),g(t)2 ·

∫ t

0
(σ(s)/g(s))2ds

)
.

Für konstante Parameter haben wir

EQN (rt) = d(t) = e−a·t ·
(
r0 + θ ·

∫ t

0
ea·s ds

)
= e−a·t · r0 + (θ/a) · (1− e−a·t),

woraus lim
t→∞

EQN (rt) = θ/a folgt. Ferner gilt

VarQN (rt) = e−2·a·t · σ2 ·
∫ t

0
e2a·s ds = σ2/(2 · a) · (1− e−2·a·t),

also lim
t→∞

VarQN (rt) = σ
2/(2 · a).

Zu 3.: Es ist ru normalverteilt mit den o. g. Größen für den Erwartungswert und die
Varianz, woraus wir folgern, dass auch

∫ t
0 rudu wiederum normalverteilt ist mit Erwar-

tungswert
∫ t
0 d(u) du. Für die Berechnung der Varianz beachten wir, dass determinis-

tische Summanden bei der Varianzberechnung keine Rolle spielen, dass also (im Falle
konstanter Parameter a und σ) gilt

VarQN

(∫ t

0
ru du

)
= VarQN

(∫ t

0
e−a·u · σ ·

∫ u

0
ea·s dWs du

)
.

Eine Vertauschung der Integrationsreihenfolge (deren Zulässigkeit wir hier nicht näher
begründen) liefert

VarQN

(∫ t

0
ru du

)
= VarQN

(∫ t

0

(
σ ·

∫ t

s
e−a·(u−s) du

)
dWs

)
,

und dieser Ausdruck ist wegen (4.12) gleich∫ t

0
σ2 ·

(∫ t

s
e−a·(u−s) du

)2

ds = (σ/a)2 ·
∫ t

0

(
e−a·(t−s) − 1

)2
ds.

Wegen B(0, t) = EQN

(
exp

(
−∫ t

0 rudu
))

(vgl. (4.55)) und den in Satz 4.3 angegebenen
Rechenregeln ergibt sich

B(0, t) = exp
(

−
∫ t

0
d(s)ds+ 0,5 · (σ/a)2 ·

∫ t

0

(
e−a·(t−s) − 1

)2
ds

)
.
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Für f (0, t) = −∂ lnB(0, t)/∂t folgt jetzt (wobei wir beim Differenzieren die allgemeine
Rechenregel ∂(

∫ t
0 u(t, s)ds)/∂t =

∫ t
0 (∂u(t, s)/∂t)ds+ u(t, t) beachten):

f (0, t) = d(t) − σ2

2 · a2 ·
∫ t

0
2 · (1− e−a·(t−s)) · a · e−a·(t−s) ds

= r0 · e−a·t +
∫ t

0
ea·(s−t) · θ(s) ds− σ2

a
·
∫ t

0

(
e−2·a·(t−s) − e−a·(t−s)

)
ds.

Wir differenzieren nun f (0, t) nach der Variablen t:

f ′(0, t) =−a · r0 · e−a·t − a ·
∫ t

0
ea·(s−t) · θ(s)ds+ θ(t)+ σ2 ·

∫ t

0
(2 · e−2·a·(t−s)− e−a·(t−s))ds.

Somit ergibt sich schließlich

f ′(0, t) + a · f (0, t) = θ(t) − σ2

2 · a · (1 − e−2·a·t),

was zu zeigen war.

Zu 4.: Ein Vergleich der Formeln (4.56) und (4.62) liefert für konstante Parameter a und
σ die Beziehung

∂σ(u, t)
∂t

= e−a·t · σ

e−a·u
= σ · e−a·(t−u).

Hieraus folgt durch Integration

σ(u, t) = −σ
a

· e−a·(t−u) + c,

und für die Integrationskonstante gilt 0= −σ/a+ c, also

σ(u, t) =
σ

a
·
(
1− e−a·(t−u)

)
.

Damit können dann die Bewertungsformeln für Zerobonds und die genannten Zins-
derivate durch Einsetzen in die Bewertungsformeln des letzten Abschnitts hergeleitet
werden. Wir verzichten hier auf die etwas langwierigen Rechnungen.

Beispiel 4.17 Die aktuelle Kurve der Zerorates Lst(0, t) (stetige Verzinsung) sei durch
Lst(0, t) := 0,05− 0,035 · e−0,12·t gegeben (siehe Abbildung). Somit ist

B(0, t) = e−Lst(0,t)·t und f (0, t) = −∂ lnB(0, t)
∂t

= 0,05+ e−0,12·t · (0,0042 · t− 0,035).

Wir rechnen weiter
f ′(0, t) = e−0,12·t · (0,0084− 0,000504 · t)
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und erhalten damit (bei konstanten Parametern a > 0 und σ > 0):

θ(t) = e−0,12·t · (0,0084− 0,000504 · t) + a · (0,05+ e−0,12·t · (0,0042 · t− 0,035))

+ σ2 · (1− e−2at)/(2 · a).

Im Hull-White-Modell folgt nun

drt = (θ(t)− a · rt)dt+ σdWt. (∗).

2 4 6 8 10
t

0.01

0.02

0.03

0.04
L�0,t�

Abbildung 34: Zerokurve

Ausgehend vom Startwert r0 = 1,5% können wir mittels (∗) zukünftige Pfade des Short Rate-
Prozesses (rt)t≥0 anhand einer Monte-Carlo-Simulation erzeugen. Dazu müssen allerdings
zunächst die beiden Parameter a und σ festgelegt werden, was dadurch erfolgt, dass mit dem
Modell theoretische Cap-Werte ausgerechnet werden und diese mit den am Markt beobachteten
Preisen möglichst gut in Übereinstimmung gebracht werden. Die führt auf das folgende Mini-
mierungsproblem mit Nebenbedingungen:

m

∑
i=1
(Cap-Wert(a,σ)Hull−White,i − Cap-PreisMarkt,i)

2 !
= Min., a > 0, σ > 0.

Eine perfekte Übereinstimmung mit allen beobachtbaren Cap-Preisen wird nicht zu erzielen sein,
da uns nur zwei Parameter zur Verfügung stehen. Wir nehmen an, der Kalibrierungsprozess
habe die Werte a= 10% und σ = 2% geliefert. Mit ti := i/250, i ∈ {0, . . . ,250} simulieren wir
eine Menge von Pfaden für die Short Rate, die jeweils ein Jahr in die Zukunft gehen,

rti+1 − rti = (θ(ti)− a · rti ) · (1/250) + σ · √
1/250 · Zti ,

wobei r0 = 1,5% und Zti eine standard-normalverteilte Zufallsvariable ist. Die nachfolgende
Grafik zeigt zehn Pfade:
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t
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Abbildung 35: Pfade der Short Rates

Da die Short Rates normalverteilt sind, treten auch vereinzelt negative Werte auf.
Mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation können pfadabhängige Produkte bewertet werden. Als
einfaches Beispiel betrachten wir eine sog.Range Accrual Note. Dies ist eine Anleihe mit Nomi-
nal N, die am Ende jeder Kuponperiode [tj−1; tj] einen Kupon der maximalen Höhe C auszahlt,
und zwar anteilig für jeden Tag der zurückliegenden Periode, während der ein vorgegebener In-
dex (in unserem Beispiel die overnight rate) innerhalb eines Bereiches (Range) [a;b] notiert. Der
Kupon hat also die Höhe

C · m
Δj

,

wobei Δj Anzahl der Tage pro Periode gemäß Tageszählkonvention ist, und m die Anzahl der
Tage, an denen der Index innerhalb der Range liegt. Die Range kann zeitveränderlich sein.
Wir bewerten hier eine Range Accrual Note mit einjähriger Laufzeit, N= 100, C= 3 und Range
[0;4%]. Dazu simulieren wir 1.000 Pfade der Short Rate und berechnen für jeden Pfad die auf
t = 0 diskontierte Zahlung in einem Jahr:(

100+ 3 · m
250

)
· e−Lst(0,1).

Das arithmetischeMittel all dieserWerte ergibt den Barwert der Range Accrual Note. Als Ergeb-
nis der Simulation ergibt sich ein Wert im Bereich von 100,84. Allerdings weisen die Ergebnisse
pro Simulationslauf von 1.000 Pfaden noch eine gewisse Schwankung auf; daher sollte die An-
zahl der Simulationen deutlich erhöht werden, um stabile Resultate zu erhalten.
Der Barwert der Anleihe sinkt mit zunehmender Volatilität der Short Rate, weil dann die Wahr-
scheinlichkeit von künftigen Werten rt außerhalb der Range ansteigt und somit die erwartete
Kuponzahlung geringer wird.
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4.11.4 Bäume für Short Rate-Modelle

In der Praxis werden Short Rate-Modelle oftmals über Baum-Modelle implementiert.
Dies bedeutet, dass das Verhalten der Short Rate, welches ja über eine SDE definiert ist,
nur an vorgegebenen Stützstellen 0 = t0 < t1 < . . . < tn betrachtet wird. Die zufälligen
Werte der Short Rate zum Zeitpunkt tj werden dabei in einem Trinomialbaum berech-
net, wobei der Trinomialbaum die Menge der möglichen Kurspfade gemäß der SDE
approximiert. Eine wichtige Konstruktionsmethode von Trinomialbäumen stammt von
Hull und White (vgl. [21]). Diese wollen wir hier in ihren Grundzügen für das Hull-
White-Modell beschreiben.
Wegen (4.62) können wir schreiben rt = d(t) + g(t) · Xt mit

Xt :=
∫ t

0
σ(s)/g(s) dWs.

Nach Satz 4.12 ist Xt normalverteilt mit Mittelwert 0 und Varianz
∫ t
0 σ

2(s)/g2(s)ds.
In einem ersten Schritt der Baumkonstruktion bilden wir einen Trinomialbaum mit je-
weils drei Verzweigungen pro Zeitschritt tk, und zwar so, dass die Werte von Xt appro-
ximiert werden durch die Werte xtk in den Knoten des Baumes.

Abbildung 36: Der Trinomialbaum

Die "Sprunghöhen" sind jeweils geeignete Vielfache mk · ε, mk ∈ N einer "minimalen"
Sprunghöhe ε und die Verzweigungswahrscheinlichkeiten sind pk (für Verzweigungen
nach oben bzw. unten) sowie 1− 2·k (für die mittlere Verzweigung). Es gilt

E((xtk − xtk−1)|xtk−1) = 0, Var((xtt − xtk−1)|xtk−1) = 2 · pk ·m2
k · ε2,

wie man nachrechnet. Die Parameter werden nun so gewählt, dass die Bedingungen

0= E((Xtk − Xtk−1)|Xtk−1)
!
= E((xtk − xtk−1)|xtk−1) und∫ tk

tk−1

σ(s)2 · g−2(s) ds = Var((Xtk − Xtk−1)|Xtk−1)
!
= Var((xtt − xtk−1)|xtk−1)

erfüllt sind. Die diskreten Zufallsvariablen xtk (mit Startwert xt0 := 0) approximieren die
stetigen Zufallsvariablen Xt also insofern, als die bedingten Erwartungswerte und Va-

rianzen pro Zeitschritt gleich sind. Mit der Wahl ε :=mink
√
1,5 · ∫ tktk−1

σ2(s) · g−2(s) ds
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(minimale Standardabweichung von Xtk − Xtk−1 in allen Zeitschritten mit Skalierungs-
faktor

√
1,5) führt die o. g. Bedingung zu den Festlegungen

mk :=min{m ∈N :

√∫ tk

tk−1

σ2(s) · g−2(s) ds ≤ m · ε}, pk :=

∫ tk
tk−1

σ2(s) · g−2(s) ds

2 ·m2
k · ε2 .

Begründung: Es gilt wie gefordert

E((xtk − xtk−1)|xtk−1) = pk ·mk · ε− pk ·mk · ε = 0,

Var((xtt − xtk−1)|xtk−1) = 2 · pk ·m2
k · ε2 =

∫ tk

tk−1

σ2(s) · g−2(s) ds.

Übung 4.28
1. Begründen Sie, warum 0 ≤ pk ≤ 1/2 für alle k gilt.
2. Begründen Sie, warum im Fall tk − tk−1 = konstant und konstanten Parametern σ(s) =
σ, a(s) = a folgt pk = 1/3 für alle k. Dies erklärt die Wahl des Skalierungsfaktors

√
1,5 bei

der Definition von ε.

Jetzt ist der erste Schritt der Baumkonstruktion abgeschlossen und ein Trinomialbaum
für Xt (noch nicht für rt) steht zur Verfügung. Beachten Sie, dass die Parameter θ(s), a(s)
und σ(s) nun nicht anhand von Satz 4.22 festgelegt werden, sondern nachfolgend über
die Trinomialbaumapproximation. Genauer gesagt wird dabei anhand der bekannten
Zerobondpreise B(0, tk) zunächst der Ausdruck d(tk) (und damit implizit auch θ(tk))
für alle k bestimmt, wobei für a(s) und σ(s) zuerst Startwerte (Schätzwerte) verwendet
werden. Sind die d(tk) bestimmt, so hat man in jedem Knoten (k, i) des Baumes Schätz-
werte für die Short Rate zur Verfügung:

rtk,i = d(tk,i) + g(tk,i) · xtk,i .
Es bezeichnet i die Nummern der verschiedenen Knoten zur Zeit tk. Mit denWerten rtk,i
werden im nächsten Schritt Caps/ Floors bzw. Swaptions im Trinonimalbaum bewer-
tet und die Parameterschätzungen für a(s), σ(s) dann so verbessert, dass die Markt-
preise dieser Derivate möglichst gut getroffen werden. Daraus resultieren dann neue
Schätzungen für a(s) und σ(s), die wiederum eine neue Festlegung der Terme d(tk) zur
Kalibrierung der Zerobondpreise (wie oben) erfordern. Auf diese Weise ergibt sich ein
iteratives Verfahren, dass in jedem Iterationsschritt verbesserte Werte für die genannten
Parameter und damit auch für rtk,i liefert, bis die geforderte Genauigkeit erreicht ist.

Wir erläutern die Festlegung der Werte d(tk). Für den Zeitpunkt t0 = 0 gilt

B(0, t1) = e−r0·t1 = e−d(t0)·t1 ⇐⇒ d(t0) = − lnB(0, t1)/t1.

Im Zeitpunkt t1 gibt es die drei Knoten mit den Nummern (1,−m1), (1,0), (1,m1) (von
unten nach oben) im Baum. Bevor wir d(t1,i) berechnen können, müssen bestimmte
Hilfsgrößen, die sog. Arrow-Debreu-Preise ermittelt werden. Der Arrow-Debreu-Preis
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Ak,i ist der heutige Barwert eines hypothetischen Finanzinstruments mit Fälligkeit in
tk, das genau im Knoten mit der Nummer (k, i) den Betrag 1 auszahlt und ansons-
ten 0. Diese Größen, auch Zustandspreise genannt, erlauben uns die sukzessive Be-
rechnung der Werte d(tk,i). Dazu bestimmten wir zunächst die Arrow-Debreu-Preise
A1,−m1 ,A1,0,A1,m1 :

A1,−m1 = p1 · e−r0·t1 , A1,0 = (1− 2 · p1) · e−r0·t1 , A1,m1 = p1 · e−r0·t1 .

Damit schreibt sich der Wert B(0, t2) in der Form

B(0, t2) = e−rt1,1 ·(t2−t1) · A1,m1 + e
−rt1,0 ·(t2−t1) · A1,0 + e

−rt1,−1 ·(t2−t1) · A1,−m1 .

Begründung: Die Auszahlung des Zerobonds ist 1 in allen Knoten des Zeitpunkts t2.
Die Auszahlung ist entlang aller möglichen Pfade des Baumes bis t2 zu verbarwerten,
also entlang aller Pfade über (1,m1) (erster Summand), aller Pfade über (1,0) (zweiter
Summand) und aller Pfade über (1,−m1) (dritter Summand).
Da B(0, t2) bekannt ist, ebenso wie alle anderen Größen der letzten Gleichung bis auf
d(t1,i), das in rt1,i enthalten ist, können wir aus der Gleichung die Werte d(t1,i) errech-
nen.
Nun gehen wir die Berechnung der Werte d(t2,i) an. Dazu benötigen wir wieder die
Arrow-Debreu-Preise A2,i für i ∈ {−(m1 +m2), . . . ,0, . . . ,m1 +m2}. Diese schreiben sich
im Fall m1 = m2 = 1 als

A2,−2 = p2 · e−rt1,1 ·(t2−t1) · A1,−1,

A2,−1 = (1− 2 · p2) · e−rt1,1 ·(t2−t1) · A1,−1 + p2 · e−rt1,1 ·(t2−t1) · A1,0,

A2,0 = e−rt1,1 ·(t2−t1) · (p2 · A1,−1 + (1− 2 · p2) · A1,0 + p2 · A1,1),

A2,1 = (1− 2 · p2) · e−rt1,1 ·(t2−t1) · A1,1 + p2 · e−rt1,1 ·(t2−t1) · A1,0,

A2,2 = p2 · e−rt1,1 ·(t2−t1) · A1,1,

wasman dadurch einsieht, dassman den Baumvon rechts nach links, jeweils beginnend
beim Knoten (2, i) durchläuft, und die Menge der bei (2, i) jeweils endenden Pfade be-
rücksichtigt.
Jetzt ergibt sich B(0, t3) in der Form

B(0, t3) =
2

∑
i=−2

e−rt2,i ·(t3−t2) · A2,i.

Alle Größen hierin bis auf d(t2,i), das in rt2,i enthalten ist, sind bekannt – also kann dt2,i
berechnet werden.
Dieses Verfahren ist iterativ fortzusetzen, jeweils mit abwechselnder Berechnung der
Arrow-Debreu-Preise und der d(tk,i) bis zum Zeitpunkt tn. Das Ergebnis der Rechnung
besteht darin, dass am Ende alle Terme d(tk,i) und damit auch die Schätzwerte für die
Short Rate rtk,i in allen Knoten bekannt sind.

Der Trinomialbaum kann (nach Durchlaufen der weiter oben erwähnten Kalibrierungs-
prozedur für a(s) und σ(s), wobei oft ein stückweise linearerAnsatz für diese Funktionen
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Verwendung findet) schließlich zur Bewertung beliebiger Zinsderivate eingesetzt wer-
den, insbesondere solcher, für die keine geschlossenen analytischen Formeln existieren,
also z. B. Optionen mit mehrfachen Ausübungsrechten. Dazu wird – ganz entsprechend
der Vorgehensweise bei den Binomialbäumen aus Kapitel 3 – die Auszahlungsfunkti-
on des zu bewertenden Derivats zum Fälligkeitszeitpunkt tn = T im Baum eingetragen,
und dann eine Diskontierung der Zahlungen von rechts nach links bis zumBaumanfang
vorgenommen. Evtl. Ausübungsrechte während der Laufzeit werden dabei berücksich-
tigt. Die Diskontierungen erfolgen jeweils mit dem Diskontfaktor

DF(tk,i) = e−rtk,i ·(tk+1−tk) für k ∈ 0,1, . . . ,n− 1.

Wir demonstrieren die Vorgehensweise amwichtigen Beispiel der Bermudan Swaption-
Bewertung:

Beispiel 4.18 Zu bewerten ist eine Bermudan Swaption, die das Recht beinhaltet, heute in
einem Jahr oder heute in zwei Jahren in einen dann zweijährigen Payer Swap mit jährlich nach-
schüssigem Zinsaustausch und Nominal N = 100 einzutreten, wobei der vereinbarte Festsatz
K = 3% betrage. Wir verwenden einen Trinomialbaum gemäß obiger Konstruktion zur Bewer-
tung. Die heutige Zinskurve sei diejenige aus Beispiel 4.17 und es gelte

a := 10%, σ := 1%

für die Parameter des Hull-White-Modells, d. h. g(t) = e−0.1·t.
Wir bilden einen Trinomialbaum mit den Zeitschritten tk := k, k ∈ {0,1,2,3}. Zur Bestimmung
der Größen ε und mk ist der Wert√∫ tk

tk−1

σ2(s) · g−2(s) ds = σ ·
√
e2·a·k − e2·a·(k−1)

2 · a

für alle k ∈ {1,2,3} zu berechnen. Aus dieser Rechnung folgt dann

ε = 0,0129, m1 = m2 = 1, m3 = 2.

Die Verzweigungswahrscheinlichkeiten pk haben jeweils den Wert 1/3. Führen wir die Baum-
konstruktion durch, so erhalten wir den in der folgenden Abbildung dargestellten Trinomial-
baum mit den jeweiligen Diskontfaktoren DF(tk,i). Beachten Sie, dass in den beiden ersten
Verzweigungsschritten ein "Sprung" mit Multiplikator m1 = m2 = 1 erfolgt, während im drit-
ten Schritt m3 = 2 gilt.
Zunächst berechnen wir die Zerobondpreise B(tk,i,4) für k ∈ {1,2} im Baum. Für die Auszah-
lungsfunktion gilt jeweils B(tk,i) = 1 und wir können diese diskontieren, ohne dass der Baum
bis zum Zeitpunkt t4 erstellt wird. Dabei finden wir

B(t2,−2,4) = 0,972, B(t2,−1,4) = 0,953, B(t2,0,4) = 0,934, B(t2,1,4) = 0,915,

B(t2,2,4) = 0,897.
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Analog ergibt sich

B(t1,−1,4) = 0,929, B(t1,0,4) = 0,91, B(t1,1,4) = 0,881.

Die Zerobondpreise B(t2,i,3) errechnen sich zu

B(t2,−2,3) = 0,989, B(t2,−1,3) = 0,979, B(t2,0,3) = 0,969, B(t2,1,3) = 0,958,

B(t2,2,3) = 0,948.

Schließlich gilt

B(t1,−1,3) = 0,965, B(t1,0,3) = 0,944, B(t1,1,3) = 0,923

und
B(t1,−1,2) = 0,986, B(t1,0,2) = 0,974, B(t1,1,2) = 0,963.

Abbildung 37: Trinomialbaum mit Diskontfaktoren

Zur Bewertung der Payer-Swaption beginnen wir mit dem letztmöglichen Ausübungszeitpunkt
t2 = 2 und tragen in den zugehörigen Knoten die Auszahlungsfunktion ein, welche sich im
Knoten t2,i gemäß (4.40) in der Form

100 ·max{K(t2,i, t2,i,4)− K,0} · (B(t2,i,3) + B(t2,i,4))
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schreiben lässt. Wegen (4.39) gilt

K(t2,i, t2,i,4) =
1− B(t2,i,4)

B(t2,i,3) + B(t2,i,4)
.

Setzen wir alle Größen ein, so lauten die Werte der Auszahlungsfunktion in den einzelnen Kno-
ten:

(2,−2) : 0, (2,−1) : 0, (2,0) : 0,891, (2,1) : 2,881, (2,2) : 4,765.

Gehen wir im Baum nun zum Zeitpunkt t1 = 1 zurück, so lassen sich aus den o. g. Werten die
Barwerte der Bermudan Swaption bei Nichtausübung in den Knoten t1,i bestimmen:

(1,−1) : 0,293, (1,0) : 1,223, (1,1) : 2,74. (∗)

Da in t1 die Möglichkeit der Ausübung besteht, vergleichen wir diese Zahlenwerte mit den
inneren Werten der Option in den Knoten t1,i:

100 ·max{K(t1,i, t1,i,3)− K,0} · (B(t1,i,2) + B(t1,i,3)).

Eine Rechnung zeigt, dass die inneren Werte wie folgt sind:

(1,−1) : 0, (1,0) : 0, (1,1) : 2,042.

Die im Baum zu verwendendenWerte in den Knoten ti,1 entsprechen jeweils demMaximum aus
den Werten bei Nichtausübung (aus (∗)) und den inneren Werten, die im Falle der Ausübung
realisiert werden können. Es zeigt sich, dass in allen Fällen die Werte aus (∗) zu verwenden
sind, d. h. eine Ausübung in t1 = 1 lohnt sich nicht.
Der heutige Barwert der Bermudan Swaption errechnet sich schließlich zu

PVSwaption,t0 = 0,981 · (1/3) · (0,293+ 1,223+ 2,74) ≈ 1,39.

Übung 4.29 Vollziehen Sie den Gang der Rechnung im vorhergehenden Beispiel nach.

4.11.5 Libor Market-Modelle

In den letzten Jahren werden bei der Bewertung und beim Hedging von (komplexen)
Zinsderivaten zunehmend die sog. Libor Market-Modelle eingesetzt. Der Vorteil dieser
Modelle ist, dass sie eine sehr genaue Kalibrierung der amMarkt beobachtbaren Volati-
litäten (aus Caps / Floors und Swaptions) ermöglichen, und sie daher beim dynamischen
(sensitivitätsbasierten) Hedging von komplexen Finanzinstrumenten eine exakte Berech-
nung der erforderlichen Sensitivitäten erlauben.
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Allerdings erfordert die numerische Umsetzung der Libor Market-Modelle und deren
Kalibrierung eine umfangreiche Erfahrung beim Umgang mit Zinsstrukturmodellen.
Bei der Bewertung von Zinsderivaten im Libor Market-Modell kommt meist eine (auf-
wendige)Monte-Carlo-Simulation zum Einsatz. Auch die theoretische Formulierung der
Libor Market-Modelle ist nicht ganz einfach.
Die Stärke der Libor Market-Modelle ist darin zu sehen, dass (im Unterschied zu den
Short Rate-Modellen) die den Zinsderivaten oftmals zu Grunde liegenden Underly-
ings, nämlich die amMarkt beobachtbaren (Forward-)Geldmarktsätze (z. B. die LIBOR-
Sätze) direkt modelliert werden. Für die Standard-Zinsderivate wie Europäische Caps,
Floors und Swaptions ergeben sich dabei völlig analoge Bewertungsformeln wie beim
Black-76-Modell, so dass es sich um eine Erweiterung der klassischen Modellierungs-
ansätze handelt.
Der Ausgangspunkt bei der Formulierung des Libor Market-Modells ist die Erkennt-
nis aus Satz 4.16, dass der Prozess der Forward-Geldmarktsätze (L(t, tj, tj+1))t∈[0;tj],
j ∈ {1, . . . ,n− 1} einMartingal unter dem Zeit-tj+1-Forward-Maß Qtj+1 ist. Beachten Sie,
dass im Falle j = 0 der heute bereits bekannte Zinssatz L(t, t0, t1), t = t0 = 0, vorliegt,
und daher in diesem Fall keine Modellierung erforderlich ist. Ähnlich zu (4.45) gehen
wir von einer Normalverteilungsannahme der Zufallsvariablen

ln(L(t, tj, tj+1)/L(0, tj, tj+1)), t ∈ [0; tj]

aus mit dem gegenüber (4.45) etwas verallgemeinerten Ansatz

ln(L(t, tj, tj+1)/L(0, tj, tj+1)) ist unter Qtj+1 normalverteilt gemäß N(0,σ2j (t) · tj), (4.63)

wobei σj(t) eine zunächst deterministische Volatilitätsfunktion ist, an die im Folgen-
den noch weitere Bedingungen gestellt werden.

Libor Market-Modell
Für vorgegebene Zeitpunkte 0 < t1 < . . . < tn wird der stochastische Prozess
(L(t, tj, tj+1))t∈[0;tj] (j∈ {1, . . .n− 1}) unter dem Zeit-tj+1-Forward-MaßQtj+1 als Lösung
der SDE

dL(t, tj, tj+1) = σj(t) · L(t, tj, tj+1)dWt,j (4.64)

modelliert, wobei (Wt,j)t∈[0;tj] ein Wiener-Prozess unter Qtj+1 ist. Ist σj(t) so gewählt,
dass die Voraussetzungen der allgemeinen Itô-Formel aus Satz 4.3 erfüllt sind, so ist
(4.64) äquivalent zu

L(t, tj, tj+1) = L(0, tj, tj+1) · exp
(∫ t

0
σj(u)dWu,j − 0.5 ·

∫ t

0
σj(u)

2du
)

(t ∈ [0; tj]).
(4.65)

Beachten Sie, dass der Prozess (L(t, tj, tj+1))t∈[0;tj] gemäß Satz (4.8) ein Martingal ist und
dass die Forderung (4.63) ebenfalls erfüllt ist, sofern σj(t) deterministisch ist.
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Die noch zu bestimmenden Parameter sind die Volatilitätsfunktionen σj(t), welche so
gewählt werden, dass das Modell die aktuell am Markt beobachtbaren Preise für die
Standard-Zinsderivate (Caps, Floors, Swaptions) korrekt wiedergibt (Kalibrierung). Es
gibt zahlreiche Möglichkeiten für einen Ansatz zurWahl der Volatilitätsfunktionen – im
einfachsten Fall werden konstante Parameter σj(t) = σj betrachtet.
Ein wichtiger Aspekt ist, dass die Gleichungen (4.64) und (4.65) kein Modell im ei-
gentlichen Sinn definieren, denn für jede Wahl von j liegt den Gleichungen ein anderes
Wahrscheinlichkeitsmaß (nämlich das Zeit-tj+1-Forward-Maß) zu Grunde. Dies bedeu-
tet, dass ein Derivat, dessen Auszahlungsfunktion vonmehreren Zinssätzen L(t, tj, tj+1)
gleichzeitig abhängt, zunächst nicht bewertet werden kann, da ja nicht klar ist, ob ein
Wahrscheinlichkeitsraum mit einem einheitlichenMaß Q existiert, auf dem alle Prozesse
(L(t, tj, tj+1))t∈[0;tj] definiert sind. Falls dies der Fall ist, so kann jedes Derivat mit der ri-
sikoneutralen Bewertungsformel (4.22) unter dem Maß Q bewertet werden. Auf diesen
Sachverhalt werden wir später zurück kommen.
In der Praxis werden die Zeitpunkte tj meist als eine Folge von Zeitpunkten mit glei-
chem Abstand, z. B. 3 Monate oder 6 Monate gewählt. Bei einem dreimonatigen Ab-
stand und n = 6 werden dann also die nachfolgenden Forwardzinssätze modelliert:

L(t, 0,25, 0,5), L(t, 0,5, 0,75), L(t, 0,75, 1), L(t, 1, 1,25), L(t, 1,25, 1,5).

Wir bemerken, dass mit der Modellierung der Zinssätze L(t, tj, tj+1), j ∈ {1, . . . ,n − 1}
und mit der Kenntnis von L(0, t0, t1) auch alle Zerobondpreise B(ti, tj) (0 ≤ i < j ≤ n)
festgelegt sind, denn es gilt (mit Δk := Länge des Zeitintervalls von tk−1 bis tk gemäß
Zählkonvention und Δk ≤ 1):

B(t, tk+1) = B(t, tk)/(1+ Δk · L(t, tk, tk+1)), also

B(ti, tj) =
j−1

∏
k=i

B(ti, tk+1)
B(ti, tk)

=
j−1

∏
k=i

1
1+ Δk · L(ti, tk, tk+1)

. (4.66)

Übung 4.30
1. Wie lässt sich die Zerorate L(0, tk) (k ∈ {1, . . . ,n}) mit den in (4.64) modellierten Zinssätzen
darstellen?

2. Berechnen Sie den Erwartungswert EQtj (L(t, tj, tj+1)) für t ∈ [0; tj].
3. Zeigen Sie, dass die Lösung der SDE (4.64) durch (4.65) gegeben ist.

Wir betrachten ein Beispiel für den zeitlichen Verlauf von L(t, tj, tj+1) unter Qtj+1 :

Beispiel 4.19 Es sei tj = j · 0.25. Die Pfade des Prozesses (L(t, 1, 1,25))t∈[0;1] haben im Falle
σ4(t) = 0.05 und L(0, 1, 1,25) = 3% den folgenden Verlauf:
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0.028

0.029

0.031

0.032

0.033

L(t, 1, 1,25)

Abbildung 38: Pfade des Prozesses (L(t, 1, 1,25))t∈[0;1]

Zur Bewertung von (Europäischen) Derivaten wird zunächst die Auszahlungsfunktion
benötigt. Aus (4.50) wissen wir, dass die Auszahlungsfunktionen eines Zinsderivats mit
Fälligkeit in T eine Funktion von Zerobondpreisen B(t, tj), t ∈ [0;T], j ∈ {1, . . . ,n} ist. Da
wir aber sämtliche Zerobondpreise anhand der Forward-Geldmarktsätze ausdrücken
können (vgl. (4.66)), können wir auch sagen, dass jede Auszahlungsfunktion die Form

X = g(L(t, tj, tj+1), t ∈ [0;T], j ∈ {0, . . . ,n− 1}) (4.67)

hat. Es sei hierbei L(t, tj, tj+1) := L(tj, tj, tj+1) für t > tj. Die Bewertung vereinfacht sich,
wenn wir den Zeitpunkt T der Auszahlung "rechnerisch" auf den Zeitpunkt tn ver-
schieben. Dies erfolgt einfach dadurch, dass im Falle T < tn die in T stattfindende Aus-
zahlung auf den Zeitpunkt tn aufgezinst wird (Division durch B(T, tn)), während im
Falle T < tn die Auszahlung auf den Zeitpunkt tn abgezinst wird (Multiplikation mit
B(T, tn)). Der theoretische Barwert des Derivats in t0 = 0 wird nun mit der risikoneu-
tralen Bewertungsformel (4.22) unter dem Zeit-tn-Forward-Maß Qtn berechnet:

Dt0 = B(0, tn) · EQtn (g(L(t, tj, tj+1), t ∈ [0;T], j ∈ {0, . . . ,n− 1})). (4.68)

Beispiel 4.20 Bewertung eines Caps im Libor Market-Modell
Wir bewerten einen Cap auf den LIBOR mit den Fixing-Zeitpunkten tj−1 und den Zahlungs-
zeitpunkten tj für j ∈ {2, . . . ,n}. Der Nominalbetrag sein N. Aus den am Markt quotierten
Flat-Volatilitäten für Caplets wird zunächst mit dem Bootstrapping-Verfahren (4.48) die Spot-
Volatilität σj−1 für das j-te Caplet (mit Ausübungszeitpunkt in tj) ermittelt. Zur Bewertung
dieses Caplets verwenden wir das Libor Market-Modell (4.64) und setzen dort

σj−1(t) := σj−1.
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Aus (4.63) ergibt sich, dass die Größe ln(L(t, tj−1, tj)/L(0, tj−1, tj)) normalverteilt ist (unter
Qtj ), und wir können schreiben

PVCaplet = B(0, tj) · EQtj (N · (tj − tj−1) ·max{L(tj−1, tj−1, tj)− K,0})
= B(0, tj) · N · (tj − tj−1) · EQtj (L(tj−1, tj−1, tj)− K,0}).

Die Berechnung dieses Erwartungswerts erfolgt völlig analog wie bei der Herleitung von Satz
4.19, denn die Verteilungsannahme ist die selbe wie dort! Es folgt also

PVCaplet = N · (tj − tj−1) · B(0, tj) · (L(0, tj−1, tj) ·Φ(d1)− K ·Φ(d2)), (4.69)

wobei gilt d1,2 = (ln(L(0, tj−1, tj)/K) ± σ2j−1 · tj−1/2)/(σj · √
tj−1) und σ2j−1 =

Var(ln(L(tj−1, tj−1, tj)/L(0, tj−1, tj))/
√
tj−1).

Der Barwert des Caps ist wiederum die Summe der Werte aller Caplets.

Übung 4.31 Wie lautet die Bewertungsformel eines Floors mit Nominal N, Strike K und Zah-
lungszeitpunkten t2, . . . , tn im Libor Market-Modell, wenn die Spot-Volatilitäten wie im vorher-
gehenden Beispiel gegeben sind?

Bei der Anwendung von Formel (4.68) tritt das Problem auf, dass wir noch gar nicht
wissen, wie die Gleichungen (4.64) auf einen Wahrscheinlichkeitsraum mit einheitli-
chem Maß Qtn aussehen, da wir ja bei jeder Gleichung zum neuen Maß Qtn über-
gehen müssen. Es zeigt sich, dass man alle Gleichungen (4.64) unter Qtn ausdrücken
kann. Dabei tritt ein n− 1-dimensionaler Wiener-Prozess auf, also ein Prozess (�Wt) =
(Wt,1, . . . ,Wt,n−1)t≥0, wobei (�Wt) mehrdimensional normalverteilt ist mit Erwartungs-
wertvektor �μ = (0, . . . ,0) und Kovarianzmatrix

Σ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
t ρ1,2 · t . . . t

ρ2,1 · t t . . . ρ2,n−1 · t
...

...
...

...
ρn−1,1 · t ρn−1,2 · t . . . t

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈Rn−1×n−1,

ρi,j := Corr(Wt,i,Wt,j). Gemäß Satz 2.5 können wir folgern:

Wt,i hat die Verteilung N(0, t).

Es gilt nun der folgende Satz, dessen Beweis umfangreiche technische Hilfsmittel aus
der Stochastischen Analysis benötigt (den sog. Satz von Girsanov) und den wir nicht
beweisen, sondern lediglich die Anwendung des Satzes bei der Zinsmodellierung be-
trachten wollen (für einen Beweis siehe z. B. [7]):
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Satz 4.23 Unter demMaß Qtn gilt mit einem n− 1-dimensionalenWiener-Prozess (�Wt) =
(Wt,1, . . . ,Wt,n−1)t≥0 für j ∈ {1, . . . ,n− 1} die Aussage

dL(t, tj, tj+1) = σj(t) · L(t, tj, tj+1) dWt,j −

σj(t) · L(t, tj, tj+1) ·
n−1

∑
k=j+1

ρj,k · Δk · σk(t) · L(t, tk, tk+1)
1+ Δk · L(t, tk, tk+1)

dt, (4.70)

und die o. g. SDEs besitzen jeweils eine eindeutige Lösung (L(t, tj, tj+1))t∈[0;tj], die nicht in
geschlossener Form angegeben werden kann. Mit der Itô-Formel (4.17) gilt für t < tj:

d ln(L(t, tj, tj+1)) = σj(t) ·
n−1

∑
k=j+1

ρj,k · Δk · σk(t) · L(t, tk, tk+1)
1+ Δk · L(t, tk, tk+1)

dt − σj(t)
2/2 dt + σj(t)dWt,j.

(4.71)
Bei Verwendung diskreter Zeitschritte der festen Länge Δt> 0 schreibt sich diese Gleichung für
alle t mit t+ Δt ≤ tj wie folgt (Diskretisierung der SDE):

ln(L(t+ Δt, tj, tj+1)) ≈ ln(L(t, tj, tj+1)) + σj(t) ·
n−1

∑
k=j+1

ρj,k · Δk · σk(t) · L(t, tk, tk+1)
1+ Δk · L(t, tk, tk+1)

Δt

−σj(t)2/2 Δt + σj(t) ·
√
Δt · Zt,i, (4.72)

wobei (Zt,1, . . . ,Zt,n−1) ein n − 1-dimensional standard-normalverteilter Zufallsvektor mit
Corr(Zt,i,Zt,j) = ρi,j ist und der für jeden Zeitpunkt unabhängig von den Zufallsvektoren der
vorhergehenden Zeitpunkte ist. Aus Gleichung (4.72) können durch numerische Simulation die
Zufallspfade der Lösung von (4.70) erzeugt werden.

Beispiel 4.21 Zweidimensionale Simulation von Forward-Geldmarktsätzen
Es gelte n = 3, tj = j · 0,5 und die beiden Forward-Geldmarktsätze L(t, t1, t2) sowie L(t, t2, t3)
sollen für alle Zeitpunkte t ∈ [0; t1] mittels (4.72) simuliert werden. Den Ausgangspunkt bilden
die heute am Markt bekannten Zinssätze L(0, t1, t2) = 3% und L(0, t2, t3) = 3,5%.
Zur Simulation verwenden wir den Zeitschritt Δt := 0,004 und die standard-normalverteilten
Zufallsvariablen Zt,1 und Zt,2, wobei gelte Corr(Zt,1,Zt,2) = ρ und der Zufallsvektor
(Zt,1,Zt,2) in jedem Zeitschritt jeweils unabhängig von vorhergehenden Zeitschritten neu si-
muliert wird. Für die Volatilitätsterme gelte σ1(t) = 0,05, σ2(t) = 0,03. Die beiden SDEs zur
Beschreibung der Forward-Geldmarktsätze lautet somit (unter dem Maß Qt3):

dL(t, t2, t3) = 0,03 · L(t, t2, t3)dWt,2,

dL(t, t1, t2) = 0,05 · L(t, t1, t2)dWt,1 − 0,05 · L(t, t1, t2) · ρ · 0,5 · 0,03 · L(t, t2, t3)
1+ 0,5 · L(t, t2, t3) dt.
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Die zur Simulation benötigten Gleichung haben wegen (4.72) in diesem Fall die Form

lnL(t+ 0,004, t2, t3) ≈ lnL(t, t2, t3)− 0,032/2 · 0,004 + 0,03 · √
0,004 · Zt,2,

lnL(t+ 0,004, t1, t2) ≈ lnL(t, t1, t2) + 0,05 · ρ · 0,004 · 0,03 · L(t, t2, t3)
1+ 0,004 · L(t, t2, t3) · 0,004

−0,052/2 · 0,004 + 0,05 · √
0,004 · Zt,1.

Die nachfolgende Grafik zeigt mögliche Verläufe der Forward-Geldmarktsätze für t ∈ [0; t1] =
[0;0,5] in Abhängigkeit von ρ:

Abbildung 39: Einzelne Pfade des Prozesses (L(t, t1, t2))t∈[0;0,5] (untere Linie) und des Pro-
zesses (L(t, t2, t3))t∈[0;0,5] (obere Linie). Die Korrelation ist ρ = 1; 0,8; 0,5; 0

(oben links, oben rechts, unten links, unten rechts).

Warum sind die Pfadverläufe der Forward-Geldmarktsätze auch bei einer Korrelation von 1 im
Allgemeinen nicht perfekt parallel?

Übung 4.32 Es sei

A :=

⎛⎜⎜⎜⎝
a1,1 0 0 . . . 0
a2,1 a2,2 0 . . . 0
...

...
...

...
an,1 an,2 . . . . . . an,n

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈Rn×n

eine untere Dreiecksmatrix. Man kann zeigen: Zu einer gegebenen positiv definiten Korrelati-
onsmatrix Σ ∈ Rn×n existiert immer eine untere Dreiecksmatrix A ∈ Rn×n mit A · AT = Σ

(sog. Cholesky-Zerlegung). Darüber hinaus gilt für einen mehrdimensional normalverteil-
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ten Zufallsvektor �X = (X1, . . . ,Xn) mit standard-normalverteilten Komponenten Xi, dass der
Zufallsvektor

�X · AT

wiederum mehrdimensional normalverteilt ist mit Erwartungswertvektor (0, . . . ,0) und Korre-
lationsmatrix A · AT. Vergleichen Sie hiermit auch die Aussage aus Satz 2.5.
Verwenden Sie die obigen Aussagen, um ausgehend von �X einen mehrdimensional normalver-
teilten Zufallsvektor mit Erwartungswertvektor (0, . . . ,0) und vorgegebener Korrelationsmatrix
Σ zu konstruieren.
Zeigen Sie ferner, dass für

A :=
(
1 0
ρ

√
1− ρ2

)

gilt : A · AT =
(
1 ρ
ρ 1

)
=: Σ und dass der Zufallsvektor

(X1,X2) · AT = (X1,ρ · X1 +
√
1− ρ2 · X2)

zweidimensional normalverteilt ist mit Erwartungswertvektor (0,0) und Korrelationsmatrix Σ.

Beispiel 4.22 Die nachfolgende Tabelle zeigt das Ergebnis einer Simulation der Forward-
Geldmarktsätze L(t, ti, ti+1) für ti = i · 0,5 und i ∈ {0, . . . ,4}. Bei der Simulation werden alle
Korrelationen ρi,j auf den Wert 1 gesetzt, so dass nur eine Zufallszahl Zt,1 pro Zeitschritt be-
nötigt wird. Das Ergebnis eines einzelnen Simulationslaufs ist in der folgenden Tabelle zusam-
mengefasst:

Abbildung 40: Ergebnis eines Simulationslaufs

Hätten wir bei unserer Simulation die Korrelationen ρi,j nicht auf 1 gesetzt, sondern die tat-
sächlichen Werte verwendet (sofern diese ermittelt werden können), so hätten wir mit vier korre-
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lierten Zufallszahlen pro Zeitschritt arbeiten müssen. Damit könnten wir alle Zinsderivate mit
einer Auszahlungsfunktion der allgemeinen Form

X = g(L(t, ti, ti+1), t ∈ [0; t4], i ∈ {0, . . . ,4})

bewerten: Pro Simulationslauf berechnen wir den diskontierten Wert von X (zum Diskontieren
werden die simulierten Zerobondpreise verwendet). Das arithmetische Mittel der diskontierten
Werte von X über eine große Zahl von Simulationsläufen bildet dann einen Schätzwert für den
theoretisch korrekten Barwert des Zinsderivats.
Da wir alle Korrelationen auf 1 gesetzt haben, können wir mit obiger Tabelle nur solche
Zinsderivate bewerten, deren theoretischer Barwert nicht von den Korrelationen der Forward-
Geldmarktsätze abhängig ist. Ein typisches Beispiel ist ein einfacher Europäischer Cap, dessen
Auszahlungsfunktion sich als Summe der Caplet-Auszahlungsfunktionen schreiben lässt, wobei
letztere jeweils nur von einem einzelnen Forward-Geldmarktsatz abhängen. Handelt es sich et-
wa um einen Cap mit Nominal 10.000.00, Strike K = 3% und Caplet-Fälligkeiten in t2, . . . , t5,
so lauten die Caplet-Auszahlungen

X = 10.000.000 · 0,5 ·max{L(ti, ti, ti+1)− 3%,0}.

Im konkreten Simulationslauf gemäß obiger Tabelle erhalten wir die folgenden Auszahlungen
für die vier Caplets:

In t2 : 32.150, in t3 : 50.950, in t4 : 0, in t5 : 0.

Der Barwert des Caps ist in diesem Fall 32.150 · B(0, t2) + 50.950 · B(0, t3) = 79.931,22.

Kalibrierung der Modellparameter

Um das Libor Market-Modell zur Bewertung von Zinsderivaten verwenden zu kön-
nen, ist es erforderlich, die Modellparameter σj(t) und ρi,j zu kalibrieren. Dies geschieht
dadurch, dass die theoretischen Modellpreise für Standard-Zinsinstrumente wie Eu-
ropäische Caps, Floors und Swaptions möglichst gut mit den am Markt beobachtba-
ren Preisen in Übereinstimmung gebracht werden. Wegen (4.65) hat die Zufallsvariable
lnL(tj−1, tj−1, tj) unter Qtj die Varianz∫ tj−1

0
σ2j−1(t) dt.

Diese Varianz muss mit der bei der Cap-Bewertung verwendeten Varianz σ2j−1 · tj−1, die
sich wiederum aus den am Markt quotierten Volatilitäten ablesen lässt, übereinstim-
men, d. h. es gilt die Forderung∫ tj−1

0
σ2j−1(t) dt

!
= σ2j−1 · tj−1. (4.73)

Durch diese Bedingung ist der Term σj−1(t) nicht eindeutig festgelegt. Die einfachste
Wahl besteht darin, σj−1(t) := σj−1 zu setzen, wie wir es bisher immer getan haben. In
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der Praxis sind jedoch andere Vorgehensweisen üblich: So wird σj−1(t) beispielsweise
als stückweise lineare Funktion gewählt oder über einen parametrischen Ansatz der
Form

σj−1(t) := (a · (tj−1 − t) + b) · exp(−c · (tj−1 − t)) + d

festgelegt. Dadurch ist es möglich, die aus Abschnitt 4.10.2 bekannte humped-Struktur
der Volatilitäten bei der Parametrisierung zu berücksichtigen: Es zeigt sich nämlich,
dass der Graph der Funktion

ϕ(T − t) := (a · (T − t) + b) · exp(−c · (T − t)) + d

für t ∈ [0;T] typischerweise den folgenden Verlauf besitzt:

2 4 6 8 10
T�t

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

�

Abbildung 41: Die Funktion ϕ(T − t)

Die Korrelationsparameter ρi,j des im Libor Market-Modell auftretenden n− 1-dimen-
sionalen Wiener-Prozesses sind bisher noch nicht festgelegt worden. Nun sollen am
Markt quotierte Preise (implizite Volatilitäten) von Europäischen ATM-Swaptions im
Modell ebenfalls korrekt wiedergegeben werden. Dazu müssen wir Swaptions im Li-
bor Market-Modell bewerten und die noch freien Korrelationsparameter so festlegen,
dass der Fehler zwischen den Modellpreisen und Marktpreisen für Swaptions mini-
miert wird.
Die Bewertung von Swaptions im Libor Market-Modell kann wiederum mit der all-
gemeinen Formel (4.68) erfolgen. Beachten Sie, dass die Auszahlungsfunktion einer
Swaption mit Fälligkeit in t0 anhand des Forward-Swap-Satzes K = K(t0, t0, tn) und
mit Zerobondpreisen ausgedrückt werden kann und dass diese Größen wiederum über
Forward-Geldmarktsätze L(t, tj, tj+1) darstellbar sind. Letztlich ergibt sich damit eine
außerordentlich komplexe Darstellung der Auszahlungsfunktion und der Barwert lässt
sich nur numerisch bestimmen. Um die Rechnung zu vereinfachen, kann in der Praxis
die folgende analytische Approximation der Forward-Swap-Sätze verwendet werden,
deren Herleitung wir hier nur skizzieren wollen: Es gilt zunächst für t ≤ ta < tb:

K(t, ta, tb)
(4.39)
=

B(t, ta)− B(t, tb)

∑
b
j=a+1Δj · B(t, tj)

=
∑
b
j=a+1Δj · L(t, tj−1, tj) · B(t, tj)

∑
b
j=a+1Δj · B(t, tj)

=
b

∑
j=a+1

L(t, tj−1, tj) · Δj · B(t, tj)
∑
b
j=a+1Δj · B(t, tj)

=
b

∑
j=a+1

L(t, tj−1, tj) · gj(t)
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mit gj(t) :=
Δj ·B(t,tj)

∑
b
j=a+1Δj ·B(t,tj)

. Eine genauere Analyse zeigt, dass die Approximation gj(t)≈
gj(0) für t ≤ t0 hinreichend gut ist, so dass wir den Forward-Swap-Satz als Linearkom-
bination der Forward-Geldmarktsätze mit deterministischen Koeffizienten gj(0) schrei-
ben können:

K(t, ta, tb) ≈
b

∑
j=a+1

L(t, tj−1, tj) · gj(0). (4.74)

Bezeichnen wir mit σta,tb die am Markt quotierte ATM-Swaption-Volatilität, so wissen
wir aus Satz 4.17:

Var(ln(K(ta, ta, tb)/K(0, ta, tb))) = σ2ta ,tb · ta,
und wegen ln(x) ≈ x− 1 für x ≈ 1 folgern wir hieraus

Var
(
K(ta, ta, tb)
K(0, ta, tb)

− 1
)

≈ σ2ta ,tb · ta.

Aufgrund der bekannten Rechenregeln für die Varianz können wir schreiben

Var
(
K(ta, ta, tb)
K(0, ta, tb)

− 1
)
=
Var(K(ta, ta, tb))
K(0, ta, tb)2

,

also mit (4.74): σ2ta ,tb · ta ≈ 1
K(0,ta,tb)2

·Var
(
∑
b
j=a+1 L(ta, tj−1, tj) · gj(0)

)
.

Nun gilt die allgemeine Rechenregel Var
(
∑
n
j=1Yj

)
= ∑

n
i,j=1Cov(Yi,Yj) (vgl. (2.4)), so

dass wir folgern können

σ2ta ,tb · ta ≈ 1
K(0, ta, tb)2

·
b

∑
i,j=a+1

Cov(L(ta, ti−1, ti) · gi(0),L(ta, tj−1, tj) · gj(0))

=
b

∑
i,j=a+1

gi(0) · gj(0) · Cov(L(ta, ti−1, ti),L(ta, tj−1, tj))
K(0, ta, tb)2

.

Eine Argumentation ähnlich der wie bei der Herleitung von (4.12) zeigt nun, dass gilt

Cov(L(ta, ti−1, ti),L(ta, tj−1, tj))
K(0, ta, tb)2

=
Cov

(∫ ta
0 dL(t, ti−1, ti),

∫ ta
0 dL(t, tj−1, tj)

)
K(0, ta, tb)2

(4.64)
=

Cov
(∫ ta

0 σi(t) · L(t, ti−1, ti)dWt,i,
∫ ta
0 σj(t) · L(t, tj−1, tj)dWt,j

)
K(0, ta, tb)2

≈ L(0, ti−1, ti) · L(0, tj−1, tj) · ρi,j ·
∫ ta
0 σi(u) · σj(u) du

K(0, ta, tb)2
.

Bei bekannten Werten für die Volatilitätsfunktionen σi(u), σj(u) können somit die
Korrelationsparameter ρi,j anhand der ATM-Swaption-Volatilitäten wie folgt kalibriert
werden (für alle relevanten Fälligkeiten ta und tb):

σ2ta ,tb · ta ≈
b

∑
i,j=a+1

gi(0) · gj(0) · L(0, ti−1, ti) · L(0, tj−1, tj) · ρi,j ·
∫ ta
0 σi(u) · σj(u) du

K(0, ta, tb)2
.
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Erweiterungen des Libor Market-Modells

Bisher wurde bei der Formulierung des Libor Market-Modells für jeden Forward-
Geldmarktsatz L(t, tj−1, tj) jeweils nur eine Volatilität σj−1(t) verwendet. Möchte man
das Modell an Caplet-Preise mit Auszahlungsprofil

Nominal · Δi ·max{L(tj−1, tj−1, tj)− K,0}
für verschiedene Strikes K bewerten, so ist der Umstand zu berücksichtigen, dass die
amMarkt gehandelten impliziten Caplet-Volatilitäten in Abhängigkeit vom Strike K ei-
ne Smile-Struktur (oder Skew-Struktur) aufweisen:

Abbildung 42: Volatilitäts-Smile

L(tj−1, tj−1, tj)

implizite Cap-Volatilität

Um Smiles bei der Modellierung zu erfassen, gibt es eine Reihe von möglichen Vorge-
hensweisen. Die aus dem bisherigen Ansatz (4.64) bekannte LIBOR Dynamik

dL(t, tj−1, tj) = σj−1(t) · L(t, tj−1, tj)dWt,j−1

ist geeignet zu modifizieren. Mögliche Ansätze lauten:

1. Das Displaced Diffusion-Modell (oder Shifted Lognormal-Modell):

dL(t, tj−1, tj) = β j−1(t) · (L(t, tj−1, tj)− αj−1)dWt,j−1,

2. das CEV- (Constant Elasticity of Variance-) Modell:

dL(t, tj−1, tj) = σj−1(t) · (L(t, tj−1, tj))
γj−1 dWt,j−1, γj−1 ∈ (0;1),

3. das SABR-Modell, ein Modell mit stochastischer Volatilität:

dL(t, tj−1, tj) = V(t) · L(t, tj−1, tj)
β dWt,j−1

dV(t) = ε ·V(t) · dW̃t,j−1, V(0) = α,

wobei die beiden involvierten Wiener-Prozess eine vorgegebene Korrelation ρ besit-
zen. Die Bezeichnung SABR steht für stochastic alpha beta rho.

Die Kalibrierung all dieser Ansätze ist äußerst komplex und erfordert umfangreiche
Erfahrung im Umgang mit Zinsstrukturmodellen. Wir verweisen auf die umfassende
Darstellung in [7].
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4.12 Bewertung von Kreditderivaten

Das Risiko, dass eine Firma oder ein Staat oder eine Privatperson einen Kredit nicht
(oder nicht vollständig oder nicht in der vereinbarten Zeit) zurückzahlt, wird als Kre-
ditrisiko bezeichnet. Dieses spielt an den Finanzmärkten eine große Rolle. Finanzinsti-
tutionen sind in den letzten Jahren zunehmend damit beschäftigt, das Kreditrisiko mit
mathematischen und statistischenMethoden zu berechnen. Dabei spielen die folgenden
Begriffe eine Rolle:

• Die Ausfallwahrscheinlichkeit: Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kredit
(oder eine Anleihe) nicht wie vereinbart zurückgezahlt wird. Die Ausfallwahr-
scheinlichkeit eines Kreditschuldners ist umso höher, je schlechter seine Kredit-
würdigkeit (Bonität) ist. Sie hängt insbesondere vom Zeithorizont ab. Die engl.
Bezeichnung für Ausfallwahrscheinlichkeit ist probability of default, kurz PD.

• Die Verlustquote: Dies ist der prozentuale Verlust, gemessen am gesamten Kre-
ditvolumen, den ein Kreditgeber verliert, wenn ein Schuldner ausfällt. Bei einer
Verlustquote von 60% bekommt der Kreditgeber bei einemAusfall des Schuldners
für jeden Euro 40 Cent zurück. Die Zahl (1− Verlustquote) wird als Erlösquote be-
zeichnet. Für die Verlustquote wird oft der engl. Begriff Loss Given Default (kurz
LGD) verwendet und für die Erlösquote der Begriff Recovery Rate (kurz RR).

• Das Exposure: Dies ist die Höhe der Schulden, die ein Kreditnehmer beim Kredit-
geber hat.

Finanzinstitutionen versuchen fortwährend, sich gegen mögliche Kreditausfälle zu
schützen. Dazu gibt es eine Reihe von Instrumenten am Markt, z. B. Garantien oder
Bürgschaften. Seit einigen Jahren werden diese traditionellen Instrumente ergänzt
durch sog. Kreditderivate, die es in zahlreichen Varianten gibt und die – wie andere
Derivate auch – aus einmaligen oder regelmäßigen Zahlungen zwischen zwei Vertrags-
parteien bestehen. Wir betrachten im nächsten Abschnitt einige typische Beispiele.

4.12.1 Funktionsweise von Kreditderivaten

Das am häufigsten gehandelte Kreditderivat ist der Credit Default Swap, kurz CDS. Ein
CDS ist eine vertragliche Vereinbarung zwischen zwei Parteien A und B, die Folgendes
vorsieht: Sollte eine bestimmte Firma C (oder ein Staat, eine Institution, ...) innerhalb
eines definierten Zeitraumes von t = 0 bis t = T ausfallen (d. h. seine Schulden nicht
mehr begleichen können), so leistet die Partei A an die Partei B eine Zahlung der Höhe

Verlustquote ·Nominalbetrag

wobei der Nominalbetrag im CDS-Vertrag fest vereinbart wird. Im Gegenzug zahlt B an
A regelmäßig (z. B. vierteljährlich) einen festen Betrag (Prämie). Partei A wird auch Si-
cherungsverkäufer oder Protection Seller bezeichnet, während B Sicherungskäufer oder
Protection Buyer heißt. C ist die Referenzadresse .
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Der Sinn einer solchen Vereinbarung besteht darin, dass B damit gegen Verluste der
Firma C abgesichert ist. Typischerweise ist B eine Bank, die irgendwann vorher einmal
einen Kredit an C vergeben hat und sich nun gegen einen eventuellen Ausfall von C
schützen möchte. Falls C ausfällt, bekommt B damit den verloren gegangenen Teil von
A ersetzt. Dabei ist selbstverständlich vertraglich genau zu fixieren, was ein Ausfall
(oder Ausfallereignis, engl. credit event) ist, z. B. die Eröffnung eines Insolvenzverfah-
rens oder das Ausbleiben von Zahlungen bei C.
Im Rahmen der Kreditrisikomodellierung interessiert man sich u. a. dafür, welchen Be-
trag B an A für die Sicherungsleistung zu zahlen hat, d. h. was die (faire) Prämie eines
CDS ist.
Die Prämienzahlung s bei einem CDS wird in der Regel in Basispunkten bezogen auf
einen vereinbarten Nominalbetrag N angegeben und dann über die Laufzeit des CDS
bis zum Ausfallzeitpunkt regelmäßig gezahlt. Man bezeichnet s auch als (CDS-)Spread.
Im Folgenden seien 0= t0 < t1 < . . .< tn vorgegebene Zeitpunkte. Die Prämienzahlun-
gen von B an A erfolgen in t1, . . . , tn = T, sofern kein credit event während der Laufzeit
des CDS von 0 bis T stattfindet. Zum Zeitpunkt T endet dann der CDS. Sollte jedoch
zu irgendeinem Zeitpunkt τ (dem Ausfallzeitpunkt) während der Laufzeit des CDS ein
credit event stattfinden, so muss A an B in τ die Zahlung der Höhe

LGD · N
leisten, wobei LGD die zum Zeitpunkt des credit events festgestellte Verlustquote ist.
Die Prämienzahlungen von B an A und der CDS enden dann zum Zeitpunkt τ.
Neben dem bisher betrachteten CDS, der sich standardmäßig auf eine Referenzadres-
se bezieht und daher auch als single name CDS bezeichnet wird, gibt es auch CDS-
Verträge, die sich auf mehrere Referenzadressen beziehen. Beispielsweise könnte der
Vertrag so aussehen, dass eine Menge von Referenzadressen (ein sog. Pool) definiert
wird, und jedes mal, wenn eine der Referenzadressen ausfällt, muss der Protection Sel-
ler einen gewissen Ausgleichsbetrag anteilig vom Gesamtnominalbetrag N zahlen. Der
CDS endet dann nicht, sondern wird bis zum regulären Laufzeitende T fortgesetzt, mit
weiteren Ausgleichszahlungen, falls weitere Ausfälle auftreten. Eine solche Konstruk-
tion liegt den am Markt gehandelten Index-CDS-Verträgen zu Grunde, z. B. dem sog.
iTraxx-CDS, bei dem die Menge der Referenzadressen aus 125 (halbjährlich neu festge-
legten) Adressen mit einem Gewicht von je 0,8% besteht.
Bei den sog. First-to-Default (FtD)-CDS bezieht sich die Sicherungsleistung ebenfalls
auf eine Menge von Referenzadressen (in der Regel weniger als 10), wobei hier nur
eine Ausgleichszahlung beim ersten auftretenden credit event geleistet wird und der
CDS-Vertrag dann endet. Der Sicherungsverkäufer erhält eine höhere Prämie als für die
Einzeladressen, da er das erste Ausfallrisiko des Pools absichert und eine höhere Wahr-
scheinlichkeit für eine Schadensleistung als bei einem single name CDS in Kauf nimmt.

Ein CDS-Vertrag kann gedanklich mit einem gewöhnlichen Zinsswap verglichen wer-
den: Es gibt zwei "Seiten", nämlich die regelmäßigen Prämienzahlungen in ti (sie wer-
den auch Premium Leg genannt), und die (eventuell stattfindende) Ausgleichszahlung
bei einem credit event in τ (auch Protection Leg genannt). Der Nominalbetrag N dient
lediglich als Bezugsgröße und wird nicht ausgetauscht.
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Die Bewertung eines CDS erfolgt durch eine getrennte Bewertung der beiden Seiten.
Diejenige Prämie s, für die der Barwert eines Credit Default Swap Null ist, heißt fairer
Spread für die entsprechende Laufzeit. Bei Eintritt in einen Credit Default Swap wird in
der Regel die Prämie gerade so vereinbart, dass das Geschäft fair ist. AmMarkt werden
Credit Default Swaps durch Angabe ihres fairen Spreads sfair quotiert.
Beachten Sie, dass bei einem Kreditderivat zusätzlich zum Risiko des Ausfalls der Re-
ferenzadresse auch das Risiko besteht, dass einer der beiden Vertragsparteien des CDS
ausfällt. Fällt bspw. der Sicherungsverkäufer aus, so ist die Absicherung für den Siche-
rungskäufer nicht mehr vorhanden. In der Praxis wird diesesKontrahentenrisiko durch
den Austausch von Sicherheiten zwischen den CDS-Vertragspartnern begrenzt (analog
zur Vorgehensweise bei anderen Derivaten).

Übung 4.33 A und B vereinbaren in t0 = 0 einen fünfjährigen single name CDS mit Refe-
renzadresse C. Dabei zahlt B als Protection Seller vierteljährlich den vereinbarten fairen Spread
von s = 0,0020 bezogen auf den Nominalbetrag N = 10.000.000 an A und erhält umgekehrt
beim Auftreten eines credit events bzgl. C während der Laufzeit eine Ausgleichszahlung.
1. Welche Zahlungen fließen, wenn kein credit event auftritt?
2. Welche Zahlungen fließen beim Auftreten eines credit events mit LGD = 60% in t2 = 2?

4.12.2 Bewertung von single name CDS

Auch für die Bewertung von Kreditderivaten gilt (in einem arbitragefreien, vollständi-
gen Markt) die risikoneutrale Bewertungsformel aus Satz 4.9. Allerdings muss in die-
sem Zusammenhang die Menge der gehandelten Basisinstrumente und auch die in Satz
4.9 auftretende Filtration so erweitert werden, dass bonitätsrelevante Informationen Be-
rücksichtigung finden (z. B. anhand beobachtbarer Preise für Standard-Credit Default
Swaps oder Unternehmensanleihen, aus denen sich Credit Spreads ableiten lassen).
Der Barwert eines single name CDS setzt sich zusammen aus dem Barwert des Premi-
um Legs und dem Barwert des Protection Legs. Beide werden getrennt betrachtet.

Das Premium Leg

Der in t ≤ ti gültige Barwert einer zu erhaltenden Zahlung der Höhe 1, die zum Zeit-
punkt ti stattfinden wird, sofern bis ti kein credit event bzgl. der Referenzadresse ein-
getreten ist (dies entspricht der Situation beim CDS aus Sicht des Protection Sellers) ist

Dt = Nt · EQN

(
(1{τ>ti}/Nti )|FS

t

)
,

wobei τ der zufällige Zeitpunkt des (ersten auftretenden) credit events bzgl. der Refe-

renzadresse sei undwobei Nt := exp
(∫ t

0 ru du
)
gelte, d. h. der hier gewählte Numéraire

ist das savings account mit dem zugehörigen Martingalmaß QN . Unter der Grundan-
nahme, dass die Short Rates rt stochastisch unabhängig vom zufälligen Ausfallzeitpunkt
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sind, können wir schreiben

Dt =

(
exp

(∫ t

0
ru du

)
/Nti

)
· EQN

(
1{τ>ti}|FS

t

)
= exp

(
−

∫ ti

t
ru du

)
· (1 ·QN(τ > ti|FS

t ) + 0 ·QN(τ ≤ ti|FS
t ))

= exp
(

−
∫ ti

t
ru du

)
·QN(τ > ti|FS

t ).

Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnung

S(t,u) := QN(τ > u|FS
t ). (4.75)

Es handelt sich dabei um die Wahrscheinlichkeit, dass bis ti kein credit event stattge-
funden hat (die Überlebenswahrscheinlichkeit oder survival probability). Offenbar gilt
dann QN(τ > ti|FS

t ) = S(t, ti).
Der oben berechnete Barwert bezieht sich auf eine Zahlung der Höhe 1. Die tatsächliche
Höhe der Prämienzahlung beim CDS zum Zeitpunkt ti ist jedoch

N · s · Δi,
wobei Δi die Länge des Zeitintervalls zwischen ti−1 und ti gemäß Zählkonvention ist
und s die Prämie in Basispunkten. Folglich ist der Barwert der in ti stattfindenden Prä-
mienzahlung (unter der Bedingung, dass vorher kein credit event stattfand) gegeben
durch

Dt = N · s · Δi · exp
(

−
∫ ti

t
ru du

)
· S(t, ti).

Summieren wir diese Terme für i ∈ {1, . . . ,n}, so ergibt sich der Barwert aller Prämien-
zahlungen für alle Zeitpunkte ti, zu denen noch kein credit event stattgefunden hat:

N · s ·
n

∑
i=1

Δi · exp
(

−
∫ ti

t
ru du

)
· S(t, ti).

Das ist jedoch noch nicht der Barwert des Premium Legs! Es fehlt nämlich noch derje-
nige Teil der Prämie, den der Protection Buyer für den Zeitraum zwischen dem letzten
regulären Prämienzahlungszeitpunkt ti−i und dem danach stattfindenden Ausfallereig-
nis zum Zeitpunkt τ ∈ (ti−1; ti] zahlen muss – sofern der Ausfallzeitpunkt überhaupt in
(t0; tn] liegt. Diese anteilige Prämie (engl. accrued premium) hat in t ≤ ti−1 den Barwert

N · s ·
∫ ti

ti−1

Δ(ti−1,u) · exp
(

−
∫ u

t
rv dv

)
· (−dS(t,u)). (4.76)

Hier handelt es sich um ein Riemann-Stieltjes-Integral (vgl. Abschnitt 4.3.2) und Δ(ti−1,u)
ist die Länge des Zeitintervalls zwischen ti−1 und u.
Begründung für (4.76): Der Barwert der zufälligen anteiligen Prämie lautet

h(τ) := 1{τ∈(ti−1; ti ]} · N · s · Δ(ti−1;τ) · exp
(

−
∫ τ

t
rv dv

)
.
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Wir berechnen den Erwartungswert dieser Größe mit der in Satz (2.4) angegebenen For-
mel. Dazu benötigen wir die Dichtefunktion der Zufallsvariablen τ. Wegen

QN(τ ≤ u|FS
t ) = 1−QN(τ > u|FS

t ) = 1− S(t,u)

ist 1 − S(t,u) die Verteilungsfunktion von τ und deren Ableitung d(1 − S(t,u))/du =
−dS(t,u)/du somit die gesuchte Dichtefunktion (wir nehmen an, dass die Verteilungs-
funktion stetig differenzierbar ist). Es gilt daher

EQN (h(τ)) =
∫ ti

ti−1

h(u) · (−dS(t,u)/du) · du

= N · s ·
∫ ti

ti−1

Δ(ti−1,u) · exp
(

−
∫ u

t
rv dv

)
· (−dS(t,u)), (4.77)

und dies ist gerade der Ausdruck aus (4.76).
Summieren wir die anteiligen Prämien für i ∈ {1, . . . ,n}, so können wir festhalten, dass
der Barwert des Premium Legs aus Sicht von t gegeben ist durch

PVPremium Leg = N · s ·
n

∑
i=1

Δi · exp
(

−
∫ ti

t
rv dv

)
· S(t, ti) +

N · s ·
n

∑
i=1

∫ ti

ti−1

Δ(ti−1,u) · exp
(

−
∫ u

t
rv dv

)
· (−dS(t,u)). (4.78)

Übung 4.34 Mit welcher Wahrscheinlichkeit erfolgt (aus Sicht von t = 0) niemals ein Aus-
fallereignis, wenn wir rv = r > 0 und S(0,u) = e−λ·u (λ > 0) annehmen?

Das Protection Leg

Bei der Bewertung des Protection Legs ist die Ausgleichszahlung des Protection Sellers
an den Protection Buyer zu verbarwerten. Diese Ausgleichszahlung findet nur dann
statt, wenn während der Laufzeit des CDS ein credit event stattfinden sollte. Die Hö-
he der Ausgleichszahlung ist vor dem Eintreten eines credit events unbekannt, denn
der Ausgleichsbetrag steht ja erst dann fest, wenn die Höhe der Verlustquote nach dem
Ausfallereignis ermittelt wurde. Um jedoch eine Bewertung des CDS zum Abschluss-
zeitpunkt durchführen zu können, ist es erforderlich, eine "fiktive" Verlustquote anzu-
nehmen, die der Berechnung des Barwerts zu Grunde liegt. Diese angenommene Verlust-
quote bezeichnen wir mit LGD = 1− RR, wobei RR für die Erlösquote (Recovery Rate)
steht. Beachten Sie, dass dieseWerte von den zumAusfallzeitpunkt tatsächlich ermittel-
ten Größen im Allgemeinen abweichen werden. Ein typischer Wert, der bei Abschluss
des CDS oft unterstellt wird, ist RR= 40%, was einer angenommenen Verlustquote von
60% entspricht. Der Barwert des Premium Legs berechnet sich zum Zeitpunkt t bei ge-
gebener Recovery Rate RR ∈ [0;1] zu

EQN

(
h(τ)|FS

t

)
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mit

h(τ) = N · (1− RR) · exp
(

−
∫ τ

t
ru du

)
.

Die Berechnung des Erwartungswerts erfolgt ganz entsprechend der Erwartungswert-
berechnung (4.77) und liefert das Ergebnis

PVProtection Leg = N · (1− RR) ·
∫ T

t
exp

(
−

∫ u

t
rv dv

)
· (−dS(t,u)). (4.79)

Bewertung eines CDS

Mit den bisher hergeleiteten Ergebnissen erhalten wir

Satz 4.24 Der zum Zeitpunkt t≥ 0 gültige Barwert eines CDS mit Nominal N, angenomme-
ner Recovery Rate RR, CDS-Spread s und Fälligkeit in T, der sich auf eine Referenzadresse mit
zufälligem Ausfallzeitpunkt τ > t bezieht, lautet aus Sicht des Protection Buyers

PVCDS = PVProtection Leg − PVPremium Leg. (4.80)

Aus Sicht des Protection Sellers ist der Barwert des CDS gleich −PVCDS.

Definition 4.6 Der CDS-Spread eines CDS betrage s Basispunkte. Dann wird die Größe

RPV01(t,T) := PVPremium Leg/s

auch als Credit Risky Basis Point Value bezeichnet.

Interpretation: Der Wert RPV01(0,T) gibt die Wertänderung (in Basispunkten) eines
CDS mit Nominalbetrag N = 1, CDS-Spread s und Fälligkeit in T bei einer Änderung
des CDS-Spreads um einen Basispunkt (BP) an, denn es gilt

PVCDS(s+ 0,0001)− PVCDS(s)

= PVPremium Leg(s+ 0,0001)− PVPremium Leg(s)

= 0,0001 ·
n

∑
i=1

Δi · exp
(

−
∫ ti

t
rv dv

)
· S(t, ti) +

0,0001 ·
n

∑
i=1

∫ ti

ti−1

Δ(ti−1,u) · exp
(

−
∫ u

t
rv dv

)
· (−dS(t,u))

= 1BP · PVPremium Leg/s

= RPV01(t,T) BP.

Beachten Sie bei dieser Umformung, dass PVProtection Leg nicht von s abhängt!
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Übung 4.35 Zeigen Sie, dass sich der Barwert eines single name CDS mit Fälligkeit in T,
Nominal N und Spread s zum Zeitpunkt 0 aus Sicht des Protection Sellers wie folgt darstellen
lässt:

PVCDS = N · (s− sfair) · RPV01, (4.81)

wobei s und sfair hier in der Einheit BP anzugeben sind, also z. B. sfair = 5, wenn der faire
CDS-Spread 0,0005 ist.

Fairer Spread und Quotierung von CDS

Wie wir gesehen haben, erfordert die Bestimmung von PVProtection Leg und PVPremium Leg
jeweils die Berechnung von Integralen. In der Praxis werden die auftretenden Integrale
durch numerische Näherungswerte berechnet, wobei die aus der numerischen Mathe-
matik bekannten Näherungsverfahren zum Einsatz kommen. Damit ergibt sich die fol-
gende Bewertungsformel eines CDS (Fälligkeit in T, Betrachtungszeitpunkt t) aus Sicht
des Protection Buyers, bzgl. deren Herleitung wir auf [32], Kapitel 6 verweisen:

PVCDS = N · 1− RR
2

·
K

∑
k=1
(B(t, (k− 1) · ε) + B(t,k · ε)) · (S(t, (k− 1) · ε)− S(t,k · ε))

− N · s · RPV01(t,T), (4.82)

RPV01 = (Δ(ti∗−1, t) + 0,5 · Δ(t, ti∗)) · B(t, ti∗) · (1− S(t, ti∗))

+ Δ(ti∗−1, ti∗) · B(t, ti∗) · S(t, ti∗)
+ 0,5 ·

n

∑
i=i∗+1

Δ(ti−1, ti) · B(t, ti) · (S(t, ti−1) + S(t, ti)).

Hier ist B(t,u) := e−
∫ u
t rv dv, K := [12 · (T − t) + 0,5] (Gauß-Klammer), ε := (T − t)/K

und ti∗ der erste Prämienzahlungszeitpunkt mit ti∗ ≥ t. Im Fall t = 0, zu Beginn des
CDS-Vertrages, gilt für RPV01 wegen ti∗ = t0 = 0 die einfachere Formel

RPV01 = 0,5 ·
n

∑
i=1

Δ(ti−1, ti) · B(0, ti) · (S(0, ti−1) + S(0, ti)).

Der numerische Fehler dieser Approximation hat bei einem Nominalbetrag von N = 1
die Größenordnung 10−7, wie man zeigen kann (vgl. die o. g. Literaturquelle).

Definition 4.7 Der faire Spread eines CDS ist derjenige Spread s= sfair, für den der Barwert
des CDS bei Abschluss in t= 0 denWert 0 hat. Aus der Bedingung PVCDS = 0 in t= 0 erhalten
wir wegen (4.82):

sfair =
1− RR

2
· ∑

K
k=1(B(0, (k− 1) · ε) + B(0,k · ε)) · (S(0, (k− 1) · ε)− S(0,k · ε))

RPV01
.

(4.83)
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Wie bei Anleihen ist auch bei CDS-Verträgen sorgfältig zwischen dem Clean-Preis und
dem Barwert (Dirty-Preis) zu unterscheiden. Während der Barwert des CDS der oben
betrachteten Größe PVCDS entspricht, ist der Clean-Preis gleich dem Barwert minus der
anteiligen Prämie, die zwischen dem Betrachtungszeitpunkt t und dem letzten davor
liegenden regulären Prämienzahlungszeitpunkt ti∗−1 angefallen ist. Bei Abschluss eines
CDS in t= 0 sowie zu jedem Prämienzahlungszeitpunkt ti ist die anteilige Prämie gleich
0. Typischerweise wird der Clean-Preis verwendet, um die CDS-Preise am Markt zu
quotieren. Für einen CDS mit Prämie s gilt die Beziehung

PVCDS = Clean-Preis+ anteilige Prämie,

anteilige Prämie =

{
+Δ(ti∗−1, t) · s, bei Sicherungsverkauf
−Δ(ti∗−1, t) · s, bei Sicherungskauf.

4.12.3 Intensitätsmodell

Im Intensitätsmodellwird der zufällige Ausfallzeitpunkt τ als exponentialverteilte Zu-
fallsvariable modelliert, d. h. es gilt unter dem Martingalmaß QN der Ansatz

S(0, t) = QN(τ > t) = exp
(

−
∫ t

0
h(s) ds

)
(4.84)

mit einer integrierbaren deterministischen Funktion h(s) > 0, die auch als hazard ra-
te oder Intensitätsfunktion bezeichnet wird. Beachten Sie, dass die Überlebenswahr-
scheinlichkeit im Fall h(s) = λ > 0 lautet

S(0, t) = e−λ·t. (4.85)

Übung 4.36
1. Begründen Sie, dass aus (4.84) folgt: S(0, t) ist eine positive, streng monoton fallende Funk-
tion bzgl. der Variablen t.

2. Wie lautet die Verteilungsfunktion, die Dichtefunktion, der Erwartungswert und die Varianz
von τ im Fall h(s) = λ > 0?

3. Begründen Sie die Aussage −S′(0, t)/S(0, t) = λ für h(s) = λ.

Im Ansatz (4.84) gilt offenbar

QN(τ ∈ (t; t+ Δt]|τ > t) =
S(0, t)− S(0, t+ Δt)

S(0, t)

= 1− exp
(

−
∫ Δt

0
h(s) ds

)
≈

∫ Δt

0
h(s) ds,

d. h. der Ausdruck
∫ Δt
0 h(s) ds entspricht für Intervalle kleiner Länge Δt in etwa der

bedingten Ausfallwahrscheinlichkeit QN(τ ∈ (t; t+ Δt]|τ > t).
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4.12.4 Kalibrierung des Intensitätsmodells

CDS-Preise werden am Kapitalmarkt für eine Reihe von Referenzadressen (einige tau-
send) und unterschiedliche Fälligkeiten von Marktteilnehmern ständig bereitgestellt,
indem pro Referenzadresse und Fälligkeit der faire CDS-Spread sfair quotiert wird. Da-
her ist es möglich, aus den bekannten CDS-Spreadsmittels der Formeln (4.83) und (4.84)
die Intensitätsfunktion h(s) und damit die Überlebenswahrscheinlichkeiten S(0, t) zu
berechnen. Das entsprechende Rechenverfahren wird Bootstrapping genannt und be-
ruht auf der Annahme, dass h(s) eine stückweise konstante positive Funktion ist, also

h(s) =
n

∑
i=1

hi · 1{s∈[ti−1;ti)}, hi > 0.

Für die Prämienzahlungszeitpunkte t1 < t2 < . . . tn folgt zunächst für i ∈ {1, . . . ,n} und
t ∈ (ti−1; ti] die Aussage

S(0, t) = exp
(

−
∫ t

0
h(s) ds

)
= exp

(
−
i−1

∑
j=1

hj · Δj
)

· exp(−hi · (t− ti−1))

= exp
(

−
∫ ti−1

0
h(s) ds

)
· exp(−hi · (t− ti−1))

= S(0, ti−1) · exp(−hi · (t− ti−1)), S(0, t0) := 1. (4.86)

Beispiel 4.23 (Kalibrierung des Intensitätsmodells)

Für eine Referenzadresse gelten zum Zeitpunkt t0 = 0 die folgenden fairen CDS-Spreads
(jeweils in Basispunkten):

ti 1 2 3 5 7 10
sfair,t 5,00 7,00 10,00 14,00 19,00 22,00

Die aktuelle Kurve der Zerorates Lst(0, t) (stetige Verzinsung) sei durch Lst(0, t) := 0,05 −
0,035 · e−0,12·t gegeben (vgl. Beispiel 4.17), d. h. wir haben B(0, t) = exp(−Lst(0, t) · t). Daraus
können wir sukzessive die Intensitätsfunktion

h(s) =
6

∑
i=1

hi · 1{s∈[ti−1;ti)}

bestimmen. Es sei RR = 40%.

1. Wir betrachten einen CDS mit Fälligkeit in t1 = 1. Es gilt sfair,t1 = 0,05%. Wegen S(0, t) =
e−h1·t für t ∈ [0; t1], K = [12 · (t1 − 0) + 0,5] = 12 und ε = 1/12 können wir unter Ver-
wendung von (4.83) nun schreiben:

0,05% =
1− 0,4

2
· ∑

12
k=1(B(0, (k− 1)/12) + B(0,k/12)) · (e−h1·(k−1)/12 − e−h1·k/12)

0,5 · B(0, t1) · (1+ S(0, t1)) .
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Daraus ergibt sich
h1 ≈ 0,0825%, S(0, t1) ≈ 99,9175%.

2. Im Fall ti = 2 ist K= [12 · (t2 − 0)+ 0,5] = 24, ε= 1/12 und die zu betrachtende Gleichung
(4.83) lautet wie folgt:

0,07% = 0,3 · ∑
24
k=1(B(0, (k− 1)/12) + B(0,k/12)) · (S(0, (k− 1)/12)− S(0,k/12))
0,5 · (B(0, t1) · (S(0, t0) + S(0, t1)) + B(0, t2) · (S(0, t1) + S(0, t2))) .

In dieser Gleichung verwenden wir S(0, l/12) = e−h1·l/12 für l ≤ 12 sowie die Beziehung
S(0, l/12) = S(0, t1) · e−h2·(l−12)/12 für l ≥ 13 und S(0, t2) = S(0, t1) · e−h2·1. Alle Größen
bis auf h2 sind bekannt, so dass die Gleichung nach h2 aufgelöst werden kann:

h2 ≈ 0,1489%, S(0, t2) ≈ 99,7688%.

3. Auf diese Weise fortfahrend ergeben sich die weiteren Werte der Intensitätsfunktion und der
Überlebenswahrscheinlichkeiten:

h3 = 0,2671%, S(0, t3) = 99,5027%, h4 = 0,3318%, S(0, t4) = 98,8448%,

h5 = 0,5342%, S(0, t5) = 97,7944%, h6 = 0,4748%, S(0, t6) = 96,4113%.

1 2 3 4 5 6
s

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

h�s��%�

Abbildung 43: Kalibrierte Intensitätsfunktion

Verschiedene Intensitätsfunktionen können zum selben CDS-Spread führen. Die ermit-
telten Ausfallwahrscheinlichkeiten hängen vom Ansatz für die Intensitätsfunktion, von
der Erlösquote und von der numerischen Approximation der Integrale ab.

Das credit triangle

Unterstellen wir eine nicht zeitabhängige Intensitätsfunktion h(s) = λ> 0, so ergibt sich
(unter gewissen Annahmen) eine in der Praxis häufig verwendete einfache Beziehung
zwischen λ, dem fairen CDS-Spread sfair und der Erlösquote RR.
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Satz 4.25 (Das credit triangle)
Wir nehmen an, dass die am Markt gehandelten Zerozinssätze und die fairen CDS-Spreads be-
zogen auf eine Referenzadresse für alle Laufzeiten einen konstanten Wert annehmen. Des weite-
ren betrachten wir einen (hypothetischen) CDS-Vertrag mit kontinuierlicher Prämienzahlung.
Dann gilt mit den o. g. Bezeichnungen:

λ =
sfair

1− RR
. (4.87)

Beweis Ist r der konstante Zerozinssatz, so folgt wegen (4.80) und (4.78) bzw. (4.79) bei
einem CDS mit Nominal N, Laufzeit T und kontinuierlicher Prämienzahlung aus Sicht
von t = 0:

0 = PVProtection Leg − PVPremium Leg

= N · (1− RR) ·
∫ T

0
exp

(
−

∫ u

0
r dv

)
· (−dS(0,u))

−N · sfair ·
∫ T

0
exp

(
−

∫ u

0
r dv

)
· S(0,u) du,

wobei der Term für PVPremium Leg hier an den Fall der kontinuierlichen Prämienzahlung
angepasst wurde (Δi → 0, anteilige Prämie = 0).
Mit dS(0,u) = (d(e−λ·u)/du)du = −λ · e−λ·udu folgt aus obiger Gleichung

sfair =
λ · (1− RR) · ∫ T0 e−(r+λ)·u du∫ T

0 e
−(r+λ)·u du

also λ = sfair/(1− RR).

Beispiel 4.24 Wir berechnen die Intensitätsrate h1 aus dem vorhergehenden Beispiel nähe-
rungsweise:

h1 ≈ 0,05%
1− 0,5

≈ 0,0833%.

Dies ist eine gute Näherung des Wertes aus obigem Beispiel.

Im Folgenden betrachten wir eine CDS-Position, die in der Vergangenheit zum CDS-
Spread s eingegangen wurde und deren Wertänderung bestimmt werden soll. Dabei
wollen wir lediglich Bezug nehmen auf den aktuell am Markt gehandelten fairen CDS-
Spread sfair. Offenbar gilt aus Sicht des Sicherungskäufers bei konstantem Zinssatz r
und konstanter Intensitätsfunktion:
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PVCDS(sfair)− PVCDS(s) = −PVPremium Leg(sfair) + PVPremium Leg(s)

≈ (sfair − s) · N · ∑
tj≥0

Δj · exp
(

−
(
r+

sfair
1− RR

)
· tj

)
.

Übung 4.37 Bewerten Sie anhand der Daten aus Beispiel 4.23 einen heute in t= 0 abgeschlos-
senen CDS-Vertrag mit Nominal N = 1Mio., Laufzeit 2Jahren, vierteljährlicher Prämienzah-
lung s = 0,0008% (annualisierter Wert) aus Sicht des Protection Buyers. Verwenden Sie dazu
die Formeln (4.82) und (4.86) sowie einen konstanten Zinssatz von r = 2%.

4.12.5 Bewertung von Index-CDS

An den Kapitalmärkten existieren eine Reihe verschiedener sog.CDS-Indices, bei denen
es sich jeweils um einen Durchschnitts-CDS-Spread handelt, der sich aus einer Menge
von single name CDS-Spreads herleitet. Letztere werden anhand eines regelmäßig neu
zu definierenden Portfolios (Pool) von am Markt besonders aktiv gehandelten single
name CDS ausgewählt, wobei je nach Index unterschiedliche Kriterien für die im Port-
folio befindlichen Referenzadressen gelten.
Die bekanntesten Indices sind der iTraxx- und der CDX-Index, welche jeweils auf ei-
nem Pool von 125 single name CDS basieren, die sich ausschließlich auf Referenzadres-
sen mit guter Kreditqualität (sog. investment grade-Adressen, d. h. Rating mindestens
BBB) beziehen. Der iTraxx-Index beinhaltet lediglich Adressen mit Sitz in Europa und
der CDX-Index Adressen in Nordamerika.
Der Sinn der Bildung von CDS-Indices ist darin zu sehen, dass auf dieseWeise ein trans-
parenter und aussagefähiger Maßstab für die durchschnittliche Kreditqualität zahlrei-
cher Adressen zur Verfügung steht. Es gibt eine ganze Reihe von aktiv gehandelten
Kreditderivaten, deren Zahlungen über die o. g. Indices definiert sind. Wir betrachten
als wichtigstes Beispiel die sog. Index-CDS-Verträge.

Funktionsweise der Index-Bildung

Halbjährlich wird eine neue Serie des Index gebildet, d. h. es werden jeweils m = 125
Adressen am Markt ausgewählt, und für diese Adressen werden die fairen CDS-
Spreads der Laufzeiten 3,5,7,10 Jahre beobachtet. Aus den jeweiligen CDS-Spreads
wird ein sog. Index-Kupon berechnet. Der Index-Kupon gehört dann zu der Serie und
diese wiederum bleibt (ebenso wie der Index-Kupon) für die zugehörige Laufzeit 3 bzw.
5 bzw. 7 bzw. 10 Jahre unverändert bestehen. Es kann allerdings sein, dass einzelne Re-
ferenzadressen aus der Serie herausfallen, z. B. dann, wenn sie die Bedingungen für die
Zusammensetzung der Serie nicht mehr erfüllen, d. h. wenn sie keine investment grade-
Adressen mehr sind; in diesem Fall werden sie durch andere Adressen ersetzt. Falls bei
einer Adresse aus einer Serie während der Laufzeit jedoch ein credit event auftritt, so
wird die jeweilige Adresse aus der Serie entfernt und nicht ersetzt.
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Beispiel 4.25 Am 20.Mai und am 20. September eines jeden Jahres werden immer neue Serien
mit Laufzeiten von 3, 5, 7, 10 Jahren des iTraxx- bzw. CDX-Index gebildet. Die jeweils aktuellste
Serie heißt on the run-Serie. Für die iTraxx- bzw. CDX-Serie vom 20. Mai 2005 mit der Laufzeit
5 Jahre werden am 20. Mai 125 single name CDS-Spreads auf europäische (bzw. amerikanische)
investment grade Adressen ausgewählt, aus denen sich dann der Index-Kupon für diese Serie
errechnet. Die Laufzeiten der single name CDS-Verträge, die in die Berechnung mit einbezogen
werden, sind am Tag der Serienbildung (hier also am 20. Mai) typischerweise 3Monate länger
als die Laufzeit der Serie. Für eine 5-Jahres-Serie würden also faire single name CDS-Spreads
mit Laufzeit von 5,25 Jahren herangezogen werden. Natürlich verkürzt sich die Laufzeit der zu
Grunde liegenden single name CDS im Laufe der Zeit. Die o. g. Serie endet am 20. Juni 2010, sie
hat also eine tatsächliche Laufzeit von 5,25 Jahren, obwohl sie üblicherweise als 5-Jahres-Serie
bezeichnet wird. Analoges gilt für die übrigen Laufzeiten. Beachten Sie, dass bei der Bildung
einer neuen Serie am 20. September 2005 alle "alten" zuvor gebildeten Serien bestehen bleiben,
bis ihr Laufzeitende erreicht ist. Es gibt also zu jedem Zeitpunkt am Markt eine ganze Reihe
bestehender Serien gleichzeitig.

Der Index-CDS

Ein Index-CDS ist ein CDS, der sich auf eine iTraxx- oder CDX-Serie bezieht. Es wird
dabei vereinbart, dass der Käufer des Kreditrisikos für eine bestimmte Laufzeit (bis
zum Laufzeitende der zu Grunde liegenden Serie, also z. B. 5,25 Jahre bei Abschluss des
Index-CDS zu Beginn einer neuen 5-Jahres-Serie) vierteljährlich (typischerweise am 20.
Mai, 20. Juni, 20. September und 20. Dezember) bezogen auf einen zeitveränderlichen
Nominalbetrag (Anfangswert N) eine Prämie der Höhe s (annualisierter Wert) erhält,
und zwar bis zum Ende der Laufzeit des Vertrages. Der Wert von s ist gleich dem (zeit-
lich nicht veränderlichen) Index-Kupon für die zu Grunde liegende Serie. Die übliche
Marktkonvention ist, dass diejenige Vertragspartei, die das Kreditrisiko kauft (also die
Prämienzahlung erhält), als Käufer des Index-CDS bezeichnet wird. Der Käufer zahlt
bei Abschluss des Index-CDS eine sog. upfront-Zahlung, deren Höhe dem Barwert des
Index-CDS entspricht. Falls dieser Barwert negativ ist, so erhält der Käufer den entspre-
chenden Betrag vom Verkäufer.
Sollte während der Laufzeit ein credit event bzgl. der Adressen aus der Serie auftre-
ten, so wird der ursprüngliche Nominalbetrag N anteilig gekürzt, d. h. statt N wird
(m − 1)/m · N als Nominalbetrag verwendet, wobei m die Anzahl der Referenzadres-
sen ist (also m = 125 beim iTraxx- bzw. CDX-Index). Dadurch verringert sich natürlich
auch die Höhe der vierteljährlichen Prämienzahlung: Sie beträgt vor dem ersten credit
event

N · s · Δ.

Hier ist Δ die Länge einer Kuponperiode gemäß vereinbarter Tageszählkonvention (ty-
pischerweise act/360). Nach dem ersten credit event ist sie

N · m− 1
m

· s · Δ = N · 124
125

· s · Δ.
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Ein weiteres credit event reduziert den Nominalbetrag auf N · (m − 2)/m usw. Jedes
credit event führt also zu einer Verringerung um denWert N · (1/m). Folglich haben al-
le Adressen im Pool das gleiche Gewicht bzgl. des Nominalbetrags (sie haben natürlich
nicht den gleichen CDS-Spread).

Ein credit event führt neben der Nominalveränderung zu folgenden Zahlungen:

1. Der Kreditrisikokäufer zahlt den Betrag N · (1/m) an seinen Kontrahenten und erhält
dafür Anleihen der ausgefallenen Adressen mit Nominalbetrag N · (1/m). Beachten
Sie, dass die Anleihen den Kurswert RR · N · (1/m) haben, wobei RR die Recovery
Rate nach dem credit event ist. Insofern hat der Kreditrisikokäufer seinem Kontra-
henten rechnerisch den Betrag (1− RR) · N · (1/m) gezahlt.
Statt der o. g. Zahlung gegen Lieferung von Anleihen (dem physical settlement) setzt
sich immer mehr das cash settlement durch, bei dem auf die Lieferung von Anleihen
verzichtet wird und der Kreditrisikokäufer direkt den Betrag (1 − RR) · N · (1/m)
zahlt.

2. Der Kreditrisikokäufer erhält (analog zur Vorgehensweise bei single name CDS) die
anteilige Prämie seit dem letzten regulären Prämienzahlungstermin bezogen auf den
Nominalbetrag, der vor dem credit event galt.

Bei Index-CDS Verträgen besteht sie Besonderheit, dass sie jeweils zum 20. Mai und
zum 20. September "gerollt" werden, wie man sagt, d. h. der alte Index-CDS-Vertrag
wird dann durch einen neuen ersetzt, der sich immer auf die aktuelle Serie bezieht.
Die Bewertung eines Index-CDS-Vertrages erfordert ein Modell, welches die Beziehung
zwischen den individuellen CDS-Spreads und dem Index-Kupon bzw. der regelmäßi-
gen Prämienzahlung beschreibt. Darauf gehen wir im Folgenden näher ein.

Index-CDS Bewertung

Wir bewerten das Protection Leg und das Premium Leg zum Zeitpunkt 0≤ t≤ T. Dabei
ist T der Fälligkeitszeitpunkt des Index-CDS-Vertrags und der Nominalbetrag ist 1.

Zunächst zum Protection Leg: Es sei RRk die unterstellte Recovery Rate nach einem cre-
dit event der Adresse k (k ∈ {1, . . . ,m},m= 125). Da bei einem credit event bzgl. Adresse
k eine Ausgleichszahlung der Höhe (1 − RRk) · 1/m vom Kreditrisikokäufer zu leisten
ist, haben wir aus Sicht des Zeitpunktes t:

PVProtection Leg = Nt · EQN

(
1
m

·
m

∑
k=1
(1− RRk) · Nτk · 1{t<τk≤T}|FS

t

)
,

wobei τk der zufällige Zeitpunkt des (ersten auftretenden) credit events bzgl. der Re-

ferenzadresse k sei und wobei Nt := exp
(∫ t

0 ru du
)
gelte. Unterstellen wir die stochas-

tische Unabhängigkeit der Short Rates rt und der zufälligen Ausfallzeitpunkte τk, so
können wir weiter schreiben:

PVProtection Leg =
1
m

·
m

∑
k=1
(1− RRk) ·

∫ T

t
exp

(
−

∫ u

t
rv dv

)
· (−dSk(t,u))
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mit Sk(t,u) := EQN (1{τk>u}). Die Herleitung dieser Beziehung erfolgt genauso wie die
Herleitung von (4.79).

Übung 4.38 Führen Sie die Herleitung der obigen Beziehung durch!

Ist sk,fair,t,T der zur Zeit t gültige faire CDS-Spread für die Adresse k bezogen auf den
Fälligkeitszeitpunkt T, so gilt wegen (4.80) und Definition 4.6

0 = PVk,Protection Leg − sk,fair,t,T · RPV01k(t,T),
also mit (4.79)

(1−RRk) ·
∫ T

t
exp

(
−

∫ u

t
rvdv

)
(−dSk(t,u)) = PVk,Protection Leg= sk,fair,t,T ·RPV01k(t,T).

Wir erhalten schließlich den Barwert des Protection Legs in der Form

PVProtection Leg =
1
m

·
m

∑
k=1

sk,fair,t,T · RPV01k(t,T). (4.88)

Jetzt kommen wir zur Bewertung des Premium Legs: Die vierteljährliche Prämienzah-
lung setzt sich zusammen aus der Summe aller Prämienzahlungen für alle bis zum Prä-
mienzahlungszeitpunkt noch nicht ausgefallenen Referenzadressen. Da jede Adresse
ein Gewicht von 1/m in Bezug auf den Anfangsnominalbetrag 1 hat, folgt

PVPremium Leg = Nt · EQN

(
s · 1
m

·
m

∑
k=1

n

∑
i=1

Ntl · 1{τk>ti}|FS
t

)
+ anteilige Prämie, (4.89)

wobei t1, . . . , tn die Prämienzahlungszeitpunkte sind und wobei gilt

s = C(T) = annualisierter Index-Kupon für die zu Grunde liegende Serie.

Die anteilige Prämie bezeichnet den Barwert desjenigen Teils der Prämie, der für den
Zeitraum zwischen dem letzten regulären Zahlungszeitpunkt und dem Zeitpunkt des
eventuellen credit events einer Adresse im Pool noch zu zahlen ist. Dieselben Überle-
gungen, die uns zu (4.78) geführt haben, ergeben hier

Nt · EQN

(
s
m

·
m

∑
k=1

n

∑
i=1

Ntl · 1{τk>ti}|FS
t

)
=

s
m

·
m

∑
k=1

n

∑
i=1

Δi · exp
(

−
∫ ti

t
rv dv

)
· Sk(t, ti).

(4.90)
Bezeichnet PVk,Premium Leg,s den Barwert des Premium Legs eines single name CDS bzgl.
Adresse k mit Spread s, Nominal 1 und Laufzeit T, so können wir wegen Definition 4.6
und (4.78) schreiben

RPV01k(t,T) = PVk,Premium Leg,s/s =
n

∑
i=1

Δi · exp
(

−
∫ ti

t
rv dv

)
· Sk(t, ti)

+ anteilige Prämiek/s, (4.91)
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Aus den Gleichungen (4.89), (4.90) und (4.91) ergibt sich schließlich

PVPremium Leg =
C(T)
m

·
m

∑
k=1

RPV01k(t,T). (4.92)

Mit (4.88) und (4.92) resultiert folgender Satz:

Satz 4.26 (Barwert eines Index-CDS)
Der zum Zeitpunkt t≥ 0 gültige Barwert eines Index-CDS mit Nominal N, Index-Kupon C(T)
und Fälligkeit in T, der sich auf einen Pool mit m Adressen bezieht, lautet aus Sicht des Kredi-
trisikokäufers

PVIndex−CDS =
N
m

·
m

∑
k=1
(C(T)− sk,fair,t,T) · RPV01k(t,T). (4.93)

Folglich kann die Bewertung eines Index-CDS durchgeführt werden unter Verwendung
der beobachtbaren fairen CDS-Spreads der Referenzadressen im Pool.

In der Praxis beruht Bewertung von Index-CDS auf sog. Index-Kurven. Für jede iTraxx-
bzw. CDX-Serie wird dabei ein laufzeitabhängiger Index-Spread sI(t,T) veröffentlicht,
dessen Bedeutung gemäß der üblichen Marktkonvention die folgende ist: Wenn wir
zum Zeitpunkt t einen (hypothetischen) single name CDS mit Laufzeit T, Nominal
N = 1 und vierteljährlicher Prämienzahlung 0,25 · C(T) (C(T) = annualisierter Index-
Kupon) mit den üblichen Zahlungsterminen bei Index-CDS abschließen und diesen ba-
sierend auf der flachen Spread-Kurve sfair,ti = sI(t,T) für alle ti ≥ t wie in Beispiel 4.23
bewerten, so ergibt sich derselbe Barwert, wiewir ihn bei Anwendung von Formel (4.93)
für den Index-CDS mit Laufzeit T erhalten.
Aus Sicht des Kreditrisikokäufers hat der hypothetische single name CDS gemäß (4.81)
zum Zeitpunkt t den Barwert

(C(T)− sI(t,T)) · RPV01I(t,T),
wobei RPV01I hier der mittels der flachen Spread-Kurve sfair,ti = sI(t,T) für alle ti ≥ t
berechnete Credit Risky Basis Point Value sei. Setzen wir dies mit dem Ausdruck (4.93)
gleich, so erhalten wir die folgende Bestimmungsgleichung für sI(t,T):

1
m

·
m

∑
k=1
(C(T)− Sk(t,T)) · RPV01k(t,T) = (C(T)− sI(t,T)) · RPV01I(t,T).

Beachten Sie, dass sI(t,T) hier auch implizit im Ausdruck RPV01I(t,T) enthalten ist
und daher keine einfache lineare Gleichung bzgl. sI(t,T) vorliegt!
Die Approximation RPV01I(t,T) ≈ 1

m · ∑mk=1RPV01k(t,T) führt uns auf den Nähe-
rungswert

sI(t,T) ≈ ∑
m
k=1 Sk(t,T) · RPV01k(t,T)
∑
m
k=1RPV01k(t,T)

.
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4.12.6 Asset Swaps, Bonds und Spreads

Die Zero Discount Margin bei Floatern mit Spread

Der Emittent eines Floaters mit fixem Spread s, Nominal N = 1 und Kuponzahlungs-
zeitpunkten 0 < t1 < t2 < . . . < tn, Δj := Länge des Zeitintervalls von tj−1 bis tj gemäß
Zählkonvention muss am Kapitalmarkt zusätzlich zum jeweils in tj−1 gefixten aktuel-
len variablen Zinssatz L(tj−1, tj) einen bonitätsabhängigen Spread s bezogen auf den
Nominalbetrag zahlen. Dieser Spread bleibt unverändert.
Wir wollen den Barwert des Floaters zum Zeitpunkt 0 berechnen. Dazu schreiben wir
(mit t0 := 0):

PVFloater mit Spread,0 =
n

∑
k=1

Bz(0, tk) · Δk · (L(0, tk−1, tk) + s) + 1 · Bz(0, tn) (4.94)

mit den Bezeichnungen

Bz(0, tk) :=
Bz(0, tk−1)

1+ Δk · (L(0, tk−1, tk) + z)
, Bz(0, t1) :=

1
1+ Δ1 · (L(0, t1) + z) .

Die Größe z ist die sog. Zero Discount Margin. Es handelt sich um denjenigen Spread,
der auf die aus heutiger Sicht gültigen Forwardzinssätze zu addieren ist, um beim Dis-
kontieren der künftigen Zahlungen mittels Bz(0, tk) gerade den heute am Markt beob-
achtbaren Wert des Floaters mit Spread s zu erhalten.

Beispiel 4.26 Es gelte L(0,1) = 2%, L(0,2) = 2,5% und L(0,3) = 3% sowie tj = j für
j ∈ {0, . . . ,3}. Für einen Floater mit s = 0,1% haben wir gemäß (4.94) und (1.7):

PVFloater mit Spread,0 = Bz(0,1) · (L(0,0,1) + 0,1%) + Bz(0,2) · (L(0,1,2) + 0,1%)

+Bz(0,3) · (L(0,2,3) + 0,01%) + 1 · Bz(0,3)
= Bz(0,1) · 2,01%+ Bz(0,2) · 3,01%+ Bz(0,3) · 4,02%+ Bz(0,3).

Es gilt PVFloater mit Spread,0 = 1 für z = s = 0,1%.

Übung 4.39 Begründen Sie allgemein, dass im Fall s = 0 und z = 0 der Barwert des Floaters
mit Spread zum Zeitpunkt 0 gleich seinem Nominalbetrag ist.

Wir betrachten einen Floater mit Spread s und Nominal 1, der in t= 0 zu pari (also zum
Preis 1) emittiert wird. Wenn sich die Bonität des Emittenten im Zeitablauf nicht än-
dert, wird an jedem Fixing-Termin der Barwert des Floaters mit Nominal 1 bei 1 liegen
– und zwar unabhängig davon, wie sich die Zinssätze L(t, tk−1, tk) am Markt verändert
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haben. Der Floater hat insofern nur ein geringes Zinsänderungsrisiko. Er weist jedoch
Preisschwankungen auf, wenn sich die Bonität des Emittenten verändert – dieses Boni-
tätsrisiko zeigt sich in einem zeitveränderlichen Barwert und einer veränderlichen Zero
Discount Margin.
Als Ergebnis lässt sich festhalten, dass ein Floater mit Spread s für Investoren geeignet
ist, die nicht auf Zinsänderungen setzen, sondern in die (sich verbessernde) Bonität des
Emittenten investieren wollen.

Asset Swaps

Asset Swaps werden seit den frühen 80er Jahren gehandelt und zählen zu den ersten
und mit am häufigsten gehandelten Kreditderivaten. Der Käufer eines Asset Swaps er-
wirbt eine Kuponanleihe (mit Bonitätsrisiko) und gleichzeitig einen Payer Swap, bei
dem er den festen Kupon aus der Anleihe zahlt und dafür regelmäßige variable Zins-
zahlungen plus einem von der Bonität des Anleihe-Emittenten abhängigen Spread er-
hält. Für das Paket aus Kuponanleihe und Swap (auch Asset Swap Package genannt)
zahlt der Käufer den Nominalbetrag der Kuponanleihe. Folgende Zahlungsströme fin-
den im Einzelnen statt:

1. Zu Beginn liefert der Verkäufer dem Käufer eine Kuponanleihe mit Nominal N, Fäl-
ligkeit in T, regelmäßiger fester Kuponzahlung C und Barwert PVAnleihe. Der Käufer
zahlt dafür den Nominalbetrag N.

2. An den Kuponterminen zahlt der Käufer die Kuponzahlungen an der Verkäufer des
Asset Swaps und erhält im Gegenzug dafür zu den Zeitpunkten 0 < t1 < . . . < tM
die variablen Zahlung N · Δk · (L(tk−1, tk) + A(0)), wobei A(0) der sog. Asset Swap
Spread ist. In T zahlt der Verkäufer des Asset Swaps den Nominalbetrag der Anleihe
an den Käufer des Asset Swaps. Der Asset Swap ist dann beendet.

3. Falls während der Laufzeit des Asset Swaps ein credit event bzgl. der Kuponanleihe
stattfindet, so laufen die Zahlungen aus dem Asset Swap unverändert weiter bis T.

Der vom Käufer zu zahlende Nominalbetrag N für den Asset Swap kann gedanklich
zerlegt werden in einen Kaufpreis für die Kuponanleihe und den Barwert des Swaps:

PVSwap + PVAnleihe = N. (4.95)

Falls die Anleihe mehr als N wert ist, so muss der Swap aus Sicht des Käufers einen
negativen Barwert haben und umgekehrt. Die Gültigkeit der obigen Gleichung bei Ab-
schluss des Asset Swaps wird dadurch gewährleistet, dass der Asset Swap Spread A(0)
passend gewählt wird. Der Barwert der variablen Zahlungen ist in t = 0:

N ·
m

∑
k=1

B(0, tk) · Δk · (L(tk−1, tk) + A(0)),

wobei wir beachten, dass die Ausfallwahrscheinlichkeit des Emittenten der Anleihe hier
keine Rolle spielt, da die Zahlungen in jedem Fall bis zum Zeitpunkt T stattfinden wer-
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den. Die fixen Zahlungen aus dem Swap haben aus Sicht des Käufers den Barwert

−N ·
n

∑
j=1

B(0, t∗j ) · C,

mit den Kuponzahlungszeitpunkten 0< t∗1 < . . .< t∗n. Beachten Sie, dass diese Zeitpunk-
ten von den o. g. abweichen können. Wegen Gleichung (4.95) gilt

N = N ·
m

∑
k=1

B(0, tk) · Δk · (L(tk−1, tk) + A(0))− N ·
n

∑
j=1

B(0, t∗j ) · C+ PVAnleihe

⇐⇒ A(0) =
∑
n
j=1 B(0, t

∗
j ) · C+ 1− PVAnleihe/N −

m
∑
k=1

B(0, tk) · Δk · L(tk−1, tk)

m
∑
k=1

B(0, tk) · Δk
.

Aufgrund der Beziehung L(tk−1, tk) = L(tk−1, tk−1, tk) = 1
Δk

·
(
B(0,tk−1)
B(0,tk)

− 1
)
folgt mit

t∗n = tm = T nun

A(0) =
∑
n
j=1 B(0, t

∗
j ) · C+ B(0,T)− PVAnleihe/N

m
∑
k=1

B(0, tk) · Δk
.

Der vom Asset Swap Käufer regelmäßig vereinnahmte Asset Swap Spread kann als
Preis dafür angesehen werden, eine bonitätsrisikobehaftete Anleihe zu kaufen (Barwert
−PVAnleihe/N) und gleichzeitig die Zahlungen aus einer (fiktiven) Anleihe mit gerin-
gem Bonitätsrisiko zu erhalten (Barwert ∑nj=1 B(0, t

∗
j ) · C+ B(0,T)). Daher ist der Asset

Swap Spread einMaß für die Kreditqualität der zu Grunde liegenden Kuponanleihe. Je
schlechter diese ist, um so höher der Wert von A(0) und umgekehrt.

Übung 4.40 Inwiefern sind die Zahlungen der o. g. fiktiven Anleihe mit Barwert
∑
n
j=1 B(0, t

∗
j ) ·C+ B(0,T) einem geringen Bonitätsrisiko unterworfen und um die Bonität wel-

cher Adresse handelt es sich dabei? Warum kann man sagen, dass der Asset Swap Spread genau
dann positiv ist, wenn die Bonität des Swap-Kontrahenten besser ist als die des Emittenten der
Kuponanleihe mit Kupon C?

Asset Swaps sind für Investoren interessant, die gezielt in die Bonität einer bestimmten
Adresse investieren wollen und nicht dem Zinsänderungsrisiko ausgesetzt sein wollen.
Der zum Zeitpunkt t gültige Barwert eines Asset Swaps aus Sicht des Käufers kann wie
folgt bestimmt werden (wobei bei der zu Grunde liegenden Anleihe bis t kein credit
event aufgetreten sei): Der Käufer K, welcher in t = 0 einen Asset Swap abgeschlossen
hatte, überlegt sich, welche Zahlungen entstehen würden, wenn er in t den ursprüngli-
chen Asset Swap durch einen gegenläufigen Asset Swap mit ansonsten identischen Be-
dingungen neutralisierte. Als Ergebnis zeigt sich, dass K die Kuponanleihe dann nicht
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mehr besitzt, dass die Zahlungen des Nominalbetrags aus beiden Asset Swaps sich ge-
rade zu 0 ausgleichen und dass sich die variablen Zahlungen sich bis auf den Anteil aus
demAsset Swap Spread ebenfalls wegheben. Somit verbleiben aus Sicht von K die künf-
tigen Zahlungen+A(0) (aus dem ersten Swap) und −A(t) (aus dem zweiten Swap), die
bonitätsrisikolos über die verbleibende Laufzeit zu diskontieren sind. Dies ergibt dann
den Barwert des Asset Swaps in t:

PVAsset Swap,t = (A(0)− A(t)) · ∑
tk≥t

B(t, tk) · Δk.

4.13 Kontrahentenrisiko und Credit Value Adjustment

Die im letzten Abschnitt vorgestellten Techniken können bei der Bewertung des sog.
Kontrahentenrisikos verwendet werden. Dabei geht es darum, die im stetigen Modell
gültige risikoneutrale Bewertungsformel (4.22) so zumodifizieren, dass das Risiko eines
Ausfalls des Kontrahenten mit in die Bewertung einbezogen wird. Diese Überlegungen
haben im Zuge der Finanzkrise ab 2008 eine zunehmende Bedeutung gewonnen (vgl.
auch [8] und [13]). Wir betrachten dazu ein Portfolio von Derivaten, die mit einem be-
stimmten Kontrahenten abgeschlossen wurden, und die maximal bis zum Zeitpunkt
T > 0 laufen. Folgende Bezeichnungen werden verwendet:

• PV(t,T): Barwert des Portfolios in t ohne Berücksichtigung des Kontrahentenrisikos.

• P̃V(t,T): Barwert des Portfolios in tmit Berücksichtigung des Kontrahentenrisikos.

Zwei Fälle sind in t = 0 möglich:

1. Falls kein Ausfall in [0;T] stattfindet, so gilt P̃V(0,T) = PV(0,T).

2. Findet ein Ausfall statt, so setzt sich Barwert P̃V(0,T) zusammen aus dem Bar-
wertanteil aller Zahlungen bis τ und dem Barwertanteil der Zahlungen ab τ (jeweils
aus Sicht von t = 0). Der Barwertanteil aller Zahlungen bis zum Ausfallzeitpunkt
ist EQN (PV(0,τ)), wobei QN das zum Numéraire (Nt)t∈[0;T] mit Nt = er·t gehörende
Martingalmaß ist. Die Zahlungen ab τ liefern den Beitrag:

EQN (e
−r·τ · (RR ·max{PV(τ,T),0} + min{PV(τ,T),0})),

mit RR = 1 − LGD. Begründung: Bei einem Ausfall des Kontrahenten entsteht ein
anteiliger Verlust in Höhe von RRmal dem positivenMarktwert des Portfolios. Soll-
te das Portfolio einen negativen Marktwert haben, so ändert sich dieser nicht – denn
die Zahlungsverpflichtungen bleiben bestehen!

Beide genannten Fälle lassen sich zusammenfassen in der Formel

P̃V(0,T) = EQN

(
1{τ>T} · PV(0,T) + 1{τ≤T} · PV(0,τ)

+ 1{τ≤T} · (RR ·max{PV(τ,T),0} + min{PV(τ,T),0})/er·τ
)
. (4.96)
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Wegen min{PV(τ,T),0} = PV(τ,T)−max{PV(τ,T),0} schreibt sich (4.96) als

P̃V(0,T) = EQN

(
1{τ>T} · PV(0,T) + 1{τ≤T} · PV(0,τ)

+ 1{τ≤T} · ((RR− 1) ·max{PV(τ,T),0}+ PV(τ,T))/er·τ
)
.

Wir fassen die beiden Ausdrücke PV(0,τ) und PV(τ,T) · e−r·τ zusammen und erhalten

EQN (1{τ≤T} · (PV(0,τ) + PV(τ,T) · e−r·τ)) = EQN (1{τ≤T} · PV(0,T)),
weil im Erwartungswert alle diskontierten künftigen Zahlungen aus dem Portfolio (bis
τ und nach τ) berücksichtigt werden. Somit gilt

P̃V(0,T) = EQN

(
1{τ>T} · PV(0,T) + 1{τ≤T} · PV(0,T)

+ 1{τ≤T} · (RR− 1) ·max{PV(τ,T),0}/er·τ
)
,

sowie unter Beachtung von 1{τ>T} + 1{τ≤T} = 1 schließlich

P̃V(0,T) = EQN

(
PV(0,T)− (1− RR) · 1{τ≤T} ·max{PV(τ,T),0}/er·τ

)
.

Eine letzte Umformung ergibt

P̃V(0,T) = PV(0,T) − EQN

(
(1− RR) · 1{τ≤T} ·max{PV(τ,T),0}/er·τ

)
,

und wir sehen, dass P̃V(0,T) gleich dem um die Größe

CVA(0,T) := EQN

(
(1− RR) · 1{τ≤T} ·max{PV(τ,T),0}/er·τ

)
, (4.97)

verminderten Barwert PV(0,T) ist. Diese Größe, der credit value adjustment (CVA),
lässt sich interpretieren als der Barwert des erwarteten Ausfallbetrags bei einemAusfall
des Kontrahenten in τ ∈ [0;T] bezogen auf den Fall, dass der Portfoliowert in τ positiv
ist.
Ganz entsprechend zur Herleitung von (4.78) und (4.79) schreibt sich CVA als

CVA(0,T) = −(1− RR) ·
∫ T

0
e−r·u · EQN (max{PV(u,T),0}) dS(0,u).

Hierbei geht die vereinfachende Annahme ein, dass RR eine nicht-zufällige Größe ist
und dass der Barwert PV(u,T) durch ein Ausfallereignis nicht verändert wird (falls
dies doch der Fall sein sollte, so spricht man vom sog. wrong-way risk). Die einzig
verbliebene zufällige Größe innerhalb des Erwartungswerts ist max{PV(u,T),0}. Man
bezeichnet den Ausdruck

EE(u,T) := EQN (max{PV(u,T),0})
auch als expected exposure. Damit gilt dann

CVA(0,T) = −(1− RR) ·
∫ T

0
e−r·u · EE(u,T) dS(0,u), (4.98)
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bzw. mit einer Diskretisierung dieses Integrals

CVA(0,T) ≈ (1− RR) ·
n

∑
i=1

e−r·ti · EE(ti,T) · (S(0, ti−1)− S(0, ti)).

Zur Vereinfachung von (4.98) wird gelegentlich die Größe

EPE :=
1
T

·
∫ T

0
EE(u,T) du ≈ 1

n
·
n

∑
i=1

EE(ti,T),

das expected positive exposure, eingeführt. Dann gilt näherungsweise

CVA(0,T) ≈ −(1− RR) ·
∫ T

0
e−r·u dS(0,u) · EPE.

Beispiel 4.27
1. Wir betrachten ein Portfolio, das nur aus einem einzigen Zerobond mit Fälligkeit in T > 0
und Nominal 1 besteht. Unter der Annahme konstanter Zinssätze folgt

PV(u,T) = e−r·(T−u), EE(u,T) = PV(u,T),

und mit S(0,u) = e−λ·u (Intensitätsmodell) können wir gemäß (4.98) folgern

P̃V(0,T) = PV(0,T)− CVA(0,T)

= PV(0,T) + (1− RR) ·
∫ T

0
e−r·T · (−λ) · e−λ·u du

= PV(0,T) + (1− RR) · PV(0,T) · (e−λ·T − 1)

= PV(0,T)(1+ (1− RR) · (1− S(0,T)).

2. Das expected exposure einer long Position in einer Option ist gleich dem aufgezinsten heu-
tigen Barwert. Um dies zu begründen, bezeichnen wir den Barwert in u mit PV(u,T) > 0.
Ist der Markt vollständig, so gibt es eine selbstfinanzierende Replikationsportfoliostrategie
(�ht)t∈[0;T], und es gilt PV(u,T) = PVhu . Aufgrund von Satz 4.6 haben wir somit (bei kon-
stanten Zinsen und Nt := er·t):

EE(u,T) = EQN (max{PV(u,T),0}) = EQN (PV(u,T))

= EQN (PV(u,T)/Nu) · Nu = EQN (PV
h
u /Nu) · Nu

= PVh0 /N0 · Nu = PV(0, t) · er·u.
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Aus der Praxis:
Finanzmathematiker im Financial Engineering, Dr. Tin-Kwai Man, BHF-BANK Ak-
tiengesellschaft, Frankfurt

Das Ansehen von Investment Bankern hat seit Ausbruch der Finanzkrise 2007 schwer
gelitten. Große Zeitungen nennen sie die Alchimisten unserer Zeit, Ranglisten unbelieb-
ter Berufsgruppen führen sie souverän an. Unzweifelhaft trugen mangelhaft bewertete
derivative Strukturen in den Büchern systemrelevanter Banken – und der anschließen-
de Zusammenbruch einiger Institute – zu einer Verschärfung der Krise bei. Führen wir
dies auf immer neuere Finanzinstrumente und immer komplexere zu Grunde liegende
mathematische Modelle zurück, trifft dies jedoch nicht den Kern der Wahrheit. Letzt-
lich waren die verwendeten Modelle nicht zu komplex, viel eher konnten sie den Markt
nicht ausreichend abbilden oder waren schlecht kalibriert. Die am Markt nachgefrag-
ten Produkte wurden immer vielschichtiger, während die zur Bewertung und Risiko-
messung gebrauchten Modelle technisch längst überholt waren oder keine adäquaten
Modelle zur Verfügung standen. Risiken wurden daher nur unzureichend erkannt, was
in der Konsequenz zur Heftigkeit der Krise beitrug, mit der nicht nur die Finanzwelt
konfrontiert wurde.
Die Finanzkrise hat also gezeigt, dass die internationale Finanzwirtschaft noch längst
nicht den nötigen Entwicklungsstand der finanzmathematischen Modellierung erlangt
hat. Banken, Hedge Fonds, Versicherungen und andere Finanzdienstleister sind dar-
auf angewiesen, die am Markt angebotenen und nachgefragten Produkte mit all ihren
Risiken abbilden zu können und werden daher weiter Entwicklungsaufwand in mathe-
matische Bewertungsmodelle und in Risikomanagementstrategien für Derivate stecken
müssen.
Der erste dieser beiden Themenbereiche ist seit den bahnbrechenden Artikeln von Black
und Scholes und von Merton in der Wissenschaft und in der Finanzpraxis weit – aber
noch nicht weit genug – erforscht. Es gibt viele Entwicklungen auf diesem Gebiet und
man muss sich kontinuierlich weiterbilden, will man mit seinen eingesetzten Model-
len immer den aktuellen Marktstandard halten. Nicht nur für unterschiedliche Asset-
Klassen, sondern auch für verschiedene Produktgruppen gibt es eigene Benchmark-
Modelle mit Vor- und Nachteilen. Teilweise haben sich diese Benchmarks aber auch
noch nicht herauskristallisiert, so dass es insgesamt eine große Zahl an Modellen gibt,
die miteinander konkurrieren.
Während es für das Black-Scholes-Modell noch Formeln für eine Vielzahl von Opti-
onstypen gibt, ist dies schon für die einfache Modellerweiterung auf lokale Volatili-
tät nicht mehr der Fall. Lokale Volatilität bedeutet in diesem Kontext, dass statt einer
konstanten eine (deterministische) zeit- und zustandsabhängige Volatilität für den Ba-
siswert verwendet wird. Hier muss man eines von mehreren zur Auswahl stehenden
numerischen Verfahren anwenden (z. B. Monte-Carlo-Simulation, Baum- oder Finite-
Differenzen-Verfahren), um einen Optionspreis zu berechnen. Die Auswahl und Im-
plementation der Verfahren sowie diese für die Praxis sattelfest zu machen ist dabei
eine Aufgabe für Spezialisten. Hier spielen Fragestellungen wie z. B. Rechengenauig-
keit bzw. -geschwindigkeit der Bewertungsfunktionen und der Hedgesensitivitäten ei-
ne große Rolle. Mit laufend neu strukturierten, immer komplexer werdenden Derivaten
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steigen auch die Anforderungen an die ebenso komplexer werdenden Bewertungsmo-
delle und deren Anzahl.
Einer der wichtigsten Punkte bei der Implementierung eines Modells ist seine markt-
konforme Kalibrierung. Damit ist die Schätzung der verwendeten Parameter gemeint,
die in diesem Modell Einfluss auf den Optionspreis haben. Im Black-Scholes-Modell ist
dies alleine die konstante Volatilität. Bei Plain-Vanilla-Optionen kann diese implizit aus
dem Marktpreis berechnet werden und wird daher auch implizite Volatilität genannt.
Aber bereits im oben genannten Beispiel der lokalen Volatilität ist eine marktgerech-
te Kalibrierung des Modells nicht mehr trivial. Hier wird nicht mehr nur eine einzige
Volatilität benötigt, sondern je nach verwendetem Rechenverfahren ein ganzes Konti-
nuum. Ein solches steht einem aber auch in einem sehr liquidem Optionsmarkt nicht
zur Verfügung. Bei der Wahl der dann zu treffenden Annahmen, wie z. B. der Wahl der
Parametrisierung der Volatilitätsfläche, sind umfangreiche Analysen notwendig, denn
diese Annahmen haben teilweise großen Einfluss auf den berechneten Optionswert.
Neben der Bewertung von Finanzderivaten ist der zweite große Themenbereich die Ent-
wicklung von Risikomanagementstrategien. Bereits bei ein wenig komplexeren Deriva-
ten ist dies ein noch nicht umfassend erforschtes Feld. Plain-Vanilla-Calls und -Puts auf
liquide Basiswerte werden an den weltweit vorhandenen Terminbörsen auch liquide
gehandelt und sind somit für professionelle Finanzmarktteilnehmer leicht zugänglich.
Aber bei weitem nicht alle Derivate können durch Plain-Vanilla-Produkte problemlos
gehedgt werden, wie wir an folgendem Beispiel sehen.
Eine Barriere-Option besitzt die gleiche Auszahlung wie die zu Grunde liegende Plain-
Vanilla-Option mit dem Unterschied, dass diese erst anfängt zu leben (In-Feature) bzw.
ausgeknockt wird (Out-Feature), falls das Underlying, meist eine Aktie, ein Index oder
auch ein Devisenkurs, ein vorher vereinbartes Kursniveau – auch Barriere genannt –
erreicht. Im Falle eines Up-and-Out-Calls entspricht die Auszahlung der des zu Grun-
de liegende Plain-Vanilla-Calls, falls der Basiswert zwischen dem Optionsbeginn und
der Fälligkeit die Barriere NICHT berührt hat. Sobald die Barriere berührt oder über-
schritten wird (Up-Feature), verfällt die Option wertlos. Es gibt auch Optionen mit dem
entsprechenden Down-Feature. Generell hängt die Auszahlung einer Barriere-Option
also nicht nur vom Kurs des Underlyings zur Fälligkeit ab, sondern dieser wird die
ganze Laufzeit über beobachtet.
Dynamisches Risikomanagement ist in diesem Beispiel schwieriger als bei einem Plain-
Vanilla-Call. Um dies zu verdeutlichen, stelle man sich folgende Situation vor: Kurz
vor Fälligkeit des Up-and-Out-Calls notiert der zu Grunde liegende Aktienkurs nahe
an der Barriere, hat diese aber im bisherigen Verlauf noch nicht erreicht. Das Delta der
Barriere-Option hat dann einen betragsmäßig sehr hohen, aber negativen Wert. Was
soll ein Händler nun machen, um diese Position abzusichern? Es genügt nicht nur vie-
le Aktien zu kaufen – damit er deltaneutral ist –, diese Anzahl würde sich wegen des
(betragsmäßig) großen Gammas schon bei kleinen Bewegungen im Underlying ändern,
und man müsste sein Portfolio ständig umschichten. Es erscheint unverhältnismäßig,
wenn man zum Hedge eines wenige Euro kostenden Produktes einige Tausend Euro
aufwenden muss.
Selbst wenn der Händler diese große Zahl an Aktien in sein Buch aufnehmen würde, so
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müsste er diese später in kürzester Zeit wieder verkaufen. Entweder wenn die Barrie-
re berührt wird, weil dann die Option nicht mehr lebt und somit keine Hedgeposition
nötig ist, oder zur Fälligkeit, wenn auch hier der Hedge aufgelöst werden muss. Dies
ist vor allem bei wenig gehandelten Werten schwierig und teuer. Auch die Hinzunah-
me von Plain-Vanilla-Optionen bringt keine Verbesserung der Hedgestrategie, da diese
keine Unstetigkeitsstelle im Auszahlungsprofil aufweisen, sie also keine solch hohen
Griechen wie Barriere-Optionen haben. Somit ist ein klassisches Eins-zu-eins-Hedging
mit den Risikosensitivitäten für Barriere-Optionen nicht praktikabel.
Eine modifizierte und in der Praxis häufig verwendete Methode ist das dynamische
Hedgen, wobei man aber nicht die Griechen der ursprünglichen Barriere-Optionen als
Basis nimmt, sondern die einer Option mit geshifteter Barriere. Das oben erwähnte Sze-
nario ist in diesem Fall nicht mehr so problematisch, denn die Sensitivitäten nehmen
nicht mehr unverhältnismäßig hohe Werte an.
Die neuere Forschung beschäftigt sich in diesem Zusammenhang mit statischen Hedge-
strategien. Bei diesen stellt man sich zu Optionsbeginn ein Hedgeportfolio zusammen,
das nur bei eventuellem Erreichen der Barriere oder bei Laufzeitende umgeschichtet
wird. Zusätzlich werden diverse Nebenbedingungen an das Portfolio gestellt, z. B. dass
sein Wert an keinem Zeitpunkt unter dem Wert der zu hedgenden Barriere-Option lie-
gen und man nur eine bestimmte Anzahl an Optionen zum Hedgen verwenden darf.
Ein triviales Portfolio wäre zum Beispiel nur die zu Grunde liegende Plain-Vanilla zu
kaufen, deren Wert immer größer ist, aber diese Strategie ist zu teuer! Hier lautet die
Fragestellung: Wer findet das günstigste Portfolio, das in der Praxis noch einsetzbar
ist? Es gibt zwar bereits vielversprechende theoretische Ansätze, allerdings müssen sich
diese noch beweisen, wenn man beispielsweise auch Geld-Brief-Spreads der Options-
kontrakte berücksichtigt.
Wir haben hier zwei Haupttätigkeiten eines Quantitativen Analysten, kurz Quant, im
Financial Engineering kennengelernt. Genau wie die am Markt gehandelten Produkte
sind auch die Aufgaben eines Financial Engineers vielfältig und erfordern analytische
Exaktheit bei der Ausführung. Einer Barriere-Option ist nicht von vornherein anzuse-
hen, warum sie nicht im Black-Scholes-Modell mit einer konstanten Volatilität bewertet
werden sollte, obwohl die Bewertungsformeln in vielen Lehrbüchern aufgeführt sind.
Aber eine genaue Analyse dieses Produktes und seiner Märkte führt zu der Erkenntnis,
dass modernere Verfahren notwendig sind.
Diese Analysen sind in der Regel nicht trivial und teilweise sehr zeitaufwendig. Aber
sie können große Konsequenzen für die internationalen Finanzmärkte haben, wie wir in
der Finanzkrise sehen konnten, als viele Verbriefungen von Subprime-Krediten falsch
eingeschätzt worden sind. Es herrscht also weiterhin großer Forschungsbedarf, damit
sich solche Fehler nicht wiederholen. Nicht zuletzt deshalb werden auch in Zukunft gut
ausgebildete Finanzmathematiker zu einer begehrten Gruppe von Spezialisten gehören,
die bei allen Arten von Finanzdienstleistern einen großen Beitrag für die Finanzmärkte
leisten werden.



Kapitel 5

Portfoliorisikomodelle

5.1 Marktrisikomodelle

Der Begriff Marktpreisrisiko (oder Marktrisiko) bezeichnet mögliche Wertverluste
(oder allgemeiner: Wertveränderungen) eines Portfolios, die sich durch Änderungen
der Marktdaten (also z. B. Zinskurven, Anleihepreise, Aktien- und Wechselkurse, Roh-
warenpreise, Credit Spreads und Volatilitäten) ergeben.

Wir betrachten als Beispiel das Marktrisiko eines Zinsswaps: Der Inhaber eines Zins-
swaps ist, wenn er feste Zinsen zahlt und im Gegenzug variable Zinsen empfängt, dem
Risiko fallender Zinsen ausgesetzt. Wenn sich nämlich die gesamte Swap-Kurve parallel
nach unten verschiebt, verringert sich der Barwert des Swaps. Umgekehrt bedeutet ei-
ne Parallelverschiebung der Swap-Kurve nach oben eine Wertzunahme des Swaps. Die
Marktteilnehmer werden nun etwa daran interessiert sein, zu wissenmit welcherWahr-
scheinlichkeit und in welchem Ausmaß mögliche Veränderungen der Swap-Kurve in
einem spezifizierten Zeitraum auftreten können und wie hoch dann die jeweilige Bar-
wertänderungen der Swap-Positionen sind. Neben Parallelverschiebungen der Swap-
Kurve kommen natürlich auch andere Szenarien in Frage. Derartige Fragestellungen
werden im Kontext der Marktrisikomessung behandelt. Im erwähnten Beispiel handelt
es sich um das sog. Zinsänderungsrisiko als Teil des Marktrisikos.
Untersuchen wir als nächstes die Situation eines Händlers, der eine Option, etwa einen
Cap, erworben hat. Aus den Auszahlungsbedingungen ergibt sich, dass der Wert des
Caps ansteigen wird, wenn sich der zu Grunde liegende Zinssatz nach oben bewegt.
Andererseits wird der Wert des Caps jedoch fallen, wenn die implizite Volatilität fällt –
dies ist das sog. Volatilitätsrisiko.
Eine weitere Komponente des Marktpreisrisikos stellt das Kursrisiko vonWertpapieren
dar, wobei hier zwischen dem allgemeinen Kursrisiko und dem besonderen Kursrisiko
zu unterscheiden ist – erstes resultiert aus Änderungen des allgemeinen Marktes, letz-
teres ist auf emittentenspezifische Faktoren zurückzuführen.
Schließlich sind noch das Fremdwährungsrisiko (Risiko schwankender Wechselkurse)
und das Rohwarenrisiko zu nennen.

S. Reitz, Mathematik in der modernen Finanzwelt, DOI 10.1007/978-3-8348-9860-9_5, 
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011 
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An dieser Stelle wird bereits deutlich, dass das Risiko (ebenso wie der Wert) eines Fi-
nanzinstruments und auch das Risiko eines Portfolios in der Regel von mehreren ver-
schiedenen Marktdaten abhängt. Dementsprechend ist bei der Marktrisikoberechnung
zu analysieren, welche Änderungen der Marktdaten zu Gewinnen bzw. zu Verlusten
führen, wie wahrscheinlich diese Änderungen sind und in welcher Höhe Gewinne oder
Verluste auftreten können. Insbesondere ist einMaß für die gegenseitigen Abhängigkei-
ten solcher Marktdatenänderungen zu spezifizieren. All dies muss ein im praktischen
Einsatz befindlichesMarktrisikomodell leisten, wobei die Anzahl der zu betrachtenden
Marktparameter bei größeren Banken im Bereich einiger Tausend liegt.
Zur Quantifizierung von Marktrisiken existiert eine Reihe unterschiedlicher Konzep-
te. Die Messung des Marktpreisrisikos bezieht sich auf einzelne Finanzinstrumente
oder ein gegebenes Portfolio aus mehreren Finanzinstrumenten, deren Barwerte sich
im Zeitablauf zufällig ändern. Wir unterscheiden die sog. Sensitivitätsmaße und die
szenariobasierten Risikomaße.
Sensitivitätsmaße quantifizieren den Einfluss von kleineren, kurzfristig auftretenden
Marktdatenänderungen auf den heutigen Portfoliowert. Bei der Verwendung von Sensi-
tivitätsmaßenwird unterstellt, dass ein Portfolio kontinuierlich an die jeweiligenMarkt-
gegebenheiten anpasst wird, um so das Risiko zu steuern (vgl. die Ausführungen zu
den Griechen in Kapitel 4).
Dem gegenüber steht bei den szenariobasierten Risikomaßen die Abweichung des Port-
foliowerts zu einem künftigen Zeitpunkt vom aktuellen Portfoliowert über einen länge-
ren Betrachtungshorizont unter Zugrundelegung größerer Marktdatenänderungen im
Mittelpunkt des Interesses. Dabei wird angenommen, dass die Portfoliozusammenset-
zung während des Planungshorizonts unverändert bleibt. Zu den szenariobasierten Ri-
sikomaßen zählt insbesondere der weit verbreitete Value-at-Risk (VaR)-Ansatz.
Das VaR-Marktrisikomaß wird in vielen größeren Finanzinstituten zur Überwachung,
Begrenzung und Steuerung vonMarktrisiken auf Portfoliobasis verwendet. Da sich das
VaR-Maß gut zur Aggregation von Risiken über beliebig viele Instrumente bzw. Portfo-
lien hinweg eignet, wird es in der Praxis standardmäßig als Grundlage für die Festle-
gung von risikobegrenzenden Kennzahlen (Portfoliolimiten) eingesetzt.

Definition 5.1 (Value-at-Risk (VaR))
Der VaR ist derjenige durch Marktdatenänderungen verursachte potenzielle Verlust, der am
Ende einer angenommenen Haltedauer Δt, während der ein Portfolio unverändert bleibt, mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit (Konfidenzniveau α ∈ (0;1)) nicht überschritten wird.
In der Sprache der Statistik handelt es sich beim VaR um das 1 − α-Quantil (vgl. Abschnitt
2.6) der Verteilung aller zufälligen Gewinne und Verluste am Ende der Haltedauer.

Beispiel 5.1 Ein in der Praxis häufig auftretender Fall ist z. B. α = 99% und Δt = 1/250
(Haltedauer ein Tag) sowie eine als (zumindest näherungsweise) normalverteilt angenommene
Verteilung der zufälligen Gewinne und Verluste. Ist N(0,σ2) die entsprechende Verteilung, so
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folgt wegen (2.5)
VaR = σ ·Φ−1(0,01) ≈ −2,33 · σ,

weil das 1%-Quantil der Verteilung N(0,1) den Wert −2,33 hat.

In der Praxis wird vielfach α = 99% und eine Haltedauer zwischen einem und zehn
Tagen gewählt. Die Haltedauer richtet sich nach derjenigen Zeit, die zum Abbau des
Portfolios benötigt wird. Bei Portfolien mit Standard-Instrumenten (z. B. liquide Akti-
en, gängige Währungen) sind kürzere Haltedauern angemessen, während bei Portfoli-
en mit illiquiden Instrumenten die Annahme einer größeren Haltedauer als zehn Tage
durchaus angebracht wäre.
Der Absolutbetrag des VaR eines Portfolios ist eine Kennzahl, welche die Menge von
Kapital angibt, die zur Deckung potenzieller Verluste erforderlich ist.
Wertänderungen von Portfolien werden durch Marktparameteränderungen (sog. Risi-
kofaktoren) hervorgerufen. Diese sind zunächst für jedes zu untersuchende Portfolio zu
bestimmen. Ist die Menge der Risikofaktoren für ein Portfolio festgelegt, so erfolgt im
nächsten Schritt eine mathematisch-statistische Modellierung des zeitabhängigen Ver-
haltens der Risikofaktoren. Die Risikofaktoren werden dabei als absolute oder relative
Änderungen der oben genannten Marktparameter modelliert:

RΔt :=
SΔt − S0
S0

, bzw. RΔt := SΔt − S0,

wobei Su der Wert des Marktparameters zum Zeitpunkt u ist. Aus der zu spezifizie-
renden statistischen Verteilung der Risikofaktoren ergibt sich im nächsten Schritt eine
Verteilung der Gewinne und Verluste auf Portfolioebene (sog. P&L-Verteilung):

P&L := PV(SΔt,1, . . . ,SΔt,n) − PV(S0,1, . . . ,S0,n). (5.1)

PV bezeichnet hier den Barwert des betrachteten Portfolios in Abhängigkeit von den n
Marktparametern Su,i für i ∈ {1, . . . ,n} und u= Δt bzw. u= 0. Je nach Art des Marktpa-
rameters wird bei der Berechnung der P&L eine Verteilungsannahme für die absolute
bzw. relative Änderung gemacht und es gilt dann

SΔt,i = S0,i + RΔt,i oder SΔt,i = S0,i · eRΔ,i

mit dem Risikofaktor RΔ,i für den i-ten Marktparameter.

Beispiel 5.2 Ein Portfolio bestehe aus Aktien sowie einer Anzahl von Aktienoptionen. Die
für dieses Portfolio relevanten Marktparameter sind alle Größen, die zur Bewertung notwen-
dig sind, also die einzelnen Aktienkurse sowie die zusätzlich zur Optionsbewertung benötigten
Parameter (Zinssätze und implizite Aktienvolatilitäten). Die absoluten bzw. relativen künftigen
Änderungen dieser Parameter sind bei der VaR-Berechnung mit einer geeigneten Verteilung zu
modellieren, wobei natürlich auch die gegenseitigen Abhängigkeiten zu berücksichtigen sind.
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Die in der Praxis verwendeten VaR-Ansätze unterscheiden sich in Bezug auf die Ver-
teilungsannahme der Risikofaktoren und bei der Ermittlung der Portfoliowertänderun-
gen.

5.1.1 Parametrische VaR-Ansätze

Die sog. parametrischen VaR-Ansätze arbeiten mit einer parametrischen Verteilungs-
annahme für die Risikofaktoren, meist mit der mehrdimensionalen Normalverteilung
aus Definition 2.15. In diesem Fall ist der auf eine Haltedauer Δt bezogene Vektor der
Risikofaktoren

�RΔt := (RΔt,1, . . . ,RΔt,n)

mehrdimensional normalverteilt mit Erwartungswertvektor �μ = (μ1 · Δt, . . . ,μn · Δt)
und Kovarianzmatrix

Σ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
σ21 · Δt σ1 · σ2 · ρ1,2 · Δt . . . σ2n · Δt

σ2 · σ1 · ρ2,1 · Δt σ22 · Δt . . . σ2 · σn · ρ2,n · Δt
...

...
...

...
σn · σ1 · ρn,1 · Δt σn · σ2 · ρn,2 · Δt . . . σ21 · Δt

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈Rn×n.

Gemäß Satz 2.5 gilt

RΔt,i hat die Verteilung N(μi · Δt,σ2i · Δt),

und wir haben
Corr(RΔt,i,RΔt,j) = ρi,j.

Zur Bestimmung der Parameter μi,σi und ρi,j können die entsprechenden empirischen
Parameter aus Zeitreihen von Kursdaten berechnet werden (vgl. Abschnitt 2.6). Beach-
ten Sie, dass gemäß der obigen Notation der i-te Risikofaktor bezogen auf einen einjäh-
rigen Risikohorizont die Verteilung N(μi,σ2i ) hat und dass für kürzere Haltedauern der
Skalierungsfaktor Δt dem entsprechenden Bruchteil eines Jahres entspricht.

Bemerkung Bei der hier dargestellten Vorgehensweise wird implizit unterstellt, dass die Grö-
ßen μi,σi,ρi,j im Zeitablauf konstant sind. In der Realität beobachtet man jedoch Zeitreihen von
Risikofaktoren mit zeitlich veränderlichen Parametern, z. B. in der Form von Perioden mit hö-
herer und geringerer Standardabweichung. Derartige Effekte lassen sich nur mit ausgefeilteren
statistischen Techniken (z. B. sog. GARCH-Ansätzen) korrekt erfassen.

Beim Varianz-Kovarianz-Ansatz wird die Zufallsvariable P&L für ein gegebenes Port-
folio über eine lineare Approximation bestimmt. Um dies näher zu erklären, betrachten
wir zunächst die Bewertungsfunktion des gegebenen Portfolios in der Form

PV(x1, . . . ,xn),
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wobei sich der in t ≥ 0 gültige Portfoliowert ergibt, wenn die Variablen xi durch St,i
ersetzt werden. Wir schreiben xi = S0,i · eyi bzw. xi = S0,i + yi und erhalten durch einen
Übergang zu den neuen Variablen yi die Portfoliobewertungsfunktion in der Form

PV(y1, . . . ,yn).

In diesem Fall ergibt sich der in t ≥ 0 gültige Portfoliowert, wenn yi durch die logarith-
mische Änderung ln(St,i/S0,i) bzw. die absolute Änderung St,i − S0,i ersetzt wird – es
handelt sich also um eine Darstellung der Portfoliobewertungsfunktion in Abhängig-
keit von den Risikofaktoren. Die Ableitung

Δi :=
∂PV(y1, . . . ,yn)

∂yi

∣∣∣
yi=0

wird als Sensitivität bzgl. des i-ten Risikofaktors bezeichnet.

Übung 5.1 Begründen Sie die Aussagen

Δi =
∂PV
∂xi

∣∣∣
xi=S0,i

· S0,i (für xi = S0,i · eyi ) bzw. Δi =
∂PV
∂xi

∣∣∣
xi=S0,i

(für xi = S0,i + yi).

Die lineare Approximation der Zufallsvariable P&L ist nun definiert durch

P&Llin :=
n

∑
i=1

Δi · RΔt,i.

Aufgrund der vorgenommenen Linearisierung der P&L können nichtlineare Bewer-
tungsfunktionen, die z. B. bei Produkten mit Optionskomponenten auftreten, nicht ak-
kurat abgebildet werden. Der Varianz-Kovarianz-Ansatz eignet sich folglich in erster
Linie für lineare (d. h. optionsfreie) Portfolien.
Wir unterstellen, dass die Risikofaktoren mehrdimensional normalverteilt wie oben an-
gegeben sind. Wegen Satz 2.5 ist damit die Zufallsvariable P&Llin normalverteilt gemäß

N

(
n

∑
i=1

Δi · μi · Δt, (Δ1, . . . ,Δn) · Σ · (Δ1, . . . ,Δn)T
)
.

Die Varianz schreibt sich als

σ2 :=
n

∑
i,j=1

Δi · Δj · σi · σj · Δt · ρi,j. (5.2)

Der VaR bzgl. P&Llin zum Konfidenzniveau 1− α berechnet sich wegen (2.5) zu

VaR =
n

∑
i=1

Δi · μi · Δt+ σ ·Φ−1(1− α). (5.3)
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Beispiel 5.3
1. Wir betrachten ein Portfolio bestehend aus long Positionen in je einem Stück von drei ver-
schiedenen Aktien, welche in t = 0 die Kurse S0,1 = 50,S0,2 = 150,S0,3 = 200 haben. Wir
schreiben

PV(x1,x2,x3) = x1 + x2 + x3 = S0,1 · ey1 + S0,2 · ey2 + S0,3 · ey3 = PV(y1,y2,y3)

und haben
Δi = S0,i · e0 = S0,i.

Die Risikofaktoren RΔt,i für die Haltedauer Δt= 1 Jahr seien dreidimensional normalverteilt
mit μi = 0, σ1 = 40%, σ2 = 35% und σ3 = 45% sowie ρi,j = 0,8 für alle i �= j. Somit hat
die Zufallsvariable P&L = P&Llin bezogen auf eine Haltedauer der Länge Δt = 1/250 die
Verteilung

N(0, σ2) = N(0, 93,51),

und der VaR zum Konfidenzniveau 99% ist

VaR ≈ −2,33 · 9,67 ≈ −22,53,

d. h. an durchschnittlich 99 von 100 Handelstagen wird ein Verlust maximal in der Höhe
22,53 erwartet.

2. Nun sei ein Portfolio bestehend aus einer long Position in einer Call-Option auf eine divi-
dendenlose Aktie gegeben. Für den Call gelte T = 1, K = 50, r = 2%. Das Underlying habe
in t = 0 den Wert S0 = 50 und die implizite Volaitlität betrage σimpl = 40%. Wir schreiben
die Bewertungsformel des Calls in Abhängigkeit von den drei Variablen x1,x2,x3, die sich
hier auf den Wert des Underlyings, den Wert der impliziten Volatilität und den Zinssatz
beziehen:

PV(x1,x2,x3) = x1 ·Φ(d1)− K · e−x3·T ·Φ(d2),
wobei d1,2 := (ln(x1/K) + (x3 ± 0,5 · x22) · T)/(x2 · √

T). Für die Aktie und die implizite
Volatilität verwenden wir die logarithmische Änderung als Risikofaktor, während für den
Zinssatz die absolute Änderung herangezogen wird (dies entspricht der Handhabung in der
Praxis). Mit dem Resultat aus Übung 5.1 folgt

Δ1 = Φ(d1) · S0, Δ2 = S0 ·
√
T · ϕ(d1) · σimpl, Δ3 = K · T · e−r·T ·Φ(d2).

Nach kurzer Rechnung finden wir

P&Llin(x1,x2,x3) = 29,94 · x1 + 7,73 · x2 + 21,58 · x3.

Diese lineare Approximation vernachlässigt die Konvexität der Wertänderung des Calls in
Abhängigkeit von den Änderungen des Underlyings (vgl. Abschnitt 4.6.1) und ist daher für
die VaR-Berechnung nur dann verwendbar, wenn das betrachtete Portfolio nur in sehr gerin-
gen Umfang Optionskomponenten enthält, so dass der Fehler aus der linearen Approximation
kaum ins Gewicht fällt.
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Wir haben gesehen, dass im Varianz-Kovarianz-Ansatz nur lineare Portfolien adäquat
abgebildet werden können. Beinhaltet das zu untersuchende Portfolio hingegen kom-
plexe Instrumente mit optionalem Charakter, so ist ein anderer parametrischer Ansatz
zu verwenden, dem wir uns nun zuwenden wollen.
Die Monte-Carlo-Simulation ist ein parametrischer Ansatz, bei dem eine beliebige
parametrische Verteilung der Risikofaktoren zu Grunde gelegt wird (meist die Nor-
malverteilung), um dann in einer Simulationsrechnung mit mehreren Tausend Szenari-
en zunächst die Änderungen der Marktparameter während der Haltedauer und dann
die Portfoliowertänderungen in jedem Szenario (P&L-Szenario) zu bestimmen. Hier-
bei gibt es keinerlei Einschränkungen in Bezug auf die Portfoliozusammensetzung – es
können beliebig komplexe Instrumente im Portfolio enthalten sein.
Das zu untersuchende Portfolio bestehe aus M Finanzinstrumenten mit aktuellen Wer-
ten

PVl(S0,1, . . . ,S0,n) (l ∈ {1, . . . ,M}).
Die Simulation verläuft wie folgt:
1. Die Werte SΔt,i am Ende der Haltedauer Δtwerden anhand der Risikofaktoren simu-

liert. Im Szenario j haben wir dann

Sj
Δt,i = S0,1 · eR

j
Δt,i bzw. Sj

Δt,i = S0,i + Rj
Δ,i

für alle i ∈ {1, . . . ,n}.
2. Jedes Instrument wird neu bewertet. Im Szenario j erhalten wir die Werte

PVl(S
j
Δt,1, . . . ,S

j
Δt,n).

Die Neubewertung erfolgt meist exakt ohne Verwendung von Approximationen, um
alle Optionskomponenten korrekt zu erfassen.

3. Es wird Wert P&Lj für das betrachtete Portfolio im j-ten Szenario berechnet:

P&Lj =
M

∑
l=1
(PVl(S

j
Δt,1, . . . ,S

j
Δt,n)− PVl(S0,1, . . . ,S0,n)).

Das Ergebnis der Simulation sind N P&L-Szenarien, anhand derer das 1 − α-Quantil
bestimmt wird, um so den VaR mit Konfidenzniveau α zu erhalten. Dabei wird wie
folgt vorgegangen: Die Zahlen P&Lj werden beginnend mit den negativen Werten in
aufsteigender Größe sortiert,

P&L(1), . . . ,P&L(N),

und es wird die kleinste natürliche Zahl kmit k≥ N · (1− α) bestimmt. Dann entspricht
das k-te Szenario, also der Wert

P&L(k)

dem Schätzwert für den VaR zum Konfidenzniveau α.
Die Anzahl der Szenarien liegt meist im Bereich einiger Tausend. Daher ist der Rechen-
aufwand zur Schätzung des VaR beträchtlich. Der "Lohn" für den hohen Aufwand ist
darin zu sehen, dass aufgrund der vielen Szenarien eine äußert genaue Analyse des
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Portfolioverhaltens möglich ist und dass beliebig komplexe Portfolien betrachtet wer-
den können.
Bei einer Monte-Carlo-Simulation mit Normalverteilungsannahme lautet der Ansatz
zur Erzeugung zufälliger Risikofaktoren für das Zeitintervall von 0 bis Δt im Szenario j
typischerweise ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Rj
Δt,1

Rj
Δt,2
...

Rj
Δt,n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
μ1 · Δt
μ2 · Δt

...
μn · Δt

⎞⎟⎟⎟⎠ + A ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Zj1
Zj2
...
Zjn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Es ist (Zj1, . . . ,Z
j
n) ein Zufallsvektor mit unabhängigen standard-normalverteilten Zu-

fallsvariablen Zji und A die untere Dreiecksmatrix aus der Cholesky-Zerlegung von Σ

(vgl. Übung 4.32). Folglich ist der Vektor (Rj
Δt,1, . . . ,R

j
Δt,n) der simulierten Risikofakto-

ren mehrdimensional normalverteilt gemäß der zu Beginn des Abschnitts genannten
Normalverteilung.

Übung 5.2
1. Berechnen Sie den VaR des Portfolios aus Beispiel 5.3, 1. mittels einer Monte-Carlo-
Simulation mit N= 1.000 Szenarien. Schlagen Sie dazu die Cholesky-Zerlegung einer 3× 3-
Matrix in einem Buch zur Numerischen Mathematik nach!

2. Begründen Sie allgemein, warum die Monte-Carlo-Simulation im Falle eines linearen Port-
folios (also eines Portfolios mit P&L= P&Llin) bei gegebener Haltedauer Δt und gegebenem
Konfidenzniveau α bis auf Schätzfehler, die auf die numerische Simulation zurückzuführen
sind, denselben VaR-Wert liefert wie der Varianz-Kovarianz-Ansatz.

Abweichungen von der Normalverteilung

Die bisher diskutierten Methoden zur VaR-Berechnung basieren auf der Annahme der
Normalverteilung für die Risikofaktoren. Empirische Untersuchungen belegen jedoch,
dass Renditeverteilungen typischerweise von der Normalverteilung abweichen: Es tre-
ten deutlich mehr extreme Ereignisse auf als unter der Normalverteilung zu erwar-
ten wären. In der Literatur wurden zahlreiche Verfahren vorgeschlagen, die empirisch
beobachtbaren Verteilungen besser zu beschreiben. Hierzu zählen etwa Verteilungsfa-
milien wie die t-Verteilung, die extremen Ereignissen eine höhere Wahrscheinlichkeit
zuordnet, oder auch Verteilungmit zeitabhängiger Volatilität. DesWeiteren ist auch eine
Modellierung von Risikofaktoren mittels Sprungprozessen, bei denen außergewöhnlich
große Marktbewegungen explizit in die Überlegungen mit einbezogen werden, denk-
bar. Schließlich können die empirischen Renditeverteilungen auch nichtparametrisch
modelliert werden, was im nächsten Abschnitt erläutert werden soll.
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5.1.2 Nichtparametrischer Ansatz: Die Historische Simulation

Ein alternativer Ansatz zur Verwendung parametrischer Verteilungsannahmen bei der
VaR-Berechnung besteht darin, empirisch beobachtete Häufigkeitsverteilungen für die
Risikofaktoren zu verwenden. Dies ist die Vorgehensweise bei der sog. Historischen
Simulation. Es brauchen in diesem Fall keine statistischen Parameter wie Volatilitä-
ten oder Korrelationen der Risikofaktoren geschätzt werden, da unmittelbar die in der
Vergangenheit aufgetretenen Szenarien bzgl. der Marktparameter zur Simulation von
künftigen Portfoliowertänderungen dienen. Als Nachteil dieser Methode ist anzufüh-
ren, dass die historischen Zeitreihen in der Regel nur wenige Jahre (oft nur ein Jahr)
an Beobachtungen abdecken, so dass "zu wenige" Szenarien vorliegen. Des Weiteren
verhalten sich die VaR-Zahlen sehr sensitiv bzgl. Änderungen des historischen Beob-
achtungszeitfensters – dies bedeutet, dass eine Änderung der Wahl der historischen
Szenarien eine deutliche Veränderung der VaR-Schätzung für ein gegebenes Portfolio
zur Folge haben kann.
Ein Vorteil der Historischen Simulation besteht darin, dass beliebig komplexe Portfolien
damit analysiert werden können und dass die Methodik einen sehr intuitiven Ansatz
der Risikomessung verfolgt. Des Weiteren können gezielt die Auswirkungen spezieller
Stress-Szenarien aus der Vergangenheit (z. B. Finanzkrise 2008/2009) auf ein gegebenes
Portfolio untersucht werden. Die Anwendung historischer oder hypothetischer Szena-
rien auf ein Portfolio wird in der Finanzindustrie als Stresstesting bezeichnet und spielt
eine wichtige Rolle im Risikomanagement von Finanzinstituten.
Die besonderen Verteilungseigenschaften der Risikofaktoren (gegenseitige Abhängig-
keiten, extreme Ereignisse) fließen bei der Historischen Simulation unmittelbar in die
VaR-Schätzung ein. Insbesondere betrifft dies auch typische Abweichungen der Vertei-
lungen von der Normalverteilung, etwa in Bezug auf leptokurtische Verteilungsformen
(vgl. Abschnitt 2.6).
Obwohl bei der Historischen Simulation keine parametrischen Verteilungsannahmen
getroffen werden, gibt es dennoch einige Voraussetzungen, unter denen die Modellie-
rung erfolgt: Die Risikofaktoren müssen im Zeitablauf

• unabhängig und

• identisch verteilt sein.

Nur so ist es möglich, die in der Vergangenheit beobachteten Szenarien zur Prognose
künftiger Portfoliowertänderungen zu verwenden.
Die erwähnten Voraussetzungen sind im Allgemeinen nur dann (wenigstens nähe-
rungsweise) als erfüllt anzusehen, wenn die Länge der verwendeten Risikofaktorzeitrei-
hen nicht zu groß ist – denn zu lange zurückliegende Beobachtungen haben u. U. eine
andere Verteilung als Beobachtungen im aktuellen Marktumfeld. Andererseits ist ei-
ne ausreichende Länge der Zeitreihe notwendig, um robuste Schätzungen zu erhalten.
Dieser Zielkonflikt wird in der Praxis meistens durch Verwendung einer einjährigen
historischen Zeitreihe gelöst.
Die historisch beobachteten Risikofaktoren (also relative oder absolute Änderungen von
Marktparametern) werden auf die aktuellen Werte der Marktparameter angewendet,
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um auf diese Weise eine Menge von Portfoliowertänderungen (P&L-Szenarien) zu si-
mulieren. Der VaR ergibt sich dann wiederum als Quantil dieser P&L-Szenarien.
Um diese Idee etwas zu formalisieren, gehen wir von n Risikofaktoren R1/250,i aus (je-
weils bezogen auf eintägige Zeitintervalle), für die jeweils N historische Beobachtungen
vorliegen. Die Werte werden in einer Matrix zusammengefasst:⎛⎜⎜⎜⎜⎝

R11/250,1 R11/250,2 . . . R11/250,n
R21/250,1 R21/250,2 . . . R21/250,n

...
...

...
...

RN1/250,1 RN1/250,2 . . . RN1/250,n

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Die i-te Spalte dieser Matrix entspricht den N historischen Szenarien für den i-ten Risi-
kofaktor. Das zu untersuchende Portfolio bestehe aus M Finanzinstrumenten mit Wer-
ten

PVl(S0,1, . . . ,S0,n) (l ∈ {1, . . . ,M}).
Durch Anwendung der Szenarien des i-ten Risikofaktors auf den Marktparameter S0,i
ergeben sich N P&L-Szenarien für eine Haltedauer von einem Tag. Die Vorgehensweise
ist analog zur Monte-Carlo-Simulation. Die Unterschiede bestehen darin, dass hier mit
einer geringeren Anzahl von Szenarien gearbeitet wird, welche aus der Historie abge-
leitet werden.
Um die Portfoliowertveränderung für eine vorgegebene Haltedauer der Länge Δt zu
simulieren, werden die eintägigen Risikofaktoren üblicherweise mit dem Skalierungs-
faktor

√
Δt multipliziert. Dies ist so zu erklären, dass im Falle der Normalverteilung

die Volatilität gerade dem
√
Δt-fachen der eintägigen Volatilität entspricht. Alternativ

könnte man natürlich auch eine historische Zeitreihe von Renditen mit Zeitintervall der
Länge Δt bilden. Dazu müsste man allerdings eine hohe Zahl zeitlich nicht überlappen-
der, direkt aufeinander folgender Zeitintervalle der Länge Δt betrachten. Die historische
Zeitreihe würde dadurch viel zu umfangreich werden. Nicht zulässig wäre es, ein Zeit-
fenster der Länge Δt durch die Historie zu "schieben", um dann Tag für Tag eine Rendite
bezogen auf ein Δt-Zeitintervall zu erzeugen. Hierbei wäre die Annahme der Unabhän-
gigkeit der Renditen verletzt.

Beispiel 5.4 Eine long Position mit Marktwert 1Mio. Euro in Deutsche Bank Aktien am 30.
April 2008 wird analysiert. Die Kurshistorie beginnt mit folgenden Werten (rechts stehen die
logarithmischen Kursänderungen):

30.04.2008 76,97 0,0061
29.04.2008 76,50 0,0035
28.04.2008 76,77 0,0076
25.04.2008 76,19 0,0082
24.04.2008 75,57 0,0105

...
...

...



5.1 Marktrisikomodelle 225

Die Zeitreihe umfasst alle Kurse bis zum 19.12.2007. Das 5%-Quantil der logarithmischen
Kursänderungen ist hier −0,0298. Dementsprechend ist der VaR mit Konfidenzniveau 95%
bei Verwendung einer Historischen Simulation mit Haltedauer ein Tag bei der vorliegenden
Zeitreihe gleich

1Mio.Euro · e−0,0298 − 1Mio.Euro ≈ −29,360Euro.

5.1.3 Risikofaktoren

Die Auswahl der bei der VaR-Berechnung zu berücksichtigenden Risikofaktoren hängt
natürlich vom betrachteten Portfolio ab. Folgende Arten von Risikofaktoren werden bei
der Messung von Marktrisiken im Bankensektor typischerweise herangezogen:

• Pro Währung mindestens zwei Zinskurven (Swap-Zinskurve und Staatsanleihen-
zinskurve, Geldmarktsätze) mit ausreichender Zahl von Stützstellen, ergänzt um
zusätzliche bonitätsabhängige Zinskurven und sektorabhängige Zinskurven (z. B.
Pfandbriefkurve),

• Preise börsengehandelter Derivate,

• Wechselkurse,

• Aktienkurse, Indices (z. B. Aktienindices, Preisindices),

• Rohwaren- und Energiepreise,

• implizite Volatilitäten,

• Rating-abhängige Credit Spreads für Anleihen,

• Credit Spreads für Kreditderivate.

Wir betrachten die Risikofaktoren im Zinsbereich etwas ausführlicher:
Aus der Theorie zur Bewertung von Finanzinstrumenten (vgl. Kapitel 4) folgt, dass der
aktuelle Barwert eines jeden Instruments gleich dem diskontierten Erwartungswert der
künftigen Zahlungsströme (Cashflows) ist. Die wichtigsten Bestandteile der Bewertung
und Risikoberechnung sind daher die Struktur der Cashflows und die aus den Zinssät-
zen errechneten Diskontfaktoren.
Ein Cashflow wird bestimmt durch einen Betrag in einer bestimmten Währung, ein
Fixing-Datum, ein Zahlungsdatum und auch die Bonität des Schuldners. Sind diese Da-
ten bestimmt, so kann der Barwert des Cashflows durch Multiplikation mit dem zuge-
hörigen währungs-, laufzeit- und bonitätsabhängigen Diskontfaktor errechnet werden.
Dabei ist zu beachten, dass für verschiedene Marktsegmente jeweils unterschiedliche
Zinskurven verwendet werden:
Zur Bewertung von Interbankenforderungen wird die aus der Swap-Kurve der jeweili-
gen Währung ermittelte Swap-Zerokurve zzgl. eines bonitätsabhängigen Spreads her-
angezogen, während für Anleihen diejenige Zins- bzw. Renditekurve verwendet wird,
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die dem Marktsegment des Emittenten entspricht. Am Markt werden eine ganze Rei-
he verschiedenartiger segmentspezifischer Zinssätze quotiert: Die Sätze unterscheiden
sich nach den KriterienWährung, Laufzeit und Emittentengruppe der Anleihen, für die
sie preisbestimmend sind. Beispielsweise wird eine Anleihe, deren Preis in USD quotiert
wird, im Allgemeinen sehr stark durch die Entwicklung der Zinskurve für amerikani-
sche Staatsanleihen beeinflusst. Das gilt auch dann, wenn die Anleihe selbst keine ame-
rikanische Staatsanleihe ist, sondern etwa von einem internationalen Konzern emittiert
wurde. Außerdem ist durch die Laufzeit T der Anleihe implizit vorgegeben, dass ih-
re Preisentwicklung von der T-jährigen USD-Rendite abhängig ist. Schließlich gehört
die Anleihe zu einer Emittentengruppe, die definiert ist durch den Industriesektor, dem
der Emittent zuzuordnen ist (z. B. Telekommunikationsbranche, Hypothekenbank usw.)
und durch die Bonität des Emittenten.
Im Allgemeinen wird die Rendite einer Anleihe, welche nicht von einem Staat emittiert
wurde, größer sein als die Rendite einer entsprechenden Staatsanleihe mit identischen
Ausstattungsmerkmalen (Währung, Laufzeit, Kuponhöhe), da ein nicht-staatlicher Emit-
tent typischerweise eine geringere Bonität aufweist und nicht-staatliche Anleihen oft
eine geringere Liquidität haben als Staatsanleihen. Der vom Emittenten, der Währung
und der Laufzeit abhängige Renditeunterschied ist der Credit Spread.
In der Praxis versucht man, die Modellierung der segmentspezifischen Zinskurven für
Zwecke der Risikomessung durch eine vorgegebene Anzahl n von Risikofaktoren zu
modellieren. Zu diesem Zweck werden einzelne Zerozinssätze

z1 := Lst(0,T1), . . . ,zm := Lst(0,Tn) (stetige Verzinsung)

ausgewählt, und zwar so, dass sich die Barwertfunktion des betrachteten Portfolios in
der Form PV(z1, . . . ,zn) schreiben lässt. Dabei ist zu beachten, dass der Wert des Portfo-
lios natürlich noch von anderen Parametern, etwa Volatilitäten, abhängen kann, die in
obiger Notation unberücksichtigt bleiben. Die Fälligkeiten Tj entsprechen gerade den
Fälligkeiten oder Zahlungszeitpunkten der Instrumente im Portfolio.

Tatsächlich möchte man jedoch meist die als Risikofaktoren ausgewählten Zinssätze
(die sog. Key-Rates) a priori festlegen, unabhängig von den im Portfolio enthaltenen
Produkten. Neben praktischen Erwägungen gibt es dafür ökonomische Gründe, denn
in gewissen Segmenten der Zinskurve findet u. U. eine größere Handelsaktivität am
Markt statt, so dass die entsprechenden Zinssätze in besserer Qualität zur Verfügung
stehen als andere.

Beispiel 5.5 (Key-Rates in RiskMetrics)
In RiskMetrics, das den Marktstandard bei VaR-Modellen definiert hat, werden folgende Fäl-
ligkeitszeitpunkte Tj für die Key-Rates vorgeschlagen:

1M, 3M, 6M, 1J, 2J, 3J, 4J, 5J, 7J, 9J, 10J, 15J, 20J, 30J.

Das Dokument "The RiskMetrics 2006 methodology"der RiskMetrics Group (siehe [49]) enthält
viele nützliche Hinweise zur Ausgestaltung von Marktrisikomodellen.
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Jeder Cashflow eines Finanzinstruments muss auf geeignete Weise den Key-Rates zu-
geordnet werden. Hierzu gibt es verschiedene Verfahren (sog.Mappingverfahren). Wir
skizzieren im Folgenden das in RiskMetrics verwendete Verfahren.
Zunächst wird die für einen Cashflow zum künftigen Zeitpunkt t benötigte Zerorate
zt = Lst(0, t) durch lineare Interpolation aus den benachbarten Zerorates gewonnen:

zt = α · zL + (1− α) · zR,

wobei α = (tR − t)/(tR − tL). Es sind tL bzw. tR die zu t benachbarten Zeitpunkte, zu
denen die Key-Rates zL und zR gehören.
Wie ist der Cashflow nun zu zerlegen? Um dies zu erklären, nehmen wir an, ein Cash-
flow der Höhe 1 zum Zeitpunkt t wird wertäquivalent zerlegt in zwei (noch unbekann-
te) Cashflows der Höhe WL zur Zeit tL und WR zur Zeit tR sowie ein Kasseposition
der Höhe C. Der Barwert des ursprünglichen Cashflows (= Preis eines Zerobonds mit
Fälligkeit in t und Nominal 1) und der zerlegten Cashflows sollen identisch sein, d. h.

PV = e−zt·t = WL · e−zL·tL +WR · e−zR·tR + C.

Zur Bestimmung der GrößenWL,WR und C treffen wir die Vereinbarung, dass die Sen-
sitivität des Zerobond-Preises bzgl. zL und zR die gleiche ist, wie die Sensitivität der
gemappten Cashflows bzgl. zL und zR. Daraus ergibt sich die Forderung

∂PV
∂zL

= −α · t · e−zt·t = −WL · tL · e−zL·tL ,

was uns zu der Beziehung

WL = α · t
tL

· e−zt·t · ezL·tL

führt. In analoger Weise folgt

WR = (1− α) · t
tR

· e−zt ·t · ezR·tR .

Schließlich kann der Betrag C errechnet werden zu

C = PV −WL · e−zL ·tL −WR · e−zR·tR = − (t− tL) · (tR − t)
tL · tR · e−zt ·t.

Als Ergebnis unserer Betrachtungen halten wir fest, dass ein Zerobond mit Nominal 1
und Fälligkeit in t zerlegt werden kann in ein Portfolio bestehend aus einem Zerobond
mit Fälligkeit in tL (Nominal WL), einem Zerobond mit Fälligkeit in tR (Nominal WR)
und einer Kasseposition der Höhe C.
Mit Hilfe des dargelegten Mappingverfahrens können Portfolien aus beliebigen Zins-
instrumenten, welche einem gemeinsamen Marktsegment angehören, in Cashflows be-
züglich der Key-Rates zerlegt werden.
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Beispiel 5.6 Gesucht sind die Risikofaktoren und die Sensitivitäten einer long Forward-
Position auf eine dividendenlose Aktie mit Fälligkeit in T und Strike K. Der in t = 0 gültige
Barwert dieser Forward-Position lautet gemäß Beispiel 1.8, 1.:

PVForward = Fwd(0,T) = S0 − K · e−Lst(0,T)·T .

Die zu dieser Position gehörenden Risikofaktoren sind die relative Änderung des Aktienkurses
und die absolute Änderung des Zinssatzes zT = Lst(0,T) mit den Sensitivitäten

Δ1 = S0, Δ2 = K · Lst(0,T) · e−Lst(0,T)·T .

Im Fall T = 1,5 und den Key-Rates zL = z1 = 2%, zR = z2 = 2,2% errechnen sich der Zinssatz
z1,5 sowie o. g. Cashflows WL =W1, WR =W2 und C zu

z1,5 = 2,1%, WL = 0,5 · 1,5 · e−2,1%·1,5 · e2%·1 ≈ 0,74, WR ≈ 0,38, C ≈ −0,12.

Das Zinsrisiko der long Forward-Position entspricht daher dem Zinsrisiko der folgenden Cash-
flows:

• −K · 0,74 in t = 1,

• −K · 0,38 in t = 2,

• K · 0,12 in t = 0 (Kasseposition).

Übung 5.3
Bestimmen Sie für eine Kuponanleihe mit Barwert PVAnleihe = 2 · e−z1,6·1,6 + 102 · e−z2,6·2,6 die
Zerlegung in Cashflows mit Fälligkeiten in t = 0, t = 1, t = 2, t = 3 bei gegebenen Key-Rates
z1 = 2%,z2 = 2,2%,z3 = 2,5%.

5.1.4 Backtesting

Finanzinstitutionen führen meist auf täglicher Basis eine Berechnung des VaR mit einer
Haltedauer von einem Geschäftstag durch. Der VaR mit Konfidenzniveau α ist dabei ei-
ne Prognose über denjenigen Verlustbetrag, der aufgrund von Änderungen der Markt-
parameter innerhalb eines Geschäftstages mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 − α nicht
überschritten wird.
Natürlich ist es von größtem Interesse, die Güte der VaR-Prognose laufend zu überprü-
fen, denn nichts wäre schlimmer, als ein VaR-Modell, welches die Risiken falsch ein-
schätzt. Aus diesem Grunde gibt es verschiedene sog. Backtesting-Verfahren, bei denen
die täglichen Gewinne und Verluste eines gegebenen Portfolios jeweils mit dem amVor-
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tag bestimmten VaR-Wert verglichen werden. Dabei sollte im Idealfall herauskommen,
dass bezogen auf einen längeren Beobachtungszeitraum, z. B. ein Jahr, in 100 · α% aller
Tage ein Gewinn oder Verlust bis maximal zu Höhe des jeweils am Vortrag prognos-
tizierten VaR-Wertes auftritt und dass in den übrigen 100 · (1 − α)% Verluste zu beob-
achten sind, die den VaR-Wert überschreiten (sog. Ausreißer). Im Fall eines einjährigen
Zeitraums (also 250 Geschäftstage) und einem Konfidenzniveau von α = 99% würde
man also an etwa 2 bis 3 Tagen Ausreißer erwarten.
Bei der Durchführung des Backtestings ist zunächst zu klären, wie der Gewinn oder
Verlust, mit dem der VaR-Wert dann verglichen werden soll, genau zu berechnen ist.
Es kommt dabei darauf an, das Portfolio des Tages t, für welches der VaR-Wert VaRt
bestimmt wird, bis zum Ende des Geschäftstages t+ 1 rechnerisch unverändert zu las-
sen (es dürfen also keine neuen Positionen hinzugefügt oder herausgenommenwerden)
und dann das Portfolio mit den Marktparametern des Tages t+ 1 neu zu bewerten. Die
Differenz der beiden Portfoliobewertungen ergibt den Zahlenwert P&Lt (man spricht
auch vom sog. Clean-P&L-Wert), der dem VaR-Wert VaRt gegenübergestellt wird. Ty-
pischerweise wird das Resultat in grafischer Form veranschaulicht:

t

Abbildung 44: Backtesting-Zeitreihe

Beachten Sie, dass in der Abbildung die Punkte jeweils den Werten P&Lt entsprechen
und dass die Linien die interpolierten VaRt (untere Linie) bzw. −VaRt (obere Linie) wi-
derspiegeln.
Zur Überprüfung der Korrektheit von VaR-Prognosen im Zeitablauf wurden zahlreiche
verschiedene Analysemethoden entwickelt. Während einfachere Methoden lediglich
die Anzahl der Ausreißer überprüfen, beruhen ausgefeiltere Ansätze darauf, die Häu-
figkeitsverteilung der beobachteten P&L-Werte mit den vom VaR-Modell an den ver-
schiedenen Geschäftstagen vorhergesagten P&L-Verteilungen (Prognoseverteilungen)
zu vergleichen. Die Prognoseverteilung des VaR-Modells für den Tag t ist definiert über
die Verteilungsfunktion:

Ft(x) := Anteil aller P&L-Szenarien des Portfolios in t, bei denen die Portfoliowert-

änderung kleiner oder gleich x ist.
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Wir fassen im Folgenden P&Lt als Zufallsvariable auf, deren Verteilungsfunktion Ft(x)
ist (sofern das VaR-Modell korrekte Prognosen liefert). Die transformierte Zufallsvaria-
ble

Xt := Ft(P&Lt) ∈ [0;1]
ist dann eine auf [0;1] gleichverteilte Zufallsvariable, d. h. es gilt P(Xt ≤ x) = x für alle
x ∈ [0;1]:

P(Xt ≤ x) = P(Ft(P&Lt) ≤ x) = P(P&Lt ≤ F−1
t (x)) = Ft(F−1

t (x)) = x

(zur Vereinfachung wird angenommen, Ft sei invertierbar). Wir transformieren erneut
und bilden die Zufallsvariable Zt := Φ−1(Xt). Diese ist standard-normalverteilt:

P(Zt ≤ x) = P(Φ−1(Xt) ≤ x) = P(Xt ≤ Φ(x)) = Φ(x).

Zusammenfassend lässt sich festhalten: Falls das VaR-Modell korrekte Prognosevertei-
lungen liefert, dann müssen die Zufallsvariablen Zt standard-normalverteilt sein. Nun
führt man einen statistischen Test durch, der die vorliegenden Werte der Zufallsvaria-
blen Zt darauf hin überprüft, ob sie zu einer standard-normalverteilten Zufallsvariablen
"passen". Dies kann z. B. dadurch geschehen, dass man die Quantile der vorliegenden
Werte gegen die entsprechenden Quantile einer Standard-Normalverteilung plottet (ein
sog.QQ-Plot). Aus einer solchen Untersuchung lässt sich relativ schnell ableiten, ob die
Prognoseverteilungen des VaR-Modells zu den beobachteten P&L-Werten passen oder
ob Korrekturen im VaR-Modell vorzunehmen sind.
Die nachfolgende Abbildung zeigt einen QQ-Plot, bei dem die Quantile q0,01, . . . ,q0,99
aus 100 beobachteten Werten Zt (vertikale Achse) nur wenig von den entsprechenden
Quantilen von N(0,1) (horizontale Achse) abweichen, d. h. die Punkte liegen in der Nä-
he der Winkelhalbierenden. Je weiter die Punkte von der Winkelhalbierenden entfernt
sind, um so zweifelhafter ist die Prognosequalität des VaR-Modells.

Quantile von N(0,1)

Quantile der Zt-Werte

Abbildung 45: QQ-Plot
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5.2 Kreditrisikomodelle

5.2.1 Modellierung von Ausfallereignissen im Einfaktor-Modell

Ein Ausfallereignis (credit event) einer Adresse (also eines Kreditnehmers oder eines
Wertpapieremittenten oder eines Kontrahenten aus einem Derivatevertrag) liegt vor,
wenn diese ihren Zahlungsverpflichtungen nicht in vollem Umfang (oder überhaupt
nicht) nachkommen kann bzw. will. Bei der Modellierung von Kreditrisiken geht es zu-
nächst darum, für jede Adresse das Risiko eines Ausfalls am Ende eines vorgegebenen
Betrachtungszeitraums der Länge T > 0 (häufig T = 1 Jahr) zu berechnen, d. h. eine
Ausfallwahrscheinlichkeit PD, eine Verlustquote LGD und die voraussichtliche Forde-
rungshöhe bei Ausfall (EAD, Exposure at Default) zu bestimmen (vgl. auch Abschnitt
4.12 für die hier genannten Begriffe). Weitere Modellierungsschritte bestehen dann dar-
in, gegenseitige Abhängigkeiten von Ausfallereignissen zu modellieren und Ausfaller-
eignisse zu beliebigen Zeitpunkten t ∈ [0;T] in die Betrachtungen mit einzubeziehen.
Wir betrachten zunächst die Wahrscheinlichkeit eines Ausfalls zum Zeitpunkt T > 0.
Dazu gehen wir von der Überlegung aus, dass ein Unternehmen ausfallen wird, wenn
der Wert seines Vermögens (Unternehmenswert, engl. asset value = Wert der Aktiva)
geringer ist als der Gesamtbetrag seiner Schulden. In diesem Fall können die Schulden
nicht mehr vollständig bedient werden, so dass es zu einem Ausfall kommen wird.
Um dies zu formalisieren, bezeichnen wir mit Ai(t) den Wert des Unternehmens i zur
Zeit t = 0 oder t = T und mit Ci die Höhe der Schulden. Es ist dann

PDi = P(Ai(T) < Ci), (5.4)

wobei P das Wahrscheinlichkeitsmaß des in diesem Fall zu Grunde liegenden Wahr-
scheinlichkeitsraums bezeichnet. Wir treffen die Annahme, dass die Zufallsvariable Ai
zum Zeitpunkt T > 0 eine Lognormalverteilung besitzt (analog zur Modellierung von
Aktienkursen im Black-Scholes-Modell) und schreiben

PDi = P

(
ln(Ai(T)/Ai(0))− μAi · T

σAi · √
T

<
ln(Ci/Ai(0))− μAi · T

σAi · √
T

)
.

Hierbei sei μAi · T der Erwartungswert und σAi · √
T > 0 die Standardabweichung der

normalverteilten Zufallsvariable ln(Ai(T)/Ai(0)). Mit den Abkürzungen

Ri(T) :=
ln(Ai(T)/Ai(0))− μAi · T

σAi · √
T

, ci :=
ln(Ci/Ai(0))− μAi · T

σAi · √
T

(5.5)

erhalten wir die Aussage

PDi = P(Ri(T) < ci) = Φ(ci) (5.6)

(beachten Sie, dass Ri(T) standard-normalverteilt ist). Die Größe Ri(T) wird auch Bo-
nitätsvariable genannt.
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Übung 5.4 Begründen Sie, dass die Ausfallwahrscheinlichkeit bezogen auf den Zeitpunkt
T > 0 um so größer ist, je höher der Wert von Ci/Ai(0) ist. Was bedeutet dies ökonomisch
gesprochen?

Im nächsten Kapitel werden wir alternative Verfahren zur Berechnung von Ausfall-
wahrscheinlichkeiten kennen lernen, die sog. Rating-Verfahren. Wenn wir mit einem
solchen Verfahren die Ausfallwahrscheinlichkeit PDi bestimmt haben, können wir we-
gen (5.6) dann den Wert von ci errechnen gemäß

ci = Φ−1(PDi).

Wir kehren zunächst zu den obigen Überlegungen zurück und betrachten nun eine
Menge von n Adressen, deren Ausfallwahrscheinlichkeiten wir unter Berücksichtigung
gegenseitiger Abhängigkeitenmodellierenwollen. Dies kann z. B. im Rahmen eines sog.
(Ein-)Faktormodells (auch Asymptotic Single Risk Factor (ASRF)-Modell genannt) ge-
schehen, bei dem die Bonitätsvariablen dargestellt werden in Abhängigkeit von einem
gemeinsamen systematischen Faktor Y und zusätzlichen unternehmensspezifischen
Variablen ε1, . . . , εn:

Ri(T) =
√
ρi ·Y +

√
1− ρi · εi, ρi ∈ [0;1]. (5.7)

Es ist Y eine standard-normalverteilte Zufallsvariable und εi sind untereinander und zu
Y unabhängige standard-normalverteilte Zufallsvariablen.

Interpretation: Der systematische Faktor Y beschreibt den "Zustand der Gesamtwirt-
schaft" und wirkt somit auf alle Bonitätsvariablen ein. Je negativer der Wert von Y,
umso schlechter der Zustand der Gesamtwirtschaft. Darüber hinaus hängen die Bonitä-
ten von unternehmensspezifischen Einflussgrößen εi ab. Wegen (5.7) gilt Var(Ri(T)) =
ρi + (1− ρi) und dies ist die Zerlegung der Varianz in das systematische Risiko (erster
Summand) und das idiosynkratische Risiko (zweiter Summand).

Übung 5.5
1. Begründen Sie, dass aus der Gleichung (5.7) folgt: Ri(T) ist standard-normalverteilt.
2. Begründen Sie unter Verwendung von Definition 2.14, Übung 2.8 und der aus der Stochastik
bekannten Aussage Cov(a ·X+ b ·Y, c · S+ d · T) = a · b ·Cov(X,S)+ a · d ·Cov(X,T) +
b · c · Cov(Y,S) + b · d · Cov(Y,T) die nachfolgenden Umformungen:

Corr(Ri(T),Y) = Cov(Ri(T),Y)

=
√
ρi · Cov(Y,Y) +

√
1− ρi · Cov(εi,Y)

=
√
ρi. (5.8)
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3. Begründen Sie ähnlich wie in 2.:

Corr(Ri(T),Rj(T)) = Cov(Ri(T),Rj(T))

=
√
ρi · √ρj · Cov(Y,Y)

=
√
ρi · √ρj. (5.9)

Wir können aufgrund von (5.8) festhalten, dass die Bonitätsvariable Ri(T) zum syste-
matischen Faktor die Korrelation ρi hat. Aus (5.7) ergibt sich, dass die Bonitätsvariablen
bei gegebenemWert von y von Y unabhängig sind und dass gilt (vgl. Satz 2.7):

E(Ri(T)|Y = y) =
√
ρi · y.

Definition 5.2
1. Die in Gleichung (5.9) berechnete Korrelation zweier Bonitätsvariablen wird als Asset-
Korrelation bezeichnet. Sie beschreibt die Korrelation der standardisierten logarithmierten
Änderungen der Unternehmenswerte (vgl. (5.5)).

2. Im Gegensatz dazu ist die Ausfall-Korrelation ρi,j definiert als die Korrelation

ρi,j := Corr(1{Ri(T)<ci},1{Rj(T)<cj}) (5.10)

zwischen den Indikatorvariablen, die ein Ausfallereignis anzeigen.

Typischerweise hat die Ausfall-Korrelation zweier Adressen einen kleineren Wert als
die Asset-Korrelation; wir werden später eine Umrechnungsformel kennen lernen.

5.2.2 Ausfallwahrscheinlichkeiten

Definition 5.3 (Bedingte und unbedingte Ausfallwahrscheinlichkeit)
1. Die unbedingte Ausfallwahrscheinlichkeit einer Adresse i ist die in (5.6) angegebene
Wahrscheinlichkeit PDi = Φ(ci).

2. Die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit einer Adresse i ist die auf Y = y bedingte Aus-
fallwahrscheinlichkeit, d. h. die für 0 ≤ ρi < 1 definierte Größe

PDi(y) = P(1{Ri(T)<ci}|Y = y)

= P(
√
ρi ·Y +

√
1− ρi · εi < ci|Y = y)

= P

(
εi <

ci − √
ρi · y√

1− ρi

)
= Φ

(
ci − √

ρi · y√
1− ρi

)
. (5.11)
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Der Unterschied zwischen bedingter und unbedingter Ausfallwahrscheinlichkeit ist al-
so gerade darin zu sehen, ob im Einfaktor-Modell der Wert des systematischen Faktors
Y vorgegeben wird (bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit) oder nicht vorgegeben wird
(unbedingte Ausfallwahrscheinlichkeit).

Übung 5.6 Begründen Sie mathematisch und ökonomisch, dass der Wert der bedingten Aus-
fallwahrscheinlichkeit PDi(y) um so größer wird, je kleiner der Wert von y ist. Beachten Sie
dabei die o. g. Interpretation von Y.

Neben den individuellen Ausfallwahrscheinlichkeiten spielen bei der Analyse von
Kreditportfolien die gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeiten, also die Wahrschein-
lichkeiten von mehreren Ausfällen im Portfolio unter Berücksichtigung der gegensei-
tigen Abhängigkeiten, eine große Rolle. Wir treffen bei der Berechnung gemeinsamer
Ausfallwahrscheinlichkeiten zunächst die folgende Annahme: Der Vektor der Bonitäts-
variablen (R1(T), . . .Rn(T)) ist mehrdimensional normalverteilt mit Erwartungswert-
vektor �μ = (0, . . . ,0) und Kovarianzmatrix

Σ :=

⎛⎜⎜⎜⎝
1 ρ1,2 . . . ρ1,n
ρ2,1 1 . . . ρ2,n
...

...
...

...
ρn,1 ρn,2 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Beachten Sie, dass die hier auftretenden Korrelationsterme den in (5.9) berechneten
Asset-Korrelationen entsprechen.
Mit dieser Annahme lässt sich die (unbedingte) gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeit
einer beliebigen Auswahl von k Adressen im Portfolio berechnen: Im Fall k = 2 haben
wir beispielsweise

P(Ri(T) < ci und Rj(T) < cj) = Φ2((ci, cj),
√
ρi · ρj), (5.12)

wobeiΦ2(x,y,ρ) die Verteilungsfunktion der zweidimensionalen Normalverteilungmit

Erwartungswertvektor (0,0) und Kovarianzmatrix Σ2 :=
(
1 ρ
ρ 1

)
ist. Es gilt

Φ2((x1,x2),ρ) =
∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
f (x,y) dxdy

mit der Dichtefunktion f (x,y) der zweidimensionalen Normalverteilung gemäß Defi-
nition 2.15. Ist entsprechend Φk((x1, . . . ,xk),Σk) die Verteilungsfunktion einer k-dimen-
sionalen Normalverteilung mit Erwartungswertvektor (0, . . . ,0) und Kovarianzmatrix
Σk, so können wir schreiben

P(Ri1(T) < ci, . . . ,Rik (T) < cik ) = Φk((ci1 , . . . , cik ),Σk). (5.13)

Hier ist Σk die Kovarianzmatrix von Ri1(T), . . . ,Rik (T).
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Bemerkung Da die Größen ci = Φ−1(PDi) von den unbedingten Ausfallwahrscheinlichkei-
ten abhängen, können wir festhalten, dass die gemeinsamen Ausfallwahrscheinlichkeiten nur
abhängen von den Werten PDi und den Asset-Korrelationen.

Beispiel 5.7 Ein Portfolio bestehe aus n= 3 Krediten von jeweils 100 Euro an drei verschiede-
ne Adressen. Die Verlustquote bei einem Ausfall betrage jeweils 100%. Die auf den Zeitraum der
Länge T := 1 Jahr bezogenen unbedingten Ausfallwahrscheinlichkeiten der einzelnen Adressen
seien

0,1%, 0,5%, 1%.

Ferner seien die Werte der Asset-Korrelationen bekannt: ρi,j = 0,6 für alle i, j ∈ {1,2,3}.

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallen alle drei Adressen bis T = 1 aus?
2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit fällt mindestens eine Adresse bis T = 1 aus?
3. Was ist der Erwartungswert des Verlustes in einem Jahr?
4. Welcher Verlust ist im Fall Y = 0 in einem Jahr zu erwarten?

Antworten:
1. Es gilt mit ci = Φ−1(PDi) nach (5.13):

P(R1(1) < c1,R2(1) < c2,R3(1) < c3) =

Φ3

⎛⎝(−3,09;−2,56;−2,33),

⎛⎝ 1 0,6 0,6
0,6 1 0,6
0,6 0,6 1

⎞⎠⎞⎠ ≈ 0,00014.

Die Berechnung der Verteilungsfunktion kann mit Hilfe eines Computeralgebra-Systems er-
folgen.

2. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

1− P(R1(1) < c1,R2(1) < c2,R3(1) < c3) ≈ 0,99986.

3. Der gesuchte Erwartungswert ist

100 · (P(R1(1) < c1) + P(R2(1) < c2) + P(R3(1) < c3)) = 0,1+ 0,5+ 1 = 1,6.

4. Es sei L der Verlust in einem Jahr. Wir schreiben unter Verwendung von (5.11):

E(L|Y = 0) = 100 · PD1(0) + 100 · PD2(0) + 100 · PD3(0)

= 100 ·
(
Φ

( −3,09√
1− 0,6

)
+Φ

( −2,56√
1− 0,6

)
+Φ

( −2,33√
1− 0,6

))
≈ 0,014.
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Umrechnung von Asset-Korrelationen in Ausfall-Korrelationen

Welche Beziehung besteht zwischen Asset- und Ausfall-Korrelationen? Um dies her-
auszufinden, schreiben wir

ρi,j = Corr(1{Ri(T)<ci},1{Rj(T)<cj})

=
E(1{Ri(T)<ci} · 1{Rj(T)<cj})− E(1{Ri(T)<ci}) · E(1{Rj(T)<cj})√

PDi · (1− PDi) ·
√
PDj · (1− PDj)

=
P(1{Ri(T)<ci} = 1 und 1{Rj(T)<cj} = 1)− PDi · PDj√

PDi · (1− PDi) ·
√
PDj · (1− PDj)

(5.12)
=

Φ2(Φ
−1(PDi),Φ−1(PDj)),

√
ρi · ρj)− PDi · PDj√

PDi · (1− PDi) ·
√
PDj · (1− PDj)

,

wobei ci = Φ−1(PDi) verwendet wurde. Hierbei ist √
ρi · ρj die Asset-Korrelation und

ρi,j ist die Ausfall-Korrelation. Die folgende Grafik zeigt, dass Ausfall-Korrelationen
deutlich kleinereWerte haben als Asset-Korrelationen und dass sie im Fall PDi = PDj =
p sowie √

ρi · ρj = ρmonoton in beiden Parametern zunehmen:
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Abbildung 46: Ausfall-Korrelation als Funktion von p und ρ

5.2.3 Das Merton-Modell

Um gemeinsame Ausfallwahrscheinlichkeiten zu berechnen, ist die Kenntnis der Aus-
fallwahrscheinlichkeiten PDi und der Asset-Korrelationen erforderlich. Diese Größen
können mit dem Merton-Modell bestimmt werden. Das Merton-Modell geht zurück
auf eine Arbeit vonMerton im Jahr 1974 [29], es wurde in den Folgejahren von verschie-
denen Autoren weiterentwickelt und schließlich von der Firma KMV, später Moody’s,
kommerziell vertrieben. Der Ausgangspunkt der Modellierung ist ein Schuldner (ein
Unternehmen), für den die Größen
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• Ai(t) : Unternehmenswert zur Zeit t.

• Ci(t) : Marktwert der Schulden aus Sicht des Zeitpunkts t, wobei alle Schulden in
T fällig werden.

• Ci: Nominalbetrag der in T zurückzuzahlenden Schulden.

• Ei(t): Marktwert des Eigenkapitals des Unternehmens zur Zeit t.

betrachtet werden. Aufgrund der Bilanzgleichung (Wert des Vermögens = Wert der
Schulden + Eigenkapital) gilt

Ai(t) = Ci(t) + Ei(t). (5.14)

Ein Ausfallereignis kann nur zum Zeitpunkt T > 0 eintreten, und zwar dann, wenn
der Unternehmenswert Ai(T) kleiner ist als der Nominalbetrag Ci der fällig werdenden
Schulden. Nun ist der Unternehmenswert eine Größe, die sich aus der Bewertung des
Vermögens ergibt. Eine solche Bewertung wird in der Realität jedoch immer nur in pe-
riodischen Abständen, den Bilanzstichtagen, vorgenommen und beinhaltet dann eine
Bewertung aller Vermögensgegenstände sowie der Schulden nach den gültigen Bilan-
zierungsregeln. Möchte man jedoch zu beliebigen Zeitpunkten den Unternehmenswert
feststellen, so ist man darauf angewiesen, auf Börsenkurse zurückzugreifen. Dies leistet
das Merton-Modell.
Wichtig ist dabei die folgende Überlegung: Die Anteilseigner (Aktionäre) des Unterneh-
mens haben zum Zeitpunkt T zwei Möglichkeiten: Entweder sie zahlen die Schulden
zurück oder das Unternehmen ist bankrott, was dazu führt, dass das Unternehmen den
Gläubigern übereignet wird. Im ersten Fall hat das Unternehmen aus Sicht der Aktio-
näre einen Wert von Ei(T) = Ai(T)− Ci und im zweiten Fall einen Wert von Ei(T) = 0.
Beide Fälle lassen sich in der Gleichung

Ei(T) = max{Ai(T)− Ci,0}
zusammenfassen und wir erkennen, dass der Wert des Eigenkapitals in T gerade der
Auszahlungsfunktion einer Europäischen Call-Option mit Fälligkeit in T entspricht,
deren Underlying die Aktiva des Unternehmens (mit Wert Ai(T)) sind und deren Aus-
übungspreis der Nominalwert Ci der Schulden ist.
Mit dieser Überlegung können die in den Gleichungen (5.5) und (5.6) zunächst noch
unbekannten Größen Ai(0) und σAi nun berechnet werden: Dazu beachtet man, dass
Ei(0) der in t = 0 gültige Barwert des o. g. Calls ist und dieser kann wiederum mittels
der Black-Scholes-Formel bestimmt werden. Es gilt also (vgl. 4.23)

Ei(0) = Ai(0) ·Φ(d1)− Ci · e−r·T ·Φ(d2) (5.15)

mit d1,2 := (ln(Ai(0)/Ci) + (r ± 0,5 · σ2Ai ) · T)/(σAi · √
T) und σ2Ai ist die Varianz der

logarithmischen Unternehmenswertänderung: σ2Ai = Var(ln(Ai(1)/Ai(0))).
Da der Wert Ei(t) des Eigenkapitals zu jedem Zeitpunkt t dem Wert der Call-Option
entspricht, kann weiterhin gezeigt werden (unter Verwendung von Satz 4.2), dass gilt

σEi =
∂Ei(0)
∂Ai(0)

· Ai(0)
Ei(0)

· σAi , (5.16)
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wobei hier σEi die Standardabweichung von ln(Ei(1)/Ei(0)) bezeichnet. Beachten Sie,

dass ∂Ei(0)
∂Ai(0)

dem Delta der Call-Option entspricht.
Wenn wir nun beachten, dass Ei(0) bei einer Aktiengesellschaft gerade dem heutigen,
am Markt beobachtbaren Wert aller Aktien entspricht und σEi die annualisierte Volati-
lität des Aktienkurses ist, welche ebenfalls am Markt bekannt ist, so können die beiden
Gleichungen (5.15) und (5.16) dazu verwendet werden, um die unbekannten Größen
Ai(0) und σAi zu berechnen!

Übung 5.7
1. Ein Unternehmen i habe in T := 1 einen Schuldenbetrag von 10Mio. Euro zurückzuzahlen,
weitere Schulden existieren nicht. Der heutige Marktwert aller Aktien betrage 2 Mio. Euro
und die Volatilität des Aktienkurses liege bei 20%. Es gelte r= 2%. Geben Sie den Unterneh-
menswert Ai(0) und dessen annualisierte Volatilität σAi an.

2. Zeigen Sie mit (5.6), dass sich die Ausfallwahrscheinlichkeit PDi bezogen auf den Zeitpunkt
T > 0 im Merton-Modell, unter der Annahme μAi = r− 0,5 · σ2Ai , wie folgt berechnen lässt:

PDi = Φ(−d2). (5.17)

Mit Hilfe des Merton-Modells sind wir dazu in der Lage, die Werte der Asset-Korre-
lationen verschiedener Aktienunternehmen zu schätzen. Dazu beachten wir, dass die
Asset-Korrelation definiert ist als die Korrelation der standardisierten logarithmierten
Änderungen der Unternehmenswerte (vgl. (5.9)). Da imMerton-Modell eine Beziehung
hergestellt wird zwischen dem Unternehmenswert Ai(t) und dem Aktienwert Ei(t), ist
ein plausibler Schätzwert für die Asset-Korrelation daher die Korrelation der standar-
disierten logarithmierten Änderungen der Aktienkurse. Diese Aktienkurskorrelation
kann aus den beobachtbaren Aktienkursen unmittelbar berechnet werden.

Credit Spread im Merton-Modell

Im Merton-Modell lässt sich eine Formel für den theoretischen Wert des Credit Spreads
der Schulden einer Firma herleiten. Der Credit Spread s ist definiert durch

Ci(0) = e−(r+s)·T · Ci,

es ist also derjenige annualisierte Spread s, den man auf den annualisierten risikolosen
Zinssatz r addieren muss, um den Barwert der Schulden zu berechnen.
Um s zu bestimmen, beachten wir zunächst, dass der Wert Ci(T) entweder gleich Ci
ist (wenn die Firma nicht bankrott ist und die Schulden vollständig zurückgezahlt wer-
den), oder aber es gilt Ci(T) = Ai(T) (wenn die Firma in T bankrott ist und die Anteils-
eigner die Firma den Gläubigern übergeben). Beide Fälle lassen sich in der Formel

Ci(T) = max{Ci,Ai(T)} = Ci −max{Ci − Ai(T),0}
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zusammenfassen. Folglich ist Ci(T) gleich der Differenz aus Ci und der Auszahlungs-
funktion einer Europäischen Put-Option mit Fälligkeit in T, deren Underlying die Akti-
va des Unternehmens (mit Wert Ai(T)) sind, und deren Strike der Nominalwert Ci der
Schulden ist. Damit ergibt sich der Wert Ci(0) als die Differenz aus Ci · exp(−(r+ s) · T)
und dem Barwert der Put-Option in t= 0. Auf das gleiche Ergebnis kommen wir, wenn
wir die Beziehung (5.14) beachten und schreiben

Ci(0) = Ai(0)− Ei(0) = Ci · e−r·T ·
(
Φ(d2) +

Φ(d1)
d

)
,

wobei d := Ci · e−r·T/Ai(0) das Leverage des Unternehmens ist, also das Verhältnis aus
den (risikolos) diskontierten Schulden und dem Unternehmenswert.

Übung 5.8 Bestätigen Sie die Gültigkeit der Formel für Ci(0).

Wegen s+ r = ln(Ci/Ci(0))/T ergibt sich für den Credit Spread s:

s = r− 1
T

· ln
(
Φ(d2) +

Φ(−d1)
d

)
. (5.18)

Erweiterungen des Merton-Modells

Das ursprüngliche Merton-Modell beinhaltet stark vereinfachende Annahmen und
wurde in mehrfacher Weise erweitert. Ein wesentlicher Nachteil ist darin zu sehen, dass
die Schulden des Unternehmens alle zu einem festen Zeitpunkt T > 0 fällig werden
und keine Rangstruktur beinhalten. Somit ist zunächst keine realistische Modellierung
der Verschuldungsstruktur möglich. In den Arbeiten [5] und [12] wurden diesbezüg-
liche Verallgemeinerungen vorgenommen. Vasicek führte in [47] eine Unterscheidung
zwischen kurzfristigen und langfristigen Verbindlichkeiten ein. Dieser Sachverhalt ist
auch in der Version des Merton-Modells von KMV bzw. Moody’s berücksichtigt, wel-
ches später zu einem Kreditportfoliomodell (dem KMV-Modell) weiterentwickelt wur-
de. Der Unterschied zum ursprünglichen Merton-Modell besteht vor allem in den fol-
genden Punkten:

1. Die Schulden des Unternehmens haben keine einheitliche Fälligkeit T, sondern
sie werden in kurz- bzw. langfristige Schulden unterteilt. Ein Ausfallereignis ist
dadurch definiert, dass der Unternehmenswert Ai(T) kleiner ist als der Wert der
Ausfallschwelle (engl. default point, DP), die als die Summe aus der Hälfte der
kurzfristigen und der Hälfte der langfristigen Verbindlichkeiten definiert ist. Da-
hinter steht die Überlegung, dass beim Absinken des Unternehmenswerts unter
die langfristigen Verbindlichkeiten nicht notwendigerweise ein Ausfall stattfin-
den muss, da sich das Unternehmen bis zur Fälligkeit der langfristigen Verbind-
lichkeiten ggf. wieder erholen kann. Sinkt der Unternehmenswert dagegen unter
die kurzfristigen Schulden, so folgt ein Ausfall wegen Zahlungsunfähigkeit.
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2. Die Ausfallwahrscheinlichkeit wird nicht anhand der Beziehung (5.17) definiert,
sondern über den folgenden Algorithmus:

a. Zunächst wird für jedes Unternehmen i die sog. distance to default (DD) fest-
gelegt. Dies ist die Differenz aus dem erwarteten Unternehmenswert E(Ai(T))
und dem default point DP, ins Verhältnis gesetzt zur Standardabweichung des
Unternehmenswerts σAi · Ai(0):

DD =
E(Ai(T))− DP
σAi · Ai(0) .

b. Anschließend wird die distance to default übersetzt in einen Schätzwert für die
Ausfallwahrscheinlichkeit, der sog. expected default frequency (EDF).
Der Zusammenhang zwischen DD und EDF erfolgt auf Basis einer umfang-
reichen historischen Datenbank von Ausfallereignissen. Für Unternehmen mit
vergleichbarer DD werden dabei die Ausfallhäufigkeiten untersucht, um auf
diese Weise einen funktionalen Zusammenhang zwischen DD und EDF statis-
tisch zu schätzen. Der Zusammenhang führt dazu, dass hohe Werte der DD zu
geringen Werten der EDF führen und umgekehrt. Für die zuverlässige Schät-
zung der EDF-Werte ist die Qualität und die Repräsentativität der historischen
Daten von großer Bedeutung

Der oben skizzierte KMV-Ansatz erlaubt es, einige der Voraussetzungen des Merton-
Modells abzuschwächen. So ist z. B. die Annahme der Lognormalverteilung für die
Unternehmenswerte Ai(T) nicht zwingend. Da der Ansatz die Schätzung der Ausfall-
wahrscheinlichkeiten aus Aktienkursen herleitet, reagieren die geschätzten Werte sehr
schnell bei sich ändernden Aktienkursen. Auf dieseWeise ist eine schnellere Anpassung
der Ausfallwahrscheinlichkeiten möglich, als dies bei den mittels Rating-Verfahren er-
mittelten Ausfallwahrscheinlichkeiten der Fall ist.
Das Merton-Modell hat die Eigenschaft, dass ein Ausfallereignis nur zu einem festen
Zeitpunkt T > 0 (dem Fälligkeitszeitpunkt der Schulden) festgestellt werden kann. Es
wird also nicht überprüft, ob bereits vor dem Zeitpunkt T ein Ausfall vorlag.
Um die Modellierung von zufälligen Ausfallzeitpunkten vor dem Zeitpunkt T zu er-
möglichen, kann das Merton-Modell erweitert werden zu einem sog. first passage ti-
me-Ansatz, bei dem die zeitliche Entwicklung des Unternehmenswerts zwischen t = 0
und t = T als stochastischer Prozess beschrieben wird und dann ein zufälliger Ausfall-
zeitpunkt τi definiert wird als der erste Zeitpunkt, zu dem der Unternehmenswert unter
eine Ausfallschwelle fällt. Wir verweisen diesbezüglich auf die Literatur, z. B. [33].
Schließlich sei noch erwähnt, dass die Modellierung des Credit Spreads im Merton-
Modell gemessen an empirischen Beobachtungen "zu kleine" Spreads für kurze Lauf-
zeiten liefert. Der theoretische Credit Spread s im Merton-Modell konvergiert gegen 0
für T → 0. Um diese Schwierigkeit zu überwinden, gibt es die Möglichkeit, den stochas-
tischen Prozess für den Unternehmenswert als Sprungprozess zu modellieren oder aber
die Ausfallschwelle als zufällige Größe zu modellieren.
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5.2.4 Die Verlustverteilung von Portfolien

Wir betrachten ein Portfolio, welches aus n Kreditnehmern besteht. Die Kredite haben
unterschiedliche Höhen und können innerhalb eines vorgegebenen Zeitraums (hier 1
Jahr) ausfallen oder nicht ausfallen. Die für ein Kreditinstitut im Rahmen des Risikoma-
nagements wichtigen Größen sind u. a. die Wahrscheinlichkeit von Kreditausfällen, der
zu erwartende Kreditausfallbetrag, sowie der mit einer vorgegebenen Wahrscheinlich-
keit nicht übertroffene Kreditausfallbetrag.
Wir verwenden im Folgenden den Index i für den i-ten Kredit des Portfolios. Dann ist
EADi das Exposure at Default und LGDi die Verlustquote von Kredit i. Ferner benutzen
wir die Indikatorvariable 1Di , um das zufällige Ereignis des Ausfalls von Kreditnehmer
i innerhalb des vorgegebenen Zeitraums von einem Jahr anzuzeigen, d. h. sie hat den
Wert 1 bei einem Ausfall und ansonsten 0. Es interessieren nun die folgenden Größen:

Definition 5.4 Für ein (Kredit-)Portfolio ist die Zufallsvariable

L =
n

∑
i=1

EADi · LGDi · 1Di

der sog. Portfolioverlust. Ihre Verteilung heißt Verlustverteilung.
Der erwartete Verlust (engl. Expected Loss, EL) ist der Erwartungswert von L, also die Größe

EL(L) = E(L) =
n

∑
i=1

E(EADi · LGDi · 1Di ).

Der unerwartete Verlust (engl. Unexpected Loss, UL) UL(L) ist die Standardabweichung
von L, also die Größe

√
Var(L). Der Credit Value-at-Risk (CVaR) zum Konfidenzniveau α ∈

(0;1) ist derjenige Verlustbetrag (gemessen als positive Zahl), der mit einer Wahrscheinlichkeit
von α nicht überschritten wird. Es handelt sich um das α-Quantil der Verteilung von L.

Unter der Annahme, dass die Größen EADi und LGDi nicht-zufällig sind, schreibt sich
der erwartete Verlust als

EL(L) =
n

∑
i=1

EADi · LGDi · PDi,

wobei hier PDi die einjährige Ausfallwahrscheinlichkeit des i-ten Kreditnehmers ist. Im
Folgenden unterstellen wir immer nicht-zufällige Größen EADi bzw. LGDi.
Im einfachsten Fall, wenn alle Ausfallereignisse stochastisch unabhängig sind, gilt

UL(L) =

√
n

∑
i=1

Var(EADi · LGDi · 1Di ) =
√

n

∑
i=1

EAD2
i · LGD2

i · PDi · (1− PDi).

Zur Charakterisierung der Verlustverteilung sowie des unerwarteten Verlusts und des
CVaRs wird offensichtlich die gemeinsame Verteilung der Ausfallereignisse benötigt,
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die im Rahmen eines Kreditrisikomodells zu beschreiben ist. Dabei kommt es vor al-
lem auf die Modellierung von Abhängigkeiten der Kreditausfallereignisse (z. B. mittels
Korrelationen) an. Es ergibt sich typischerweise die in der folgenden Grafik angegebene
Dichtefunktion für die Verteilung des Portfolioverlusts L:
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Abbildung 47: Dichte der Verlustverteilung mit EL(L), UL(L) und CVaR

Bemerkung
In einem Portfolio von n Krediten mit EADi = EAD und LGDi = LGD für alle i ∈ {1, . . . ,n}
und stochastisch unabhängigen Ausfallereignissen gilt im Fall PDi = PD ∈ (0;1) für große
Werte von n die Aussage:

Die Verteilung von L ist näherungsweise N
(
EL(L),UL(L)2

)
.

Begründung: Es gilt L=∑ni=1Xi,wobei Xi = EAD · LGD · 1Di . Die Zufallsvariablen Xi sind
unabhängig und identisch verteilt mit E(Xi) = EAD · LGD · PD, Var(Xi) = EAD2 · LGD2 ·
PD · (1 − PD). Wegen E(L) = ∑

n
i=1 E(Xi) und

√
Var(L) =

√
n · √Var(Xi) ergibt sich aus

Satz 2.6 für große Werte von n die Aussage:

Die Verteilung von
L− E(L)√
Var(L)

=
1√
n

·
n

∑
i=1

Xi − E(Xi)
Var(Xi)

ist näherungsweise N(0,1).

Damit folgt die obige Aussage.

Beispiel 5.8 Gegeben sei ein Portfolio, das aus n = 100 Krediten bestehe. Es gelte
EADi = 100, LGDi = 1 für alle Kredite. Die Ausfallereignisse seien unabhängig mit den
folgenden einjährigen Ausfallwahrscheinlichkeiten:
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Kategorie Anzahl Kredite Ausfallwahrscheinlichkeit (in %)
1 25 0,03
2 15 0,045
3 12 0,067
4 10 0,1
5 8 0,15
6 8 0,23
7 8 0,35
8 6 0,53
9 5 0,80
10 3 1,20

Bei diesem Portfolio gilt

EL(L) = 100 ·
100

∑
i=1

PDi ≈ 19,85 und UL(L) = 100 ·
√√√√100

∑
i=1

PDi · (1− PDi) ≈ 44,43.

Im Falle nicht unabhängiger Ausfallereignisse, der in realen Portfolien immer anzu-
nehmen ist, ist die Bestimmung der Verteilung von L schwieriger.
Wir betrachten den Spezialfall eines homogenen Portfolios mit n Kreditnehmern, wel-
ches dadurch ausgezeichnet ist, dass eine einheitliche unbedingte Ausfallwahrschein-
lichkeit PD = PDi sowie eine einheitliche Asset-Korrelation ρ für alle Kreditnehmer
vorliegt und dass zusätzlich gilt: EADi = EAD, LGDi = LGD.

Übung 5.9 Zeigen Sie, dass für den erwarteten Portfolioverlust im homogenen Portfolio gilt

EL(L) = n · PD · EAD · LGD.

Für den Portfolioverlust L kommen beim homogenen Portfolio offenbar nur die Werte
k · EAD · LGD mit k ∈ {0, . . . ,n} in Frage. Im Einfaktormodell gilt dann:

P(L = k · EAD · LGD|Y = y) = P(k Ausfälle|Y = y) =
(
n
k

)
· PD(y)k · (1− PD(y))n−k,

wobei hier PDi(y) = PD(y) die bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit ist (vgl. Definition
5.3). Diese Formel ist dadurch begründet, dass die Ausfallereignisse bedingt auf dem
systematischen Faktor Y stochastisch unabhängig sind und daher die Situation einer
Binomialverteilung (vgl. Beispiel 2.7) vorliegt.
Um nun die unbedingten Wahrscheinlichkeiten P(L = k · EAD · LGD) auszurechnen,
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schreiben wir

P(L = k · EAD · LGD) = E(1{L=k·EAD·LGD})
= E(E(1{L=k·EAD·LGD}|Y))
= E(P(L = k · EAD · LGD|Y))
=

∫ ∞

−∞
P(L = k · EAD · LGD|Y = y) · ϕ(y) dy

=

(
n
k

)
·
∫ ∞

−∞
PD(y)k · (1− PD(y))n−k · ϕ(y) dy.

Bei der zweiten Umformung wurde die Regel vom iterierten Erwartungswert aus Satz
2.7 verwendet. Die Berechnung des o. g. Integrals erfolgt in konkreten Anwendungmit-
tels numerischer Näherungsverfahren, die in gängigen Softwarepaketen implementiert
sind. Die Verteilungsfunktion von L ist gegeben durch

P(L ≤ x) = ∑
{k : k·LGD·EAD≤x}

P(L = k · EAD · LGD).

Beispiel 5.9 (Verlustverteilung im homogenen Portfolio)
In der nachfolgenden Abbildung ist die Dichte der Verlustverteilung eines homogenen Portfolios
mit n = 1.000, PD = 1%, EAD = LGD = 1 für verschiedene Werte von ρ dargestellt.
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Abbildung 48: Verlustverteilung im Einfaktormodell für ρ ∈ {0%,5%,10%,30%}.

Es zeigt sich, dass die Portfolioverlustverteilung mit zunehmendem Wert von ρ immer weiter
nach rechts verlagert wird – je höher also die Asset-Korrelation, umso wahrscheinlicher sind hohe
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Portfolioverluste und umso größer ist dann auch der CVaR. Dies ist unmittelbar einsichtig, denn
eine hohe Korrelation bedeutet, dass Verluste tendenziell gehäuft auftreten, d. h. das Portfolio ist
weniger gut diversifiziert.

Zur Beschreibung Verlustverteilung haben wir selbst im Fall eines homogenen Port-
folios keinen analytischen Ausdruck zur Verfügung. Die Situation ändert sich jedoch,
wenn wir die Anzahl n der Kreditnehmer gegen unendlich konvergieren lassen und
damit den Grenzfall eines homogenen unendlich granularen Portfolios, auch Large Ho-
mogeneous Portfolio (LHP) genannt, betrachten. Ein solches Portfolio besteht gedank-
lich aus unendlich vielen Kreditnehmern mit LGDi = LGD,PDi = PD und einheitlicher
Asset-Korrelation ρ, wobei kein einzelner Kredit das Portfolio dominieren darf. Letzte-

res bedeutet, dass für den Anteil w(n)i := EADi
∑
n
j=1 EADj

eines jeden Einzelkredits gilt

lim
n→∞

n

∑
i=1
(w(n)i )2 = 0.

Ein Beispiel ist etwa der Fall EADi = EAD für alle Kredite, denn dann gilt w(n)i = 1/n

und limn→∞∑
n
i=1(w

(n)
i )2 = limn→∞∑

n
i=1 1/n

2 = limn→∞ 1/n = 0.
Ein homogenes unendlich granulares Portfolio stellt die idealisierte Form von sehr
großen Bankportfolien dar, die aus einigen Tausend Krediten bestehen, deren Ausfall-
wahrscheinlichkeit und Verlustquote in etwa gleich ist. Die Zufallsvariable

L(n) :=
∑
n
i=1 EADi · LGD · 1Di

∑
n
j=1 EADj

= LGD ·
n

∑
i=1

w(n)i · 1Di

ist der sog. relative Portfolioverlust.

Übung 5.10 Welche möglichen Werte kann die Zufallsvariable L(n) annehmen?

Satz 5.1 (Verteilung des relativen Portfolioverlusts)
Im homogenen unendlich granularen Portfolio mit ρ ∈ (0;1) konvergiert der relative Portfolio-
verlust L(n) im Einfaktormodell für n → ∞ mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen die Zufallsvaria-
ble

LGD · PD(Y) = LGD ·Φ
(
Φ−1(PD)− √

ρ ·Y√
1− ρ

)
. (5.19)

Die Verteilungsfunktion von L(n)/LGD ∈ [0;1] konvergiert gegen die Funktion

FPD,ρ(x) = Φ

(
Φ−1(x) · √1− ρ−Φ−1(PD)√

ρ

)
, x ∈ [0;1],
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und der CVaR zum Konfidenzniveau α ∈ (0;1) bezogen auf den relativen Portfolioverlust lautet

CVaR = LGD ·Φ
(
Φ−1(PD)− √

ρ ·Φ−1(α)√
1− ρ

)
.

Beweis Wir geben hier nur eine Beweisskizze. Zunächst berechnen wir den bedingten
erwarteten Verlust bei n Kreditnehmern:

E(L(n)|Y) =
n

∑
i=1

w(n)i · LGD · E(1Di |Y) = LGD ·
n

∑
i=1

w(n)i · P(1Di = 1|Y)

= LGD · PD(Y) ·
n

∑
i=1

w(n)i︸ ︷︷ ︸
=1

= LGD ·Φ
(
Φ−1(PD)− √

ρ ·Y√
1− ρ

)
.

Es zeigt sich, dass die Größen L(n) und E(L(n)|Y) für n → ∞ mit Wahrscheinlichkeit 1
übereinstimmen (siehe z. B. [28], Kapitel 3), so dass die erste Aussage des Satzes folgt.
Die Verteilungsfunktion von L(n)/LGD konvergiert damit für n→∞ gegen die Funkti-
on

P(PD(Y) ≤ x) = P

(
Φ

(
Φ−1(PD)− √

ρ ·Y√
1− ρ

)
≤ x

)

= P

(
−Y ≤ Φ−1(x) · √1− ρ−Φ−1(PD)√

ρ

)

= Φ

(√
1− ρ ·Φ−1(x)−Φ−1(PD)√

ρ

)
.

Bei der letzten Gleichung wurde verwendet, dass sowohl Y als auch −Y standard-
normalverteilt sind. Der CVaR berechnet sich zu

P(LGD · PD(Y) ≤ CVaR) = α ⇐⇒ FPD,ρ(CVaR/LGD) = α

⇐⇒ CVaR = LGD · F−1
PD,ρ(α)

⇐⇒ CVaR = LGD ·Φ
(
Φ−1(PD) +

√
ρ ·Φ−1(α)√

1− ρ

)
.

Bemerkung Beachten Sie, dass nach obigem Satz die Verteilung des relativen Portfoliover-
lusts L(n) für n → ∞ nur noch vom systematischen Faktor und der einheitlichen Ausfallwahr-
scheinlichkeit bzw. Asset-Korrelation abhängt, aber nicht mehr von den einzelkredtibezogenen
idiosynkratischen Risiken. Das Portfolio ist, wie man sagt, perfekt diversifiziert. In Formeln
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ausgedrückt bedeutet dies, dass für n → ∞ die Zufallsvariablen L(n) und E(L(n)|Y) mit Wahr-
scheinlichkeit 1 übereinstimmen.

Aus dem Satz können wir folgern, dass für große Bankportfolien mit Kreditnehmern,
deren durchschnittliche Ausfallwahrscheinlichkeit den Wert PD und deren durch-
schnittliche Verlustquote den Wert LGD hat, der Portfolioverlust näherungsweise die
Verteilungsfunktion

P(L ≤ x) = P(L(n) ·
n

∑
i=1

EADi ≤ x) = FPD,ρ

(
x

LGD ·∑ni=1 EADi

)
besitzt. Der CVaR ist daher zu berechnen gemäß

P(L ≤ CVaR) = α ⇐⇒ FPD,ρ

(
CVaR

LGD ·∑ni=1 EADi

)
= α

⇐⇒ CVaR = LGD ·
n

∑
i=1

EADi · F−1
PD,ρ(α)

⇐⇒ CVaR =
n

∑
i=1

LGD · EADi ·Φ
(
Φ−1(PD) +

√
ρ ·Φ−1(α)√

1− ρ

)
.

Anwendung der Verlustverteilung: Ökonomisches Kapital

Zur Abdeckung von Verlustrisiken, die durch mögliche Kreditausfälle verursacht wer-
den, reservieren die Banken eine gewisse Menge an Eigenkapital. Die Vorstellung dabei
ist, dass jedes kreditrisikobehaftete Geschäft in den Büchern einer Bank eine gewisse
Menge von Eigenkapital "verbraucht" oder "bindet", wie man auch sagt. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch vom sog. ökonomischen Kapital.
Nun ist bei jedem Geschäft, das eine Bank abschließt, bekannt, welche Ausfallwahr-
scheinlichkeit der Geschäftspartner (z. B. ein Kreditnehmer) hat (diese wird oftmals
mit den später noch zu behandelten Rating-Verfahren ermittelt). Des Weiteren sind die
Größen EADi und LGDi bekannt – diese ergeben sich aus der jeweiligen Geschäftsart.
Handelt es sich etwa um einen Kredit mit Nominalbetrag 1 Mio. Euro, der in einem
Jahr zurückzuzahlen ist, und hat der Kreditnehmer Sicherheiten im Wert von 400.000
Euro hinterlegt, so gilt EADi = 1 Mio. Euro und LGDi = 0,6. Ist die Ausfallwahr-
scheinlichkeit des Kreditnehmers PDi = 0,1%, so ergibt sich ein erwarteter Verlust von
PDi · LGDi · EADi = 600 Euro. Die Bank wird die Konditionen des Kredits so gestalten,
dass der dem Kunde in Rechnung zu stellende Zinssatz den Betrag für den erwarteten
Verlust beinhaltet, d. h. der Kunde zahlt zusätzlich zum Marktzins den erwarteten Ver-
lustbetrag an die Bank.
Auf Portfolioebene ergibt sich damit die Situation, dass der komplette erwartete Verlust
eines Portfolios (dies ist die Summe der erwarteten Verluste der Einzelgeschäfte) bereits
durch die Kreditzinsen abgedeckt ist. Möchte die Bank also ökonomisches Kapital für
Kreditrisiken berechnen, so wird sie dies dadurch tun, dass sie die über den erwarteten
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Verlust hinausgehenden möglichen Verluste mit ihrem Eigenkapital absichert. Letztere
werden definiert in der Form

CVaR− EL(L),

wobei CVaR anhand eines vorgegebenen Quantils α festgelegt wird. Diese Differenz
entspricht dann dem ökonomischen Kapital eines Portfolios.

Beispiel 5.10 Das ökonomische Kapital in einem (nahezu) homogenen unendlich granularen
Portfolio berechnet sich nach den oben erzielten Resultaten zu

n

∑
i=1

LGD · EADi ·Φ
(
Φ−1(PD) +

√
ρ ·Φ−1(α)√

1− ρ

)
− LGD ·

n

∑
i=1

PD · EADi.

Die Berechnung von ökonomischem Kapital zur Abdeckung von Kreditrisiken spielt
auch eine wichtige Rolle bei den Vorschriften der Bankenaufsicht zur Risikosteuerung
in Banken: Gemäß den international gültigen bankaufsichtlichen Regelungen, die un-
ter dem Namen Basel II bekannt sind, ist jede Bank verpflichtet, für einen vergebenen
Kredit eine gewisse Menge von Eigenkapital zu reservieren. Da das Eigenkapital einer
Bank eine feste Größe ist, begrenzt die Höhe des verfügbaren Eigenkapitals damit das
Kreditvolumen, welches eine Bank vergeben kann. Die Menge an Eigenkapital EK für
einen Kredit wir berechnet gemäß der Formel

EK = LGDi · EADi ·Φ
(
Φ−1(PDi) +

√
ρ ·Φ−1(0,999)√

1− ρ

)
− LGDi · PDi · EADi.

Ein Vergleich mit Beispiel 5.10 zeigt, dass sich die aufsichtliche Eigenkapitalformel ori-
entiert an den Ergebnissen für ein homogenes unendlich granulares Portfolio.
Um das Eigenkapital ausrechnen zu können, müssen zunächst die Werte EADi, LGDi
und PDi bestimmt werden. Das Konfidenzniveau ist mit α= 99,9% vorgegeben. Ebenso
sind im Basel II - Regelwerk dieWerte für den Korrelationsparameter ρ vorgegeben. Der
Wert hängt davon ab, welche Art von Kreditnehmer (z. B. Privatperson, kleines mittel-
ständisches Unternehmen, großes Unternehmen, Bank, Staat) betrachtet wird.

Übung 5.11 Wie viel Eigenkapital müsste eines Bank für das Portfolio aus Beispiel 5.8 reser-
vieren, wenn ρ = 0,12 die vorgegebene Korrelation ist?

Antwort: Das Eigenkapital für alle Kredite des Portfolios beträgt

EK = 100 · (25 · (Φ
(
Φ−1(0,0003) +

√
0,12 ·Φ−1(0,999)√

1− 0,12

)
− 0,0003))

+ 100 · (15 · (Φ
(
Φ−1(0,00045) +

√
0,12 ·Φ−1(0,999)√

1− 0,12

)
− 0,00045))
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+
...

+ 100 · (3 · (Φ
(
Φ−1(0,012) +

√
0,12 ·Φ−1(0,999)√

1− 0,12

)
− 0,012))

≈ 214,42.

Die Bank muss also 214,42 Euro ihres Eigenkapitals für dieses Portfolio reservieren. Dies ent-
spricht etwa 2% des Gesamtkreditvolumens von 10.000 Euro.

Die Portfolioverlustverteilung für allgemeine Portfolien

Die bisherigen Überlegungen decken nur Spezialfälle ab (Portfolien mit unabhängigen
Kreditausfällen oder homogene Portfolien im Einfaktormodell). In der Realität geht die
Modellierung von Verlustverteilungen sehr weit über diese Spezialfälle hinaus, da die
zu betrachtenden Portfolien in der Regel nicht homogen sind. Des Weiteren werden die
Verluste von mehr als einem Faktor getrieben, die Asset-Korrelationen sind nicht für
alle Kredite identisch und die Größen LGD bzw. EAD können auch zufällige Werte an-
nehmen. Die Modellierung soll u. U. nicht nur Ausfälle berücksichtigen, sondern auch
Veränderungen der Bonitäten der Einzeladressen. Auch sollen die Risikobeiträge der
Einzelgeschäfte zum Gesamtrisiko modelliert werden.
All diese Effekte können nur im Rahmen von komplexen Kreditrisikomodellen abgebil-
det werden, die heutzutage in Banken implementiert sind. Beispiel hierfür sind die weit
verbreiteten Modelle Credit Risk+, Credit Metrics, das KMV-Modell oder Credit Port-
folio View. Die Darstellung dieser Modelle übersteigt unseren Rahmen; wir verweisen
auf die Spezialliteratur (z. B. [6], [15], [16], [28]).
Im Zusammenhang mit der Kreditrisikomodellierung spielt – wie auch bei der Mark-
trisikomodellierung – die sog. Monte-Carlo-Simulation eine bedeutende Rolle. Dabei
geht es darum, die Verlustverteilung in einem Portfolio durch Erzeugung von Zufalls-
zahlen zu simulieren und dann aus der Verlustverteilung die interessierenden Größen
wie z. B. den EL, den UL oder den CVaR abzulesen.
Die prinzipielle Vorgehensweise bei der Monte-Carlo-Simulation kann an einemMehr-
faktormodell erläutert werden: Zunächst werden die Bonitätsvariablen (vgl. (5.5)) an-
hand von m unabhängigen systematischen Faktoren Yj und zusätzlich n unabhängigen
idiosynkratischen Faktoren εi simuliert,

Ri(T) = βi,1 ·Y1 + . . .+ βi,m ·Ym +
√
1−∑β2i,j · εi, i ∈ {1, . . . ,m}, (5.20)

und sodann in jedem einzelnen Simulationslauf mittels der Bedingung (5.6) überprüft,
ob der Kreditnehmer i (für jedes i∈ {1, . . . ,n}) ausgefallen ist. Die Summe der Kreditaus-
fallbeträge im k-ten Simulationslauf (im Folgenden mit Lk bezeichnet) wird gespeichert.
Ist N die Gesamtzahl der Simulationsläufe, so ergibt sich schließlich die (numerisch ge-
schätzte) Verteilungsfunktion des Portfolioverlusts L zu

F(x) =
N

∑
k=1

Anzahl der Simulationsläufe k mit Lk ≤ x
N

.
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5.3 Portfolioabhängige Kreditderivate und Wertpapiere

Portfolioabhängige Kreditderivate bzw. Wertpapiere zeichnen sich dadurch aus, dass
die künftigen Zahlungen dieser Finanzinstrumente von den Ausfallereignissen (oder
allgemeiner credit events) eines Portfolios von Referenzadressen (dem Pool) abhängen.
Ein wesentlicher Gesichtspunkt bei der Bewertung sind daher neben den Ausfallwahr-
scheinlichkeiten die gegenseitigen Abhängigkeiten von Ausfallereignissen im Pool.
In Abschnitt 4.12 haben wir als Beispiel eines portfolioabhängigen Kreditderivats be-
reits den First-to-Default-CDS kennen gelernt, bei dem der Sicherungsverkäufer eine
Ausgleichszahlung in Bezug auf das erste credit event aus dem Pool leistet. Wir wol-
len nun als weitere Beispiele die sog. Collateralized Debt Obligations (CDOs) und die
Single-Tranche Synthetic CDOs (STCDOs) näher betrachten.

5.3.1 CDOs und STCDOs

CDOs

Collateralized Debt Obligations sindWertpapiere, die von Finanzinstitutionen emittiert
werden mit dem Ziel, die Kreditrisiken aus einem bestehenden Pool von Einzelkrediten
(z. B. Immobilienkredite, Autokredite, Kreditkartenforderungen usw.) an eine Vielzahl
von Investoren weiterzuverkaufen oder zu verbriefen, wie man auch sagt. Dabei wer-
den die Zins- und Tilgungszahlungen aus dem Pool an die Investoren der CDOs weiter-
geleitet; im Gegenzug dazu sind Zahlungsausfälle aufgrund von credit events im Pool
dann auch von den Käufern der CDOs zu tragen.
Das Besondere an einer CDO ist, dass ein solches Wertpapier aus mehreren Tranchen
besteht – dies bedeutet, dass der Investor die Wahl zwischen mindestens drei verschie-
denen Klassen hat: Er kann in eine Senior Tranche, eineMezzanine Tranche oder in eine
Equity Tranche investieren. Die Tranchen unterscheiden sich in ihrem jeweiligen Volu-
men (= Nominal der Tranche) und vor allem in der Art und Weise, wie die Zins- und
Tilgungszahlungen aus dem Pool an sie weitergeleitet werden. Sie tragen jeweils ein
unterschiedliches Risiko, von Zahlungsausfällen aus dem Pool betroffen zu werden.
Die Tranchen-Wertpapiere haben eine vorgegebene Laufzeit, einen vom Emittenten zu-
rück zu zahlenden Nominalbetrag und sie leisten eine regelmäßige Kuponzahlung.
Allerdings können die Zahlungen der Kupons und des Nominalbetrags bei entspre-
chenden credit events im Pool vermindert werden (oder ganz entfallen).
Der Mechanismus der Weiterleitung von Zins- und Tilgungszahlungen aus dem Pool
an die einzelnen Tranchen ist äußerst komplex und wird als Subordination oderWas-
serfall bezeichnet. Damit ist gemeint, dass aus den eingegangen Zins- und Tilgungs-
zahlungen zuerst die Kupon- und Nominalrückzahlungen der Senior Tranche geleistet
werden, danach die Kupon- und Nominalrückzahlungen der Mezzanine Tranche und
zuletzt die Kupon- und Nominalrückzahlungen der Equity Tranche.
Es gibt also eine Reihenfolge oder Rangfolge der Zahlungen mit der Konsequenz, dass
die Senior Tranche das geringste Ausfallrisiko trägt, die Mezzanine Tranche das mitt-
lere Ausfallrisiko und die Equity Tranche das höchste Ausfallrisiko. Umgekehrt kann
man auch sagen, dass die zuerst auftretenden Zahlungsausfälle aus dem Pool zu Las-
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ten der Equity Tranche gehen, danach wird die Mezzanine Tranche herangezogen und
ganz zum Schluss erst die Senior Tranche. Diese unterschiedliche Risikosituation spie-
gelt sich in unterschiedlichen Kuponzahlungen (als Ausgleich für den zu erwartenden
Verlust) wider – je höher das Risiko einer Tranche, um so höher die Kuponzahlung.
Wie das nachfolgende Beispiel zeigt, besitzen die oberen Tranchen ein Rating, welches
das jeweilige Ausfallrisiko für den Investor transparent machen soll. Das Rating der
oberen Tranche ist immer besser als das durchschnittliche Rating des Pools – denn die
obere Tranche trägt aufgrund der Rangfolge eventuelle Ausfälle an letzter Stelle, so
dass sich hier ein geringerer erwarteter Ausfallbetrag (pro Euro investiertem Kapital)
ergibt als im Durchschnitt des Pools. Entsprechend ist der erwartete Ausfallbetrag bei
der Equity Tranche natürlich deutlich höher als der Pool-Durchschnitt.

Beispiel 5.11 Die nachfolgende Abbildung zeigt eine CDO mit drei Tranchen:

Abbildung 49: Tranchen und Wasserfallstruktur einer CDO (vereinfacht)

Wenn im ersten Jahr z. B. Ausfälle im Pool in Höhe von 10 Mio. Euro entstehen, so bedeutet
dies, dass sich an den Zahlungen der beiden oberen Tranchen nichts ändert, während sich der
Nominalbetrag der Equity Tranche um 10 Mio. Euro verringert – somit fallen dann auch die
dortigen Kuponzahlungen geringer aus. Sobald die Ausfälle im Pool den Betrag 100Mio. Euro
überschreiten, ist die Equity Tranche vollständig aufgebraucht (die Investoren erhalten keine
Zahlungen mehr) und es reduziert sich dann der Nominalbetrag der Mezzanine Tranche.

Die Kuponzahlungen der Tranchen werden so gewählt, dass sie bei Emission fair sind,
d. h. dem jeweiligen erwarteten Verlust (pro Euro investiertem Kapital) entsprechen.
Damit werden Investoren mit unterschiedlicher Risikoneigung angesprochen.
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Es gibt zahlreiche verschiedene Varianten von CDOs, die sich z. B. darin unterschei-
den, wie der Pool zusammengesetzt ist, ob er sich im Zeitablauf verändern kann und
in welcher Weise das Kreditrisiko des Pools auf die CDO-Investoren übertragen wird.
Verbriefungen von Kreditrisiken aus Kreditportfolien werden allgemein auch als Asset
Backed Securities (ABS) bezeichnet.

STCDOs

Die Single-Tranche Synthetic CDO ist kein Wertpapier, sondern ein Derivat, das zwi-
schen zwei Vertragspartnern abgeschlossen wird. Der Pool besteht hier aus 50 bis 150
auf Einzeladressen bezogene Credit Default Swaps und es wird eine einzige Tranche,
die sich auf diese CDS bezieht, zwischen den Vertragspartnern gehandelt; weitere Tran-
chen gibt es nicht. Der Käufer der STCDO zahlt zu Beginn des Geschäfts zunächst
nichts (und erhält am Ende auch keine Nominalrückzahlung). Er erhält dann während
der Laufzeit regelmäßige Kuponzahlungen. Im Gegenzug dazu leistet er gewisse Aus-
gleichszahlungen, sofern der Gesamtverlust aus dem CDS-Pool einen Betrag erreicht
hat, der die vereinbarte Tranche tangiert.

5.3.2 Bewertung von Tranchen

Im Folgenden bezeichne die Zufallsvariable L(t) den bis zum Zeitpunkt t ∈ [0;T] aufge-
tretenen Gesamtverlust des Pools, den wir hier immer als relative Größe interpretieren.
Im obigen Beispiel würde also ein Verlust von 10Mio. Euro im Pool demWert L(t) = 1%
entsprechen. Eine Tranche ist durch die folgenden Größen definiert:

1. Einen Nominalbetrag (Tranchennominal).
2. Die untere Grenze K1, der sog. attachment point, ausgedrückt als Prozentzahl. Dies

bedeutet, dass im Falle L(t)> K1 zu einem bestimmten Zeitpunkt t das Nominal der
Tranche entsprechend dem Anteil der Verluste oberhalb von K1 reduziert wird.

3. Die obere Grenze K2, der sog. detachment point, ausgedrückt als Prozentzahl. Dies
bedeutet, dass im Falle L(t)> K2 zu einem bestimmten Zeitpunkt t das Nominal der
Tranche vollständig durch Verluste im Pool aufgezehrt ist.

Die Größe K2 − K1 heißt Tranchendicke (wiederum eine Prozentzahl). Liegt der Verlust
L(t) zwischen K1 und K2, so reduziert sich das Tranchennominal anteilig. Der zum Zeit-
punkt t vorhandene relative Verlust bzgl. des Tranchennominals ist (vgl. Abbildung 50)

L(t,K1,K2) =
max{L(t)− K1,0} −max{L(t)− K2,0}

K2 − K1
.

Beispiel 5.12 Auf die in Abschnitt 4.12.5 behandelten CDS-Indices werden am Markt sog.
Indextranchen gehandelt. Für den iTraxx Europe Index gibt es fünf verschiedene Tranchen:
Die Equity Tranche (K1 = 0%, K2 = 3%), die Junior Mezzanine Tranche (K1 = 3%, K2 = 6%),
die Senior Mezzanine Tranche (K1 = 6%, K2 = 9%), die Senior Tranche (K1 = 9%, K2 = 12%)
und die Super Senior Tranche (K1 = 12%, K2 = 22%).
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Beispiel 5.13 Bezogen auf den Pool aus Beispiel 5.11 hätten wir für die Mezzanine Tranche
K1 = 10% und K2 = 20%. Die Tranchendicke ist hier 10%. Bei Verlusten im Pool der Höhe
110Mio. Euro folgt L(t,K1,K2) = 0,1, so dass sich das Nominal dieser Tranche um den Betrag
0,1 · 100Mio. Euro = 10Mio. Euro reduziert.

Abbildung 50: Der anteilige Verlust L(t,K1,K2)

Bemerkung (Tranchen als Optionen)
In obiger Abbildung werden die Verluste als positive Zahlen abgetragen. Würden wir die Verlus-
te als negative Werte abbilden (also die Grafik an der horizontalen Achse spiegeln), so ergäbe sich
die Auszahlungsfunktion eines Portfolios bestehend aus einer short Position in Call-Optionen
mit Strike K1 und einer long Position in Call-Optionen mit Strike K2, jeweils bezogen auf den
Pool-Verlust L(t). Wir sehen also, dass der Wertverlauf (und die Risiken) von Tranchen ver-
gleichbar sind mit denjenigen vonOptionspositionen.

Bei STCDOs und bestimmten Formen von CDOs (den sog. synthetischen CDOs) leitet
sich die Bewertung einer Tranche und die zugehörige Kuponzahlung unmittelbar aus
den Größen L(t) bzw. L(t,K1,K2) ab. Nur solche Tranchen wollen wir im Folgenden
betrachten. In anderen Fällen ist die Bewertung von Tranchen schwieriger, weil dann
komplexe Wasserfallstrukturen simuliert werden müssen.
Bei der Tranchenbewertung ist das Premium Leg, welches den Kuponzahlungen ent-
spricht, und das Protection Leg, welches den Tranchenverlust abbildet, zu berücksich-
tigen. Der Käufer der Tranche ist der Sicherungsverkäufer (Protection Seller).

Das Premium Leg

Der Tranchenkäufer erhält an periodischen Zeitpunkten ti (meist vierteljährlich) pro Eu-
ro des in ti noch verbliebenen Nominals (1− L(ti,K1,K2)) eine Kuponzahlung der Höhe

Δi · s · (1− L(ti,K1,K2)),
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wobei s der vereinbarte (Tranchen-)Spread ist. Der Faktor Δi entspricht der Länge des
Zeitintervalls zwischen ti−1 und ti gemäß Zählkonvention. Offensichtlich verringert
sich die Höhe der Kuponzahlungen, wenn der Wert von L(t,K1,K2) im Zeitablauf zu-
nimmt (streng genommen sind dabei die Erhöhungen, die jeweils zwischen ti−1 und
ti auftreten, zeitanteilig bei der Kuponberechnung zu gewichten). Für die Berechnung
kann – analog zur Vorgehensweise bei CDS – angenommen werden, dass künftige Aus-
fälle in der Mitte einer Kuponperiode erfolgen.
Um die Kuponhöhe zu bestimmen, ist der Erwartungswert der Größe L(ti,K1,K2) zu
bestimmen – dies gelingt in einem Kreditrisikomodell, bei dem die Verteilung dieser
Zufallsvariable simuliert wird (siehe nächster Abschnitt).

Das Protection Leg

Bei einem STCDO leistet der Tranchenkäufer zu den Zeitpunkten ti bezogen auf ein
Euro Nominal jeweils eine Zahlung der Höhe L(ti,K1,K2)− L(ti−1,K1,K2) an den Tran-
chenverkäufer; dies entspricht dem Ausgleich der Verluste im Pool.
Handelt es sich dagegen um eine Tranche, die der Käufer im Rahmen eines (syntheti-
schen) CDOs als Wertpapier gekauft hat, so erfolgt der Ausgleich beim Protection Leg
dadurch, dass sich der bei Laufzeitende zurückzuzahlende Nominalbetrag des Wertpa-
piers entsprechend verringert.

Übung 5.12 Zeigen Sie, dass sich bei einem Pool aus n Kreditnehmern mit einheitlichem No-
minalbetrag und einheitlicher Verlustquote LGD der relative Portfolioverlust bei jedem credit
event um den Betrag u = LGD/n erhöht. Zeigen Sie ferner, dass eine Tranche mit attachment
point K1 bei bis zu n1 := [K1/u] credit events nicht betroffen ist und dass das Tranchennomi-
nal bei n2 = [K2/u] + 1 credit events vollständig aufgezehrt ist (K2 ist der detachment point).
Hierbei ist [x] jeweils die größte ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.

Der Barwert einer Tranche

Zur Bewertung einer Tranche wählen wir zunächst einen Numéraire mit dem dazuge-
hörenden Martingalmaß QN entsprechend der Vorgehensweise bei der Bewertung von
single name CDS. Wir betrachten die Zufallsvariable

L(t) :=
1
n

·
n

∑
i=1
(1− RRi) · 1{τi≤t}, (5.21)

der Portfolioverlust bis zum Zeitpunkt t als Prozentzahl vom Gesamtnominal des Pools
aus n Krediten. Es ist τi der zufällige Ausfallzeitpunkt und RRi die Recovery Rate von
Kredit i, wobei alle Kredite den gleichen Nominalbetrag besitzen. Der erwartete Verlust
bis t schreibt sich dann als

EQN (L(t)) =
1
n

·
n

∑
i=1
(1− RRi) · (1− Si(0, t)) (5.22)
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mit den individuellen Überlebenswahrscheinlichkeiten Si(0, t) (vgl. (4.75)). Bezeichnet

f (x) := QN(L(t) ≤ x)

die Dichtefunktion der Zufallsvariablen L(t) unter dem Maß QN , so folgt

EQN (L(t)) =
∫ 1

0
x · f (x) dx.

Die Dichtefunktion f (x) kann nur im Rahmen eines vorzugebenden Kreditrisikomo-
dells (vgl. Abschnitt 5.2) spezifiziert werden. Dabei spielen dann natürlich auch die
gegenseitigen Abhängigkeiten der Ausfallereignisse eine Rolle. Je höher die durch-
schnittliche Asset-Korrelation des Pools ist, umso wahrscheinlicher ist das Auftreten
hoher Verluste (siehe Beispiel 5.9), die dann auch die Senior Tranche tangieren können.
Allerdings ist die Berechnung des o. g. erwarteten Verlusts unabhängig von denAusfall-
Korrelationen – wie die Darstellung (5.22) zeigt.
Der zum Zeitpunkt 0 gültige Barwert des Premium Legs (bezogen auf den Nominalbe-
trag N) mit Spread s errechnet sich zu

PVPremium Leg = N · s ·
m

∑
i=1

Δi · exp
(

−
∫ ti

0
rv dv

)
· EQN (1− L(ti,K1,K2)),

wobei t1 < t2 < . . . < tm die Zahlungszeitpunkte seien und Δi die Periodenlängen ge-
mäß Zählkonvention. Es wird hier unterstellt, dass sich der Spread auf das jeweils in ti
erwartete noch nicht ausgefallene Portfoliovolumen bezieht. Wie oben erwähnt, müsste
der in ti gezahlte Spread s sich korrekterweise auf das Durchschnittsportfoliovolumen
zwischen ti−1 und ti beziehen (es können jederzeit Verluste auftreten). Dieser Sachver-
halt kann durch folgende Anpassung näherungsweise berücksichtigt werden:

PVPremium Leg =

N · s ·
m

∑
i=1

Δi · exp
(

−
∫ ti

0
rv dv

)
· EQN

(
1− L(ti−1,K1,K2) + L(ti,K1,K2)

2

)
. (5.23)

Um den Barwert des Protection Legs zu ermitteln, schauen wir auf Gleichung (4.79)
und schreiben (mit T := tm)

PVProtection Leg = N ·
∫ T

0
exp

(
−

∫ u

0
rv dv

)
· (−dS(0,u)) (5.24)

mit
S(0,u) := EQN (1− L(u,K1,K2))

(Tranchen-Überlebenswahrscheinlichkeit). Beachten Sie, dass die individuellen Recove-
ry Rates über den Ausdruck für L(t) in L(u,K1,K2) implizit enthalten sind.

Wir erhalten jetzt
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Satz 5.2 Der zum Zeitpunkt 0 gültige Wert einer Tranche mit attachment point K1, detach-
ment point K2, Spread s und Zahlungszeitpunkten t1 < t2 < . . . < tm = T ist aus Sicht des
Sicherungsverkäufers

PVTranche = N · s
2

·
m

∑
i=1

Δi · exp
(

−
∫ ti

0
rv dv

)
· (S(0, ti−1) + S(0, ti))

−N ·
∫ T

0
exp

(
−

∫ u

0
rv dv

)
· (−dS(0,u)). (5.25)

Der erwartete Gesamtverlust aus einer Menge von Tranchen mit Grenzen [Km−1;Km]
(m ∈ {0, . . . ,M}, K0 := 0,KM := 1) bis zum Zeitpunkt T > 0 beträgt pro Euro des Ge-
samtnominals des Pools offensichtlich

EQN

(
M

∑
m=1

(Km − Km−1) · L(T,Km−1,Km)

)

= EQN

(
M

∑
m=1

(max{L(T)− Km−1,0} −max{L(T)− Km,0})
)

= EQN

(
M

∑
m=1

(min{L(T),Km} −min{L(T),Km−1})
)

= EQN (min{L(T),KM} −min{L(T),K0})
= EQN (L(T)).

Übung 5.13 Was besagt das soeben hergeleitete Resultat anschaulich?

5.3.3 Modellierung des Portfolioverlusts: Copula-Funktionen

Zur Modellierung der Zufallsvariable L(t) werden die Randverteilungsfunktionen der
Ausfallzeitpunkte τi,

QN(τi ≤ s) = 1− Si(0, s) (s ≥ 0),

benötigt, sowie die gemeinsame Verteilungsfunktion

F(s1, . . . , sn) = QN(τ1 ≤ s1, . . . ,τn ≤ sn) (si ≥ 0).

Die gemeinsame Verteilungsfunktion kann auf viele verschiedene Arten aus den Rand-
verteilungsfunktionen gebildet werden. Beispielsweise kann das Einfaktormodell aus
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Abschnitt 5.2.4 herangezogen werden. Ein anderes wichtiges Konzept in diesem Zu-
sammenhang sind die sog. Copula-Funktionen: Um diese zu definieren, betrachten wir
n ZufallsvariablenU1, . . . ,Un, die auf dem Intervall [0;1] gleichverteilt sind, d. h. für die
gilt

QN(Ui ≤ u) =

⎧⎨⎩
0, falls u < 0
u, falls 0 ≤ u ≤ 1
1, falls u > 1.

Die Werte von Ui liegen also mit Wahrscheinlichkeit 1 zwischen 0 und 1 und die
Verteilungsfunktion verläuft in [0;1] geradlinig von 0 nach 1.
Sind U1, . . . ,Un jeweils gleichverteilt auf [0;1], so kann man die gemeinsame Vertei-
lungsfunktion C(u1, . . . ,un) dieser Zufallsvariablen definieren, die auch als Copula-
Funktion bezeichnet wird. Es gilt dann

C(u1, . . . ,un) = QN(U1 ≤ u1, . . . ,Un ≤ un).

Übung 5.14
1. Wie ist der Wertebereich einer Copula-Funktion?
2. Zeigen Sie: U1, . . . ,Un sind stochastisch unabhängig, genau dann wenn folgende Aussage
gilt: C(u1, . . . ,un) = u1 · . . . · un.

3. Zeigen Sie: Falls U1 = . . . =Un, so folgt C(u1, . . . ,un) =min1≤i≤n ui.

Copula-Funktionen eignen sich auch zur Beschreibung allgemeiner gemeinsamer Ver-
teilungsfunktionen. Dies ist der Inhalt von Sklar’s Theorem:

Satz 5.3 Ist F eine gemeinsame Verteilungsfunktion von Zufallsvariablen X1, . . . ,Xn mit
stetigen Randverteilungsfunktionen F1, . . . ,Fn , so gibt es eine eindeutig bestimmte Copula-
Funktion, welche die gemeinsame Verteilungsfunktion beschreibt:

F(x1, . . . ,xn) = C(F1(x1), . . . ,Fn(xn)).

Die Begründung für die Existenz dieser Copula-Funktion ist im Fall streng monoton
wachsender Randverteilungsfunktionen nicht schwierig: Man definiert

C(u1, . . . ,un) := QN(F1(X1) ≤ u1, . . . ,Fn(Xn) ≤ un),

wobei zu beachten ist, dass die ZufallsvariablenUi := Fi(Xi) gleichverteilt auf [0;1] sind,
also QN(Fi(Xi)≤ ui) = ui für alle ui ∈ [0;1] gilt – dies kann leicht nachgewiesen werden:
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Übung 5.15 Überlegen Sie sich, dass für eine Zufallsvariable X mit stetiger, streng monoton
wachsender Verteilungsfunktion F immer gilt P(F(X)≤ u) = u für alle u ∈ [0;1]. Im Klartext:
Setzt man eine Zufallsvariable in ihre eigene Verteilungsfunktion ein, so ergibt sich als Resultat
eine auf [0;1] gleichverteilte Zufallsvariable.

Die Existenzaussage von Sklar’s Theorem ergibt sich nun mit der o. g. Copula wie folgt:

F(x1, . . . ,xn) = QN(X1 ≤ x1, . . . ,Xn ≤ xn)

= QN(F(X1) ≤ F(x1), . . . ,Fn(Xn) ≤ Fn(xn))

= C(F1(x1), . . . ,Fn(xn)).

Der wichtige Aspekt dieser Aussage ist darin zu sehen, dass die Abhängigkeitsstruktur
der Zufallsvariablen getrennt von den Randverteilungen bestimmt werden kann, und
zwar über die Copula-Funktion.
Als Folgerung von Sklar’s Theorem können wir festhalten: Mit ui := Fi(xi) gilt

C(u1, . . . ,un) = F(F−1
1 (u1), . . . ,F−1

n (un)).

Für die Modellierung von Abhängigkeitsstrukturen aus vorgegebenen stetigen Rand-
verteilungen wählt man in der Praxis eine Copula-Funktion aus, die statistische Ab-
hängigkeiten gut beschreibt und die einfache Simulationsrechnungen erlaubt. In diesem
Zusammenhang sind vor allem die sog. elliptischen Copula-Funktionen zu nennen. Da-
zu gehören die Gauß-Copula-Funktion und die t-Copula-Funktion, wobei wir hier nur
die erst genannte näher betrachten wollen.
Die Gauß-Copula-Funktion ist gegeben durch

C(u1, . . . ,un) := Φn((Φ
−1(u1), . . . ,Φ−1(un)),Σn).

Es ist Φn die Verteilungsfunktion der n−dimensionalen Normalverteilung mit Erwar-
tungswertvektor (0, . . . ,0) und Kovarianzmatrix Σn.

Übung 5.16 Warum ist dies eine Copula-Funktion? Zeichen Sie diese Copula-Funktion mit
einem Computeralgebra-Programm im Fall n = 2.

Wir wenden das Konzept der Copula-Funktionen auf die gemeinsame Verteilung von
Ausfallzeitpunkten an und fordern

F(s1, . . . , sn) = QN(τ1 ≤ s1, . . . ,τn ≤ sn)
!
= Φn((Φ

−1(u1), . . . ,Φ−1(un)),Σn), (5.26)

wobei ui := QN(τi ≤ si).
In einem Intensitätsmodell, welches im Zusammenhang mit der Bewertung von Kre-
ditderivaten oft Verwendung findet, setzt man

QN(τi ≤ si)
!
= Fi(si) := 1− exp

(
−

∫ si

0
h(u) du

)
(5.27)
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(vgl. (4.84)) mit einer geeigneten Intensitätsfunktion h(s), die aus Marktdaten kalibriert
werden kann.
Mit Hilfe der Gauß-Copula-Funktion kann die Verteilung von L(t) für einen Pool von n
Adressen wie folgt bestimmt werden (Monte-Carlo-Simulation):

1. Erzeuge in jedem Simulationsschritt eine Realisation des n−dimensional normalver-
teilten Zufallsvektors (X1, . . . ,Xn) mit Erwartungswertvektor (0, . . . ,0), Var(Xi) = 1
und vorgegebener Korrelationsmatrix Σn (die Korrelationen entsprechen den Asset-
Korrelationen der Adressen im Pool).

2. Die Zufallsvariablen Φ(Xi) sind gleichverteilt auf [0;1] und aufgrund der statisti-
schen Abhängigkeit der Xi ebenfalls voneinander abhängig.

3. Setze τi := F−1
i (Φ(Xi)). Dann gilt für si ≥ 0:

QN(τi ≤ si) = QN(F−1
i (Φ(Xi)) ≤ si)

= QN(Φ(Xi) ≤ Fi(si))

= Fi(si),

d. h. die Ausfallzeitpunkte haben die vorgegebene Verteilung aus (5.27).

4. Die gemeinsame Verteilungsfunktion der so simulierten Ausfallzeitpunkte ist gege-
ben durch

QN(τ1 ≤ s1, . . . ,τn ≤ sn) = QN(F−1
1 (Φ(X1)) ≤ s1, . . . ,F−1

n (Φ(Xn)) ≤ sn)

= QN(X1 ≤ Φ−1(F1(s1)), . . . ,Φ−1(Fn(sn)))

= Φn((Φ
−1(u1), . . . ,Φ−1(un)),Σn)

entsprechend der Forderung aus (5.26).

Pro Simulationsschritt kann eine Realisation von L(t) für alle t≥ 0 gemäß (5.21) berech-
net werden. Führt man eine hohe Anzahl an Simulationsläufen durch, so ergibt sich
eine stabile Schätzung für L(t), womit dann die Tranchenbewertung durchzuführen ist.

Beispiel 5.14 Betrachtet wird ein Portfolio bestehend aus zwei Krediten, die an zwei verschie-
dene Adressen vergeben wurden. Für jeden der beiden Ausfallzeitpunkte τ1 bzw. τ2 verwenden
wir ein Intensitätsmodell mit h(u) = 0,01, also Fi(si) = 1− exp(−0,01 · si).
Wir simulieren den zweidimensionalen Zufallsvektor (X1,X2) gemäß einer zweidimensionalen
Normalverteilung mit Erwartungswertvektor (0,0) und Kovarianzmatrix

Σ =

(
1 0,2

0,2 1

)
.

Es werden 100 Realisationen von (X1,X2) per Zufallszahlengenerator erzeugt. Daraus ergeben
sich dann anhand der Beziehung τi := F−1

i (Φ(Xi)) folgende Simulationswerte für die Ausfall-
zeitpunkte:
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Abbildung 51: Simulation von abhängigen Ausfallzeitpunkten

Übung 5.17 Erstellen Sie eine ähnliche Grafik wie im vorhergehenden Beispiel mit einem
Computeralgebra-Programm oder mit einem Tabellenkalkulationsprogramm.

Kalibrierung von Korrelationen

In der Praxis werden die Korrelationsparameter, die in die Simulationsrechnung ein-
fließen, aus Marktdaten kalibriert: Dazu verwendet man die am Markt beobachtbaren
Preise von Tranchen (dies sind die gehandelten Tranchen auf Indices, wie bspw. den
iTraxx Europe Index) und passt die im Modell verwendeten Korrelationsparameter so
an, dass die Marktpreise möglichst gut nachgebildet werden können. Natürlich stellt
sich dabei das Problem, dass der Pool einer zu bewertenden Tranche von den vorgege-
benen Pools der Indices im Allgemeinen abweicht. Bzgl. der Kalibrierungsproblematik
verweisen wir auf die Literatur (z. B. [32]).

5.3.4 Mortgage Backed Securities

Die im vorangegangenen Abschnitt angesprochenen Techniken zur Bewertung von
Tranchen spielen auch bei der Bewertung von speziellen tranchierten Verbriefungen
eine Rolle, den sog. Mortgage Backed Securities (MBS). Diese Wertpapiere wurden in
den siebziger Jahren in den USA entwickelt und dienen seither der Bündelung und
demWeiterverkauf von Pools aus hypothekarisch gesicherten Immobilienkrediten. Ein
Investor, der ein solches Wertpapier kauft, hat damit einen Anspruch auf den Erhalt
von Zins- und Tilgungszahlungen aus dem Pool entsprechend dem erworbenen Anteil.
Ausschlaggebend für die erfolgreiche Entstehung des Marktes für Mortgage Backed Se-
curities war die Unterstützung durch mehrere Subventionsagenturen der Regierung,
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mit den Namen Fannie Mae (Federal National Mortgage Association), Freddie Mac (Fe-
deral Home Loan Mortgage Corporation) und Ginni Mae (Government National Mort-
gage Association).
Die Agenturen haben die Aufgabe, das Risiko der neu emittierten Wertpapiere durch
die Bereitstellung zusätzlicher Sicherheiten für die Hypothekenpools zu verringern
(Credit Enhancement). Mit der zur Verfügung gestellten Garantie entfällt für die Käufer
derMBS das Kreditrisiko bei Ausfällen im Pool, so dass sie nur wie bei anderen Anlagen
in langfristige Anleihen das Zinsänderungsrisiko und das in den USA typische Voraus-
zahlungsrisiko (Prepayment Risk) zu tragen haben. Das Vorauszahlungsrisiko entsteht
dadurch, dass die Hypothekenschuldner ein jederzeitiges vorzeitiges Tilgungsrecht ha-
ben, d. h. sie können bei einem Zinsrückgang (oder anderen Ereignissen wie z. B. einem
Umzug) versuchen, ihre Verbindlichkeiten zugunsten eines neuen niedrigeren Zinsni-
veaus umzuschulden. Dieses Tilgungsrecht kann für den Hausbesitzer recht wertvoll
sein; es entspricht einer Amerikanischen Option auf die jederzeitige Rückzahlung des
Immobilienkredits zum Nominalbetrag (ohne weitere Gebühren). Bei vorzeitiger Til-
gung sinken die Zinseinnahmen der kreditgebenden Banken und es werden somit auch
geringere Zinszahlungen an die Investoren der Mortgage Backed Securities weitergelei-
tet – dieser mögliche Zinsverlust ist das Prepayment Risk.

Heute unterscheidet man bei MBS den Markt für Commercial Mortgage Backed Se-
curities (CMBS) (gewerbliche Immobilien) von dem Markt für Residential Mortgage
Backed Securities (RMBS) (Wohnimmobilien).

Im Unterschied zu gewöhnlichen Anleihen hat eine MBS kein mit Sicherheit festste-
hendes Endfälligkeitsdatum, denn durch Ausfälle oder vorzeitige Tilgungen im Pool
kann es zu einer vorzeitigen Beendigung der Laufzeit der MBS kommen. Typischerwei-
se wird die erwartete Restlaufzeit (Weighted Average Life (WAL)) betrachtet, die unter
der maximal möglichen Laufzeit der Anleihe liegt.
Die Bewertung von MBS ist außerordentlich komplex und erfordert eine umfassende
Simulation der möglichen künftigen Zahlungsströme aus dem verbrieften Pool der Hy-
pothekarkredite, des möglichen vorzeitigen Tilgungsverhaltens, der Ausfälle im Pool
sowie der speziellen Ausgestaltung der Tranchierung. Wir betrachten hier lediglich die
finanzmathematische Bewertung einer stark vereinfachten Grundstruktur, bei der kei-
ne Tranchierung vorliegt (alle Investoren haben denselben Rang) und bei der das Risiko
von Ausfällen im Pool durch die o. g. Subventionsagenturen abgesichert wird.
Der Pool bestehe zumZeitpunkt 0 aus einer Anzahl n0 von Immobilienkrediten, die (aus
Vereinfachungsgründen) alle den gleichen Nominalbetrag B0 haben sollen. Bei den Kre-
diten handelt es sich umAnnuitätendarlehen, bei denen der Kreditnehmer während der
gesamten Kreditlaufzeit jährlich eine feste Zahlung A an die kreditgebende Bank leistet
(in der Praxis werden monatliche Zahlungen vereinbart, die hier in einen jährlichen Be-
trag umzurechnen sind). Diese Zahlung, die Annuität, beinhaltet einen Zins- und einen
Tilgungsanteil. Durch die (regulären) Tilgungen verändert sich die Restschuld des Kre-
ditnehmers gegenüber der Bank. Wir bezeichnen den zum Zeitpunkt t für alle Kredit-
nehmer identischen Restschuldbetrag mit Bt.
Das Gesamtvolumen des Pools am Ende des Jahres t ∈N, Poolt, besteht aus der Summe
der Restschulden aller Kreditnehmer, die ihren Kredit bis zur Zeit t noch nicht vorzeitig
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zurückgezahlt haben (eventuelle Ausfälle brauchen hier wegen der bestehenden Ga-
rantie nicht berücksichtigt zu werden). Zum Zeitpunkt 0 gilt offenbar Pool0 = n0 · B0.
Der Anteil der jährlich vorzeitig zurückgezahlten Kredite im Pool hängt von zahlrei-
chen Parametern ab und wird mit komplexen Prepayment-Funktionenmodelliert. Eine
einfachere Variante besteht darin, die standardisierten sog. CPR-Werte (CPR: Conditio-
nal Prepayment Rate) zu verwenden, die den prozentualen jährlichen Anteil der vorzei-
tigen Rückzahlungen in Abhängigkeit von der Zeit seit der Kreditvergabe beschreiben.
Bei Annahme eines einheitlichen CPR-Werts für alle Kredite im Pool gilt

Poolt = n0 · (1− CPR)t · Bt,
denn 1− CPR ist gerade der Prozentsatz der nicht vorzeitig getilgten Kredite.
Welche Zahlungen stehen nun den MBS-Investoren zu? Sie erhalten am Ende des Jah-
res t die Gesamtheit der Annuitätenzahlungen der zu Jahresbeginn noch vorhandenen
Kredite, vermehrt um den Betrag der Restschulden aller im Verlauf des Jahres vorzeitig
getilgten Kredite, abzüglich einer sog. service fee (für die Verwaltung des Pools und
der Weiterleitung der Zahlungen) sowie einer sog. guarantee fee (für die Bereitstellung
von Garantien zum Schutz gegen Kreditausfälle), die am Jahresende jeweils einbehalten
werden. Dabei unterstellen wir, dass vorzeitige Tilgungen nur zum Jahresende möglich
sind. Bezeichnet PTt den Gesamtbetrag der den Investoren zustehenden Zahlungen (PT
als Abkürzung für Pass Through), so folgt für t ∈N:

PTt = n0 · (1− CPR)t · A + CPR · n0 · (1− CPR)t · Bt − (s+ g) · Poolt−1.

Hier sind s und g feste Prozentsätze, die vom Pool-Volumen Poolt−1 als service bzw.
guarantee fee erhoben werden.

Beispiel 5.15 Der Pool bestehe aus n0 = 100 Krediten mit dreißigjähriger Laufzeit und einem
einheitlichen Kreditvolumen von B0 = 100.000. Bei einem Kreditzinssatz von i = 10% ist jeder
Kredit bei einer jährlichen Annuität von A = 10.607,92 nach exakt 30 Jahren vollständig zu-
rückgezahlt. Es sei s = g = 0,25%.

Abbildung 52: PTt in Abhängigkeit von der Zeit t
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Die Grafik zeigt den Verlauf von PTt für verschiedene Annahmen bzgl. des Werts CPR. Im
Fall CPR = 0 ist PTt gleich dem Wert n0 · A abzüglich der (sich im Zeitablauf verringernden)
service und guarantee fee, die kaum ins Gewicht fällt. Je höher der Wert von CPR, um so schnel-
ler nähert sich PTt dem Wert 0, weil die vorzeitigen Tilgungen das Pool-Volumen schrumpfen
lassen.

MBS-Wertpapiere werden in verschiedenen Varianten am Markt angeboten. So unter-
scheidet man zwischen den Gattungen

1. Pass Through (PT): Zins- und Tilgungszahlungen werden nach Abzug der servicing
fee und ggf. der guarantee fee an die Investoren anteilig weitergeleitet.

2. Interest Only (IO): Die Investoren erhalten nur Zahlungen aus den Zinszahlungen
der Kredite im Pool.

3. Principal Only (PO): Die Investoren erhalten nur Zahlungen aus den Tilgungszah-
lungen der Kredite im Pool.

Die zum Zeitpunkt t ∈N stattfindenden Zahlungen für Pass Through Wertpapiere ha-
ben wir oben bereits dargestellt. In den beiden anderen Fällen lauten die Zahlungen an
die Investoren:

IOt = (r− s− g) · n0 · (1− CPR)t−1 · Bt−1,

POt = PTt − IOt,

wobei r der Zinssatz der Kredite im Pool ist, der hier als identisch für alle Kredite ange-
nommen wird.
Wie bei gewöhnlichen Kuponanleihen stellt sich auch bei MBS-Wertpapieren die Frage,
wie sich ihr Kurs bei einer Änderung des Marktzinsniveaus verändert. Während eine
Kuponanleihe mit fixen Kupons bei steigenden Zinsen im Kurs fällt, ist das Kursver-
halten von MBS-Wertpapieren weitaus komplexer. Ein Zinsanstieg führt nämlich dazu,
dass der CPR-Wert abnimmt (Umschuldungen werden unattraktiver), so dass der Kurs
eines Wertpapiers der Gattung IO deutlich steigt, weil die zu erwartenden Zinseinah-
men im Pool zunehmen. Umgekehrt führen fallende Zinssätze zu höheren Werten von
CPR, da vorzeitige Kündigungen attraktiver werden. Gleichzeitig steigen die Barwerte
noch ausstehender Zahlungen. Beides zusammen führt zu einemKursanstieg vonWert-
papieren der Gattung PO. Sofern keine Garantie gegen Kreditausfälle vorliegt, werden
die Kursveränderungen natürlich auch stark von den künftigen Ausfallraten im Pool
beeinflusst.
Investoren in MBS-Wertpapiere erhoffen sich eine höhere Rendite im Vergleich zu
Staatsanleihen. Daher ist der Renditeunterschied (Spread) zwischen beidenWertpapier-
gattungen eine wichtige Größe. Es gibt eine Reihe von unterschiedlichen Maßen zur
Messung dieses Spreads. Eines davon ist der sog. Option Adjusted Spread (OAS). Die-
ser Spread ist derjenige Wert, um den die risikolose Zerozinskurve parallel nach oben
verschobenwerdenmuss, um bei der Bewertung einesMBS-Papiers durch Diskontieren
aller künftigen Zahlungen mit Berücksichtigung der Optionsrechte (diese entsprechen
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den vorzeitigen Tilgungsrechten) genau den aktuell am Markt gehandelten Preis (inkl.
Stückzinsen) desWertpapiers zu erhalten. Die Berechnung des OAS erfolgt in mehreren
Schritten:

1. Monte-Carlo-Simulation der künftigen Staatsanleihen-Zerozinssätze mittels eines
Zinsstrukturmodells, z. B. Libor Market-Modell.

2. Berechnung des Prepayment-Verhaltens für jede simulierte Zinskurve und Berech-
nung der künftigen Cashflows aus dem MBS-Wertpapier pro simulierter Zinskurve.

3. Für alle simulierten Zinskurven wird auf die zum Diskontieren verwendeten Zero-
zinssätze ein einheitlicher OAS addiert, um die Barwerte des MBS-Wertpapiers in
jedem Zinsszenario zu bestimmen.

4. Der Mittelwert aller simulierten Barwerte wird bestimmt.

5. Entspricht der Mittelwert dem aktuellen Preis (inkl. Stückzinsen) des MBS-Papiers,
so ist der OAS korrekt. Andernfalls muss die Rechnung mit einem anderen OAS
erneut durchgeführt werden, bis der Preis erreicht ist.

5.4 Aspekte des Risikomanagements

5.4.1 Kohärente Risikomaße

Als Risikomaß für Portfolien haben wir den VaR (für Marktrisiken) und den CVaR (für
Kreditrisiken) kennen gelernt. In diesemAbschnitt gehenwir der Frage nach, welche Ei-
genschaften ein zur Risikosteuerung verwendetes Risikomaß haben sollte. Diese Eigen-
schaften wurden in der Arbeit [1] von ARTZNER, DELBEAN, EBER und HEATH (1999)
in Form von vier Axiomen, den sog. Kohärenzaxiomen aufgelistet. Unsere Darstellung
orientiert sich an den Ausführungen in [6].
Um die Axiome formulieren zu können, betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A , P) und dazu die Menge X aller beschränkten 1 Zufallsvariablen X :Ω→R. An-
schaulich stellen wir uns X als die Menge der möglichen zufälligen Portfolioverluste X
vor (negative Verluste sind als Gewinne zu verstehen). In der ursprünglichen Formulie-
rung der Axiome wird X als zufälliger künftiger Wert des Portfolios angesehen. Daher
weicht unsere Formulierung der Axiome von der Darstellung in [1] ab.
Jedes X ∈ X wird Risikoposition genannt und ein Risikomaß ist eine Abbildung

� : X → R. (5.28)

Der Wert �(X) lässt sich verstehen als diejenige Menge an Kapital, die eine Finanzin-
stitution bereitstellen muss, um die Risikoposition X abzusichern, d. h. Verluste auszu-
gleichen. Somit stehen positive Werte von �(X) für einen Kapitalbedarf zur Abdeckung
eines Verlustrisikos, während negative Werte anzeigen, dass mehr Kapital vorhanden
ist, als zur Abdeckung aller bestehenden Risiken notwendig wäre. Die Kohärenzaxio-
me lauten nun:

1genauer gesprochen handelt es sich um die Klasse der wesentlich beschränkten Funktionen
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Axiom 1 (Monotonie): Für alle X und Y aus X mit X ≤ Y gilt

�(X) ≤ �(Y).

Eine Position mit einem geringeren Verlust hat also ein geringeres Risiko.

Axiom 2 (Translationsinvarianz): Für alle X ∈ X und c ∈R gilt

�(X+ c) = �(X) + c.

Wird der Portfolioverlust X um den deterministischen Geldbetrag c verändert, so ist
auch das Kapital zur Abdeckung von Verlusten, also das Risiko, entsprechend zu än-
dern.

Axiom 3 (Positive Homogenität): Für alle X ∈ X und λ ≥ 0 gilt

�(λ · X) = λ · �(X).

Vervielfacht man den Portfolioverlust um einen Faktor λ ≥ 0, (z. B. durch eine entspre-
chende Veränderung der Position), so ändert sich das Risiko um denselben Faktor.

Axiom 4 (Subadditivität): Für alle X und Y aus X gilt

�(X+Y) ≤ �(X) + �(Y).

Das Risiko der aggregierten Position X + Y ist kleiner oder gleich der Summe der
Einzelrisiken (Diversifikation). Dieser Aspekt spielt vor allem bei der Zuordnung von
Risikokapital zu verschiedenen Portfolien (Kapitalallokation) (vgl. nachfolgender Ab-
schnitt) und der Herleitung von Portfoliolimiten eine wichtige Rolle.

Definition 5.5 Ein Risikomaß heißt kohärent, wenn es alle Kohärenzaxiome erfüllt.

Beachten Sie bei den obigen Festlegungen, dass X den Portfolioverlust als positive Zahl
misst, dass also der Wert X= 100 eineWertveränderung des Portfolios um −100 bedeu-
tet. Folglich entspricht der Wert −X immer der tatsächlichen Portfoliowertänderung.

Beispiel 5.16
Das Risikomaß �(X) :=

√
Var(X) (Standardabweichung) ist nicht monoton und daher nicht

kohärent.
Begründung: Stellen Sie sich die Verteilungen von X und Y in Form von zwei Dichtefunk-
tionen vor, die jeweils nur auf einem beschränkten Intervall Werte ungleich 0 annehmen. Wenn
das Intervall der Verteilung von X links vom Intervall der Verteilung von Y liegt und die Va-
rianz der Verteilung von X größer als diejenige von Y ist, so gilt zwar X ≤ Y, aber dennoch
�(X) > �(Y).
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Übung 5.18 Begründen Sie, dass beim Varianz-Kovarianz-Ansatz das Risikomaß

ρ(X) := −VaR(−X) = −qα(−X) (α−Quantil)

(Konfidenzniveau 1 − α, Haltedauer Δt) ein kohärentes Risikomaß ist, sofern angenommen
wird, dass X und Y zweidimensional normalverteilte Risikopositionen sind (mit der Verteilung
N(0,Δt · σ2X) von X bzw. der Verteilung N(0,Δt · σ2Y) von Y). Verwenden Sie zum Nachweis
der Subadditivität die aus Gleichung (5.3) resultierende Formel

VaR((−X) + (−Y)) = Φ−1(1− α) · Δt ·
√
σ2X + σ

2
Y + 2 · ρX,Y · σX · σY.

Anhand geeigneter Beispiele kann man zeigen, dass bei den Risikomaßen VaR und
CVaR im Allgemeinen die Subadditivitätseigenschaft nicht erfüllt ist, dass sie also nicht
kohärent sind (vgl. [28, 37]). Insofern sind Alternativen zu diesen Risikomaßen wün-
schenswert. Beide messen die Höhe des Portfolioverlusts auf Basis eines vorgegebenen
Quantils, nicht aber den zu erwartenden durchschnittlichen Verlust im Falle einer Über-
schreitung des Quantils. Letzteres wird durch den sog. Expected Shortfall ermöglicht,
der gegeben ist durch

ES := EP(X | − X ≤ qα(−X)). (5.29)

Dadurch wird ein kohärentes Risikomaß definiert, vgl. hierzu die Ausführungen in [44].

5.4.2 Kapitalallokation und optimale Portfolios

Das Portfolio einer Bank setzt sich aus unterschiedlichen risikobehafteten Positionen
zusammen (z. B. Wertpapiere, Derivate, Kredite usw.). Für jede Position müssen die
Verlustrisiken durch das (Eigen)-Kapital der Bank abgedeckt werden; man spricht auch
vom Risikokapital, das jeder Position zugeordnet werden muss. Somit ist die Menge
der Geschäfte, die eine Bank tätigen kann, durch das zur Verfügung stehende Kapital
begrenzt. Im Idealfall werden nur solche Geschäfte abgeschlossen, bei denen der (er-
wartete) Ertrag im Verhältnis zum benötigten Risikokapital möglichst groß ist.
Fragen der Zuordnung von Kapital auf einzelnen Geschäftsbereiche (Kapitalalloka-
tion) und der Optimierung von Portfolien im o. g. Sinn sind zentral für das Risikoma-
nagement von Banken (und anderen Finanzinstitutionen). Wir wollen hier einige ein-
schlägige (finanzmathematische) Aspekte ansprechen. Weiterführende Ausführungen
finden sich z. B. in [45] sowie in [40].
Wir betrachten ein Portfolio, das sich aus den Risikopositionen Y1, . . . ,Yn zusammen-
setzt, wobei jedes Yi für den zufälligen Verlust (wiederum als positive Zahl gemessen)
steht, der pro Euro investiertem Kapital in ein bestimmtes Finanzinstrument bis zum
Ende einer vorgegebenen Haltedauer entstehen kann. Ist ui der Gesamtbetrag, der in
das betreffende Finanzinstrument investiert wird, und Xi := ui · Yi, so beschreibt die
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Zufallsvariable

Z :=
n

∑
i=1

Xi =
n

∑
i=1

ui ·Yi

den zufälligen Portfolioverlust. Der zur Deckung möglicher Verluste entstehende Ka-
pitalbedarf wird mittels eines Risikomaßes � in der Form �(Z) berechnet.
Für ein Portfolio, dessen Risikopositionen Y1, . . . ,Yn fest vorgegeben sind, verwenden
wir im Folgenden den Vektor �u := (u1, . . . ,un), um die investierten Beträge in die ein-
zelnen Risikopositionen darzustellen.
Nun stellt sich die Frage, wie das Gesamtrisiko �(Z) = �(�u) additiv auf die Risikopo-
sitionen (in Abhängigkeit von den Beträgen ui) verteilt werden kann, d. h. in welcher
Weise ist ein Risikobeitrag �i(�u) für alle i ∈ {1, . . . ,n} zu definieren, so dass gilt

�(�u) =
n

∑
i=1
�i(�u).

Mit dieser Zerlegung des Gesamtrisikos wird es ermöglicht, jeder einzelnen Risikopo-
sition einen Teil des Gesamtrisikokapitals zuzuordnen. Da das Risikokapital verzinst
werden muss, kann somit der anteilige zu erwirtschaftende Zins pro Risikoposition be-
stimmt werden.
Bevor wir die Risikobeiträge bestimmen können, sind zunächst noch einige Begriffe aus
der Portfoliooptimierung einzuführen.

Definition 5.6 (RORAC)
Es seien ei := E(−Yi) bzw. e(�u) := ∑

n
i=1 ui · ei der erwartete Gewinn der i-ten Risikoposition

bzw. des Portfolios. Der Return on Risk adjusted Capital (RORAC) ist definiert als

RORAC(�u) :=
e(�u)
�(�u)

für das Portfolio sowie als

RORACi(�u) :=
ui · ei
�i(�u)

für die i-te Risikoposition.

Der RORAC stellt das Verhältnis des erwarteten Gewinns zum Risiko dar. Nur Portfo-
lien mit einem positiven RORAC-Wert sind sinnvolle Investitionen.

Beispiel 5.17 Für das Aktienportfolio aus Beispiel 5.3, 1. gilt bei einer angenommenen Halte-
dauer von einem Jahr

Yi = 1− eRΔt,i , Δt := 1
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(beachten Sie die oben getroffene Vereinbarung bzgl. des Vorzeichens von Yi), sowie

ui = S0,i und Xi = ui ·Yi = S0,i ·Yi.

Wir verwenden als Risikomaß die in Übung 5.18 definierte Größe (Konfidenzniveau 99%). Mit
den Zahlenwerten μi = 0, σ1 = 40%, σ2 = 35%, σ3 = 45% und �i,j = 0,8 aus Beispiel 5.3 folgt

�(�u) = −
√
250 ·VaR(−u1 · X1 − u2 · X2 − u3 · X3) = 356,23

(beachten Sie, dass sich der VaR in Beispiel 5.3 auf die Haltedauer ein Tag bezog).
Wir haben weiter (vgl. (2.3))

e1 = E(eRΔt,1 − 1) = e0,5·0,16 − 1 ≈ 0,08

und entsprechend e2 ≈ 0,06 sowie e3 ≈ 0,11. Damit ergibt sich schließlich

RORAC(�u) =
50 · 0,08+ 150 · 0,06+ 200 · 0,11

�(�u)
=

35
356,23

≈ 0,098.

Der Risikobeitrag �i(�u) der i-ten Risikoposition zum Gesamtrisiko kann positiv oder
negativ sein. Wenn wir etwa zu einer bestehenden Aktienposition eine weitere Aktie
hinzufügen und beide Aktien bzgl. ihrer Kursänderungen positiv miteinander korre-
liert sind, so weist die zweite Aktie einen positiven Risikobeitrag auf. Sind die beiden
Aktien jedoch negativ korreliert, so vermindert sich das Gesamtrisiko und daher hat die
zweite Aktie einen negativen Risikobeitrag.

Zwei im Sinne der Portfolioptimierung wünschenswerte Eigenschaften lauten:

1. Wenn �i(�u) > 0 und RORACi(�u) > RORAC(�u), so folgt

∂RORAC(�u)
∂ui

> 0,

d. h. der RORAC des Portfolios wird bei einer Zunahme der Position ui größer (das
Portfolio verbessert sich).

2. Wenn �i(�u) < 0 und RORACi(�u) > RORAC(�u), so folgt

∂RORAC(�u)
∂ui

< 0,

d. h. der RORAC des Portfolios wird bei einer Zunahme der Position ui geringer (das
Portfolio verschlechtert sich).
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Es zeigt sich, dass die beiden genannten Eigenschaften nur dann erfüllt sind, wenn die
Risikoallokation �i(�u) eine spezielle Form hat. Dies ist der Inhalt des nachfolgenden
Satzes, dessen Beweis sich in [45] findet:

Satz 5.4 Die einzige Definition von Risikobeiträgen �i(�u), welche die beiden o. g. Eigenschaf-
ten erfüllt, ist die als Euler-Allokation bekannte Funktion

�i(�u) := ui · ∂�(�u)∂ui
. (5.30)

Es gilt somit �(�u) = ∑
n
i=1 ui · ∂�(�u)∂ui

.

Die Größe ∂�(�u)
∂ui

wird auch als der marginale Risikobeitrag der i-ten Risikoposition be-
zeichnet, denn sie misst die Veränderung des Portfoliorisikos bei einer (minimalen) Än-
derung der Risikoposition i:

�i(�u) = lim
hi→0,hi �=0

�(Z(�u) + hi ·Yi)− �(Z(�u))
hi

.

Übung 5.19 Es sei Z := ∑
n
i=1 ui · Yi und �(Z) = �(�u) :=

√
Var(Z), d. h. als Risikomaß

wird die Standardabweichung verwendet. Verwenden Sie die aus (2.4) resultierende Formel

Var(Z) =
n

∑
i,j=1

ui · uj · Cov(Yi,Yj)

sowie Cov(a ·X+ b ·Y, c · S+ d · T) = a · b ·Cov(X,S)+ a · d ·Cov(X,T)+ b · c ·Cov(Y,S)+
b · d · Cov(Y,T), um zunächst die Aussage

∂Var(Z)
∂ui

= 2 · Cov(Yi,Z)

herzuleiten. Zeigen Sie damit und mit (5.30) dann die Aussage

�i(�u) = ui · Cov(Yi,Z)√
Var(Z)

. (5.31)

Wir betrachten nun das Risikomaß �(�u) = −VaR(−Z(�u)). Im einfachsten Fall, wenn Z
(und damit auch −Z) als normalverteilt angenommen wird, lassen sich die Risikobei-
träge leicht bestimmten, wie das folgende Beispiel zeigt:
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Beispiel 5.18 Die Zufallsvariablen Y1, . . . ,Yn seien multivariat normalverteilt mit Korrelatio-
nen �i,j, E(Xi) = 0 und Var(Yi) = σ2i > 0 (bezogen auf den Zeitraum ein Jahr). Somit sind Z
und −Z normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwartungswert 0 und Varianz σ2(�u) und es gilt
bei einer Haltedauer der Länge Δt wegen (5.2) und (5.3):

�(�u) =−VaR(−Z(�u)) =−σ(�u) ·Φ−1(1− α) =−Φ−1(1− α) ·
n

∑
i,j=1

ui · uj · σi · σj · Δt · ρi,j.

Das das Risikomaß �(�u) in diesem Fall als Vielfaches der Standardabweichung von Z berechnet
werden kann, folgt aus (5.31) unmittelbar

�i(�u) = −Φ−1(1− α) · ui · Cov(Yi,Z)√
Var(Z)

= −Φ−1(1− α) · ui ·
∑
n
j=1 uj · σi · σj · Δt · �i,j

σ(�u)
.

Wir prüfen die Aussage �(�u) = ∑
n
i=1 �i(�u) nach. Es gilt

n

∑
i=1
�i(�u) =

n

∑
i=1

−Φ−1(1− α) · ui ·
∑
n
j=1 uj · σi · σj · Δt · �i,j

σ(�u)

= −Φ−1(1− α)
∑
n
i=1∑

n
j=1 ui · uj · σi · σj · Δt · �i,j

σ(�u)

= −Φ−1(1− α)
σ2(�u)
σ(�u)

= �(�u).

Übung 5.20 Berechnen Sie die Risikobeiträge und die Werte RORACi(�u) für das Portfolio
aus Beispiel 5.17.

Im allgemeinen Fall, wenn Z nicht als normalverteilt angenommen wird, erfordert die
Berechnung von �i(�u) für das Risikomaß �(�u) = −VaR(−Z(�u)) umfangreichere Über-
legungen. Wir verweisen diesbezüglich auf die Literatur, z. B. [45].
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Aus der Praxis:
Risikocontrolling für Handelsgeschäfte, Dr. Carsten S. Wehn, DekaBank, Frankfurt

Im Wesentlichen geht es beim Risikocontrolling darum, Produkte richtig bewerten zu
können, die zur Erzielung von entsprechenden Gewinnen notwendigerweise einzuge-
henden Risiken sinnvoll zu messen und die Einhaltung geschäftspolitisch gewünschter
Grenzen zu überwachen. Dies sollte idealerweise Hand in Hand gehen. Durch die Be-
reitstellung entsprechender Informationen können die Geschäftsleitung, Komitees oder
die im Handel und der Kreditvergabe Verantwortlichen anschließend die relevanten
Entscheidungen auf einer fundierten Basis treffen. Die Erfüllung unterschiedlicher, han-
delsunabhängiger Kontrollfunktionen ist dabei ein integraler, von der Bankenaufsicht
vorgeschriebener Bestandteil der Aufgaben.
Je nach Risikoart unterscheidet man Kredit-, Markt- und operative Risiken. Weitere Ri-
siken, die quantifiziert werden können, sind beispielsweise Geschäftsrisiken, Immobili-
enrisiken, Liquiditätsrisiken oderModellrisiken. Handelsgeschäfte sind im allgemeinen
Transaktionen auf liquide Instrumente, für die täglich oder gar häufiger ein geeigneter
Marktpreis verfügbar ist oder bei komplexen Derivaten aufgrund der dahinter liegen-
den Bewertungsmodelle ableitbar ist.
Diese mathematische Modelle zur Bewertung von Instrumenten und dabei insbesonde-
re von komplexen Derivaten entwickeln sich permanent weiter, um die Realität durch
die Modellierung entsprechend genauer abbilden zu können. In einem zweiten Schritt
müssen diese umfassenden Modelle an die wenigen im Markt beobachtbaren Punkte,
an Marktquotierungen, angepasst und die entsprechenden Modellparameter geeignet
gewählt, das heißt "kalibriert" werden. Oft stellen jedoch gerade die nicht zu beobach-
tenden Marktdaten die Bestimmung eines theoretischen, fairen Preises vor hohe kon-
zeptionelle Herausforderungen. Hierbei ist z. B. an portfolioabhängige Produkte für
Kreditderivate zu denken, bei denen die Korrelationen im Allgemeinen nicht beobacht-
bar sind oder auch an pfadabhängige Zinsderivate durch Zinsstrukturmodelle, Derivate
zu Rohstoffen etc.
Gerade für Handelsgeschäfte sind die Anforderungen seitens der Aufsicht z.T. sehr
hoch. Dies drückt sich bspw. in den MaRisk, den Mindestanforderungen an das Risi-
komanagement oder auch der SolvV, der Solvabilitätsverordnung, aus.

Zur Risikomodellierung müssen die wertbestimmenden Parameter St von Portfolien
(also z. B. Aktienkurse, Zinssätze, Segmentspreads, Wechselkurse etc.) in Form von
Zeitreihenmodellen beschrieben werden, etwa in der Form

dSt = μdt + σt dWt,

wobei oftmals μ= 0 angenommenwird und σt gerade bei einer bedingtenModellierung
selbst stochastisch und explizit nicht zeitinvariant ist (so geht der RiskMetrics-Ansatz
bspw. von einem speziellen sog. GARCH(1,1)-Prozess aus, mit σt = λ · σ2t−1 + (1 − λ) ·
R2t−1, wobei Rt = ln(St/St−1) ein sog. Risikofaktor ist).

Marktrisiken im Handelsbuch – der VaR-Ansatz

Bei der Risikomessung im Handelsbuch hat sich der Value-at-Risk-Ansatz (VaR) seit
Mitte der 1990er Jahre als Standard etabliert. Bei der VaR-Messung geht es ganz all-
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gemein darum, den Wert (bzw. genauer die Wertänderung im Vergleich zum aktuel-
len Wert) des Portfolios in einem speziellen Szenario zu bestimmen. Im VaR spielt das
entsprechende Szenario eine besondere Rolle, welches die Eigenschaft aufweist, dass
eine Wertänderung des Portfolios, welche geringer ist als der VaR eine maximale Wahr-
scheinlichkeit von 1 − α hat, wobei α typischerweise als 95% oder 99% gesetzt wird,
mathematisch ausgedrückt ist der VaR das Quantil der Verteilung der Wertänderungen
des Portfolios (vgl. hierzu die Ausführungen in Abschnitt 5.1).
Um den VaR auszurechnen, gibt es drei Hauptansätze:
Im Varianz-Kovarianz-Ansatz werden Risikofaktoren (also absolute oder relative Än-
derungen bewertungsrelevanter Marktparameter) als normalverteilt modelliert. Unter-
stellt man ferner einen linearisierten Zusammenhang zwischen Risikofaktoren (hier als
(eindimensionale) Zufallsvariablen zu verstehen) und Portfoliowertänderungen, d. h.

P&L = Δ · RΔt (Δt = Haltedauer),

so folgt wiederum für die induzierte Verteilung der Portfoliowertänderungen, dass die-
se eine Normalverteilung ist. Erweitert man diese Annahme zu einer Entwicklung zwei-
ten Grades, d. h.

P&L = Δ · RΔt + 0,5 · R2Δt · Γ,
so ergibt sich wiederum eine mögliche analytische Lösung, die resultierende induzierte
Verteilung ist eine Mischung aus normalverteilten und sog. nichtzentral-χ2-verteilten
Zufallsvariablen. Zur konkreten Berechnung des Quantils kommen an dieser Stelle
numerische Verfahren wie bspw. Fourier-Transformation aber auch Approximationen
(bspw. Cornish-Fisher-Erweiterung) zum Einsatz.
Das zweite Verfahren versucht, die einschränkenden Restriktionen für die Wertände-
rungsfunktion weiter zu fassen. Hierbei wird – soweit aus Performanzgesichtspunkten
möglich – die theoretische Bewertungsfunktion PV(·) (insbesondere ohne Taylorappro-
ximation) genutzt und auf eine große Anzahl von unter einer Verteilungsannahme si-
mulierten Szenarien angewandt. Dieses Verfahren wird als Monte-Carlo-Simulation
bezeichnet.
Im dritten Verfahren werden die historisch beobachteten Realisationen der Risikofakto-
ren benutzt und damit Realisationen von Portfoliowerten bestimmt. Dieses Verfahren
wird als Historische Simulation bezeichnet.
Im zweiten und dritten Verfahren wird zur Bestimmung des Quantils die empirische
Quantilfunktion genutzt, vgl. hierzu die Ausführungen in Abschnitt 5.1.

Erweiterung des Fokus: Incremental Risk Charge und Event Risk

In jüngerer Zeit wachsen die aufsichtlichen Anforderungen und erwarten die Einbezie-
hung weiterer Aspekte in die Modellierung der Marktrisiken für das Handelsbuch. So
wird verlangt, dass auch die aus Handelsgeschäften resultierenden Risiken für Emit-
tenten im Sinne einer Kreditrisikomodellierung berechnet werden. Dies betrifft Risiken
aus Migrationen wie aus Ausfall des Emittenten und damit verbundene Wertänderun-
gen. Auch sprunghafte Risiken (bspw. aus Corporate Actions, Merger / Arbitrage etc.)
sollen Berücksichtigung im Risiko finden. Hierzu werden derzeit in Literatur und Pra-
xis verschiedene Ansätze diskutiert. Eine Variante ist es, den Prozess für St um eine
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Sprungkomponente Jt zu erweitern:

dSt = μdt + σt dWt + Jt.

Stresstests und Szenarioanalysen

In die Verteilungsannahme der Risikofaktoren gehen verschiedene Annahmen ein, zur
Schätzung der Verteilungsparameter wiederum sind eine möglichst große Anzahl von
Beobachtungen notwendig. Dies bedeutet, dass punktuell auftretende extreme Ereignis-
se möglicherweise in der rein stochastischen Vorgehensweise unterrepräsentiert sind.
Darüber hinaus liegt in jedem interferenziellen Verfahren die Schwäche begründet, dass
diese Verteilungsannahmen im Wesentlichen die Vergangenheit widerspiegeln, sich Fi-
nanzmärkte jedoch in rasantem Tempoweiter entwickeln. Es entstehen teilweise Blasen,
die auch wieder in sich zusammen fallen usw. Typische Beispiele sind hier die Finanz-
krise 2007 bis 2009 oder auch das Platzen der "New Economy" Anfang der 2000er.
Daher haben sogenannte Stresstests Konjunktur, bei denen der Risikocontroller die Po-
sition einem extremen aber dennoch nicht unplausiblen Szenario in Form einer be-
stimmten Risikofaktorkonstellation aussetzt und die Auswirkungen auf den Wert des
Portfolios beobachtet.
Bei Stresstests lassen sich verschiedene Strömungen beobachten: So übertragen die
sog. "historischen Stresstests" bedeutende Risikofaktorkonstellationen der Vergangen-
heit auf das aktuelle Portfolio während bei "hypothetischen Stresstests" projizierte zu-
künftige Szenarien, zumeist auf Expertenschätzungen beruhend, durchgeführt werden.
Die in der Diskussion in Akademie und Praxis zuletzt aufgenommene Art der inver-
sen Stresstests sucht ausgehend vom aktuellen Portfolio Risikofaktorkonstellationen,
welche einen hohen Verlust begründen. Hier sind insbesondere fortbestandsgefährden-
de Szenarien gesucht. Dies ist sicherlich konzeptionell die herausforderndste Art von
Stresstests und ein möglicher Ansatz, dieses Problem aufzustellen, kann wie folgt aus-
sehen: Gesucht ist die Menge aller Ereignisse, für die gilt:

{ω ∈ Ω : P&L(ω) ≤ K}.

Die Schranke K kann dabei beispielsweise der o. g. VaR sein.

Zusammenfassung und Ausblick

Seit Ende der 1990er haben sich quantitative Methoden als integraler Bestandteil der
Risikomessung und -steuerung etablieren können. Diese sind heute aus den modernen
Finanzinstituten nicht mehr weg zu denken. Dabei hat die Komplexität sowohl der Be-
wertungsmodelle als auch der Risikomodelle kontinuierlich zugenommen, um die Rea-
lität noch besser abbilden und verstehen zu können. Für Risiken aus dem Handelsbuch
haben sich insbesondere die Risikomaße Value at Risk aber auch Stresstests verbreitet.
Es steht zu erwarten, dass diese Entwicklung weiter anhält, dabei ist neben dem
mathematisch-quantitativen Sachverstand ein ökonomisches Verständnis der Produk-
te und Handelsstrategien unerlässlich.
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Aus der Praxis:
Bewertung illiquider Finanzinstrumente, Stephan Bellarz, DZ BANK AG, Frankfurt

Kreditinstitute müssen Finanzinstrumente wie Aktien, Anleihen, Fondsanteile und De-
rivate mit dem Marktwert (Fair Value) bewerten. Der Fair Value entspricht dabei dem
Preis, den zwei Marktteilnehmer für den Verkauf des Instrumentes vereinbart haben.
Dabei wird unterstellt, dass alle verfügbaren Marktinformationen verarbeitet sind und
die Transaktion nicht aus einer Notsituation entstanden ist. In liquidenMärkten werden
Marktwerte aus Kursnotierungen an der Börse oder von externen Preisdatenanbietern
herangezogen.
Seit Beginn der Finanzkrise 2007 führte der Zusammenbruch des Primär- und Se-
kundärmarktes dazu, dass eine marktnahe Bewertung für viele Finanzinstrumente (z.
B. ABS-Positionen) nicht mehr möglich war. Durch fehlende Geschäftstransaktionen
konnten keine zuverlässigen Marktpreise beobachtet werden. Um für diese illiquiden
Finanzinstrumente einen fairen Wert zu ermitteln, müssen geeignete Bewertungsmo-
delle angewendet und die Bewertungsparameter geschätzt werden.
Für die Bewertung werden die zukünftigen Zins- und Kapitalzahlungen pro Laufzeit-
band risikoadäquat abgezinst. Dabei sind insbesondere asymmetrische Zahlungsprofile
wie Kündigungsrechte oder Subordination zu beachten.
Der laufzeitspezifische Diskontierungssatz hat das Bonitätsrisiko des Finanzinstrumen-
tes angemessen zu berücksichtigen. Mit Hilfe einer Credit Spread-Kurve kann das lauf-
zeitspezifische Bonitätsrisiko erfasst werden. Die Credit Spread-Kurve setzt sich aus
einem allgemeinen und einem spezifischen Credit Spread zusammen. Der allgemeine
Credit Spread beschreibt das Bonitätsrisiko eines spezifischen Segmentes. Das Segment
wird durch die Parameter Assetklasse, Rating, Restlaufzeit und Region klassifiziert. Der
spezifische Credit Spread definiert das Residualrisiko, dass sich der Wert eines Finanz-
instruments mehr oder weniger stark als das jeweilige Segment ändert.
Die Schätzung der Credit Spread-Kurve muss für jede Bonitätsklasse vor dem Hinter-
grund des illiquidenMarktumfeldes und unter Berücksichtigung der Eigenschaften der
einzelnen Segmente erfolgen. Die Auswirkungen regionaler bzw. Asset-spezifischer Be-
sonderheiten auf das Bonitätsrisiko sind gesondert zu erfassen. So sollte beispielsweise
das Bonitätsrisiko spanischer RMBS-Positionen nicht durch europäische RMBS-Spreads
erfasst werden. Es ist eine eigene Credit Spread-Kurve zu bilden.
In illiquiden Märkten orientiert sich die Methodik zur Herleitung der Bewertungspara-
meter grundsätzlich an den zur Verfügung stehenden Marktdaten. In der Finanzkrise
war zu beobachten, dass nur noch Segmentemit guter Bonitätseinstufung über eine aus-
reichende Liquidität verfügten. Daher wird dieses Segment als Ausgangsbasis für die
Herleitung der Credit Spread-Kurven aller Bonitätsklassen genutzt. Für die segment-
spezifische AAA-Kurve werden im ersten Schritt geeignete Laufzeitbänder definiert.
Danach werden jedem Laufzeitband geeignete Emissionsspreads zugeordnet. Für eine
vorgegebene Mindestanzahl an Datenpunkten wird ein Durchschnitt bestimmt, wobei
Datenausreißer zu eliminieren sind (z. B. durch eine Medianberechnung). Liegen keine
ausreichenden Daten pro Laufzeitband vor, werden diese inter- oder an Randpunkten
extrapoliert.
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Für die Segmente mit einer schlechteren Bonitätseinstufung liegen häufig keine ausrei-
chenden Daten vor, so dass keine Kurve generiert werden kann. Daher ist das Verfah-
ren anzupassen. Mit Hilfe eines geeigneten statistischen Verfahrens (z. B. Methode der
kleinsten Quadrate) wird eine Gerade durch die liquide AAA-Kurve gelegt werden, um
das Bonitätsrisiko in Abhängigkeit der Zeit zu schätzen. Danach wird durch eine Par-
allelverschiebung der AAA-Spreadgeraden das erhöhte Bonitätsrisiko der niedrigeren
Ratingklasse erfasst. Analog zur bisherigen Vorgehensweise werden die durchschnittli-
chen Credit Spreads für noch liquide Stützstellen berechnet. Der Abstand des Median-
punktes zum entsprechenden Datenpunkt der AAA-Spreadgeraden ist dann das Maß
der Parallelverschiebung der AAA-Spreadgerade.
Bei sehr illiquiden Segmenten können teilweise keine verlässlichenMarktdaten verwen-
det werden, so dass zur Herleitung des Abstandes der Kurven andere vergleichbare
Segmente herangezogen werden. So wird beispielsweise für bestimmte illiquide Seg-
mente ein Benchmarksektor verwendet, um den bonitätsspezifischen Spreadabstand
pro Datenstützstelle näherungsweise zu definieren.
Zusammenfassend bleibt festzuhalten, dass eine Bewertung illiquider Produkte in der
Praxis sehr schwierig ist. Bei der Auswahl des Bewertungsmodells sind die einzelnen
Produktformen für die Generierung der Zahlungsströme zu beachten. Die relevanten
Bewertungsparameter sind aus noch liquiden Marktsegmenten abzuleiten. Insbeson-
dere für schlechte Bonitätsklassen führen die Näherungsverfahren zu Bewertungsun-
sicherheiten, die durch einen Bewertungsabschlag (Modellreserve) zu berücksichtigen
sind.





Kapitel 6

Rating-Verfahren

6.1 Grundlagen

Zur Einschätzung der Kreditwürdigkeit von Geschäftspartnern und Kunden verwen-
den Finanzinstitute statistische Modelle, die eine Aussage über die Höhe des Ausfall-
risikos (d. h. der Ausfallwahrscheinlichkeit (PD)) liefern. In Kapitel 5 haben wir das
Merton-Modell zur Schätzung von Ausfallwahrscheinlichkeiten kennen gelernt. Die-
ser Ansatz setzt jedoch voraus, dass der Aktienkurs und auch dessen Volatilität der
einzuschätzenden Adresse vorgegeben sind. Soll dagegen die Ausfallwahrscheinlich-
keit einer Privatperson, eines nicht börsengehandelten Unternehmens oder eines sons-
tigen Kreditnehmers ermittelt werden, so kommen häufig statistische Verfahren zum
Einsatz, die unter der Bezeichnung Rating-Verfahren oder Scoring-Verfahren bekannt
sind. Das Ziel dieser Verfahren, die im Folgenden dargestellt werden, besteht darin,
eine Aussage über die Ausfallwahrscheinlichkeit innerhalb eines vorgegebenen Zeitho-
rizonts (typischerweise ein Jahr) zu treffen; Aussagen über die Höhe des bei Ausfall
entstehenden Schadens erfordern zusätzliche Überlegungen. Eine weiterführende Dar-
stellung der hier behandelten Sachverhalte findet sich in [16], [11] und in [36].
Rating-Verfahren bilden einen wichtigen Bestandteil des Kreditrisikomanagements von
Finanzinstitutionen, da sie eine objektive Einschätzung sowie systematische Überwa-
chung und Begrenzung von Kreditrisiken ermöglichen. Jedes Rating-Verfahren stützt
sich auf gewisse bonitätsrelevante Informationen. Deren Auswahl hängt davon ab, wel-
che Art von Kreditnehmer betrachtet werden soll:

1. Handelt es sich um ein Unternehmen, so werden Kennzahlen aus einer Bilanzana-
lyse herangezogen, um die Ertragslage, das Vermögen, die Verschuldung sowie die
Liquidität des Unternehmens zu beurteilen. Mit diesen sog. hard facts wird die
finanzielle Situation des Unternehmens transparent gemacht; allerdings beziehen
sich Bilanzinformationen immer auf die Vergangenheit. Um auch eine Einschätzung
über die künftige Entwicklung geben zu können, werden die hard facts durch sog.
soft facts ergänzt; dabei handelt es sich um Bewertungen der Managementqualität,
der Geschäftsaussichten, der Unternehmensplanung, der eventuellen Unterstützung
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durch eineMuttergesellschaft usw. Die Beurteilung der soft facts erfolgt meist mittels
eines Punktesystems.

2. Nicht alle Kreditnehmer erstellen eine regelmäßige Bilanz. Bei Privatpersonen bspw.
stützt sich die Bonitätsanalyse auf Angaben über Einkommens- und Vermögensver-
hältnisse und weitere Angaben wie Wohnort, berufliche Situation, Bürgen usw.

3. Es gibt auch Fälle, in denen sich die Bonitätseinschätzung nicht auf eine bestimmte
Adresse, sondern auf eine komplexe Projektfinanzierung, etwa ein großes Bauvorha-
ben, bezieht. Dann sind weitere Informationen zu berücksichtigen, etwa über die zu
erwartenden Baukosten, die geplanten Mieterträge usw.

4. Schließlich gibt es noch den Fall, dass ein Kredit an eine staatliche Institution, eine
Kommune oder ein Land vergeben werden soll. In diesem Fall ist das Kreditrisiko
von der Haushaltssituation, dem Steueraufkommen, der wirtschaftlichen Entwick-
lung und eventuell bestehender Haftungsregeln oder Garantien bestimmt.

Die Auswahl der Informationen beginnt immer damit, dass zunächst alle prinzipiell in
Frage kommenden Merkmale, die zur Bonitätseinschätzung relevant sein könnten, in
einer sog. long list gesammelt werden. Dabei ist zu unterscheiden zwischenmetrischen
Merkmalen, also solchen, die als (reelle) Zahlenwerte gemessen werden (meist in Form
von Verhältniszahlen) und kategorialen Merkmalen, also solchen, die einem Wert aus
einer vorgegeben Bewertungsskala entsprechen.

Beispiel 6.1
Mögliche Beispiele für metrische Merkmale aus einer Bilanzanalyse sind

• Eigenkapital / Bilanzsumme bzw. Fremdkapital / Bilanzsumme,

• Barmittel / kurzfristige Verbindlichkeiten,

• (Nettoumsatz - Materialkosten)/ Personalkosten,

• Ertrag / Bilanzsumme.

Beispiele für kategoriale Merkmale sind

• Managementqualität bzw. Qualität des Jahresabschlusses (Note von 1 bis 6),

• Branchensituation (gut – mittel – schlecht),

• Standort (Land).

Aus der long list werden als nächstes alle Merkmale aussortiert, die nicht die geforderte
Qualität haben (z. B. weil die Daten teilweise fehlen oder unzuverlässig erscheinen).
Auch Merkmale, die sich aus bereits ausgewählten anderen Größen ableiten lassen,
werden aussortiert, um redundante Informationen zu vermeiden.
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Das entscheidende weitere Selektionskriterium besteht darin, nur solche Daten zu ver-
wenden, die eine hohe Trennschärfe aufweisen. Damit ist gemeint, dass basierend auf
historischen Analysen nur diejenigen Merkmale in die engere Auswahl gelangen, an-
hand derer sich ein späterer Ausfall des Kreditnehmers mit besonders hoher Treffsi-
cherheit vorhersagen lässt. Die Trennschärfe wird mit bestimmten Gütekriterien beur-
teilt, auf die wir im nächsten Abschnitt eingehen.
Nachdem die Merkmale der long list anhand der genannten Kriterien reduziert wur-
den, verbleibt eine short list von Merkmalen, mit denen weiter gearbeitet wird.

6.2 Gütekriterien zur Trennschärfe

Ein Bonitätsmerkmal, das zum Zeitpunkt t für eine bestimmte Adresse erhoben wird,
soll darüber Auskunft geben, ob die Adresse zum Zeitpunkt t+ 1 ausgefallen sein wird
oder nicht. Je zuverlässiger diese Auskunft ist, umso trennschärfer ist das Merkmal. Die
Trennschärfe von Merkmalen wird mit verschiedenen Kennzahlen aus der beschreiben-
den Statistik gemessen. Dazu gehören u. a. der Gini-Koeffizient oder die Area Under
Curve (AUC). Solche Kennziffern werden aus graphischen Darstellungen abgeleitet, die
als Power-Curves bekannt sind.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass ein bestimmtes Merkmal auf Trennschärfe
untersucht werden soll. Zur Vereinfachung der Darstellung unterstellen wir, dass die
möglichen Werte x des Merkmals in der Menge {1, . . . ,K} liegen. Es ist stets möglich,
stetige oder kategoriale Merkmale durch geeignete Transformationen so umzuformen,
dass diese Annahme erfüllt ist. Des Weiteren unterstellen wir die Hypothese, dass die
Bonität mit zunehmendemWert des Merkmals besser wird; der Wert 1 entspricht daher
den Adressen mit der geringsten Bonitätseinstufung.

Um unsere Hypothese zu überprüfen, betrachten wir ein bestimmtes Testportfolio von
Geschäften (eine sog. Entwicklungsstichprobe), bei der zu einem Zeitpunkt t in der Ver-
gangenheit für jede Adresse der Wert des zu untersuchenden Merkmals festgestellt
wurde. Zum Zeitpunkt t + 1, der ebenfalls in der Vergangenheit liege, wurde dann
untersucht, welcher Anteil der Adressen ausgefallen ist und wie die ursprünglich ge-
messenen Merkmalswerte auf dem ausgefallenen bzw. den nicht ausgefallenen Teil der
Stichprobe verteilt sind. Dies wird – je nach Datenverfügbarkeit – über mehrere vergan-
gene Perioden hinweg wiederholt. Dabei wir vorausgesetzt, dass die Ausfallereignisse
stochastisch unabhängig voneinander sind.
Angenommen, die Entwicklungsstichprobe bestand aus n Adressen, von denen die An-
zahl m in t+ 1 ausgefallen waren. Die folgende Grafik zeigt die Verteilungen der Merk-
malswerte (x ∈ {1, . . . ,K}) (mit K = 10) bzgl. der ausgefallenen Adressen (links) und
der nicht ausgefallenen Adressen (rechts). Da sich die Verteilungen kaum überlappen,
kann unterstellt werden, dass das Merkmal insofern trennscharf ist, als dass schlechte
Adressen (dies sind solche, die ausgefallen sind) systematisch kleinere Merkmalswerte
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hatten als die guten Adressen (solche, die nicht ausgefallen sind). Wenn sich die beiden
Verteilungen deutlich überlappen, so ist eine geringere Trennschärfe vorhanden.

2 4 6 8 10
x

0.1

0.2

0.3
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Adressen

gute
Adressen

Abbildung 53: Verteilung der Merkmalswerte

Im Rahmen der Diskriminanzanalyse werden Verfahren hergeleitet, mit denen ein op-
timaler Schwellenwert c bestimmt werden kann, mit der Eigenschaft, dass eine Adresse
mit einem Merkmalswert kleiner oder gleich c mit hoher Wahrscheinlichkeit innerhalb
eines Jahres ausfallen wird und dass eine Adresse mit einem Merkmalswert größer als
c mit hoher Wahrscheinlichkeit innerhalb eines Jahres nicht ausfallen wird. Das Krite-
rium für die Wahl von c wird dabei so festgelegt, dass der Gesamtfehler, der sich aus
dem Fehler 1. Art und dem Fehler 2. Art zusammensetzt, möglichst gering ist. Dabei gilt

Fehler 1. Art = Wahrscheinlichkeit, dass eine schlechte Adresse einen Merkmalswert

größer als c erhält.

Fehler 2. Art = Wahrscheinlichkeit, dass eine gute Adresse einen Merkmalswert

kleiner gleich c erhält.

Für die weiteren Überlegungen spielt der Schwellenwert c keine Rolle. Vielmehr geht
es uns darum, geeignete Maße für die Trennschärfe von Merkmalen zu definieren.
Dazu führen wir die beiden folgenden bedingten Verteilungsfunktionen ein (das zu
Grunde liegende Wahrscheinlichkeitsmaß wird hier mit P bezeichnet):

F(x) = P(Merkmalswert (Adresse) ≤ x | Adresse ist gut),
G(x) = P(Merkmalswert (Adresse) ≤ x | Adresse ist schlecht).

In einem Diagramm werden nun für jeden Wert x ∈ {1, . . . ,K} die Punkte (F(x),G(x))
eingetragen und miteinander verbunden. Zusätzlich wird (0,0) mit (F(1),G(1)) ver-
bunden. Die entstehende Kurve heißt Receiver Operating Characteristic (ROC).
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Abbildung 54: ROC-Kurve

Die ROC-Kurve verläuft monoton wachsend von (0,0) nach (1,1). Das betrachtete
Merkmal hat die maximal mögliche Trennschärfe, wenn alle ausgefallenen Adressen
denMerkmalswert 1 erhalten und alle nicht ausgefallenen Adressen größereMerkmals-
werte. In diesem Fall würde die Kurve von (0,0) vertikal nach (0,1) verlaufen und dann
horizontal bis (1,1). Haben ausgefallene Adressen auch höhere Merkmalswerte erhal-
ten und nicht ausgefallene Adressen den Wert 1, so ist die Trennschärfe geringer; die
ROC-Kurve steigt dann zunächst weniger steil an und erreicht die Höhe 1 erst später.
Eine "minimale" Trennschärfe liegt vor, wenn die Verteilungen der Merkmalswerte für
schlechte und gute Adressen zusammenfallen. In diesem Fall ist F(x) = G(x) für alle x,
die ROC-Kurve also gleich der Winkelhalbierenden im 1. Quadranten.
Mit Hilfe von ROC-Kurven können verschiedene Merkmale in Bezug auf ihre Trenn-
schärfe miteinander verglichen werden. Zunächst sollten die ROC-Kurven immer ober-
halb der Winkelhalbierenden verlaufen. Beim Vergleich zweier ROC-Kurven kann sich
herausstellen, dass beide Kurven in unterschiedlichen Bereichen verschieden stark an-
steigen und sich ein- oder mehrfach schneiden. Um einen Vergleich der Trennschärfe
zweier Merkmale über alle Merkmalswerte {1, . . . ,K} hinweg durchzuführen, muss der
"gesamte Verlauf" der ROC-Kurven analysiert werden. Dasjenige Merkmal, bei dem die
Fläche zwischen der ROC-Kurve und der Winkelhalbierenden im Verhältnis zur Ge-
samtfläche oberhalb der Winkelhalbierenden den größeren Wert hat, besitzt die größere
Trennschärfe in Bezug auf die betrachtete Entwicklungsstichprobe. Anschaulich weist
die ROC-Kurve des trennschärferen Merkmals eine stärkere "Bauchform" auf. Das be-
trachtete Verhältnis ist der sog. Gini-Koeffizient (auch Accuracy Ratio (AR genannt))
und ist formal definiert als

Gini-Koeffizient =
FlächeA

FlächeA + FlächeB
. (6.1)

Beachten Sie, dass gilt: Fläche A + Fläche B = 0,5. Je näher der Gini-Koeffizient an 1
liegt, umso trennschärfer ist das Merkmal.
Der Gini-Koeffizient kann auch so interpretiert werden, dass die Fläche zwischen der
gegebenen ROC-Kurve und der ROC-Kurve mit der geringst möglichen Trennschärfe
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(die Winkelhalbierende) ins Verhältnis gesetzt wird zur Fläche zwischen der idealen
ROC-Kurve (die horizontale Linie von (0,1) nach (1,1)) und der Winkelhalbierenden.
Es wird also gemessen, wo sich die gegebene ROC-Kurve im Vergleich zu den beiden
Extremfällen befindet.
Neben der ROC-Kurve wird häufig auch eine weitere Kurve betrachtet, die den Na-
men Cumulative Accuracy Profile (CAP) trägt. Zur Definition der CAP-Kurve wird die
Verteilungsfunktion

H(x) := P(Merkmalswert ≤ x)

benötigt, die die Wahrscheinlichkeit angibt, dass ein Merkmalswert einer beliebigen
Adresse kleiner oder gleich x ist.
Es werden nun alle Punkte (H(x),G(x)) für x ∈ {1, . . . ,K} in ein Diagramm eingezeich-
net und miteinander verbunden. Der Punkt (0,0) wird mit (H(1),G(1)) verbunden. Im
Ergebnis ergibt sich wiederum eine ansteigende, von (0,0) nach (1,1) verlaufende Kur-
ve oberhalb der Winkelhalbierenden (siehe Abbildung 55).
Bei einemMerkmal mit maximaler Trennschärfe fallen alle Adressen mit Merkmalswert
1 aus und es kommen für größere Merkmalswerte keine weiteren Ausfälle mehr hinzu.
Hat der Anteil aller Ausfälle in der Entwicklungsstichprobe den Wert p0 ∈ (0;1), so
gilt im betrachteten Fall offensichtlich H(1) = p0 und G(x) = 1 für alle x ∈ {1, . . . ,K}.
Die CAP-Kurve verläuft dann geradlinig von (0,0) nach (p0,1) und dann horizontal bis
zum Punkt (1,1).

Übung 6.1 Begründen Sie die oben getroffenen Aussagen zur CAP-Kurve eines Merkmals
mit maximaler Trennschärfe. Zeigen Sie, dass die Steigung der CAP-Kurve im Punkt (0,0) in
diesem Fall gerade dem Wert 1/p0 entspricht.

Beachten Sie, dass der Verlauf der CAP-Kurve offensichtlich von der Ausfallwahr-
scheinlichkeit p0 in der Entwicklungsstichprobe abhängt. Für verschiedene Portfolien
sind daher auch verschiedene CAP-Kurven für ein vorgegebenes Merkmal zu erwar-
ten. Es macht daher keinen Sinn, CAP-Kurven (und die später daraus abzuleitenden
Gini-Koeffizienten) über verschiedene Portfolien hinweg miteinander zu vergleichen!
Die nachfolgende Abbildung zeigt den typischen Verlauf einer CAP-Kurve (hier im Fall
n = 1.000 mit m = 300 Ausfällen; mittlere Kurve). Bei einem Merkmal mit nicht maxi-
maler Trennschärfe ist der Anstieg im Punkt (0,0) geringer als 1/p0, weil sich nicht alle
ausgefallenen Adressen unter denjenigen mit Merkmalswert 1 befinden – es fallen auch
Adressen mit höheren Merkmalswerten aus. Die Kurve erreicht die Höhe 1 daher wei-
ter rechts als bei einem Merkmal mit maximaler Trennschärfe (obere Kurve). Hat das
Modell eine minimale Trennschärfe, so stimmen die Verteilungen H(x) und G(x) für
alle Werte von x überein – die Verteilung der Merkmalswerte wird nicht durch dadurch
beeinflusst, ob es sich um eine gute oder eine schlechte Adresse handelt. Somit ist die
CAP-Kurve dann gleich der Winkelhalbierenden des 1. Quadranten.
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Abbildung 55: CAP-Kurve

Der Gini-Koeffizient eines gegebenen Merkmals kann auch mittels der zugehörigen
CAP-Kurve berechnet werden, und zwar wiederum als das Verhältnis der Fläche zwi-
schen der gegebenen CAP-Kurve und der CAP-Kurve mit der geringst möglichen
Trennschärfe (die Winkelhalbierende) zur Fläche zwischen der idealen CAP-Kurve und
der Winkelhalbierenden. Die Formel (6.1) gilt auch in diesem Fall und es ergibt sich der
gleiche Zahlenwert wie bei der Berechnung anhand der ROC-Kurve des Merkmals.
Neben dem Gini-Koeffizienten ist die Area Under Curve (AUC) eine Kennzahl zur Be-
urteilung der Trennschärfe. Sie wird wie folgt über die ROC-Kurve definiert:

AUC := FlächeA + Fläche unter der Winkelhalbierenden. (6.2)

Offenbar gilt AUC = FlächeA+ 0,5 und 0,5 ≤ AUC ≤ 1. Je höher der Wert von AUC,
umso trennschärfer ist das betrachtete Merkmal. Ferner gilt die Beziehung

Gini− Koe f f izient = 2 · AUC− 1.

Übung 6.2 Begründen Sie diese Formel.

Es lässt sich zeigen, dass der Wert AUC für ein Portfolio mit n Adressen, m schlechten
Adressen und k := n−m guten Adressen auch wie folgt berechnet werden kann

AUC =
1

k ·m ·
k

∑
i=1

m

∑
j=1

u(xi,yj), (6.3)

wobei xi die Merkmalswerte der guten Adressen sind, yj die Merkmalswerte der
schlechten Adressen und

u(xi,yj) :=

⎧⎨⎩
1, falls xi > yj
0,5, falls xi = yj
0, falls xi < yj.
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Der in (6.3) auf der rechten Seite auftretende Term (die sog. Mann-Whitney-Statistik)
lässt sich so interpretieren, dass AUC für alle möglichen Kombinationen von jeweils ei-
ner guten und einer schlechten Adresse den Anteil derjenigen Kombinationen zählt, bei
denen die gute Adresse korrekterweise einen höheren Merkmalswert als die schlechte
Adresse erhalten hat (die entspricht dem Fall u(xi,yj) = 1).

Beispiel 6.2 In einem Portfolio mit n = 1.000 Adressen kommt jeder Merkmalswert aus der
Menge {1, . . . ,4} genau 250mal vor. Es gebe 170 Ausfälle mit Merkmalswert 1, 80 Ausfälle mit
Merkmalswert 2, 40 Ausfälle mit Merkmalswert 3 und 10 Ausfälle mit Merkmalswert 4.
Ist dieses Merkmal trennscharf, wenn als Gütekriterium die Bedingung AUC > 70% gilt? Wie
ist der Wert des Gini-Koeffizienten?

Antwort:Wir haben k = 700 gute Adressen und m = 300 schlechte Adressen. Wie viele Paare
(xi,yj) mit xi > yj gibt es?
Es gibt 240 · (170+ 80+ 40) Paare der Form (xi,yj) ∈ {(4,3), (4,2), (4,1)}, wobei die Paa-
re aus jeweils einer guten Adresse (xi-Wert) und einer schlechten Adresse (yi-Wert) bestehen.
Entsprechend gibt es 210 · (170+ 80) Paare der Form (xi,yj) ∈ {(3,2), (3,1)} und 170 · 170
Paare der Form (xi,yj) = (2,1). Ferner gibt es 240 · 10+ 210 · 40+ 170 · 80+ 80 · 170 Paare
der Form (xi,yj) mit xi = yj. Die Mann-Whitney-Statistik hat somit den Zahlenwert

240 · 290+ 210 · 250+ 170 · 170+ 0,5 · (2.400+ 8.400+ 13.600+ 13.600)
700 · 300 ≈ 80,95%.

Das Merkmal ist also wegen AUC ≈ 80,95% trennscharf und der Gini-Koeffizient ist 61,90%.

Zur Anwendung der genannten Kenngrößen in der Praxis finden Sie in [16] zahlreiche
Hinweise und Beispiele.

6.3 Schätzung von Ausfallwahrscheinlichkeiten

Die Anwendung der im vorangegangenen Abschnitt verwendeten Gütekriterien führt
auf eine Auswahl vonMerkmalen (die short list), welche für die Schätzung von Ausfall-
wahrscheinlichkeiten in einem gegebenen Portfolio mit n Adressen zum Einsatz kom-
men können. Es seien

x1,j,t, . . . ,xn,j,t, j ∈ {1, . . . , p}
die Werte der Merkmale der short list zu einem Zeitpunkt t, wobei also für jede der
n Adressen p Merkmalswerte erhoben werden. Diese Merkmalswerte, auch Regresso-
ren oder erklärende Variablen genannt, sollen verwendet werden, um einen Schätzwert
für die unbekannte (zufällige) Ausfallwahrscheinlichkeit (bezogen auf einen gegebenen
Zeitraum von einem Jahr) einer jeden Adresse zu berechnen. Dabei wird der Ansatz

PDi,t+1 = F(β0 + β1 · xi,1,t + . . .+ βp · xi,p,t)
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für die (auf die Merkmalswerte bedingte) Wahrscheinlichkeit PDi,t+1 eines Ausfalls der
Adresse i zwischen t und t + 1 gemacht. Es ist F eine noch näher zu spezifizierende
Funktion (mit Werten in [0;1]) und es sind β0, . . . ,βp die Regressions-Koeffizienten, wel-
che anhand einer Entwicklungsstichprobe statistisch zu schätzen sind. Die Schätzung
wird dabei so durchgeführt, dass bezogen auf die Entwicklungsstichprobe, bei der die
Ausfälle und Nichtausfälle in t+ 1 ja bekannt sind, eine möglichst treffsichere Prognose
der Ausfallwahrscheinlichkeit (0 für die guten Adressen, 1 für die schlechten Adressen)
vorliegt (im Idealfall über mehrere aufeinander folgende Perioden hinweg).
Wir nehmenwieder an, dass dieMerkmalswerte so skaliert sind, dass eine Zunahme der
Werte zu besseren Bonitätseinstufungen (also geringeren Ausfallwahrscheinlichkeiten)
führt. Beachten Sie, dass dies im Falle einer monoton wachsenden Funktion F(x) (siehe
die nachfolgenden gängigen Beispiel) dadurch erreicht wird, dass die Koeffizienten β j
für j ∈ {1, . . . , p} negative Zahlen sind.

• F(x) = Φ(x) (Probit-Modell),

• F(x) = ex
1+ex (logistisches Modell oder Logit-Modell).
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Abbildung 56: Φ(x) und ex
1+ex

Die Funktion des logistischen Modells zeigt in den Randbereichen eine größere Stei-
gung, d. h. es ergibt sich eine stärkere Differenzierung der Ausfallwahrscheinlichkeiten.
Wir betrachten dieses Modell, das in der Praxis häufig anzutreffen ist, etwas näher: Das
Ziel ist es, die Variablen β0, . . . ,βp statistisch zu schätzen. Dazu schreiben wir

PDi,t+1 = P(1Di,t+1 = 1)

mit der Indikatorvariablen 1Di,t+1 , die genau dann 1 ist, wenn die Adresse i zwischen t
und t+ 1 ausfällt. Folgende Annahme wird getroffen:

Die Indikatorvariablen 1Di,t+1 sind bedingt auf die gegebenen Werte xi,1,t, . . . ,xi,p,t für
i ∈ {1, . . . ,n} stochastisch unabhängig (stochastisch unabhängige Ausfallereignisse).
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Im logistischen Modell gilt die Beziehung

P(1Di,t+1 = 1) = PDi,t+1 =
eβ0+β1·xi,1,t+...+βp ·xi,p,t

1+ eβ0+β1·xi,1,t+...+βp·xi,p,t (6.4)

und daher

P(1Di,t+1 = 1)

P(1Di,t+1 = 0)
= exp(β0) · exp(β1 · xi,1,t) . . . · exp(βp · xi,p,t). (6.5)

Übung 6.3 Bestätigen Sie die Gültigkeit der Gleichung (6.5) im logistischen Modell.

Die linke Seite von Gleichung (6.5) ist das Verhältnis der Wahrscheinlichkeit eines Aus-
falls zur Wahrscheinlichkeit eines Nichtausfalls von Adresse i; diese Größen werden
auch als Chancen (engl. odds) bezeichnet. Der Einfluss des Merkmalswerts xi,j,t auf die
Chance bei einer Erhöhung von xi,j,t um den Wert 1 errechnet sich wegen (6.5) zu

P(1Di,t+1 = 1|xi,j,t + 1)

P(1Di,t+1 = 0|xi,j,t + 1)
/ P(1Di,t+1 = 1|xi,j,t)
P(1Di,t+1 = 0|xi,j,t) = exp(β j).

Die Schätzwerte für β0, . . . ,βp können mit dem aus der Statistik bekannten Maximum-
Likelihood-Prinzip bestimmt werden (vgl. [17]): Ausgehend von den Beobachtungen
der Ausfallereignisse, also den realisiertenWerten ui ∈ {0,1} der Zufallsvariablen 1Di,t+1
für alle n Adressen, berechnen wir zunächst die Wahrscheinlichkeit, dass genau das be-
obachtete Ergebnis von Ausfällen bzw. Nichtausfällen eintritt. DieseWahrscheinlichkeit
ist (wegen der Unabhängigkeitsannahme) gegeben durch

L(β0, . . . ,βp) = f1(1D1,t+1 |β) · . . . · fn(1Dn,t+1 |β) (6.6)

mit β := (β0, . . . ,βp) und

fi(1Di,t+1 |β) := P(1Di,t+1 = 1)ui · (1− P(1Di,t+1 = 1))1−ui .

Begründung: Im Fall 1Di,t+1 = ui = 1 ist fi(1Di,t+1 |β) = P(1Di,t+1 = 1) und im anderen

Fall 1Di,t+1 = ui = 0 ist fi(1Di,t+1 |β) = 1 − P(1Di,t+1 = 1) = P(1Di,t+1 = 0), so dass also
fi(1Di,t+1 |β) genau der Wahrscheinlichkeit des beobachteten Ergebnisses ui für die i-te
Adresse entspricht. Die Multiplikation der Einzelwahrscheinlichkeiten führt zu (6.6).
Das Maximum-Likelihood-Prinzip besagt nun, dass die unbekannten Parameterwerte
β0, . . . ,βp so zu schätzen sind, dass die Wahrscheinlichkeit L(β0, . . . ,βp) den maximalen
Wert annimmt. Dabei ist β0 zunächst noch ein freier Parameter, der später bei der sog.
Kalibrierung festgelegt werden wird. Die so ermittelten Werte sind die "plausibelsten"
Werte, da sie der vorliegenden Beobachtung die größte Plausibilität zuordnen.
Um die Größe L(β0, . . . ,βp), die sog. Likelihood-Funktion zu maximieren, geht man
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zunächst zur (einfacher zu handhabende Funktion) Log-Likelihood-Funktion

ln(L(β0, . . . ,βp)) =
n

∑
i=1

ln( fi(1Di,t+1 |β))

=
n

∑
i=1
(ui · ln(P(1Di,t+1 = 1)) + (1− ui) · ln(1− P(1Di,t+1 = 1)))

über. Die Summe ist von den bekannten Werten ui und xi,j,t (vgl. (6.4)) abhängig.
Die Log-Likelihood-Funktion ist an einer Stelle β̂ = (β̂0, . . . , β̂p) genau dann maximal,
wenn die Likelihood-Funktion dort maximal ist. Dies folgt aus der Tatsache, dass die
Funktion ln streng monoton wachsend ist.
Mit den Hilfsmitteln der Analysis kann (durch Betrachtung der ersten und zweiten Ab-
leitungen der Log-Likelihood-Funktion nach den Größen β j) die Maximalstelle

β̂ = (β̂0, . . . , β̂p)

und damit der Schätzwert für jeden Parameter β j gefunden werden. In der Praxis wird
dieses Maximierungsproblem mit numerischen Methoden, die in den einschlägigen
Statistik-Programmpaketen implementiert sind, gelöst.
Als Ergebnis unserer Betrachtungen erhalten wir schließlich den Rating-Score

Si,t := β̂0 + β̂1 · xi,1,t + . . . β̂p · xi,p,t, (6.7)

der für jede Adresse i mit gegebenen Merkmalswerten xi,j,t zum Zeitpunkt t eine Prog-
nose der einjährigen Ausfallwahrscheinlichkeit in der Form

PDi,t+1 =
eSi,t

1+ eSi,t
(6.8)

ermöglicht. Die Ausfallwahrscheinlichkeiten in einem von der Entwicklungsstichprobe
abweichenden Portfolio können nicht direkt mit (6.8) geschätzt werden – es muss zuvor
noch eine Kalibrierung durchgeführt werden (siehe unten).
Werden die bisher erörterten Verfahren zur Bestimmung von Rating-Scores auf eine
mehrjährige Zeitreihe von Daten aus einer Entwicklungsstichprobe (mit unterschied-
liche Konjunkturzyklen) angewendet, so ergeben sich sog. Through-The-Cycle (TTC)-
Ausfallwahrscheinlichkeiten, die im Zeitablauf nur wenig schwanken.
Wenn hingegen in den Rating-Score zusätzlich aktuelle makroökonomische Variablen
(wie Inflationsrate, Arbeitslosenquote, Bruttoinlandsprodukt) einfließen, dann ändern
sich die Ausfallprognosen stärker bei wechselndem konjunkturellen Umfeld. Das Re-
sultat einer solchen dynamischen Ausfallschätzung ist die sog. Point-In-Time (PIT)-
Ausfallwahrscheinlichkeit – sie beinhaltet jeweils künftige Trends. Bezeichnen wir die
makroökonomischen Variablen mit yj,t (sie hängen nicht von den Adressen ab), so
nimmt der Rating-Score die Form

Si,t := β̂0 + β̂1 · xi,1,t + . . .+ β̂p · xi,p,t + γ̂1 · y1,t + . . .+ γ̂q · yq,t
mit den zusätzlichen Schätzwerten γ̂1, . . . , γ̂q an.



288 6 Rating-Verfahren

Beispiel 6.3 (Schätzung der Koeffizienten im logistischen Modell)
Betrachtet wird eine Entwicklungsstichprobe, bei der es sich um ein Portfolio aus n = 5
Adressen handelt, für die zu einem Zeitpunkt t in der Vergangenheit ein bestimmtes metrisches
Merkmal gemessen wurde (p = 1). Zum Zeitpunkt t + 1, der ebenfalls in der Vergangenheit
liegt, wurde für jede der 5 Adressen festgestellt, ob sie ausgefallen waren oder nicht. Das
Ergebnis ist in folgender Tabelle zusammengefasst:

Adresse Merkmalswert xi,1,t in t Ausfall in t+ 1 ui
1 0,2 ja 1
2 0,3 nein 0
3 0,4 nein 0
4 0,6 nein 0
5 0,8 nein 0

Die zugehörige Likelihood-Funktion L(β0,β1) schreibt sich in der Form

L(β0,β1) =
eβ0+0,2·β1

1+ eβ0+0,2·β1 ·
(
1− eβ0+0,3·β1

1+ eβ0+0,3·β1

)
·
(
1− eβ0+0,4·β1

1+ eβ0+0,4·β1

)
·
(
1− eβ0+0,6·β1

1+ eβ0+0,6·β1

)
·
(
1− eβ0+0,8·β1

1+ eβ0+0,8·β1

)
.

Aus den vorliegenden Daten soll ein Rating-Score Si,t := β̂0 + β̂1 · xi,1,t berechnet werden, um
damit Ausfallwahrscheinlichkeiten zu schätzen.
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Abbildung 57: Die Likelihood-Funktion

Offensichtlich nimmt der Wert der Likelihood-Funktion auf einer Kurve, die in etwa durch β1 =
−4 · β0 beschrieben wird, für β0 → ∞ streng monoton wachsend zu und nähert sich dem Wert
1. Ein absolutes Maximum existiert (im Endlichen) nicht. Für die Wahl β̂0 = 11, β̂1 = −44 ist
L(β̂0, β̂1) ≈ 0,81. In diesem Fall lautet der Rating-Score Si,t := 11− 44 · xi,1,t. Damit ergeben
sich dann die folgenden Ausfallwahrscheinlichkeiten:
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Abbildung 58: Ausfallwahrscheinlichkeiten

Die endgültige Auswahl der in den Rating-Score (6.7) einfließenden Merkmale erfolgt
in der Praxis durch einen iterativen Prozess. Ein Merkmal wird nur in den Rating-Score
aufgenommen, wenn sich dadurch die Prognosequalität auf der Entwicklungsstichpro-
be verbessert. Dies bedeutet, dass bei jeder Hinzunahme der Rating-Score zunächst
neu berechnet wird und anschließend die in Abschnitt 6.2 genannten Gütekriterien auf
den gesamten Rating-Score (statt auf einzelne Merkmalswerte) bzgl. der Entwicklungs-
stichprobe angewendet werden. Erhöht sich dabei dann z. B. der Gini-Koeffizient um
einen vorgegebenen Mindestwert, so führt das neue Merkmal zu einer Verbesserung
der Prognosequalität und bleibt fortan Bestandteil des Rating-Scores. Andernfalls wird
das betreffende Merkmal verworfen. Doch dies ist nicht das einzige Kriterium für die
endgültige Verwendung eines bestimmten Merkmals. Wichtig ist u. a. auch, dass das
Merkmal inhaltlich sinnvoll ist und dass keine Abhängigkeit zwischen den verschiede-
nen Merkmalen im Sinne einerMultikollinearität besteht: Multikollinearität bedeutet,
dass sich bestimmte Merkmalswerte aus den übrigen Merkmalswerten ableiten lassen
und daher keine "neuen" bonitätsrelevanten Informationen beitragen.

Ist dieModellbildung abgeschlossen und der Rating-Score bestimmt, so werden die Ein-
flüsse der einzelnen Merkmale auf die geschätzten Ausfallwahrscheinlichkeiten statis-
tisch untersucht. Dabei geht es z. B. um die Frage, ob der Koeffizient β̂ j eines Merkmals
in (6.7) signifikant vom Wert 0 abweicht. Ist dies nicht der Fall, so kann der Merkmals-
wert ausgeschlossen werden. Des Weiteren wird untersucht, welche Auswirkung eine
(geringfügige) Veränderung desWerts xi,j,t auf die Prognose der Ausfallwahrscheinlich-
keit hat. Dazu berechnet man die Ableitung (überprüfen Sie dies!)

∂PDi,t+1
∂xi,j,t

=
∂PDi,t+1
∂Si,t

· ∂Si,t
∂xi,j,t

= PDi,t+1 · (1− PDi,t+1) · β̂ j. (6.9)

Da PDi,t+1 · (1 − PDi,t+1) eine positive Zahl ist, hat der Einfluss des Merkmals xi,j,t ge-
mäß (6.9) das gleiche Vorzeichen wie β̂ j. Bei der Modellplausibilisierung wird erwartet,
dass die Vorzeichen der Merkmalseinflüsse auf die Ausfallwahrscheinlichkeiten öko-
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nomisch sinnvoll erklärbar sind. So sollte bspw. das Merkmal Eigenkapitalquote einen
Einfluss mit negativem Vorzeichen aufweisen.

Kalibrierung

Bei der Schätzung der Parameter β̂ j des Rating-Scores ist zu beachten, dass der Ge-
samtanteil aller Ausfälle in der Entwicklungsstichprobe abweichen kann von der durch-
schnittlichen Ausfallwahrscheinlichkeit (auch central tendency genannt) in denjenigen
Portfolien, auf die Ausfallprognose (6.8) später angewendet werden soll. Dies erklärt
sich z. B. dadurch, dass Entwicklungsstichproben oftmals in einem zentralen Projekt
für mehrere unterschiedliche Finanzinstitute gebildet werden und daher nicht auf die
jeweiligen institutsspezifischen Besonderheiten abgestellt sind; auch enthalten Entwick-
lungsstichproben einen bewusst hohen Anteil an ausgefallenen Adressen, um eine hohe
Trennschärfe zu erreichen. Als Konsequenz ergibt sich die Notwendigkeit, den Rating-
Score aus (6.7) auf dasjenige Portfolio A, für das Ausfallwahrscheinlichkeiten prognos-
tiziert werden sollen, anzupassen.
Ist PDA die (als bekannt vorausgesetzte) central tendency in A, so ist sicherzustellen,
dass bei Anwendung von (6.8) auf alle Adressen in A und Berechnung der mittleren
Ausfallwahrscheinlichkeit der Zielwert PDA herauskommt. Dies kann dadurch erreicht
werden, dass der Parameter β̂0, der im Rating-Score auftritt, passend festgelegt wird
(Kalibrierung). Es lässt sich zeigen, dass der Schätzwert β̂0 durch folgenden Wert zu
ersetzen ist:

β̂0 − ln
(
1− PDA

PDA
· PD∗

E
1− PD∗

E

)
.

Hierbei ist PD∗
E der Anteil der Ausfälle in der Entwicklungsstichprobe.

Üblicherweise werden die Adressen mit ähnlicher Ausfallwahrscheinlichkeit zu sog.
Rating-Klassen zusammengefasst. Solche Rating-Klassen werden z. B. von den Rating-
Agenturen verwendet (vgl. Abschnitt 1.1.2) oder auch von bankinternen Rating-Syste-
men. Die Bandbreite der verschiedenen möglichen Rating-Klassen ist die Rating-Skala,
die aus durchnummerierten Rating-Klassen besteht. Bei der Zuordnung von Ausfall-
wahrscheinlichkeiten zu Rating-Klassen gehen Informationen teilweise verloren, da die
Rating-Klassen eine gröbere Einteilung der Bonitäten als die Ausfallwahrscheinlichkei-
ten beinhalten. Meist werden die Rating-Klassen so gebildet, dass die durchschnittliche
Ausfallwahrscheinlichkeit von einer Rating-Klasse zur nächst schlechteren um einen
konstanten Faktor zunimmt (exponentielle Zunahme der Ausfallwahrscheinlichkeit).
Durch die Einteilung der Adressen in Rating-Klassen sollte sich die durchschnittli-
che Ausfallwahrscheinlichkeit der Gesamtheit aller Adressen nicht verändern und die
Rating-Klassen sollten so gewählt sein, dass in jede Rating-Klasse eine Mindestanzahl
von Adressen eingeordnet wird.

6.4 Validierung

Jedes Modell zur Schätzung von Ausfallwahrscheinlichkeiten muss permanent über-
prüft werden. Man spricht in diesem Kontext von der Validierung des Rating-Modells,
wobei genauer zwischen der Out-of-Sample-Validierung und der Out-of-Time-Vali-
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dierung unterschieden wird. Bei der erst genannten wird zu Beginn der Modellentwick-
lung ein getrenntes Entwicklungs- und ein Validierungsportfolio gebildet. Während
das Entwicklungsportfolio ausschließlich zur Schätzung der Modellparameter dient,
wird die Prognosequalität des fertigenModells dann anhand des Validierungsportfolios
überprüft. Hier ist zu bestätigen, dass das Modell auch bei Portfolien, die mit dem Ent-
wicklungsportfolio nichts zu tun haben, gute Ergebnisse liefern kann. Die Out-of-Time-
Validierung betrachtet die Prognosequaltität anhand eines fest vorgegebenen Portfolios
im Zeitablauf, d. h. es wird die Modellprognose zum Zeitpunkt t mit den tatsächlichen
Ausfallereignissen bis t+ 1 verglichen, und zwar regelmäßig für aufeinander folgende
Zeitintervalle (typischerweise jährlich).

DasHauptproblem bei der Entwicklung undValidierung von Rating-Modellen stellt die
oftmals geringe Anzahl an zur Verfügung stehenden Daten dar, sowohl in Bezug auf die
Anzahl der Kreditnehmer als auch die Länge der Zeitreihen, auf denen die Schätzungen
beruhen. Vor diesemHintergrund kommt der Validierung ein hoher Stellenwert zu. Das
Ziel der (quantitativen) Validierung ist es festzustellen, ob dasModell eine ausreichende

• Kalibrierung,
• Trennschärfe und
• Stabilität

der Schätzungen von Ausfallwahrscheinlichkeiten aufweist.

Die Kalibrierung des Modells ist die korrekte Zuweisung von Ausfallwahrscheinlich-
keiten zu den einzelnen Rating-Klassen. Eine gute Kalibrierung liegt dann vor, wenn
die geschätzten Ausfallwahrscheinlichkeiten nicht signifikant von den beobachteten
Ausfallraten abweichen. Dies kann mit den einschlägigen statistischen Tests, z. B. dem
sog. Binomialtest überprüft werden. Dabei muss allerdings die stochastische Unabhän-
gigkeit der Ausfallereignisse aller Adressen vorausgesetzt werden, was in der Realität
nicht der Fall ist. Insofern sind die Testergebnisse eher als grober Indikator zu sehen.
Beim Binomialtest wird statistisch überprüft, ob die zwischen t und t + 1 beobachtete
Ausfallrate zk einer gegebenen Rating-Klasse k (mit zugeordneter Ausfallwahrschein-
lichkeit PDk) signifikant zu groß ist, wenn man unterstellt, dass alle Adressen dieser
Rating-Klasse die theoretisch korrekte Ausfallwahrscheinlichkeit PDk haben. Man fragt
sich also, ob der Anteil der Ausreißer zu groß ist, um als glaubhaft zu erscheinen. Ist mk
die Anzahl der Adressen in der Rating-Klasse (zum Zeitpunkt t) und Xk die zufällige
Anzahl der Ausfälle in dieser Rating-Klasse, so folgt, dass Xk unter der Annahme der
Ausfallwahrscheinlichkeit PDk für alle Adressen binomialverteilt ist mit Parameternmk
und PDk (vgl. Beispiel 2.7). Es gilt dann also

P(Xk = l) =
(
mk
l

)
· PDl

k · (1− PDk)
mk−l für l ∈ {0, . . . ,mk}.

Die Wahrscheinlichkeit, dass die zufällige Ausfallrate Xk/mk mindestens den beobach-
teten Wert zk annimmt, ist

P(Xk/mk ≥ zk) = P(Xk ≥ mk · zk) =
mk

∑
l=mk ·zk

(
mk
l

)
· PDl

k · (1− PDk)
mk−l .
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Wenn diese Zahl kleiner als ein vorgegebenerMindestwert ist (z. B. 5%), so erscheint die
beobachtete Ausfallrate als zu unplausibel, und der Test gilt dann als nicht bestanden.
Im anderen Fall gilt das Rating-Modell als "unverdächtig".

Übung 6.4 Die theoretisch korrekte Ausfallwahrscheinlichkeit einer Rating-Klasse mit m =
100 Kreditnehmern sei PD = 0,8%. Die beobachtete Ausfallrate ist z = 1%. Ist dies "unver-
dächtig" im Sinne des Binomialtests? Beachten Sie die Beziehung P(X ≥ 1) = 1− P(X < 1)!

Die Verfahren zu Untersuchung der Trennschärfe wurden in Abschnitt 6.2 vorgestellt.
Bei der Validierung kommt es darauf an, dass die Trennschärfe eines Rating-Modells
für ein definiertes Portfolio im Zeitablauf nicht abnimmt. Nur dann ist sicher gestellt,
dass die Bonitätseinschätzungen zuverlässig bleiben. Bei abnehmender Trennschärfe ist
eine Anpassung des Rating-Scores erforderlich.

Die Stabilität eines Rating-Modells ist dann gegeben, wenn es die Ursache-Wirkung
Beziehung zwischen den in den Rating-Score einfließenden Merkmalen und den Aus-
fallwahrscheinlichkeiten adäquat modelliert. Dies bedeutet, dass die Schätzung derMo-
dellparameter in der Entwicklungsstichprobe nicht zu einem "zufällig" guten Ergebnis
geführt hat, sondern dass die ausgewählten Merkmale tatsächlich einen verlässlichen
Indikator für die Ausfallwahrscheinlichkeit darstellen.

Beispiel 6.4
1. Ein Rating-Modell, das allen Adressen eines Portfolios die gemeinsame durchschnittliche
Ausfallwahrscheinlichkeit zuordnet, kann gut kalibriert sein (sofern die tatsächliche Aus-
fallwahrscheinlichkeiten der Adressen nicht zu stark um den Durchschnittswert schwanken),
es besitzt jedoch keine adäquate Trennschärfe.

2. Ein Rating-Modell, das allen Adressen eine Ausfallwahrscheinlichkeit zuordnet, die jeweils
genau 1% über dem wahren Wert liegt, ist zwar trennscharf, aber es ist schlecht kalibriert.

6.5 Rating-Migrationen: Stresstests und Szenarioanalysen

Zu den Aufgaben des Risikomanagements von Finanzinstitutionen gehört u. a. auch
die Analyse von außergewöhnlichen Verlusten, die durch besondere Marktsituationen
hervorgerufen werden können. Solche sog. Stresstests oder Szenarioanalysen zielen
darauf ab, das Verhalten bestehender Portfolio zu untersuchen bei

1. starken Kursverlusten an den Börsen,

2. hohen Ausfallraten im Kreditgeschäft,

3. nicht funktionierenden Geldmärkten aufgrund mangelnder Liquidität.

Einen breiten Überblick über verschiedene Stresstest-Ansätze geben [38] und [14].
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Wir wollen hier einen wichtigen Teilaspekt näher betrachten, nämlich die Durchfüh-
rung von Stresstests bzw. Szenarioanalysen in Bezug auf Ausfallwahrscheinlichkeiten.
Betrachtet wird ein Portfolio Geschäftsverträgen mit verschiedenen Geschäftspartnern
(Adressen), die alle eine Bonitätseinstufung in Form einer Rating-Einstufung auf einer
Rating-Skala {1, . . . ,K+ 1} erhalten haben, wobei die Rating-Klasse 1 für die besten Bo-
nitäten steht und die Rating-Klasse K+ 1 die bereits ausgefallenen Adressen umfasst.

Für die zeitliche Entwicklung der Bonitäten der Einzeladressen ist die sog. (Rating-
Migrationsmatrix) von besonderer Bedeutung. Dies ist eine Matrix Π mit K+ 1 Zeilen
und K+ 1 Spalten, bei der an der Position (i, j) (also in Zeile i, Spalte j) die Wahrschein-
lichkeit steht, dass eine (typische) Adresse innerhalb eines Jahres von der (zum Zeit-
punkt t) bestehenden Rating-Klasse i innerhalb des Folgejahres in die Rating-Klasse j
"wandert" (migriert). Solche Migrationsmatrizen werden in regelmäßigen Abständen
von den Rating-Agenturen publiziert. Ein Beispiel (bestehend aus K= 5 Rating-Klassen
für nicht ausgefallene Adressen und eine Klasse für ausgefallene Adressen) ist:

Π =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0,9228 0,0585 0,0102 0,0061 0,0012 0,0012
0,0702 0,8451 0,0606 0,0173 0,0035 0,0033
0,0154 0,0673 0,8385 0,0575 0,0135 0,0078
0,0103 0,0160 0,0684 0,8241 0,0613 0,0199
0,0148 0,0165 0,0239 0,0752 0,7803 0,0893
0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 1,0000

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (6.10)

Der EintragΠ2,2 dieser Matrix besagt bspw., dass 84,51% aller Adressen im Folgejahr in
der Rating-Klasse 2 verbleiben werden. In der letzten Spalte der Matrix stehen die Mi-
grationswahrscheinlichkeiten in die Rating-Klasse 6 – dies sind gerade die einjährigen
Ausfallwahrscheinlichkeiten. Beachten Sie, dass die Zeilensummen derWahrscheinlich-
keiten jeweils denWert 1 ergeben und dass dieWahrscheinlichkeitenΠi,i auf der Diago-
nalen jeweils den größten Wert haben – ein Verbleiben in der Rating-Klasse ist deutlich
wahrscheinlicher als ein Wanderungsbewegung.
Das Ziel eines Stresstests oder einer Szenarioanalyse besteht nun darin, die Wanderun-
gen der Kreditnehmer zwischen den verschiedenen Rating-Klassen im Zeitablauf (über
ein oder mehrere Jahre) zu modellieren. Dabei wird (vereinfachend) angenommen, dass
eine einmal ausgefallene Adresse in der Folgeperiode ebenfalls ausgefallen bleibt.
IstΠ eine vorgegebene n× n-Migrationsmatrix (n= K+ 1), so lässt sich unter bestimm-
ten Voraussetzungen (vgl. [23]) eine (nicht eindeutig bestimmte) dazugehörende n× n-
Generatormatrix Λ angeben, so dass folgende Beziehung gilt:

Π = exp(Λ) :=
∞

∑
k=0

1
k!

·Λk. (6.11)

Hierbei tritt die Matrizen-Exponentialfunktion exp(Λ) auf und exp(Λ) ist eine n × n-
Matrix, die formal als unendliche Reihe wie oben angegeben definiert ist; dabei ist Λk

die k-fache Potenz der Matrix Λ und es ist Λ0 die n× n-Einheitsmatrix.

i
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Beispiel 6.5 Es gilt

Λ =

⎛⎝ −1 0,5 0,5
0,5 −1 0,5
0,5 0,5 −1

⎞⎠ =⇒ exp(Λ) ≈
⎛⎝ 0,4821 0,2590 0,2590

0,2590 0,4821 0,2590
0,2590 0,2590 0,4821

⎞⎠ .

Die in (6.11) genannte MatrixΛ kann so gewählt werden (vgl. hierzu auch [6]), dass gilt:
Λi,i ≤ 0, Λi,j ≥ 0 für i �= j und die Zeilensummen der Einträge ergeben jeweils den Wert
0 für alle Zeilen: ∑nj=1Λi,j = 0 für alle i ∈ {1, . . . ,n}.
Aus (6.11) lässt sich folgern, dass die Migrationsmatrix bezogen auf einen beliebigen
Zeitraum von s bis t der Länge t− s ≥ 0 wie folgt angegeben werden kann:

Π(s, t) = exp(Λ · (t− s)). (6.12)

Es ist Π(s, t) die n× n-Matrix mit dem Eintrag Πi,j(s, t) in Zeile i und Spalte j, der die
Wahrscheinlichkeit des Übergangs einer Adresse von Rating-Klasse i in Rating-Klasse j
im Zeitraum von s bis t angibt. Sie können sich dies als Verallgemeinerung des Intensi-
tätsmodells (4.85) vorstellen.

Beispiel 6.6 Die folgende Generatormatrix gehört zu der Migrationsmatrix in (6.10):

Λ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−0,083 0,066 0,009 0,006 0,001 0,001
0,079 −0,174 0,071 0,018 0,003 0,003
0,014 0,079 −0,182 0,068 0,014 0,007
0,010 0,015 0,081 −0,200 0,076 0,018
0,016 0,018 0,025 0,093 −0,252 0,100
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (6.13)

Wegen (6.12) gilt somit für die dreijährige Migrationsmatrix

Π(0,3) = exp(3 ·Λ) ≈

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0,798 0,140 0,034 0.019 0,005 0,004
0,168 0,626 0,135 0,047 0,012 0,012
0,051 0,149 0,611 0,126 0,036 0,027
0,032 0,050 0,149 0,582 0.121 0,066
0,039 0,043 0,063 0,150 0,487 0,218
0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Es zeigt sich, dass die Wahrscheinlichkeiten auf der Diagonale geringer geworden sind, da im
Verlauf von 3 Jahren ein höherer Anteil der Adressen aus der ursprünglichen Rating-Klasse
hinaus migriert. Ebenfalls ist zu beobachten, dass die Ausfallwahrscheinlichkeiten in den guten
Rating-Klassen proportional stärker zugenommen haben als die Ausfallwahrscheinlichkeiten in
den schlechten Rating-Klassen. Das liegt daran, dass gute Adressen eine höhere Chance haben,
schlechter zu werden, als noch besser, während die schlechten Adressen kaum noch nach unten
hin wandern können.
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Gleichung (6.12) liefert den Hintergrund für die Betrachtung von Generatormatrizen:
Wegen (6.12) ist es überhaupt erst möglich, Migrationsmatrizen auf beliebige Zeiträu-
me sinnvoll auszudehnen. Im einfachsten Fall ist Λ eine Matrix mit konstanten, nicht
zeitabhängigen Einträgen λi,j. Anhand der Beziehung (6.12) kann die zeitliche Entwick-
lung der Rating-Migrationsmatrix verfolgt werden.
Möchte man nun für künftige Perioden gezielte Stresstest-Szenarien vorgeben, so läuft
dies darauf hinaus, eine zeitliche Änderung der Generatormatrix festzulegen, d. h. die
Generatormatrix ist dann zeitabhängig und von der Form Λ(t). Von besonderer Wich-
tigkeit ist dabei der Fall, dass Λ(t) die spezielle Form

Λ(t) = B · D(t) · B−1 (6.14)

mit einer n× n-Matrix B und einer zeitabhängigen Diagonalmatrix

D(t) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

d1(t) 0 0 . . . 0
0 d2(t) 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . .
. . . 0

0 0 . . . 0 dn(t)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
hat. In diesem Fall spricht man von einer diagonalisierbaren Generatormatrix. Hinrei-
chende Bedingungen für die Diagonalisierbarkeit von Matrizen werden in der Linearen
Algebra angegeben. Die in (6.13) genannte Matrix lässt sich leicht in die Form (6.14)
bringen: Dazu berechnet man die sog. Eigenwerte μi und die zugehörigen Eigenvekto-
ren �vi und verwendet die Eigenvektoren als Spalten der Matrix B sowie die Eigenwerte
als Diagonalelemente derMatrixD(t). Im ComputeralgebrasystemMathematica erfolgt
diese Berechnung bspw. mittels des Befehls Eigensystem[Λ].

Nun gilt im Allgemeinen nicht die Beziehung Π(s, t) = exp(
∫ t
s Λ(u) du), wie man zu-

nächst aufgrund von (6.12) vermuten könnte. Im Spezialfall (6.14) ergibt sich jedoch die
folgende Darstellung der Migrationsmatrix bei zeitabhängiger Generatormatrix:

Π(s, t) = B · exp
(∫ t

s
D(u) du

)
· B−1. (6.15)

Die Integration ist dabei auf alle Einträge der Matrix D(u) einzeln anzuwenden.

Übung 6.5 Zeigen Sie, dass die Darstellung (6.15) im Falle einer konstanten Diagonalmatrix
Λ wie in Beispiel 6.5 mit der Darstellung (6.12) identisch ist.

Eine gegebene Generatormatrix kann nun gezielt so modifiziert werden, dass die Aus-
fallwahrscheinlichkeiten in allen Rating-Klassen um einen vorgegebenen Stresswert
s > 0 (etwa s = 50%) simultan erhöht werden.
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Dazu sind die Diagonalelemente mit geeigneten Faktoren zu multiplizieren, wobei die
Faktoren in einemmehrstufigen iterativen Verfahren bestimmt werden können; wir ver-
weisen diesbezüglich auf [6] und betrachten hier lediglich ein Beispiel:

Beispiel 6.7 Für die Matrix in (6.13) gilt

D ≈

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−0,3232 0 0 0 0 0
0 −0,2676 0 0 0 0
0 0 −0,1911 0 0 0
0 0 0 −0,0983 0 0
0 0 0 0 −0,0108 0
0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Multipliziert man die Diagonalelemente mit dem Faktor 1,5, so erhält man eine neue Matrix D̃,
mit deren Hilfe man wiederum die Generatormatrix Λ̃ := B · D̃ · B−1 und die Migrationsmatrix
Π̃ = exp(Λ̃) bilden kann. Eine Berechnung dieser Matrix zeigt, dass die neuen Ausfallwahr-
scheinlichkeiten (im Stress-Szenario) jetzt lauten: 0,0019; 0,0053; 0,0122; 0,031; 0,1270; 1.
Die Ausfallwahrscheinlichkeiten in den ersten Rating-Klassen haben sich um ca. 50% erhöht.

Weitergehende Analysemöglichkeiten ergeben sich dadurch, dass man die Diagonal-
matrix D(t)mittels eines stochastischen Prozesses in die Zukunft hinein modelliert; im
Rahmen einer Simulationsrechnung können dann per Zufallszahlengenerator verschie-
dene Migrationsmatrizen erzeugt werden und den Szenarioanalysen zu Grunde gelegt
werden. Derartige Ansätze zur stochastischen Modellierung werden in [10] diskutiert.

Als Resultat der Szenarioanalysen erhalten wir eine (oder mehrere) Migrationsmatri-
zen, anhand derer schließlich die für das Risikomanagement relevanten Größen wie er-
warteter Verlust und unerwarteter Verlust im Stressfall bestimmt werden können. Dazu
werden die in Abschnitt 5.2 diskutierten Kreditrisikomodelle herangezogen.

Übung 6.6 Vergleichen Sie den (einjährigen) erwarteten Verlust eines Portfolios mit fünf
Adressen (in den ersten fünf Rating-Klassen), der sich mit den beiden Migrationsmatrizen Π
und Π̃ jeweils ergibt. Dabei soll für jede Adresse i gelten EADi = 1Mio. Euro, LGDi = 40%.
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