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Vorwort zur zweiten Auflage

Die Finanzkrise ab 2007 begann nach Ansicht vieler Marktbeobachter u.a. durch
massive Kreditausfille auf dem US-Immobilienmarkt, die zu einem Preisver-
fall von kreditrisikobehafteten Finanzderivaten und damit zu Liquiditdtseng-
péssen und Refinanzierungsproblemen fiihrten. Der spekulative Einsatz von Kre-
ditderivaten und deren komplizierte Konstruktion hat zu einem Misstrauen ge-
geniiber Finanzderivaten gefiihrt. Dennoch sind Derivate sehr wichtige und niitz-
liche Finanzinstrumente zur Bilanzsteuerung und Absicherung von Werten. Ge-
rade die Finanzkrise lehrt, dass ein tiefes Verstdndnis moderner Finanzprodukte
unumgénglich ist, um das Wirtschaftsgeschehen nachvollziehen und steuern zu
konnen. Dieses Buch hat das Ziel, in die Modellierung und numerische Simula-
tion verschiedener Finanzderivate einzufiihren, und damit einen kleinen Beitrag
zu diesem Verstédndnis zu leisten.

In der vorliegenden zweiten Auflage haben wir den Entwicklungen auf den
Finanzmérkten Rechnung getragen und neues Material hinzugefiigt. Insbesonde-
re skizzieren wir die Bewertung von Energiederivaten, die im Zuge der Libera-
lisierung der Energiemirkte entwickelt wurden. Wir modellieren und bewerten
spezielle Kreditderivate, ndmlich Collateralized Debt Obligations (CDOs), deren
riskanter Umgang die Finanzkrise mit verursacht zu haben scheint, sowie Quantity
Adjusting Options (Quantos), die in globalisierten Mérkten von groBer Bedeutung
sind. Den Abschnitt tiber Volatilitdtsmodelle haben wir durch positivitdtserhal-
tende numerische Verfahren und mehrdimensionale stochastische Volatilitétsmo-
delle erweitert. Ferner haben wir die Literatur und die MATLAB-Befehle auf den
neuesten Stand gebracht sowie uns bekannte Tippfehler korrigiert.

Wir danken Frau Dr. van Emmerich (RWE) sowie den Herren Dr. Kahl
(Commerzbank) und Dr. Tappe (EON) fiir wertvolle Hinweise und anregende
Diskussionen. Das vorliegende Buch wurde inspiriert und beeinflusst durch den
algorithmisch orientierten Ansatz von Riidiger Seydel, insbesondere durch sein
Buch Einfihrung in die numerische Berechnung von Finanzderivaten [200], des-
sen englische Ausgabe [201] nunmehr in vierter Auflage erschienen ist. Dieses
Lehrbuch erschloss den Leserinnen und Lesern erstmals das faszinierende Gebiet
des Computational Finance aus dem Blickwinkel der Numerischen Mathematik.

Michael Giinther
Ansgar Jiingel Mai 2010
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Vorwort zu ersten Auflage

Finanzderivate sind in den letzten Jahren zu einem unentbehrlichen Werkzeug in
der Finanzwelt zur Kontrolle und Absicherung von Risiken geworden. Das her-
ausfordernde Problem ist die ,faire“ Bewertung der Finanzinstrumente, die auf
modernen mathematischen Methoden basiert. Die Grundlage fiir die Bewertung
einfacher Modelle ist die Black-Scholes-Gleichung, die eine geschlossene Losungs-
formel besitzt. Fiir komplexere Modelle existieren jedoch keine geschlossenen For-
meln mehr, und die Modellgleichungen miissen numerisch gelost werden. Beide
Problemstellungen, die mathematische Modellierung und die numerische Simu-
lation von Finanzderivaten, werden in diesem Buch ausfiihrlich behandelt. Dabei
verfolgen wir das Ziel, einen Bogen von der Modellierung iiber die Analyse bis zur
Simulation realistischer Finanzprodukte zu schlagen. Wir beschrianken uns iiber-
wiegend auf zeitkontinuierliche (also nicht zeitdiskrete) Modelle, welche durch
stochastische bzw. partielle Differentialgleichungen beschrieben werden kénnen.

Dies erfordert Kenntnisse aus sehr unterschiedlichen Bereichen, ndmlich aus
der stochastischen Analysis, der numerischen Mathematik und der Programmie-
rung. Zum Verstdndnis dieses Buches sind jedoch keinerlei Vorkenntnisse aufer
einschliigiges mathematisches Vorwissen (Analysis, Lineare Algebra und Grund-
kenntnisse in Numerik) notwendig. Insofern ist das Buch auch zum Selbststudium
geeignet. Theoretische Hilfsmittel aus der stochastischen Analysis und vertiefende
Themen aus der Numerik werden dort eingefiihrt, wo sie gebraucht werden. Um
den Blick nicht zu sehr durch technische Details zu verdecken, haben wir einen
formalen Zugang fiir die stochastischen Hilfsmittel gewihlt. Andererseits gehen
wir im Gegensatz zur existierenden Literatur im Bereich Computational Finance
tiefer auf ausgewéhlte Themen {iber exotische Optionen und die vorgestellten
numerischen Algorithmen ein und beweisen, sofern elementar durchfithrbar, die
numerische Konvergenz der Approximationen.

Wir haben uns bei den Programmierbeispielen fiir die mittlerweile weit ver-
breitete Programmierumgebung MATLAB! entschieden, da diese iiber eine intui-
tive Syntax verfiigt und zahlreiche Funktionen bereitstellt sowie durch wenig Pro-
grammieraufwand rasch zu Ergebnissen fiihrt. Erklarungen der MATLAB-Befehle
sind in die einzelnen Kapitel integriert. Zusétzlich fithren wir am Ende des Buches
in die Syntax von MATLAB ein.

Fiir die Bewertung von Finanzderivaten kénnen grob drei Klassen von Metho-
den unterschieden werden: Binomialmethoden, Monte-Carlo-Simulationen sowie

! MATLAB® ist ein eingetragenes Warenzeichen von The MathWorks, Inc.
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Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen und freier Randwertpro-
bleme. Wir erldutern diese Techniken ausfiihrlich und geben die MATLAB-Pro-
gramme fiir deren algorithmische Umsetzung an. Finanzprodukte wie amerikani-
sche und asiatische Optionen sowie Power- und Basket-Optionen, deren Preise im
allgemeinen nicht explizit berechnet werden kénnen, werden numerisch bewertet.
Auflerdem leiten wir die beriithmte Black-Scholes-Formel auf zwei verschiedenen
Wegen her und gehen auf neuere Entwicklungen wie die Bewertung von Zins- und
Wetterderivaten ausfiihrlich ein.

Das Buch richtet sich an Studierende der Mathematik und Finanzmathematik
sowie an Studierende der Wirtschaftswissenschaften und der Physik mit Interesse
an Finanzmathematik ab dem vierten Semester. Der Inhalt der Kapitel 1 bis
7 entspricht ungefihr einer vierstiindigen Vorlesung mit zusitzlichen Ubungen.
Das weiterfiihrende Kapitel 8 kann in einem anschlieBenden Seminar verwendet
werden. Auch Personen aus der Praxis (Investment Banking, Risikomanagement)
konnen das Buch mit Gewinn lesen, sofern sie mehr {iber die mathematische
Modellbildung und iiber numerische Algorithmen erfahren mochten.

Wir danken Frau Dipl.-Math. Schaub und Frau Dipl.-Math. Stoll, den Herren
Cand.-Math. Dokiimcii, Kahl und Pitsch, Herrn Dipl.-Math. tech. Diiring, Herrn
Dipl.-Math. Pulch und Herrn Prof. Dr. Hanke-Bourgeois fiir hilfreiche Korrek-
turvorschldge. Fiir wertvolle Hinweise sind wir den Herren Dr. Ro8berg (ABN
AMRO London) und Dr. Stoll (EnBw Karlsruhe) zu Dank verpflichtet. Herrn
Prof. Simeon mdchten wir herzlich fiir seine Unterstiitzung und Beratung beim
Abfassen von Kapitel 9.1 (Grundlagen von MATLAB) danken. Schlieflich dan-
ken wir Frau Schmickler-Hirzebruch vom Vieweg-Verlag fiir die angenehme und
unkomplizierte Betreuung bei diesem Projekt.

Michael Giinther
Ansgar Jiingel Oktober 2003
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1  Einleitung

Finanzderivate sind Produkte, mit denen finanzielle Transaktionen abgesichert
werden konnen. Bereits im Jahre 1630 wurden in den Niederlanden Optionen auf
Tulpen ausgegeben. Mit Hilfe dieser Derivate wollten sich Tulpenhéndler gegen
schwankende Preise absichern. Den Tulpenmarkt begleiteten wilde Spekulations-
geschifte, die 1637 nach einem Crash von der Regierung beendet wurden. Auch in
den darauffolgenden Jahrhunderten gab es Vorlaufer der heutigen Finanzderivate.
Allerdings setzte erst 1973 mit der Eroffnung des Chicago Board Option Exchange
ein standardisierter und amtlich geregelter Derivatehandel ein. Die Deutsche Ter-
minborse wurde dann 1990 in Frankfurt erdffnet. Seit den 70er Jahren erleben
Derivate wegen ihrer Flexibilitdt eine rasante Entwicklung und sind heute aus
der Finanzwelt nicht mehr wegzudenken.

Beim Handel mit Finanzderivaten stellt sich die Frage, welches der ,faire“
Preis eines solchen Produkts ist. Bereits im Jahre 1900 schlug Bachelier in sei-
ner Dissertation ein Modell zur Bestimmung theoretischer Werte von bestimmten
Derivaten (Optionen) vor [14]. Sein Modell hat allerdings den Nachteil, dass die
Preise negativ werden kénnen. Den entscheidenden Durchbruch gelang 1973 Fi-
scher Black und Myron Scholes sowie unabhéngig davon Robert Merton, die die
sogenannte Black-Scholes-Formel durch Losung einer partiellen Differentialglei-
chung herleiteten. Diese Entdeckung wurde im Jahre 1997 durch den Nobelpreis
fiir Wirtschaftswissenschaften an Scholes und Merton gewiirdigt (Black verstarb
bereits 1995).

Wir beginnen mit einer ersten Einordnung von Finanzderivaten. Grundsétz-
lich lassen sich Kapitalmérkte in zwei Klassen einteilen:

e Kassahandel: Handel von Wertpapieren, die nach Vertragsabschluss sofort
geliefert werden;

o Terminmarkt: Handel von Vertrigen iiber Kéufe und Verkaufe von Giitern,
die zu einem zukiinftigen Zeitpunkt erfolgen sollen oder kénnen;

Termingeschifte konnen sich wiederum auf den Handel von
e Rohstoffen wie Metalle, Erdol oder Lebensmittel beziehen oder auf
e am Kassamarkt gehandelte Wertpapiere und Wahrungen.

Man spricht hierbei auch von Finanzderivaten auf Basiswerte.

M. Giinther, A. Jiingel, Finanzderivate mit MATLAB®, DOI 10.1007/978-3-8348-9786-2_1,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2010



2 1 Einleitung

Was sind Finzanzderivate genau? Allgemein ist ein Finanzderivat ein Ver-
trag, dessen Wert am Félligkeits- oder Verfallstag T' (ezpiry date) durch einen
Wert (oder die Werte) eines Basiswertes (underlying asset) zur Zeit T oder bis
zur Zeit T eindeutig bestimmt wird. Es gibt — grob gesagt — drei Klassen von
Finanzderivaten:

e Optionen: Optionen geben dem Kéufer (oder der Kduferin) das Recht (aber
nicht die Verpflichtung), eine bestimmte Transaktion am oder bis zum Ver-
fallstag zu einem bestimmten Preis, dem Ausiibungspreis (exercise price oder
strike), zu tatigen.

e Forwards und Futures: Ein Forward-Vertrag ist eine Vereinbarung zwischen
zwei Personen oder Institutionen, einen Basiswert untereinander am Verfalls-
tag zu einem bestimmten Preis zu kaufen oder zu verkaufen. Der Unterschied
zur Option ist, dass der Basiswert geliefert und bezahlt werden muss. Ein
Future ist im wesentlichen ein standardisierter Forward. Futures kénnen al-
lerdings gehandelt werden; ihr Wert wird téglich berechnet und von den
Vertragsparteien ausgeglichen.

e Swaps: Ein Swap ist eine Vereinbarung zwischen zwei Personen, zu festgeleg-
ten Zeitpunkten gewisse finanzielle Transaktionen zu téitigen, die durch eine
vorgegebene Formel bestimmt werden. Beispiele sind Zinsswaps (Interest rate
swaps), die Vereinbarungen zwischen zwei Personen darstellen, Zinszahlun-
gen fiir einen bestimmten Betrag innerhalb eines bestimmten Zeitraumes zu
leisten, und Credit default swaps (CDS), bei denen eine Person (die Siche-
rungsgeberin) eine Gebiihr dafiir erhélt, dass sie dem Vertragspartner (dem
Sicherungsgeber) eine Ausgleichszahlung zahlt, falls ein im Vertrag festge-
legter Kredit ausfillt.

Finanzderivate unterscheiden sich also im wesentlichen durch
e den zugehodrigen Basiswert,
e die zu liefernde Menge an Basiswerten,
e die vereinbarte Laufzeit bis zum Verfallstag,
e die Festlegung des Ausiibungspreises,

e die Ausgestaltung des Vertrages als Recht (Option) oder Pflicht (Forward),
die Basiswerte zu kaufen oder zu verkaufen.

Im folgenden werden wir uns im wesentlichen auf Optionen konzentrieren. Die
einfachsten (und grundlegendsten) Optionen sind die sogenannten Plain-vanilla-
Optionen: Bei einer Kaufoption (Call) bzw. einer Verkaufsoption (Put) handelt
es sich um einen Vertrag, der dem Kéufer (oder der Kduferin; holder) der Option
das Recht einrdumt, eine festgelegte Menge eines zugrunde liegenden Basiswertes



zum Ausiibungspreis vom Verkédufer (oder von der Verkéduferin; writer) der Option
zu kaufen bzw. an ihn (oder an sie) zu verkaufen; in der Praxis wird der Verk&ufer
auch oft Stillhalter genannt. Kann dieses Recht nur zum Ende der Vertragslaufzeit
ausgeiibt werden, so spricht man von einer europdischen Option. Die Option
wird amerikanisch genannt, wenn die Option auch wiahrend der Vertragslaufzeit
ausgeiibt werden kann. Die formale Definition lautet wie folgt.

Definition 1.1 Eine européische Call-Option (europiische Put-Option) ist ein
Vertrag mit den folgenden Bedingungen: Zu einem bestimmten Zeitpunkt T hat
der Kdufer der Option das Recht, aber nicht die Verpflichtung, einen Basiswert
zum Ausiibungspreis K vom Verkdufer der Option zu erwerben (oder an den
Verkdufer zu verkaufen).

Da die Option ein Recht verbrieft, hat sie einen gewissen Wert, den Options-
preis. Wir bezeichnen den Wert einer Call-Option zur Zeit ¢t mit C; = C(t), den
einer Put-Option mit FP;. Die Bestimmung dieser Werte ist eines der Ziele dieses
Buches.

Sei im folgenden S; = S(t) der Kurs des Basiswertes zur Zeit ¢. Ohne Beriick-
sichtigung von Transaktionskosten lassen sich fiir eine Call-Option zwei Félle
unterscheiden:

e Der Kurs S; des Basiswertes ist zum Zeitpunkt ¢ = T hoher als der Aus-
tibungspreis K. Wir l6sen die Option ein, kaufen den Basiswert zum Preis
K und verkaufen ihn sofort am Markt zum Preis Sp. Wir realisieren einen
Gewinn von St — K.

e Der Kurs S; des Basiswertes ist zum Zeitpunkt ¢ = T kleiner als oder gleich
K. In diesem Fall ist die Ausiibung des Optionsrechts uninteressant; die
Option verfallt.

Insgesamt ergibt sich fiir den européischen Call zum Verfallstag der Wert bzw.
die Auszahlungsfunktion (payoff)

Cr = max{0,Sr — K} =: (Sp — K)™. (1.1)

Liegt bei einem européischen Put der Kurs Sy des Basiswertes unter dem
Austibungspreis K, konnen wir den Basiswert am Markt zum Preis St erstehen,
ihn durch Ausiibung des Optionsrechts zum Preis K verkaufen und realisieren
einen Gewinn von K — Sp. Falls St grofler als oder gleich K ist, verfillt die
Option. Die Auszahlungsfunktion lautet daher

Pr= (K- Sr)". (1.2)

Der Kéufer eines Calls setzt also auf steigende Kurse, der Verkdufer auf fal-
lende Kurse. Bei einem Put ist das genau umgekehrt. Die Auszahlungsfunktio-
nen (1.1) und (1.2) lassen sich durch sogenannte Auszahlungsdiagramme (Payoff-
Diagramme) beschreiben (Abb. 1.1).
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In der Praxis wird hdufig der Basiswert nicht geliefert, sondern gleich die
Differenz St — K (fiir Calls) oder K — St (fiir Puts) ausgezahlt; dies nennt man
Barausgleich (cash settlement).

Cr Pr
K

|
| . |
K S K S
Abbildung 1.1 Auszahlungsdiagramme eines europiischen Calls (links) und eines eu-
ropéischen Puts (rechts).

Welchen Zweck haben Optionen? Sie kénnen eingesetzt werden, um
e von Kursschwankungen eines Basiswertes zu profitieren (Spekulation) oder

e Besténde von Basiswerten gegen Kursschwankungen abzusichern und Risi-
ken zu minimieren (Hedging).

Wir illustrieren beide Einsatzmoglichkeiten anhand eines Beispiels.

Beispiel 1.2 Ein Unternehmen A moéchte in sechs Monaten am Markt eine Betei-
ligung eines anderen Unternehmens B in Form von 20000 Aktien erwerben. Zur
Zeit t = 0 sei der Wert der Aktie von B Sy = 90. Das Unternechmen A mdochte in
sechs Monaten nicht mehr als 90 (Geldeinheiten) pro Aktie bezahlen und erwirbt
200 Call-Optionen mit der Spezifikation

K =90, T =6 Monate, Cy = 500.

Jede Option gibt A das Recht, 100 Aktien der Firma B zum Preis von 90 zu
erwerben. (Das sogenannte Bezugsverhdltnis lautet in diesem Fall 100.)

Liegt zur Zeit T = 6 Monate der Aktienkurs iiber 90, wird A von dem
Optionsrecht Gebrauch machen und wie geplant 1.8 Mio. fiir die Beteiligung
ausgeben (sowie 200 - 500 = 100000 fiir die Optionspramien). Gilt allerdings
St < 90, wird A die Aktien preiswerter am Markt kaufen. Das Unternehmen A
wird in jedem Fall nicht mehr als 1.8 Mio. (sowie die Optionspramien) bezahlen.
Es hat den Kauf gegen Kurschwankungen abgesichert.

Andererseits konnte A die Optionen auch spekulativ einsetzen. Steigt ndmlich
der Aktienkurs von B, z.B. um etwa 8% auf Sy = 97, realisiert A nach sechs Mo-
naten einen Gewinn von 7 x 200 x 100 — 100000 = 40000. Bei einem Einsatz
von 100000 entspricht dies einer Rendite von 40%. Fillt der Kurs jedoch unter



90, verfallen die Optionen und A realisiert einen Totalverlust von 100%! Diese
Vorgehensweise bietet sehr gute Gewinnmoglichkeiten, ist aber zugleich hochspe-
kulativ. O

Der Wert einer Option V' (Call oder Put) héngt von der Zeit ¢t und vom
Kurs S; des Basiswerts ab. Wir fassen V' als Funktion von t und allen mdglichen
Realisierungen des Basiswertkurses S auf, d.h. V. = V/(S,t). Zur Zeit ¢t wird
genau ein Kurs S; realisiert, aber die Funktion V ist fiir alle Kurse definiert. Fiir
européische Optionen gilt zum Zeitpunkt t = T

vsn={ G 1o i

Wie lautet der ,faire“ Preis V(S,0) der Option zum Zeitpunkt ¢ = 0, zu dem
die Emittentin die Option an den Anleger verkaufen sollte? Dazu betrachten wir
folgendes Beispiel.

Beispiel 1.3 Betrachte einen Finanzmarkt, in dem drei verschiedene Anlage-
moglichkeiten bestehen: Bond, Aktien und Call-Optionen mit Ausiibungspreis
K = 100 und Verfallstag T'. Unter einem Bond mit Kurswert B; verstehen wir
hier eine risikofreie Anlage, bei der ein Geldbetrag eingezahlt und nach einem
festgelegten Zeitraum der Betrag samt den vorher vereinbarten Zinsen ausgezahlt
wird. Zur Zeit t = 0 gelte fiir die Anlagen By = 100, Sy = 100 und Cy = 10. Wir
nehmen ferner an, dass zum Zeitpunkt 7' der Finanzmarkt nur zwei Zusténde
besitze: ,hoch“ und ,niedrig“ mit

,hoch“: Br =110, Sp = 120,
,niedrig®: Br =110, St = 80.

Eine pfiffige Anlegerin stellt sich das folgende Portfolio zusammen. (Unter einem
Portfolio verstehen wir die Summe von Finanzanlagen wie Aktien, Optionen,
Geldanlagen und dergleichen.) Die Anlegerin kauft % Anteile eines Bonds und 1
Call-Option und verkauft % Aktie. Das Portfolio hat zur Zeit t = 0 den Wert

2 1
=--1 1-10—=-100 =
i 5 00 + 0 5 00 =0,
d.h., das Portfolio kostet anfangs nichts. Zum Zeitpunkt ¢t = T gilt:
,hoch“: T =

-110+1-20—%-120:4,

D B
,hiedrig”: T =

(SN RGN )

1
-110+1-O—§-80:4.

Da das Portfolio zur Zeit t = T immer den Wert von 4 hat, kénnte die Anlegerin
es zur Zeit t = 0 verkaufen und einen sofortigen, risikofreien Gewinn erzielen.
Dies nennt man Arbitrage.
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Der Grund fiir die obige Arbitrage-Moglichkeit liegt darin, dass die Pramie
fiir die Call-Option zu niedrig ist. Welche Pramie schliefit Arbitrage aus? Dazu
miissen wir annehmen, dass eine Anlage in einem Bond, eine Aktie oder eine
Option die gleichen Gewinnchancen bietet, d.h., es gibt Zahlen ¢;, co > 0, so dass
das Portfolio, bestehend aus ¢; Anteilen des Bonds und ¢y Anteilen der Aktie,
denselben Wert wie die Call-Option hat. Zur Zeit ¢t = T gilt also

c1-Br+co- Sp=C(Sr,T),
und der faire Preis p = C(Sp,0) lautet
p=c1-By+ca-Sp.
In unserem Beispiel gilt zur Zeit t =T

Jhoch®: ¢ - 110 + ¢o - 120 = 20,

,hiedrig“: c1 1104+ c2 - 80 =0.
Die Losung dieses Gleichungssystems ist ¢; = —%, cy = % Damit lautet die faire
Optionspramie
4 1 00
=—— 100+ = - 100 = — =~ 13.64.
L TR 22

Wir haben die Option mit Hilfe von Bonds und Aktien nachgebildet (oder du-
pliziert). Daher nennt man die obige Vorgehensweise auch Duplikationsstrategie.
O

Eine fundamentale Voraussetzung in der Theorie der Finanzmaérkte ist die
Nichtexistenz eines sofortigen, risikolosen Gewinns bzw. die Nichtexistenz von Ar-
bitrage. Legen wir Geld risikofrei bei einer Bank an, so ist der Gewinn risikofrei,
aber nicht sofortig (Zinsen gibt es erst nach einem endlichen Zeitraum). Kaufen
wir Optionen, so ist ein sofortiger Gewinn denkbar (etwa bei amerikanischen Op-
tionen, wenn sich der Kurs des Basiswertes unmittelbar nach dem Optionskauf
positiv verdndert), aber nicht risikofrei. Arbitrage-Freiheit bedeutet, dass es keine
dominierenden Anlagen gibt, die einen hoheren Profit als alle anderen Anlagestra-
tegien ergeben. Anderenfalls wiirden alle Anleger nur die profitablere Strategie
wahlen. Reale Markte sind nicht stets arbitragefrei. Dennoch ist diese Annah-
me niherungsweise erfiillt und erlaubt weitreichende Schlussfolgerungen bei der
Bewertung von Optionen. Ein gut funktionierender Finanzmarkt wird Arbitrage
schnell erkennen und deswegen dauerhafte Arbitrage-Moglichkeiten kaum zulas-
sen.

Unter der Annahme der Arbitrage-Freiheit haben Black und Scholes gezeigt
[26] (siehe auch [158]), dass der Preis einer européischen Option V' (S,t) der fol-
genden partiellen Differentialgleichung geniigt:
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%—‘Z+%J2SQ%+TS%—TV:O, 0<S<oo, O0<t<T. (1.4)
Hierbei sind 0V/0t und 0V/9S die ersten partiellen Ableitungen von V' (.S, t) nach
t bzw. S und §?V/0S? die zweite partielle Ableitung von V nach S. Mathema-
tisch gesehen handelt es sich um eine parabolische Differentialgleichung (siche Ab-
schnitt 4.2 fiir eine prézise Definition). Diese sogenannte Black-Scholes-Gleichung
werden wir in Kapitel 4 herleiten und l6sen. Der Parameter > 0 ist der risikolose
Zinssatz und o > 0 die Volatilitat. Die Volatilitdt ist hierbei ein Maf fiir die Grofie
der Schwankungen des Basiswerts. (Beide Groflen definieren wir in Abschnitt 4.2
genauer.) Zur Zeit t = T ist der Wert V(S,t) bekannt; es ist gerade der Erlos
(1.3):

om={ 0 o =

Die Differentialgleichung (1.4) wird also riickwiérts in der Zeit gelost: Die Werte
V(S,t) zum Zeitpunkt ¢ = T sind bekannt, die Werte V'(S5,0) (oder allgemeiner:
die Werte V(S,t) fiir ¢ < T') sind gesucht.

Furopéische Optionen kénnen nur genau am Verfallstag ausgeiibt werden.
Kann man eine Option auch vor dem Verfallstag ausiiben, so haben wir sie ame-
rikanisch genannt. Die formale Definition ist wie folgt.

Definition 1.4 Fine amerikanische Call-Option (bzw. Put-Option) ist ein Ver-
trag mit den folgenden Bedingungen: Der Kdaufer der Option hat das Recht, einen
Basiswert zum Ausiibungspreis bis spdtestens zum Verfallstag vom Verkdufer der
Option zu erwerben (bzw. an den Verkiufer zu verkaufen).

Der Wert amerikanischer Call- oder Put-Optionen zum Zeitpunkt ¢t = T ist
wie bei européischen Optionen durch (1.5) gegeben. Da die Ausiibungsmoglichkei-
ten bei amerikanischen Optionen reichhaltiger als bei européischen Optionen sind,
sollte der Wert amerikanischer Optionen bei gleicher Ausstattung mindestens
so hoch wie der einer europiischen Option sein. Amerikanische Optionen sind
mathematisch sehr interessant, weil nicht nur deren Wert bestimmt werden muss,
sondern auch der bestmogliche Ausiibungszeitpunkt.

In diesem Buch stellen wir einige numerische Techniken bereit, mit denen der
,faire“ Preis européischer und amerikanischer sowie weiterer Optionen berechnet
werden kann. Grob gesprochen kénnen wir diese Techniken in die folgenden Klas-
sen einteilen:

e Binomialmethoden (Kapitel 3),
e Monte-Carlo-Methoden (Kapitel 5),

e Verfahren zur Losung parabolischer Differentialgleichungen (Kapitel 6) und
freier Randwertprobleme (Kapitel 7).
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In Kapitel 2 stellen wir weitere Optionstypen vor, und Kapitel 4 beschéftigt
sich mit der Herleitung der Black-Scholes-Gleichung (1.4). Einige weiterfithrende
Themen werden in Kapitel 8 erldutert, und Kapitel 9 enthélt eine Einfithrung in
die Programmierumgebung MATLAB.



2  Grundlagen

In der Einleitung haben wir bereits einige Typen von Optionen erwihnt: eu-
ropéische und amerikanische Plain-vanilla-Optionen. In Abschnitt 2.1 stellen wir
weitere Optionstypen vor. Auflerdem leiten wir in Abschnitt 2.2 obere und untere
Schranken fiir die Optionspreise européischer und amerikanischer Optionen aus
dem No-Arbitrage-Prinzip her.

2.1 Optionstypen

Wir erldutern zuerst einige Begriffe, die in der Finanzwelt gebriuchlich sind. Ist
zu einem Zeitpunkt ¢ der Basiswert S deutlich kleiner (grofier) als der Ausiibungs-
preis K, so ist der européische Call aus dem Geld (im Geld) und der européische
Put im Geld (aus dem Geld). Liegt S in der ,N#he“ von K, so heifit der Call
oder Put am Geld. Die entsprechenden englischen Begriffe sind out of the money,
in the money und at the money. Unter einem long call (long put) verstehen
wir den Kauf einer Call-Option (Put-Option). Den Verkauf einer Call-Option
(Put-Option) bezeichnen wir mit short call (short put).

Call- bzw. Put-Optionen spiegeln die Erwartung wider, dass der Kurs des Ba-
siswerts steigt bzw. fillt. Mit Optionskombinationen kénnen auch andere, kom-
plexe Kurserwartungen modelliert werden. Dazu prisentieren wir einige Beispiele.

Beispiel 2.1 (Straddle) Kaufe einen Put und einen Call, jeweils mit Verfalls-
tag T und Ausiibungspreis K. Die beiden Optionen bilden ein Portfolio mit dem
Wert m = P+ C. Uns interessiert der Wert des Portfolios zum Verfallstag. Wegen
(1.5) ist (siehe Abbildung 2.1 links):

ST—K : ST>K

WT:PT+CT=(K—ST)++(5T‘K>+:{ K—Sr : Sr<K.

Der Kauf eines straddles lohnt also, wenn sich der Kurs des Basiswerts signifikant
von K unterscheidet, etwa wenn der Kurs deutlich steigt oder fillt. t

Beispiel 2.2 (Strangle) Kaufe einen Call mit Verfallstag 7" und Ausiibungs-
preis Ko und kaufe einen Put mit Verfallstag T" und Ausiibungspreis K; < Ko.
Der Wert des Portfolios m = P+ C zur Zeit T lautet (sieche Abbildung 2.1 rechts)

™ = (Kl — S)+ + (S — K2)+.

Kaufer eines strangles erwarten sehr grofle Kursschwankungen. Ein strangle ist
preiswerter als ein straddle, da die Gewinnchancen kleiner sind. U

M. Giinther, A. Jiingel, Finanzderivate mit MATLAB®, DOI 10.1007/978-3-8348-9786-2_2,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2010
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T T}

| |

| . l | .

K s K K S
Abbildung 2.1 Auszahlungsdiagramm eines straddles (links) bzw. strangles (rechts).

Beispiel 2.3 (Butterfly spread) Kaufe einen Call Cy mit Ausiibungspreis K
und einen Put P; mit Ausiibungspreis K5 sowie verkaufe einen Call C5 und einen
Put P, jeweils mit Ausiibungspreis K. Alle vier Optionen haben den Verfallstag
T. Mit den obigen Begriffen kénnen wir auch kiirzer formulieren:

long call K1, long put K», short call K, short put K.
Der Wert des Portfolios zur Zeit T' lautet (siche Abbildung 2.2):
7TT201+P1—02—P2:(S—K1)++(KQ—S)+—(S—K)+—(K—S)+.

Verkaufen wir Optionen, gehen deren Werte negativ ins Portfolio ein, da sie eine
Verpflichtung darstellen. Der Kaufer eines butterfly spread erwartet stagnierende

Kurse um den Wert K bzw. nur geringe Kursschwankungen. (Il
™ A
Koy — Ky +
%(KQ — K1) | | |
x x x g
S

K K Ky
Abbildung 2.2 Auszahlungsdiagramm eines butterfly spread fir Ko > Ky und K =
(K1 + Ka).

Optionen, die nicht der Auszahlungsfunktion (1.5) geniigen, heiflen ezotische
Optionen. Eine exotische Option kann vom européischen oder amerikanischen
Typ sein, je nachdem, ob sie genau am oder auch vor dem Verfallstag ausgeiibt
werden kann. Aus der Vielzahl dieser Optionen erwéihnen wir nur einige Beispiele
(fiir eine grofere Auswahl siehe [164, 228]). Wir kénnen exotische Optionen in die
folgenden Klassen einteilen: pfadabhdingig oder pfadunabhingig (d.h., die Aus-
zahlung héngt oder héingt nicht von dem Kurs des Basiswerts vor dem Verfallstag
ab) bzw. single-asset oder multi-asset (d.h. eine Option auf einen oder mehrere
Basiswerte).



2.1 Optionstypen 11

Finige pfadunabhéngige Single-asset-Optionen sind:

e Bindre Optionen: Diese Option wird wertlos, wenn der Kurs des Basis-
werts zum Verfallstag eine festgelegte Schranke K iiber- oder unterschreitet.
Im Gegensatz zu européischen Optionen ist die Hohe des Auszahlungsbe-
trags B unabhingig vom Kurs des Basiswerts. Die Auszahlungsfunktion ei-
nes binédren Calls lautet:

Cr — B :Sr>K
=Y o0 :8<K.

o Compound-Optionen: Mit dem Kauf einer Compound-Option erwirbt man
das Recht, zum Verfallstag eine andere Option mit Verfallstag 77 > T zum
Ausiibungspreis K zu kaufen bzw. zu verkaufen. Ein Beispiel ist eine Put-
on-call-Option mit Auszahlungsfunktion

Pr=(K-Cp)".

e Chooser-Optionen: Bei diesen Optionen kann man zum Verfallstag wéhlen,
ob man einen européischen Call C oder einen européischen Put P mit Ver-
fallstag 7" > T erhalten méchte. Diese Optionen haben z.B. die Auszah-
lungsfunktion

VT = HlaX{CT, PT}.

Die Preise der vorgestellten pfadunabhéngigen Optionen kénnen im Rahmen
der Black-Scholes-Theorie explizit berechnet werden (siehe z.B. [132, 225]). Einige
pfadabhéngige Single-asset-Optionen sind die folgenden:

e Barrier-Optionen: Dies ist eine Option, die wertlos (oder wertvoll) wird,
wenn der Kurs des Basiswerts eine vorher festgelegte Schranke vor dem Ver-
fallstag iiber- bzw. unterschreitet. Ein Beispiel ist der Down-and-out call;
diese Option wird wertlos, wenn der Basiswert innerhalb der Laufzeit der
Option eine vorgegebene Schranke B unterschreitet. Die Auszahlungsfunk-
tion lautet:

Cr = (S — K) Ijmin s> 8}
wobei Iiyin s>y = 1, wenn min{S; : 0 <t < T} > B, und [y 5>y = 0,
wenn min{S; : 0 <t <T} < B.

e Asiatische Optionen: Bei asiatischen Optionen héingt die Auszahlung von
einem Durchschnittswert des Basiswertkurses ab. Beim Furopean average
rate call beispielsweise ist die Auszahlungsfunktion gegeben durch

1 /7 *
CT = <T/0 STdT—K> .

Asiatische Optionen dieser Bauart schiitzen den Verkdufer der Option vor
Manipulationen des Kurses des Basiswertes kurz vor dem Verfallstag, da
diese durch die Durchschnittsbildung herausgemittelt werden.
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e Lookback-Optionen: Bei Lookback-Optionen hingt die Auszahlungsfunktion
vom Minimum oder Maximum des Kurses des Basiswerts, bezogen auf einen
Zeitraum [0, T] mit Verfallstag T', ab. Ein Beispiel ist der European lookback
strike call mit Auszahlungsfunktion

+
Cr = (Sr— min $t)
T T 0 gtlélT t
der die Moglichkeit realisiert, dass ein Basiswert zum Minimalpreis gekauft
werden kann. Lookback-Optionen sind daher relativ teuer.

Den vorgestellten Optionen liegt ein einziger Basiswert S zugrunde. Optio-
nen, deren Wert von mehreren Basiswerten S7...,S, abhingt, heiflen Multi-
asset-Optionen. Beispiele sind Rainbow-Optionen (Beispiel einer Auszahlungs-
funktion: V' = max{5,...,S5,}) oder Basket-Optionen (Beispiel einer Auszah-
lungsfunktion: V = (3, @;S; — K)T). Der Phantasie sind keine Grenzen gesetzt!

2.2 Arbitrage

Aus der bloflen Annahme der Arbitrage-Freiheit konnen allerlei Konsequenzen
iiber die Hohe der Optionspreise gezogen werden. Genauer gesagt leiten wir in
diesem Abschnitt obere und untere Schranken fiir die Preise européischer und
amerikanischer Optionen her. Dazu betrachten wir einen Finanzmarkt mit den
folgenden Voraussetzungen:

e Es gibt keine Arbitrage-Moglichkeiten.
e Es werden keine Dividendenzahlungen auf den Basiswert geleistet.

e Der risikofreie Zinssatz fiir Geldanlagen und Kredite ist derselbe und betrigt
r > 0 bei kontinuierlicher Verzinsung.

e Der Markt ist liquide und Handel ist zu jeder Zeit mo6glich.

Was bedeutet ,,bei kontinuierlicher Verzinsung“? Wir legen zur Zeit ¢ = 0 den
Betrag Ky an. Dieser Betrag werde nach der Zeit At mit dem Zinssatz r verzinst
und zusammen mit den Zinsen neu angelegt. Nach n Zinszahlungen (bzw. nach
der Zeit T'= n/At) wird der Betrag

K, = Ko(l + ’I“At)n = Ko(l + T‘T/?”L)n
ausgezahlt. Im Grenzwert n — oo erhalten wir die kontinuierliche Verzinsung

K = Kye'™.
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Umgekehrt miissen wir den Betrag Ke "7 jetzt anlegen, um nach der Zeit T den

Betrag K zuriickzuerhalten. Dies nennt man Diskontierung.

Betrachte zuerst das folgende Portfolio: Kaufe einen Basiswert S und einen
européischen Put P mit Ausiibungspreis K und Verfallstag T und verkaufe einen
européischen Call C' mit Ausiibungspreis K und Verfallstag T. Das Portfolio,
bestehend aus diesen Anlagen, hat den Wert

T=S+P—-C.
Der Wert von 7 zur Zeit T ist

mr =87+ (K —S7)t — (Sr — K)" = K.
Wie groB ist der Wert von 7 zur Zeit t? Legen wir zur Zeit ¢ den Betrag Ke"(T—%
risikofrei an, erhalten wir zur Zeit T auch den Betrag K zuriick. Wir behaupten,
dass m = Ke (1),

Angenommen, es wire m; < Ke™ . Kaufe dann das Portfolio, leihe den
Betrag Ke "I aus (oder verkaufe entsprechende Bonds) und lege den Betrag
Ke Tt _ 71, > 0 beiseite. Zur Zeit T liefert das Portfolio den Betrag K, den
wir der Bank fiir den Kredit geben. Dies bedeutet, dass wir zur Zeit ¢t einen
sofortigen, risikofreien Gewinn Ke " (T — 71, > 0 erzielt haben — Widerspruch!

Angenommen, es wire m; > Ke "7~ Verkaufe das Portfolio (d.h. verkaufe
einen Basiswert und einen Put und kaufe einen Call), lege Ke "(T—%) risikofrei
bei der Bank an und lege die Differenz m — Ke "(T—%) > ( beiseite. Erhalte dann
zur Zeit T den Betrag K von der Bank zuriick und kaufe damit das Portfolio
zum Preis von 7 = K. Wir haben einen sofortigen, risikofreien Gewinn erzielt —
Widerspruch!

Wir haben bewiesen:

r(T—t)

Proposition 2.4 (Put-Call-Paritit) Unter den obigen Voraussetzungen an
den Finanzmarkt gilt fir alle 0 <t <T':

S+ P, —C, = Ke "I,

Hierbei sind P; und Cy Abkiirzungen fiir P(S¢,t) und C(S¢,t). Wir nennen
die obige Argumentation Arbitrage-Preistechnik. Mittels dieser Technik kénnen
wir obere und untere Schranken fiir européische und amerikanische Optionen her-
leiten. Fiir die folgenden Resultate setzen wir die obigen Finanzmarkt-Annahmen
voraus.

Proposition 2.5 Fiir europdische Optionen gelten zur Zeit 0 < t < T folgende
Schranken:

(1) (St - Ke_r(T_t))Jr < Cy <5,
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(2) (KeT=0 —8)" < B < Ke (T,

Beweis. (1) Die Schranke C; > 0 ist offensichtlich; anderenfalls ergébe der ,, Kauf*
einer solchen Option einen sofortigen Gewinn, ohne zur Zeit T eine Verpflichtung
eingehen zu miissen. Ferner gilt C; < Si; anderenfalls verkaufe einen Call und
kaufe einen Basiswert. Zur Zeit T muss der Basiswert eventuell verkauft werden.
Zur Zeit t gilt nach Annahme C; — Sy > 0, d.h., wir realisieren einen sofortigen,
risikofreien Gewinn — Widerspruch.

Wir behaupten nun C; > S; — K e~ (T fiir alle Zeiten t. Angenommen, es
gilt das Gegenteil, d.h., es gibt ein ¢, so dass Cy < S;— Ke~ "I~ Betrachte dann
das folgende Portfolio zur Zeit ¢:

Verkaufe Basiswert S, kaufe Call C, lege Ke "It an.

Wir erhalten die Arbitrage-Tabelle 2.1. Der Wert des Portfolios zur Zeit T ist
nichtnegativ, und zur Zeit t realisieren wir einen sofortigen Gewinn S; — C; —
Ke "(T=Y) > 0 — Widerspruch.

Portfolio Geldfluss Portfoliowert Portfoliowert zur Zeit T'
zur Zeit t St < K ‘ St > K
Verkaufe S; Sy — S —Sr —ST
Kaufe C —C4 Cy 0 St — K
Lege Ke "D an | —Ke "(T79 Ke 7(T—Y K K
Summe St — Ct Ct — St K — ST 2 O 0
—Ke T >0 | $+Ke 7T <0

Tabelle 2.1 Arbitrage-Tabelle fiir den Beweis von Proposition 2.5.

(2) Die Schranken fiir Put-Optionen folgen aus denen fiir Call-Optionen und
der Put-Call-Paritét (Ubungsaufgabe). O

Bemerkung 2.6 Proposition 2.5 (1) ist auch fiir amerikanische Calls giiltig, da
die Arbitrage zur Zeit t moglich war. O

Genauer gilt das folgende Resultat.

Proposition 2.7 Fir amerikanische Optionen Ca, P4 gelten zur Zeit 0 <t <T
folgende Schranken:

(1) Ca(Se,t) = Cu(S,1),
(2) Ke "=t < 8, + Pa(Sy,t) — Ca(S;,t) < K,
(3) (Ke T — §)" < Py(S;,t) < K,

wobei Cg den Wert einer europdischen Call-Option bedeute.
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Bemerkung 2.8 Beachte, dass die Relation (1) nur fiir Basiswerte gilt, auf die
keine Dividende gezahlt wird. Die Beziehung (2) kann als Put-Call-Paritéat fiir
amerikanische Optionen interpretiert werden. O

Beweis. (1) Angenommen, wir iiben die amerikanische Call-Option zur Zeit ¢ <
T frithzeitig aus. Dann erhalten wir den Betrag S;— K, wobei S; > K (anderenfalls
wiirden wir die Option nicht ausiiben). Aus den Propositionen 2.5 (1) und 2.6
folgt aber, dass fiir den Wert der Option gilt:

Ca(Si,t) > (S, — Ke " TN T =g, - Ke7TD > 5, _ K.

Es ist also sinnvoller, die Option zu verkaufen als auszuiiben. Die friihzeitige
Ausiibung ist folglich nicht optimal. Ubt man die Option genau zur Zeit T aus,
erhilt man die Ausstattung einer europiischen Option.

(2) Die groflere Flexibilitidt amerikanischer Put-Optionen impliziert P4 > Pg
fiir alle 0 < t < T, wobei Pg den Wert einer européischen Put-Option bezeichne.
Aus der Put-Call-Paritéit und (1) folgt

Ca—Py<Cp—Pp=5—Ke T

fiir 0 < ¢ < T, also die untere Schranke in (2). Um die obere Schranke zu zeigen,
benutzen wir wieder ein Arbitrage-Argument. Angenommen, es gibt ein 0 <¢ < T
mit Sy — K > Ca(Si,t) — Pa(Se,t). Sei T* < T der Ausiibungszeitpunkt der
amerikanischen Put-Option und betrachte die Arbitrage-Tabelle 2.2. Wir haben
ein Portfolio konstruiert, das Arbitrage erméglicht — Widerspruch.

Portfolio Geldfluss Portfoliowert Portfoliowert zur Zeit T™

zur Zeit t S+ < K ‘ St > K
Verkaufe Put Pa(t) —P4(t) —(K — St+) 0
Kaufe Call —Cal(t) Ca(t) >0 > S« — K
Verkaufe Basiswert | S —St —Sr= —S7=
Lege K an -K K Ke'(T" =0 Ke'(T" =t
Summe Py —Ca —Ps+Ca >Ke TV _K|[>Ke™T 9K

+S-K>0| -S+K<0|>0 >0

Tabelle 2.2 Arbitrage-Tabelle fiir den Beweis von Proposition 2.7. Der Wert des Calls
ist wegen Ca(t) > (S; — Ke "T=)* zur Zeit t = T* grofer als oder gleich null (wenn
St+ < K) bzw. grofer als oder gleich Sy« — K (wenn St« > K).

(3) Die Ungleichungskette (2) ist dquivalent zu
Ke "T™0 — 8+ 0y < Py <K — S, + Ca.

Nun ist nach Proposition 2.5 (1) einerseits
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Py > Ke ™M@ _g 104
= Ke "™ — 8,4 Cg
> Ke—r(T—t) — S+ (St B Ke—r(T—t))+

(Ke T _ g+
und andererseits
Py<K-5+Cs=K-5+Cp<K-5+5=K.
Dies beweist die Ungleichungskette (3). O

Bemerkung 2.9 Wir kénnen die untere Schranke fiir amerikanische Put-Op-
tionen aus Proposition 2.7 (3) verschiirfen. Es gilt fir 0 <¢ < T":

Pa(S;,t) > (K — Sy)t.

Im Falle K < S; ist diese Ungleichung trivial. Sei also K > S;. Wiirde nun
PA(Si,t) < (K — S¢)T fiir ein ¢ gelten, so fiihrt der Kauf der Put-Option und
die gleichzeitige Ausiibung der Option auf einen sofortigen, risikofreien Gewinn
K — S; — Po(S;,t) > 0 — Widerspruch. O

Die Abschétzungen aus den Propositionen 2.5 und 2.7 sowie Bemerkung 2.9
sind in Abbildung 2.3 illustriert.

’
’ L7

KeT(T-1) St

Abbildung 2.3 Qualitativer Kurvenverlauf der Preise européischer und amerikanischer
Optionen.

Ubungsaufgaben

1. Das Portfolio, bestehend aus einem long call mit Ausiibungspreis K7 und
einem short put mit Ausiibungspreis Ko < Kj (mit gleichem Verfallstag),
heifit collar. Zeichnen Sie das Auszahlungsdiagramm.



2.2 Arbitrage 17

2. Zeigen Sie, dass ein butterfly spread aus einem long strangle und einem short
straddle konstruiert werden kann.

3. Zeichnen Sie die Auszahlungsdiagramme der folgenden Portfolios:

(a) ein long call und zwei long puts, jeweils mit gleichem Verfallstag und
gleichem Ausiibungspreis (diese Kombination wird strip genannt);

(b) ein long put und zwei long calls, jeweils mit gleichem Verfallstag und
gleichem Ausiibungspreis (diese Kombination wird strap genannt).

4. Angenommen, eine Aktie kostet 75 und eine européische Call-Option kostet
9 mehr als eine européische Put-Option auf diese Aktie. Die Optionen haben
eine Laufzeit von einem Jahr und einen Ausiibungspreis von 70. Wie hoch
ist der derzeitige Zinssatz?

5. Eine Aktie koste 50. Eine europiische Call-Option bzw. Put-Option mit
einem Jahr Laufzeit und Ausiibungspreis K = 50 koste 5 bzw. 4. Ein risiko-
freier Bond zahlt bei einer Anlage von 45 nach einem Jahr 50 aus. Welches
Prinzip wird hier verletzt und warum?

6. Betrachte die beiden folgenden européischen Call-Optionen auf denselben

Basiswert

Cy =52 Ky =477 T =1 Jahr,

Cy =124, K; =40, T =1 Jahr.
Der risikolose Zinssatz betrage r = 10%. Konstruieren Sie eine Arbitra-
gemoglichkeit.

7. Ziel dieser Aufgabe ist es, die Konstruktion eines Zertifikats auf eine Ak-
tie des Unternehmens A zu verstehen. Das Zertifikat, das von der Bank B
emittiert werde, sei folgendermaflen definiert. Der Kéufer des Zertifikats hat
das Recht, von der Bank B am Ende der Laufzeit T' = 8 Monate entweder
die Aktie A oder einen vorher festgelegten Geldbetrag zu beziehen. Schliefit
die Aktie am Verfallstag direkt am oder unter dem Betrag von 58.70, so
wird die Aktie geliefert, anderenfalls erhélt der Kéufer den Geldbetrag aus-
gezahlt. Zum Zeitpunkt der Emission ¢ = 0 notierte die Aktie bei 55.50,
wéhrend das Zertifikat zu einem Preis von 51.35 angeboten wurde, also mit
einem Abschlag von etwa 7.5%.

(a) Stellen Sie ein Portfolio aus Aktien und Optionen zusammen, das dem
Zertifikat entspricht. Prézisieren Sie die Kennwerte K, V und T der
entsprechenden Optionen.

(b) Zeichnen Sie das Auszahlungsdiagramm des Zertifikats.
(c) Wie grof} ist die maximal mogliche jéhrliche Rendite des Zertifikats?



18 2 Grundlagen

(d) Zur Zeit t = 2 Monate wird das Zertifikat zu einem Preis von 55.20
gehandelt. Der Kurs der Aktie A lautet 61.10. Lohnt es sich voraus-
sichtlich, das Zertifikat zum Zeitpunkt ¢ = 2 Monate zu kaufen?

Dieses Finanzprodukt wurde iibrigens Anfang der Jahrtausendwende von
einer Schweizer Bank auf den Markt gebracht.

8. Beweisen Sie Proposition 2.5 (2).
9. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Seien C(K1) bzw. C(K3) die Preise zweier Call-Optionen zum Kurs des
Basiswerts S und zur Zeit ¢ mit Ausiibungspreisen K; bzw. Ko und
Verfallstag T' (auf denselben Basiswert). Es gelte Ky > K;. Dann folgt
fir alle 0 <t < T

0<CO(K)) — C(Ks) < (Ky — Kp)e "™,

(b) Seien C'(11) bzw. C(T3) die Preise zweier Call-Optionen mit Verfallsta-
gen T bzw. Ty und mit Ausiibungspreis K (auf denselben Basiswert).
Gilt Ty > T1, so folgt fiir alle 0 <t < T

C(Tg) > C(Tl).

10. Sei C(S,t; K) der Wert einer européischen Call-Option in Abhéngigkeit des
Basiswerts S, der Zeit ¢ und des Ausiibungspreises K. Zeigen Sie, dass die
Abbildung K — C(S,t; K) konvex ist, d.h., fiir alle K7, K3 > 0 und 0 <
a <1 gilt

C(S,t;aK) + (1 —a)Ka) < aC(S,t; K1) + (1 — a)C(S, t; K2).
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3 Die Binomialmethode

In diesem Kapitel greifen wir Beispiel 1.3 aus der Einleitung auf und stellen eine
zeitdiskrete Methode zur Bestimmung von Optionspramien vor, die Approxima-
tion durch Binomialbdume (Abschnitt 3.1). Fiir die Binomialmethode benétigen
wir einige grundlegende Begriffe aus der Wahrscheinlichkeitstheorie und die De-
finition der Brownschen Bewegung, die wir teilweise nur formal einfithren (Ab-
schnitt 3.2). Im Grenzwert verschwindender Zeitdiskretisierungsparameter lei-
ten wir in Abschnitt 3.3 aus den Binomialbdumen die Black-Scholes-Formel her.
Schliellich erldutern wir in Abschnitt 3.4 den Algorithmus des Binomialverfah-
rens und dessen Implementierung in MATLAB.

3.1 Binomialbdume

Wir betrachten zunéchst, wie in Beispiel 1.3, einen sehr einfachen Finanzmarkt,
in dem mit einem Bond, einer Aktie oder einer (europiischen) Call-Option nur
zu den Zeitpunkten ¢ = 0 und ¢t = At gehandelt werden kann. Spéater werden wir
diesen Fall auf n > 2 diskrete Zeitpunkte verallgemeinern.

3.1.1 Ein-Perioden-Modell

Fiir das Ein-Perioden-Modell mit den n = 2 Zeitpunkten t = 0 und t = At
machen wir die folgenden Annahmen (siche Abbildung 3.1):

e Der Bond B; habe zur Zeit t = 0 den Wert By = 1. Der risikofreie Zinssatz
betrage » > 0 sowohl fiir Guthaben als auch fiir Kredite, und es werde
kontinuierlich verzinst, so dass Ba; = e"2t.

e Die Aktie habe zur Zeit t = 0 den Wert Sy = S. Zur Zeit t = At gebe es
zwei Moglichkeiten: Der Kurs der Aktie betrage Sar = u - S (up-Zustand)
mit Wahrscheinlichkeit ¢ > 0 bzw. Sa; = d - S (down-Zustand) mit Wahr-
scheinlichkeit 1 — ¢ > 0, wobei u > d > 0.

e Die Call-Option habe den Ausiibungspreis K und die Verfallszeit At.

e Der Finanzmarkt sei arbitragefrei und erlaube Aktienleerverkiufe (short sel-
ling), d.h. den Verkauf von Aktien, die man noch nicht besitzt, aber spéter
liefert. Fiir den Kauf oder Verkauf von Wertpapieren fallen keine Transakti-
onskosten an. Es erfolgen keine Dividendenzahlungen.

M. Giinther, A. Jiingel, Finanzderivate mit MATLAB®, DOI 10.1007/978-3-8348-9786-2_3,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2010
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By =1 g By = €At
q Sat =uS
Sop=S
1—9q Sar =dS

Abbildung 3.1 Ein einfaches Ein-Perioden-Finanzmarktmodell.

Die vierte Voraussetzung impliziert d < "Bt < g, Gilte namlich ™8t > U, SO
konnte der Kauf von Bonds durch Aktienleerverkéiufe finanziert und Arbitrage
erzielt werden. Im Falle e"® < d bestiinde eine Arbitrage-Mdaglichkeit durch den
Kauf von Aktien, der durch Kredite finanziert wird.

Zur Zeit At betrigt der Wert C'a¢ der Call-Option entweder C,, := (uS—K)*
oder Cy := (dS — K)*. Wir wollen den Wert C der Call-Option zur Zeit t =
0 bestimmen. Dazu verwenden wir die Duplikationsstrategie, die wir bereits in
Beispiel 1.3 erwdhnten. Wir duplizieren die Call-Option dadurch, dass wir ¢y
Anteile des Bonds und ¢y Anteile der Aktie kaufen bzw. verkaufen. Wir suchen
also ein zur Call-Option dquivalentes Portfolio, so dass gilt:

Cl'Bt+02'St:Ct, tZO,At.

Die unbekannten Groflen ¢; und ¢y kénnen wir aus dieser Gleichung fiir ¢t = At
bestimmen:

1™+ ouS = C,,

ClerAt +cdS = Oy
Die Losung dieses Gleichungssystems ergibt

uCy—dC,  _ Cu=Cy
(u—d)erdt’ 27 (u—d)S’

Cl =

Aus d < u folgt ¢; <0 und ¢2 > 0, d.h., es muss zum Aktienkauf stets ein Kredit
aufgenommen werden. Nun kénnen wir die Optionspriamie Cjy bestimmen:

erAt d

Co=ci-1+c-S=e"(pCy+ (1—p)Cq) mitp= ui—_d (3.1)
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Aus der Ungleichungskette d < ertt <y folgt 0 < p < 1.

Die Optionspramie Cy kann als der diskontierte, d.h. abgezinste Erwartungs-
wert beziiglich der Wahrscheinlichkeit p interpretiert werden. Definieren wir ndm-
lich den Erwartungswert einer Zufallsfunktion X, die nur die beiden Zusténde
X = X, und X = X; mit Wahrscheinlichkeit p bzw. 1 —p annehmen kann, durch

E,(X) :=pXy + (1 —p)Xq,
so lautet die Formel (3.1) einfach
Co = e "E,((Say — K)T). (3.2)

(In Abschnitt 3.2 geben wir eine allgemeinere Definition des Erwartungswertes.)
Der Optionspreis hingt nicht von der Wahrscheinlichkeit ¢ ab; dies ist ver-
standlich, da wir alle Pfade in dem Binomialbaum betrachten. Wegen der Relation

rAt _rt
B, (Sar) = puS + (1 — p)dS = *——dyg 4 L=°

:'rAt
p— w—d dS =¢e"'S

kénnen wir p als die risikoneutrale Wahrscheinlichkeit interpretieren, da der er-
wartete Kurs des Basiswerts mit der Wahrscheinlichkeit p des up-Zustandes gleich
dem Erlos aus dem risikofreien Bond ist.

3.1.2 n-Perioden-Modell

Wir verallgemeinern nun die obige Idee, indem wir einen n-Perioden-Finanz-
markt betrachten. In Abbildung 3.2 ist ein Binomialbaum dargestellt, der zur
Zeit t = 0 startet. In jeder Periode der Lange At kann sich der Aktienkurs
mit der Wahrscheinlichkeit ¢ um den Faktor v und mit der Wahrscheinlichkeit
1 — ¢ um den Faktor d verdndern. Ein solches Preismodell wird auch Cox-Ross-
Rubinstein-Modell genannt [51]. Seien also n € N und T' = nAt die Verfallszeit.
Dann ist
Z:L:: kdn—ks

der Wert der Aktie zur Zeit T bei k up-Zustinden und n — k down-Zusténden.
Wir betrachten zunéchst den Fall n = 2. Dann berechnet sich der Options-
preis zur Zeit t = 0 analog zum Ein-Perioden-Modell aus

Co=e " pCy + (1 - p)Ca),
wobei Cy, und Cy; gegeben sind durch
Cy = e_rAt(pCuu + (1 - p)Cud)a Cd = e_rAt(pCud + (1 - p)Cdd)

und Cyy, Cyg und Cyg in Abbildung 3.3 definiert sind. Daher ergibt sich im
Zwei-Perioden-Modell
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u™S
u2S ... <
q wS u"tdS
S udS -
1—¢q dsS ud® 1S
B2S ... <
ars
Abbildung 3.2 Ein Binomialbaum mit n Perioden.
Cuu = (u2S — K)*
Cy
C) Cuqg = (udS — K)*
Ca
Cyq = (d?S — K)*
Abbildung 3.3 Wert der Option im Zwei-Perioden-Modell.
Co = e 2 (p?Cuy + 2p(1 — p)Cug + (1 — p)*Caa) -
Damit kénnen wir die Verallgemeinerung auf n Perioden erraten:
Co=e "5 Z mpk(l - p)n—k(S]? —-K)*. (3.3)
k=0

Diese Formel kénnen wir auf zweierlei Arten interpretieren. Definieren wir
den Binomialkoeffizienten

n\ n!
k) El(n — k)!

und den Erwartungswert einer Zufallsfunktion X, die mit Wahrscheinlichkeit

<Z>p’“ (1—p)*

den Wert X = X, (k=0,...,n) annehmen kann, durch
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() = 3 ()0 — o R, (3.4

so erhalten wir die Beziehung

Co = e "TE,((S" — K)™).

(3)ra-pr

ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Aktienkurs zur Zeit T' = nAt den Wert
uFd" %S besitzt (siehe Beispiel 3.2 (2)).

Wir kénnen die Formel (3.3) auch anders interpretieren. Mit
m =min{0 < k <n:ubd" %S — K > 0} kénnen wir (3.3) schreiben als

Co =5 zn: (Z) (pue_TAt)k ((1 _p)de—rAt>"*k
k=m
— Ke T i <Z>pk(1 _ p)nfk'
k=m

Der Wert

Sei p’ = pue~"?t. Dann folgt aus der Definition von p die Beziehung pu-+(1—p)d =
e oder 1 —p' = (1 — p)de ">, und daher

— - n Nk _ I \n—k _ e T - N\ k4 yn—k
Co = S};(,{)@) 1-p)*-K k;ﬂ(,g)p (1-p)
= S®(m,p) — Ke "Td(m,p), (3.5)

wobei B(m.p) = kz”;n (Z)pk(l —p)n k.

Die Beziehung (3.5) nennen wir die diskrete Black-Scholes-Formel, mit der wir
in Abschnitt 3.3 weiterarbeiten.

3.2 Brownsche Bewegung und ein Aktienkursmodell

Im letzten Abschnitt haben wir Begriffe wie Erwartungswert und Wahrscheinlich-
keit benutzt. Diese wollen wir in diesem Abschnitt definieren. Aulerdem fithren
wir einige Begriffe aus der Theorie stochastischer Prozesse ein.
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3.2.1 Stochastische Grundbegriffe

Wir beginnen mit einigen Grundlagen (siehe auch [19, 74, 180]). Im Folgenden
sei mit P(£2) die Potenzmenge einer Menge (2 bezeichnet.

Definition 3.1 (1) Eine Menge F C P(Q2) heifit o-Algebra genau dann, wenn

(i) Qe F,
(ii) fir alle A € F folgt Q\ A € F und
(iii) fir alle A, € F, n € N, folgt U2 | A,, € F.
(2) Sei F C P(Q) eine o-Algebra. Wir nennen eine Funktion P: F — [0,1] ein
Wahrscheinlichkeitsmafl genau dann, wenn
(i) P(Q2) =1,
(ii) fiir alle paarweise disjunkten Mengen A, € F, n € N, gilt:

() -Sen
n=1 n=1

Beispiel 3.2 (1) Sei 2 = {1,...,n}. Dann sind die Potenzmenge P(2) selbst
und F = {0, Q} o-Algebren. Die Funktion P: P(2) — [0, 1], definiert durch
P(A) = #A/n, wobei #A die Anzahl der Elemente von A bezeichne, ist ein
Wahrscheinlichkeitsmafl. Wir nennen P(A) die Wahrscheinlichkeit, dass das
Ereignis A eintritt.

(2) Seien Q = {0,1,...,n}, F = P(Q) und p = 1. Ein Element aus  beschreibe
die Anzahl der up-Zustinde im Binomialbaum (siche Abbildung 3.2). Die
Wahrscheinlichkeit P(k), dass der Endknoten S¥ erreicht wird, ist gleich der
Anzahl der moglichen Pfade vom Wurzelknoten Sy = S zu diesem Endkno-

ten, gegeben durch
n! _(n
Elin—k)!  \k)’

dividiert durch die Anzahl 2™ aller moglichen Pfade, also

v = () 5 = (1) - o .

Definition 3.3 (1) Fin Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (2, F,P), beste-
hend aus einer Menge 2, einer o-Algebra F und einem Wahrscheinlichkeits-

mafs P.

(2) FEine Funktion X: Q — R auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,F,P)
heifst Zufallsvariable genau dann, wenn fir alle Borelmengen B € B(R) gilt:
X-YB) e F.
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Die Menge B(R) aller Borelmengen ist die kleinste o-Algebra, die alle offenen
Mengen von R enthilt. Beachte, dass die Bedingung X ~1(B) € F fiir Zufallsva-
riablen analog ist zu der Definition fiir stetige Funktionen X: 2 — R, ndmlich
XY B) €T fiir alle B € T, wobei 7 die Menge aller offenen Mengen von (? ist.

Definition 3.4 Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Zufallsvariablen
X1,..., Xy heiffen (stochastisch) unabhingig, wenn fir alle A; € B(R), i =
1,...,n, gilt:

P{XieAi}n...n{X, € A,}) =P{X1 € A1})-...-P{X,, € A,}).
Hierbei bezeichnen wir mit {X; € A4;} die Menge {w € Q: X;(w) € 4;}.
Beispiel 3.5 Ein (idealer) Wiirfel werde zweimal hintereinander geworfen. Sei

X, i = 1,2, die jeweilige Augenzahl beim Wurf, d.h. X; : Q@ — {1,...,6} und
P(X;=k) = %. Dann sind X; und X5 wegen

. 1 .
P(X1=4j,Xo=k)===P(X1=j) -P(Xa=k)
fiir alle 5,k = 1,...,6 unabhéngig. O

Wir definieren nun das Integral beziiglich eines Wahrscheinlichkeitsmafes.
Wir nennen eine Funktion f: 2 — R einfach, wenn sie die Darstellung

n
f=Y cly, mitceeR, AieF
i=1

und charakteristischen Funktionen 14, (d.h. I4,(z) = 1, wenn x € A;, und
I4,(x) = 0 sonst) besitzt. Das Integral iiber einfache Funktionen ist definiert

durch .
i > er(a)

Definition 3.6 Seien (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufalls-
variable.

(1) Das Integral iber X (falls es existiert) ist definiert durch

/XdP:/X(w)dP(w) = sup /fdP.
Q Q <X einfach JQ

(2) Der Erwartungswert E(X) und die Varianz Var(X) sind definiert durch
E(X) := / XdP, Var(X):=E[(X —E(X))} =E(X?) — (E(X))?,
Q

falls die entsprechenden Integrale existieren. Die Standardabweichung ist ge-

geben durch o := \/Var(X).
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(3) Die Kovarianz zweier Zufallsvariable X und Y ist definiert durch
Cov(X,Y) == E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = B(XY) — E(X)E(Y),
falls E(X), E(XY) und E(Y) ezistieren.

Streng genommen haben wir das Integral nur fiir Zufallsvariable X > 0 defi-
niert. Ist X beliebig, so setzen wir

/XdP ::/max{X,O}dP—/maX{—X,O}dP,
Q Q Q

sofern die Integrale existieren. Fiir unabhéngige Zufallsvariablen X und Y gilt
E(XY) = E(X)E(Y) und insbesondere Cov(X,Y) = 0 (Ubungsaufgabe). Daher
kann die Kovarianz als ein Maf} fiir die Abhéngigkeit von X und Y betrachtet
werden. Allerdings kann von Cov(X,Y) = 0 nicht auf Unabhéingigkeit geschlossen
werden. Fine weitere Konsequenz aus der Unabhéngigkeit von X und Y ist die
Additivitat der Varianzen:

Var(X +Y) = E(X?) +2EXY)+E(Y?) — (E(X)+E(Y))?

Var(X) 4 Var(Y). (3:6)

Unter bestimmten Voraussetzungen konnen der Erwartungswert und die Va-
rianz mittels eines Riemann-Integrals berechnet werden. Dafiir benttigen wir die
folgende Definition.

Definition 3.7 Sei X: Q — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F,P).

(1) Die Verteilungsfunktion F' von X ist definiert durch
Flz)=P(X <z)=P({w e Q: X(w) <z}).

(2) Falls eine Funktion f: R — R ezistiert mit
)= [ s,

dann heifit f Dichtefunktion bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte von X. Ist f
stetig, so folgt F' = f.

Satz 3.8 Der Erwartungswert und die Varianz einer Zufallsvariablen X : @ — R,
die eine Dichtefunktion f besitzt, sind gegeben durch

BX) = [ 2@
Var(X) = B(X?) - EQXP = [ (a~ E(V)Pfla)da,
R

falls die entsprechenden Integrale existieren.
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Beweisskizze. Wir benutzen die beiden folgenden Resultate: Nach dem Trans-
formationssatz gilt fiir (regulédre) Funktionen g : R — R mit y = X (w)

[ aoxir= [ oy PP = [ stnaPx) = [ gaeoxt)

(3.7)
AuBlerdem folgt formal fiir regulére Funktionen f
d(PoX™1)
= = < <
o }lzli%h(POX Y((z,z +h)) = hm P(a: X <x+h)
o1
= e —%:I%h/ f@)

Damit erhalten wir fir g(x) =id(z) = x

E(X):/QidonP:/idd(PoXl)z/xf(x)dx

Der zweite Teil des Satzes folgt aus (3.7), denn mit g(z) = 22 gilt

E(Xz)_/ goX)dP = / dx/R:J:Qf(x)dx

und die Behauptung folgt. O
Beispiel 3.9 (1) Seien 2 =R, p € R und o > 0. Eine Zufallsvariable X mit der

Dichtefunktion
_ 1 (z — p)?
f(.fU) = Wexp <—w s T € R,

heiBt normalverteilt bzw. N (u, 0?)-verteilt. Der Erwartungswert und die Va-
rianz lauten E(X) = p und Var(X) = 2. Eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvaria-
ble nennen wir standardnormalverteilt. Fiir die Verteilungsfunktion £ einer
standardnormalverteilten Zufallsvariable schreiben wir auch

D(z) = \/12?/ e 2 ds.

(2) Seien Q@ =R, p € R und o > 0. Eine Zufallsvariable X, deren Logarithmus
normalverteilt ist, d.h. In X ist normalverteilt, heifit lognormalverteilt bzw.
A(u, 0?)-verteilt. Die entsprechende Dichtefunktion lautet

1 (Inz—p)? .
/(@) :{ e o0 (S1AT) a0
0

: sonst,

und der Erwartungswert sowie die Varianz berechnen sich zu

2

E(X) = e“+02/2, Var(X) = 62“—'—02(60 -1)

(siehe Ubungsaufgaben).
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(3) Betrachte den Kurs einer Aktie in einem zeitdiskreten Finanzmarkt wie in

Abschnitt 3.1, d.h., der Aktienkurs kann um einen konstanten Faktor mit
Wahrscheinlichkeit ¢ € (0,1) steigen (up) und mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢
fallen (down). Die Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl der up-Zustéinde
in einem n-Perioden-Finanzmarkt. Dann ist der Wertebereich von X die
Menge {0, 1,...,n}, und die Wahrscheinlichkeit, dass der Aktienkurs k-mal
steigt, betragt

P(X = k) = (Z) (1 gt

(siehe Beispiel 3.2). Wir sagen, dass X binomialverteilt oder B(n, q)-verteilt
ist. Der Aktienkurs lautet dann (mit den Notationen aus Abschnitt 3.1)
5% = uXd"=XS. Die Funktion

k=0 k=0

ist die Verteilungsfunktion. Ersetzen wir in der Definition der Verteilungs-
funktion das Integral durch eine Summe, erkennen wir, dass die Dichtefunk-
tion gerade f(k) = P(X = k) ist. Damit sind der Erwartungswert und die
Varianz von X gegeben durch (Ubungsaufgabe)

n

B(X) = Y kf(k) =ng, Var(X) =3 (k — E(X))*f(k) = ng(1 - q).
k=0

k=0

Insbesondere konnen wir die diskrete Formel (3.5) zur Berechnung der Op-
tionspramie Cy schreiben als

Co = SP(X,y >m) — Ke "TP(X, > m),

wobei X,y bzw. X}, B(n,p')- bzw. B(n, p)-verteilte Zufallsvariablen sind.

(4) Seien © = R und A > 0. Eine Zufallsvariable X mit der Dichtefunktion

e ™™ x>0
ﬂ@_{o Lz <0

heifit exponentialverteilt. Der Erwartungswert und die Varianz von X sind

1 1
v Var(X) = 2

E(X) =
Die Exponentialverteilung wird oft fiir die Modellierung der Lebensdauer von

Bauteilen oder von Warteschlangen bzw. Kreditausfillen verwendet (siehe
Abschnitt 8.4). O
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3.2.2 Stochastische Prozesse und Brownsche Bewegung

Der zeitkontinuierliche Aktienkurs .S; ist eine Zufallsvariable, d.h., wir sollten
genauer S(w,t) schreiben, wobei w ein Element des zugrundeliegenden Wahr-
scheinlichkeitsraumes ist. Meistens ldsst man allerdings das Argument w weg.
Die Funktion w — S(w,t) ist eine Zufallsvariable fiir festes ¢; wir haben noch
zu klidren, welche Regularitét die Funktion t — S(w,t) fiir festes w besitzen soll.
Dies fiihrt auf den Begriff des stochastischen Prozesses.

Definition 3.10 Ein (stetiger) stochastischer Prozess Xy, t € [0,00), ist eine
Familie von Zufallsvariablen X : Q x [0,00) — R, wobei t — X (w,t) stetig ist fiir
alle w € Q. Wir schreiben Xy = X (t) = X (-,t), d.h., Xy ist eine Zufallsvariable.

Ein stochastischer Prozess ist also eine funktionenwertige Zufallsvariable. Ein
besonderer stochastischer Prozess ist durch die Brownsche Bewegung gegeben. Sei
hierzu Zj, eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen, die mit Wahrscheinlich-
keit 1 den Wert +/Af und mit Wahrscheinlichkeit 1 den Wert —/At annehmen,

und sei Xt(n) =Y 11 Zk, wobei n/At = t. Dann ist E(Z) = 0, Var(Z;) = At und
wegen (3.6)
E(X™) =0, Var(X\")=E(X™)?) =nE(Z%) = nVar(Z;) = n/At = t.

Man kann zeigen, dass Xt(n) fiir n — oo (und At — 0, so dass n/At = t) in einem

gewissen Sinne konvergiert. Den Grenzwert nennen wir die Brownsche Bewegung
W;.

Satz 3.11 (Wiener) FEs gibt einen stetigen stochastischen Prozess Wy mit den
Eigenschaften

(1) Wy =0 (P-)fast sicher, d.h. P({w € Q : Wy(w) =0}) = 1.
(2) fir alle 0 < s <t gilt: Wy — Wy ist N(0,t — s)-verteilt und

(3) fiir alle 0 <r <wu<s<t gilt: Wy — Wy und W, — W, sind unabhdngig.

Der stochastische Prozess W; aus Satz 3.11 wird Wiener-Prozess oder Brown-
sche Bewegung genannt. Aus Satz 3.11 (2) folgt, dass Wy N(0,t)-verteilt ist und
dass gilt:

E(W; — Wo)?) =t —s. (3.8)

Der Beweis von Satz 3.11 ist aufwéndig; siehe zum Beispiel [145].
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3.2.3 Ein Aktienkursmodell

Mit Hilfe des Wiener-Prozesses konnen wir ein Modell fiir die Entwicklung von
Aktienkursen angeben. Eine erste Idee ist die Uberlegung, dass der Aktienkurs
zur Zeit t die Summe aus dem Aktienkurs Sy zur Zeit ¢ = 0, einer Pramie a - ¢
und einer zufilligen Entwicklung ist:

Sy = So+ a-t+,Zufall“.

Dieser Ansatz hat jedoch den entscheidenen Nachteil, dass der Aktienkurs negativ
werden kann, wenn der ,,Zufall“ zu grofl und negativ wird. Daher verwenden wir
eine andere Idee. Betrachte dazu einen Bond B; mit risikofreiem Zinssatz r > 0.
Dann gilt B; = Bpe™ (siehe den Anfang von Kapitel 2) oder

InB;=InBg+r-t.
Dies legt den folgenden Ansatz fiir den Aktienkurs S; nahe:
InS; =1InSy+0b-t+,Zufall”.

Da in einem arbitragefreien Markt die Anlage in eine Aktie die gleiche Rendite wie
ein Bond bringen soll, schreiben wir bt anstatt rt. Der obige Ansatz kann durch
Abbildung 3.4 des Dow Jones Index motiviert werden. Der Index verdndert sich
zeitlich aufgrund des Driftterms b - t, modifiziert durch zuféllige Schwankungen.

Fiir den ,,Zufall“ nehmen wir an, dass er ohne Tendenz ist, d.h. E(,,Zufall) =
0, und dass er von der Zeit ¢t abhingt. Eine Moglichkeit ist die Annahme, dass
der ,Zufall“ N(0, 0%t)-verteilt ist. Dies wird durch den Ansatz

14000F
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80001

Dow Jones
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40001

2000F
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Abbildung 3.4 Chart des Dow Jones Index von Januar 1920 bis November 2009.
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InS; =1In Sy + bt + oWy
erfiillt, denn Var(cW,) = o?t. Ublicherweise definiert man p = b + 0% dies
impliziert

1
InS; =1InSy+ <p - 202) t+ oWy (3.9)

Der Aktienkurs ist dann gegeben durch
L,
Sy = Spexp ,ut+0Wt—§cr t]. (3.10)

Man nennt S; eine geometrische Brownsche Bewegung; Sy ist lognormalverteilt,
d.h., In(S;/So) ist N((u — 02/2)t, o%t)-verteilt. Auf die obige Beziehung kommen
wir in Abschnitt 4.2 zuriick. Fiir den Erwartungswert und die Varianz von S; gilt
das folgende Resultat.

Lemma 3.12 Sei S; eine geometrische Brownsche Bewegung. Dann gilt:

E(S;)) = Spe, (3.11)
Var(S;) = S2e(e”t —1). (3.12)

Beweis. Das Lemma folgt aus Beispiel 3.9 (2); wir geben dennoch einen direkten
Beweis. Da W; N(0,t)-verteilt ist, erhalten wir

(o) = \/%/Remex?/ztdm _ \/%ea%/z/Re(xat)?/ztdx _ o2,
also
E(S;) = Soe“t_UZt/QE(e"Wf) = Spett
und
Var(S;) = E(S2) —E(S))? = S2er—o")tE(e20We) — g2¢2ut
SgeZ“t(eazt —1). 0

Der Aktienkurs ist gemif (3.10) ein Produkt aus dem mittleren Kurs Spe#
und einer zufiilligen Schwankung exp(cW; — %azt) um diesen mittleren Kurs.
Die Formeln (3.11) und (3.12) benétigen wir fiir das Binomialverfahren in Ab-
schnitt 3.4. Vorher wollen wir uns mit dem Grenzfall n — oo bei konstantem
Endzeitpunkt T" beschéftigen. Die sich ergebende Black-Scholes-Formel wird sich
in Kapitel 4 als exakter Wert fiir den fairen Optionspreis in einem zeitkontinu-
ierlichen Finanzmarktmodell erweisen.
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3.3 Vom Binomialbaum zur Black-Scholes-Formel

In Abschnitt 3.1 und Beispiel 3.9 haben wir den Preis einer europiischen Call-
Option zur Zeit ¢ = 0 aus einem n-Perioden-Binomialbaum hergeleitet (siehe

(3.5)):
Co = SP(X,y >m) — Ke "' P(X,, > m), (3.13)

wobei X, und X, B(n,p')- bzw. B(n,p)-verteilte Zufallsvariablen sind,
m =min{0 < k <n:uFd"*S — K >0} und

rAt_d

_ rAt
u—d ’

p' = pue”

In diesem Abschnitt leiten wir eine Formel fiir Cy im Grenzwert n — oo bei
festem Endzeitpunkt 7" her. Dafiir machen wir die folgenden Annahmen. Nach n
Perioden sei der Zeitpunkt T erreicht, d.h. T' = n/At. Auflerdem setzen wir v > 1
und ud = 1 voraus und definieren eine Zahl ¢ > 0 durch

u = exp(o/At).

Fiir den Grenzwert n — oo bzw. At — 0 benétigen wir die folgende Version
des Zentralen Grenzwertsatzes [19, 74].

Satz 3.13 SeiY,,, n € N, eine Folge B(n, p)-verteilter Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt

Y, — 1 v
lim P | 2P <] = O(z) = / e 5 /2ds.
oo np(l —p) V21 J -0

Wir beweisen, dass im zeitkontinuierlichen Limes At — 0 der diskrete Opti-
onspreis (3.13) gegen einen Grenzwert konvergiert.

Satz 3.14 Es gelte T = n/At, u = exp(oy/At) und d = exp(—o+/At). Dann folgt

[lim Co = S®(d1) — Ke ™ ®(dy), (3.14)

wobei der Grenzwert At — 0 so sei, dass n — oo sowie T = n/At gelten, und

dyjs = In(S/K) + (r £0%/2)T
= T '

Die Gleichung (3.14) nennen wir die zeitkontinuierliche Black-Scholes-Formel
(vgl. [3, 183]).

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass
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lim P(Xy > m) = @(d)),  lim P(X, > m) = B(da).

Wir beweisen nur den zweiten Grenzwert; der Beweis der ersten Beziechung ist
dhnlich. Wir zeigen zuerst, dass

. u\ 2 9
Alirilo np(l —p) (ln ﬁ) = o°T, (3.15)
, u o?
Al}erilon (p In p +1In d) = <T - 2) T. (3.16)

Da sowohl u als auch d von At abhéngen, ist auch p eine Funktion von At.
Eine Taylor-Entwicklung in

erAt _ e—a\/Ef
P = VBl — oVt
(14+7At) — (1 — o/t + 02 At)2) + O((At)?/?)
(14 oAt + 020t)2) — (1 — o /Dt + 021t )2) + O((At)3/2)
o+ (r —a?/2)/At + O(At)

_ —
20 + O(At) r A= 0

ergibt

I 1 i 2p—1 r o
im p=— im =———.
AP T A VAL o 2

Aus diesen Grenzwerten schlieffen wir (3.15) und (3.16), denn

. u\ 2 . T 2
Jmpre =) () = Jm, z5p(1 =P o vAD
= lim 4p(1 — p)o*T = o*T
Jim dp(1 —p)o”T = o°T,
. u : T o?
A" (pln3 +ind) = Ay R~ Ve = (7” - 2> T

Um den Zentralen Grenzwertsatz anwenden zu konnen, formulieren wir die
Wahrscheinlichkeit fiir X, um:

P(Xp>m):1—P(Xp<m):1_P<\/np(1_p) < \/np(l—p)

X, —np m —np )

Nach Definition von m gilt

K In(S/K)+nlnd
1 — 1 >1ln — >
mlnu+ (n m)ndinS = m> n(u/d) )
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und es existiert eine Zahl 0 < o < 1, so dass

_In(S/K) +nlnd

In(u/d)
Damit ergibt sich
P(X, > m)
— 1_Pp < Xp —np < —In(S/K) — n(pln(u/d) + Ind) +aln(u/d)> ‘
np(1—p) In(u/d)/np(1 — p)

Wegen (3.15), (3.16) und aIn(u/d) = 2a0+/At erhalten wir im Grenzwert At — 0

P(X,>m)—1—® <—1H(S/K) —\/(% - 02/2)T> |

woraus wegen 1 — ®(—z) = &(z)

= ®(d)

Pt = ) (M) 02T

VT

und damit die Behauptung folgt. O

Daneben stimmt im Grenzwert das Aktienkursmodell des n-Perioden-Modells
mit dem Aktienkursmodell der geometrischen Brownschen Bewegung iiberein, wie
das folgende Lemma zeigt.

Lemma 3.15 Das Aktienkursmodell Sy, des n-Perioden-Modells (t = n/At fest)
konvergiert gegen das Aktienkursmodell der geometrischen Brownschen Bewegung
in Verteilung.

Beweis. Der Aktienkurs S;, im n-Periodenmodell kann fiir £ = 0,1,...,n die
Werte S* := uFd"*S, annehmen. Analog zum vorigen Beweis erhalten wir als
kleinste natiirliche Zahl m mit S]' > x

S In(z/Sp) —nlnd
N In(u/d)

mit 0 < o < 1. Hierbei haben wir vorausgesetzt, dass n grof§ genug gewahlt ist,
um S > x erfiillen zu kénnen. Damit erhalten wir

np(l —p) In(u/d)\/np(1 — p)

und daraus mit Satz 3.13 sowie den Grenzwerten (3.15) und (3.16)

P(Sin <) =P < Sp —np < In(z/So) + n(pln(u/d) + Ind) + aln(u/d)) |
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Tim P(Sy, < 7) = ® <ln("”/50) j\(/g - 02/2)15) |

Dass die rechte Seite mit der Verteilungsfunktion der Lognormalverteilung iiber-
einstimmt (siehe Beispiel 3.9), macht man sich durch eine geeignete Variablen-
substitution klar:

o (ln(x/So) Z\(/; - 02/2)75)

! (In(S/So) + (r — 0%/2) t)”
_/0 5’07\/277# exp (— yon ) ds.

Damit ist In(S/Sp), die logarithmisierte Rendite, N ((r — 02/2)t, 0t)-verteilt. [J

3.4 Binomialverfahren

Wir sind jetzt in der Lage, einen ersten numerischen Algorithmus vorzustellen,
um den Preis einer européischen oder amerikanischen Option approximativ zu
bestimmen.

Wir zerlegen das Zeitintervall [0, 7] in N Zeitschritte der Linge At = T'/N
und suchen Approximationen S; von S(¢;) zu den Zeitpunkten t; = i - At, i =
0,..., N. Wir machen die folgenden Annahmen:

e Der Kurs S; betrégt nach Ablauf der Zeit At entweder S; 1 = wS; (up) mit
Wahrscheinlichkeit p € (0,1) oder S;+1 = dS; (down) mit Wahrscheinlichkeit

1—p.

e Die erwartete Rendite im Zeitraum At entspricht dem risikolosen Zinssatz,
d.h., wir setzen g = r in (3.11) und (3.12):

E(S(tix1)) = S(t;)e™™,  Var(S(tip1)) = S(ti)zeQTAt(e"zm —-1). (3.17)
Fiir den Optionspreis V (¢;) gelte analog

E(V(tiy1)) = V(t;)e >t (3.18)

e Fiir den Kauf oder Verkauf von Wertpapieren fallen keine Transaktionskosten
an, und es erfolgen keine Dividendenzahlungen.

Die Parameter u, d und p bestimmen wir, indem wir die Erwartungswerte
und Varianzen des zeitkontinuierlichen Modells und des zeitdiskreten Modells
gleichsetzen. Fiir das zeitdiskrete Modell gilt:
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E(Siy1) = p-uSi+(1-p)-dS;,
Var(Siy1) = E(S%) — (B(Siy1))?
= p(uSi)2 +(1- p)(alSZ-)2 — (puS; + (1 — p)dSi)2.

Ersetzen wir in (3.17) S(t;) durch S; und verwenden wir die obigen Beziehungen,
so erhalten wir

Sie"™t = puS; + (1 —p)dS;,
S22 DAL _ 1) = p(uS)? + (1 — p)(dS:)? — (puS; + (1 — p)dS;)>.

Die erste Gleichung ist dquivalent zu
e = pu+ (1 - p)d. (3.19)
Setzen wir dies in die zweite Gleichung ein, ergibt sich

e2rAt(602At _ 1) — pu2 + (1 _ p)dQ . (erAt)Q

oder, nach Subtraktion von e? 2,

e@rHo At — 2 4 (1 — p)d?. (3.20)

Mit (3.19) und (3.20) haben wir zwei Gleichungen fiir die drei Unbekannten u, d
und p, so dass wir eine dritte Gleichung benéttigen, um eindeutige Losbarkeit zu
bewéhrleisten. Es ist plausibel, dass wir den urspriinglichen Basiswert .S; erhalten,

wenn der Kurs in einem Zeitschritt einmal steigt und einmal fallt oder umgekehrt:
S; = d(uS;) = u(dS;). Dies impliziert die dritte Gleichung

w-d=1. (3.21)

Die Unbekannten u, d und p kénnen nun aus (3.19), (3.20) und (3.21) bestimmt
werden. Ubrigens ist auch die Wahl p =  anstelle von (3.21) méglich (siehe [132,
225] und Bemerkung 3.16 (3)). Die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems
(3.19)-(3.21) lautet (Ubungsaufgabe)

u = s+vs2-—1,
d = s—+s2-1,
erAt_d

p = w—d

wobel
(6—7"At + €(r+a2)At) )
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3.4.1 Der Algorithmus

Die Binomialmethode erfolgt nun in drei Schritten. Sei Sy der Aktienkurs zur Zeit
t = 0 und seien Sj; = wd=ISy fiir i =0,...,N und j = 0,...,7 die moglichen
Aktienkurse zur Zeit ¢;.

1. Schritt: Initialisierung des Binomialbaumes. Berechne (im Falle europé-
ischer oder amerikanischer Optionen) fiir j = 0,..., N:

SjN = udeijo.
2. Schritt: Berechnung der Optionswerte V. Fiir t = T ist V' (S,t) durch die
Endbedingung bekannt. Berechne also fiir alle j =0,..., N:

Voo = (Sin—K)* : Call
N (K'—S]'N)+ : Put.

Fiir den dritten Schritt der Berechnung der Optionspreise V}; ist eine Vor-
iiberlegung notig. Wir kénnen (3.19) mit Hilfe der Definition von Sj; schreiben
als

Sjie" = puSj; + (1 — p)dSji = pSjs1i41 + (1 — p)Sjit1-

Ersetzen wir in (3.18) den zeitkontinuierlichen Optionspreis durch den zeitdiskre-
ten, also V;e"t = E(Vi41), so folgt wie fiir den Aktienkurs die Gleichung (siehe
auch (3.1) und (3.2))

Viie™ = pVir1in + (1= p) Vi,

3. Schritt: Rickwdirtsiteration. Fir alle i = N —1,...,0und j = 0,...,4
bestimme im Falle européischer Optionen

Vii = e " (pVit1i01 + (1 = p)Vjit1)
und im Falle amerikanischer Optionen
Vi = e Vi + (1=p)Viin),

{ max{(SjZ- - K)+,‘Zﬂ} : Call

Vii
! max{(K — Sj;)*,V;;} : Put.

Der Wert Vg ist eine Approximation der Optionspriamie V' (Sp, 0).

Bemerkung 3.16 (1) In Abschnitt 3.1 haben wir begriindet, dass die Arbitrage-
Freiheit des Marktes die Ungleichungskette d < €™ < u impliziert. Diese
Ungleichungskette ist hier erfiillt, falls ¢ > 0, denn

BB 1<l <+ /B -1
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ist dquivalent zu
’erAt_mS /52_1
oder )
> 2 (prAt —rAt
8> 5 ("> +e ),

und die letzte Ungleichung ist wahr fiir alle r > 0, ¢ > 0 und At > 0.

(2) Entwickelt man v = 3+ /% — 1 in der Form
u=eVA L O((A)P?) fiir At — 0

(Ubungsaufgabe), so erhélt man ein approximatives Binomialverfahren durch
Wahl der Parameter

erAt_d
u:e"‘/ﬂ, d:e*"m, pziu_d.

Die Eigenschaft d < e"* < u ist genau dann erfiillt, wenn At < (o /r)2, d.h.,
der Zeitschritt darf nicht zu grofl gewéhlt werden. Dieses Binomialverfahren
ist beispielsweise in der Financial Toolboxr von MATLAB mit dem Befehl
binprice implementiert, basierend auf der Arbeit [51] (siche Abschnitt 9.2).

(3) Eine alternative Binomialmethode erhalten wir durch Lésung der Gleichun-
gen (3.19), (3.20) und p = 1. Dies liefert (Ubungsaufgabe)

d = eTAt (1 -V 602At — ].) s
u = " (1 + Ver? At — 1) ,

1
p = 9
Auch in diesem Fall kénnen die Parameter r, o und At nicht beliebig gewahlt
werden, da sonst d < 0 moglich ist. Dies wird verhindert, wenn wir den
Zeitschritt At klein genug wihlen, ndmlich At < In2/02.

(4) Die in diesem Kapitel und in (3) beschriebene Binomialmethode basiert dar-
auf, die Erwartungswerte und die Varianzen des zeitkontinuierlichen Modells
und des zeitdiskreten Modells gleichzusetzen und entweder die zusétzliche
Gleichung ud = 1 oder p = % vorauszusetzen, um die Parameter u, d und p
zu berechnen. Eine dritte Variante der Binomialmethode erhélt man, indem
man nicht nur die Erwartungswerte und die Varianzen gleichsetzt, sondern
auch die dritten Momente. Unter einem n-ten Moment verstehen wir den
Ausdruck E((S;)"). Dies fiihrt auf die Gleichungen (3.19), (3.20) und

p(uS;)? + (1 — p)(dS;)? = §3e¥Dtedo” N,
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Die Losung lautet (siehe Abschnitt 5.1.4 in [135]):

i = Yo (Q+1—\/Q2+2Q—3),

2
u = QeT’At(Q+1+\/Q2+2Q—3),
2
- erAt_d
po=

wobei Q = e?’2t Tn diesem Fall gilt d > 0 und p > 0 fiir alle r, o und
At > 0. Dieses Binomialmodell ist in [218] verwendet worden.

(5) In dem Falle, dass Dividendenzahlungen auf den Basiswert geleistet werden
(etwa zur Zeit t; < T), fillt der Kurs aus Arbitragegriinden sprunghaft um
den Ausschiittungsbetrag. Dies kann modelliert werden, indem die Werte
von S im Binomialbaum zur Zeit ¢; entsprechend vermindert werden (siehe

[107)).

(6) Die Binomialmethode kann zur Trinomialmethode erweitert werden, indem
zu jedem Zeitpunkt ¢; drei Anderungsmoglichkeiten fiir den Kurs des Ba-
siswertes mit Wahrscheinlichkeiten p, ¢ und r mit p + ¢ + r = 1 zugelassen
werden. Fiir Details verweisen wir auf Abschnitt 5.2.1 in [135].

(7) In den Arbeiten [7, 36, 142] sind weiterfithrende Fragestellungen zur Bino-
mialmethode zu finden.

3.4.2 Implementierung in MATLAB

Die Binomialmethode zur Berechnung der Prémie einer européischen Put-Option
auf eine Aktie mit aktuellem Kurs Sg = 5 implementieren wir nun als MATLAB-
Programm. Wir wéhlen die Parameter

K=6, r=004 oc=03, T=1.

Leserinnen und Lesern, die mit MATLAB keinerlei Erfahrung haben, empfehlen
wir zunéchst einen Blick in die kleine MATLAB-Einfithrung in Kapitel 9 am Ende
dieses Buches.

Eine direkte Implementierung der drei Schritte der Binomialmethode liegt
im MATLAB-Programm 3.1 vor. Da in MATLAB alle Indizes fiir Vektoren und
Matrizen bei 1 und nicht bei 0 anfangen, miissen die Schleifen von 1 bis N + 1
anstatt wie im letzten Abschnitt von 0 bis N laufen. Die Matrix S;; wird also
durch S(j+1,i+1) beschrieben und Vj; durch V(j+1,i+1) mit ¢,5 =0,1,...,N.
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] N \ 100 200 400 800 1600
Rechenzeit in sec. 0.03 0.2 3.7 33 260
V(5,0) 1.093311 1.094808 1.094192 1.094516 1.094355

Tabelle 3.1 Rechenzeiten und Optionspreise fiir S = 5 des MATLAB-Programm 3.1
in Abhingigkeit von der Periode N. Die Rechenzeit (bestimmt mit einem Pentium-
4-Prozessor mit 1 GHz) kann mit Hilfe der Befehle tic und toc in der Form tic;
binbauml; toc bestimmt werden.

MATLAB-Programm 3.1 Das MATLAB-Programm binbauml.m berechnet den fai-
ren Preis einer europédischen Put-Option geméfl der in Abschnitt 3.4.1 beschriebenen
Binomialmethode. MATLAB-Programme sind Dateien mit der Endung ,,.m“; die enthalte-
nen Befehle werden sequentiell durch den MATLAB-Interpreter iibersetzt und ausgefiihrt.
Kommentare werden durch das Zeichen ,,%* am Zeilenanfang gekennzeichnet. Die forma-
tierte Ausgabe fprintf erlaubt die Ausgabe von Zeichenketten und Variableninhalten
(siehe Kapitel 9).

% Eingabeparameter
K =6; SO =5; r =0.04; sigma = 0.3; T =1; N = 100;

% Berechnung der Verfahrensparameter
dt = T/(N+1);
beta = 0.5*%(exp(-r*dt) + exp((r+sigma~2)*dt));

u = beta + sqrt(beta”2-1);
d = 1/u;
p = (exp(r*dt)-d)/(u-4d);

% 1. Schritt
for j = 1:N+1
S(j,N+1) = SO*u~(j-1)*d~ (N-j+1);

% 2. Schritt
for j = 1:N+1

V(j,N+1) = max(K-S(j,N+1),0);
end

% 3. Schritt
e = exp(-r*dt);
for i = N:-1:1

for j = 1:i
V(j,i) = ex(p*V(j+1,i+1) + (1-p)*V(j,i+1));
end
end
% Ausgabe

fprintf CV(%£,0) = %f\n’, SO, V(1,1))

In Tabelle 3.1 sind die Ergebnisse und Rechenzeiten in Abhéngigkeit von der
Periode N (und damit verschiedenen Zeitschrittweiten At = T/N) dargestellt.
Fiir groflere Perioden dauert die Berechnung des Optionspreises unertraglich lang.
Dies liegt an der Implementierung mit for-Schleifen. Da MATLAB Matrizen als
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zentrale Datenstruktur verwendet, ist es ratsamer, anstatt der Schleifen moglichst
viele Matrixoperationen durch Vektorisierung des Algorithmus zu benutzen. Dies
fithrt zu erheblich kiirzeren Rechenzeiten. Im Folgenden fithren wir die Vektori-
sierung fiir alle drei Schritte des Binomialverfahrens durch.

1. Schritt: Vektorisierung der for-Schleife. Sehen wir uns zunéchst die erste
Schleife in der MATLAB-Implementierung an:

for j = 1:N+1
S(j,N+1) = S0*xu~(j-1)*d~(N-j+1);
end

Diese berechnet in einem Vektor .S, genauer in der letzten Spalte einer Matrix
der Dimension (N + 1) x (N + 1), die Aktienpreise zum Endzeitpunkt. In Vek-
torschreibweise lautet diese Vorschrift (mit dem Aktienpreis Sy zum Zeitpunkt
t=0)

S1,N+1 1-dN

So.N+1 w- a1

S = S3,N+1 = SO . u2 : dN_2
SN41,N+1 ulN -1

Diesen Vektor kénnen wir als elementweise Multiplikation von zwei Vektoren mit
den Eintriigen 1, u,...,u" bzw. dV,dV~1, ..., 1 schreiben oder auch als Produkt
zweier Matrizen:

del
S =S5 . : _ . (3.22)

0 uN 0 1

Das Produkt (und damit die erste Schleife unseres Programms) kénnen wir in
MATLAB wie folgt umsetzen:

S = S0*(u.~([0:N])’.*d.~([N:-1:0])");

Wie ist diese Zeile zu verstehen? Der Ausdruck [0:N] erzeugt einen Zeilenvektor
mit den Eintrégen von 0 bis N mit dem Abstand 1. (Allgemein ergibt [j:h:k]
einen Vektor mit den Elementen j,j + h,j + 2h,...,j + th, und j + ¢h ist die
grofite Zahl kleiner als oder gleich k.) Der Transponierungsoperator ,,’“ fiihrt
diesen Zeilen- in einen Spaltenvektor iiber. Der Punkt vor dem Operator ,,~“
gibt an, dass dieser elementweise anzuwenden ist. Die Verwendung des Punkt-
operators ,, . “ nennen wir Vektorisierung. Folglich ergibt u.~([0:N])’ einen Spal-
tenvektor mit den Elementen (1,u,u?,...,u’Y) = (ujfl)jzlv__’NH. Analog er-
zeugt d.~([N:-1:0])’ einen Spaltenvektor mit den Eintrigen (dV,...,d,1) =
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(dNJrl’j)j:L“”NH. Die eckigen Klammern inu.~([0:N])’> und d.~([N:-1:0])"
konnen iibrigens auch weggelassen werden. Der elementweise Multiplikationsope-
rator ,,.*“ bildet dann aus diesen beiden Vektoren durch elementweise Multipli-
kation einen Spaltenvektor mit den Eintragen v/~ .- dN+t1=J j=1,... N+ 1.

2. Schritt: Vektorisierung von Operatoren. Die Schleife

for j = 1:N+1
V(j,N+1) = max(K-S(j,N+1),0);
end

des zweiten Schrittes zur Berechnung des Optionswertes zum Verfallszeitpunkt
lautet in Vektorschreibweise

Vi,N+1 max(K — S1 n+1,0)

Vo, N41 max (K — Sz n11,0)

V=1 Vant1 | =| max(K —S3n41,0)
VN+1,N+1 max(K - SN+1,N+170)

Dieser Schritt ldsst sich sofort als Matrixoperation (genauer: als Vektoroperation)
schreiben:

V = max(K-S,0);

Hierbei ist das Maximum zweier Matrizen A = (a;;)i j=1,....n und B = (bij)i j=1,...n
als die Matrix
max(4, B) := (max(a;;, bij))

i,j=1,...n

definiert. Ist bei Matrixoperationen einer der Komponenten ein Skalar s, so wird
dieser zu einer Matrix mit den konstanten Eintrégen s ergénzt, d.h., fiir eine
Matrix A = (a;j)i; und einen Skalar s gilt etwa A + s := (a;; + s)i; sowie
max(A, s) := (max(a;j, s))ij-

3. Schritt: Vektorisierung mittels des Indexoperators. Auch der dritte Schritt
unserer MATLAB-Implementierung

e = exp(-r*dt);
for i = N:-1:1
for j = 1:1
V(j,1) = ex(pxV(j+1,i+1) + (1-p)*V(j,i+1));
end
end



3.4 Binomialverfahren 43

kann stark vereinfacht werden. Zunéchst kénnen wir den gemeinsamen Faktor e
bei der Berechnung von V(j,i) aus der Schleife herausziehen und als Faktor am
Ende beriicksichtigen. Auflerdem koénnen wir die Abkiirzung ¢ = 1 — p einfiihren,
um die Subtraktionen in der Schleife einzusparen. In der i-ten Schleife wird somit
eine Vektoraddition von zwei Spaltenvektoren der Dimension ¢ durchgefiihrt:

Vi, Vasivt Viit1
Vo V341 Va,iv1

= T g | T i=NL L (323
Vii Vit1,i+1 Viis1

Da wir nur an dem Wert V1, dem fairen Optionspreis zum Zeitpunkt ¢ = 0,
interessiert sind, kénnen wir diese Schleife in MATLAB implementieren als

q = 1-p;
for i = N:-1:1
V = p*V(2:i+1) + g*V(1:1);
end
V = Vkxexp(-r*T);

Hierbei haben wir den Indexoperator ,,:“ verwendet, um auf einfache Weise Un-

termatrizen (hier: Untervektoren als Spezialfall) zu bilden. So bezeichnet
V(2:i+1) denjenigen Vektor, der die Komponenten Nummer 2,3,...,¢+1 von V
enthilt:
Va
Vs
V(2:i+1) = )
Vit

Der Vektor V auf der linken Seite der Zuweisung V = p*V(2:i+1) + g*V(1:1i)
ist also ein Vektor mit i Elementen. Entsprechend der Gleichung (3.23) wird der
Vektor V bei jedem Durchlaufen der Schleife um eine Dimension verjiingt; am
Ende liegt er nur noch als Skalar vor, der die Approximation Vj ; fiir den fairen
Preis enthélt.

Dieser zweite Ansatz zur Berechnung einer Approximation des fairen Op-
tionspreises mittels der Binomialmethode ist im MATLAB-Programm 3.2 imple-
mentiert. Man beachte, dass wir durch Vektorisierung und geschickte Speicherung
ganz ohne die Verwendung von Matrizen ausgekommen sind!

Tabelle 3.2 gibt die Werte von V' (5, 0) fiir verschiedene Perioden N bzw. ver-
schiedene Zeitschrittweiten At = T'/N an, die mit binbaum2.m fiir den gew#hlten
Parametersatz K = 6, r = 0.04, 0 = 0.3 und 7" = 1 gewonnen wurden. Aus Satz
3.14 wissen wir, dass die Optionspriamie aus der Binomialmethode gegen den
mit der Black-Scholes-Formel (3.14) berechneten Preis konvergiert. Wir sehen,
dass die Binomialmethode erst fiir recht grofle N , genaue® Resultate liefert. Fiir
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kleine N wéchst die Rechenzeit linear mit N, fiir groflere Werte von N dagegen
quadratisch; dies liegt an dem iiberlinearen Anteil von O(N?) Gleitpunktopera-
tionen im dritten Schritt. Die Implementierung ist also recht langsam: Bereits
fir N = 10000 werden mehrere Sekunden Rechenzeit (mit einem Pentium-4-
Prozessor mit 1 GHz) benétigt. Allerdings ist diese Implementierung wesentlich
schneller als die MATLAB-Implementierung binbauml .m, die schon fiir N = 1600
mehrere Minuten Rechenzeit benétigt, im Gegensatz zu deutlich weniger als ei-
ner Sekunde bei binbaum?2.m. Dagegen kann der exakte Wert, gegeben durch die
Black-Scholes-Formel in Satz 3.14, in wenigen Millisekunden berechnet werden.
Die Binomialmethode hat allerdings den Vorteil, dass sie leicht zu implementieren
ist und amerikanische Optionen einfach berechnet werden kénnen.

| N |10 100 1000 10000
Rechenzeit in sec. < 0.01 0.01 0.05 5.1
V(5,0) 1.085019 1.093311 1.094480 1.094365
relativer Fehler | 85-1073% 9.5-107% 1.2-107* 1.1-107°

Tabelle 3.2 Rechenzeiten, Optionspreise und relativer Fehler im Vergleich zum Black-
Scholes-Preis Vg = 1.094353 des MATLAB-Programms binbaum2.m in Abhéingigkeit
von der Periode N.

MATLAB-Programm 3.2 Das vektorisierte MATLAB-Programm binbaum2.m berech-
net den fairen Preis einer européischen Put-Option mit der Binomialmethode. Das Pro-
gramm wird mit binbaum2(S,K,r,sigma,T,N) aufgerufen.

function V = binbaum2(S0,K,r,sigma,T,N)

% Berechnung der Verfahrensparameter

dt = T/N;

beta = 0.5%(exp(-r*dt) + exp((r+sigma”2)*dt));
u = beta + sqrt(beta”2-1);

1/u;

(exp(r*dt)-d)/(u-d);

% 1. Schritt
S = SO*x(u.”(0:N)’.*d."(N:-1:0)’);

% 2. Schritt

V = max(K-S,0);
% 3. Schritt
q = 1-p;

for i = N:-1:1
V = p*V(2:i+1)+q*V(1:1);
end

% Ergebnis
V = exp(-r*T)*V;
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Bemerkung 3.17 Eine alternative Methode zur Berechnung des exakten Werts
einer europaischen Option ist die Verwendung der diskreten Black-Scholes-Formel
(3.5). Verschiedene MATLAB-Implementierungen hierzu werden in [102] disku-
tiert. Es ist moglich, den Rechenaufwand von O(N?) Operationen (fiir das MAT-
LAB-Programm 3.2) auf O(N) Operationen zu reduzieren — damit kommt man
den Rechenzeiten bei der Auswertung der zeitkontinuierlichen Black-Scholes-
Formel aus Satz 3.14 schon sehr nahe. O

Ubungsaufgaben

1. Seien X und Y zwei unabhéngige Zufallsvariable, deren Erwartungswerte
existieren. Zeigen Sie, dass gilt: E(XY) = E(X)E(Y).

2. 5ei X :  — R eine Zufallsvariable mit stetiger Dichtefunktion f. Zeigen
Sie:

(a) Fiir alle endlichen Vereinigungen von Intervallen A gilt:

P(XeA)= /Af(m)dx

(b) Fiir alle z € R gilt: P(X =) = 0.

3. Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz der B(n, q)-verteilten
Zufallsvariable X aus Beispiel 3.9 (2).

4. Eine Zufallsvariable X : Q — Ny heiflt Poisson-verteilt mit Parameter A > 0,

wenn P(X = k) = e *\¥/k!. Zeigen Sie, dass der Erwartungswert und die
Varianz E(X) = A bzw. Var(X) = X lauten.

5. Sei X; eine Folge von B(n,pj)-verteilten Zufallsvariablen, so dass jp; —
A > 0 fiir j — oo. Beweisen Sie, dass X = lim;_o, X; Poisson-verteilt mit
Parameter A ist.

6. Sei X eine A(y,0?)-verteilte (d.h. lognormalverteilte) Zufallsvariable. Zeigen
Sie:

2

E(X) = el to’/2 Var(X) = 62“+"2(e” —1).

7. Zeigen Sie:

(a) Wenn X A(p,o?)-verteilt ist, dann ist In X N(u, o?)-verteilt.
(b) Ist umgekehrt Y N (u, 0%)-verteilt, dann ist ¥ A(p, 0?)-verteilt.
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8.

10.

11.

12.

13.

Beweisen Sie, dass die Ableitung des Wiener-Prozesses W; im folgenden Sin-
ne mit Wahrscheinlichkeit null in einem endlichen Intervall enthalten ist:

1
lim P < — — <b) =
hll% <CL =~ h(Wt+h Wt) >~ > 0,

wobei a, b € R.

. Betrachten Sie ein binomiales Baummodell fiir den Aktienpreis S,, wobei

n € {0,1,2,3}. Sei Sy = 100, und der Aktienkurs falle oder steige zu jedem
Handelszeitpunkt um 10%. Der risikofreie Zinssatz betrage 5%. Ziel ist die
Bewertung einer européischen Put-Option mit Ausiibungspreis K = 110 und
Verfallszeit T = 3.

(a) Bestimmen Sie die risikoneutrale Wahrscheinlichkeit p.

(b) Bestimmen Sie den Preis Py der européischen Put-Option.

(c) Geben Sie das duplizierende Portfolio an.

Betrachten Sie das alternative Binomialmodell aus Bemerkung 3.16 (3), d.h.,
der Erwartungswert und die Varianz von diskretem und kontinuierlichem
Modell seien gleich und als dritte Bedingung sei p = 1/2 gefordert. Leiten
Sie die Faktoren

d = erAt (1 _ m) und u = erAt (1 + m)

her. Zeigen Sie, dass die Arbitrage-Freiheit stets gewéhrleistet ist.

Zeigen Sie, dass

erAt —d
u=p0F+VF -1, d=p-Vp -1, P=—rTa
mit 3 = (e At + e(to)A1) gine Losung ist des nichtlinearen Systems
et = pu+ (1 —p)d,
e2ritta? At _ pu? + (1 —p)d2,
ud = 1.

Zeigen Sie die folgende asymptotische Entwicklung fiir u = § + \/527_17
wobei = %(Q_TAt + 6(7’+02)At):

u=e"VA L O((A)P?) (At — 0).

Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion, die zu einem gegebenen Vektor den
Mittelwert und die Standardabweichung zuriickgibt.
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14. Implementieren Sie in MATLAB die in Bemerkung 3.16 (3) vorgestellte alter-
native Binomialmethode. Bewerten Sie numerisch die folgenden Derivate:

(a) Eine europiische Put-Option mit K = 100, Sy = 103, r = 0.04, o = 0.3,

T=1.
(b) Eine européische Call-Option mit K = 100, Sp = 95, r = 0.1, 0 = 0.2,
T=1.

(c) Bestimmen Sie in beiden Féllen die Anzahl der Zeitschritte, fiir die der
relative Fehler (in Vergleich zum Black-Scholes-Preis) weniger als 0.01%
betragt.

15. Implementieren Sie in MATLAB die in Bemerkung 3.16 (4) vorgestellte Bino-
mialmethode und vergleichen Sie die numerischen Ergebnisse fiir verschiede-
ne Werte von At mit den anderen beiden Varianten der Binomialmethode.

16. Modifizieren Sie das in Abschnitt 3.4.2 vorgestellte MATLAB-Programm
binbauml.m so, dass auch amerikanische Put-Optionen bewertet werden
konnen. Fiihren Sie auch hierfiir eine Beschleunigung der Rechenzeiten durch
Vektorisierung des Algorithmus herbei.

17. Modifizieren Sie das MATLAB-Programm binbaum2.m so, dass européische
Optionen mit beliebigen Auszahlungsfunktionen simuliert werden koénnen.
Die Auszahlungsfunktion sei als Unterprogramm der Form

function y = payoff(S)
yo= ...

definiert und liefere die entsprechende Auszahlung fiir den Aktienpreis S.

18. Implementieren Sie in MATLAB die in Bemerkung 3.17 erwahnte Appro-
ximation der Black-Scholes-Formel fiir européische Optionen iiber eine Bi-
nomialentwicklung und vergleichen Sie fiir verschiedene N die numerischen
Ergebnisse mit den verschiedenen Varianten der Binomialmethode. Ist dieser
Ansatz prinzipiell auch auf amerikanische Optionen iibertragbar?
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4  Die Black-Scholes-Gleichung

In diesem Kapitel leiten wir die Black-Scholes-Gleichung her. Dafiir benttigen wir
den Begriff der stochastischen Differentialgleichung von It6, den wir in Abschnitt
4.1 einfithren. Abschnitt 4.2 befasst sich dann mit der Herleitung der Black-
Scholes-Gleichung und deren Losung, den sogenannten Black-Scholes-Formeln.
Auf die effiziente numerische Auswertung dieser Formeln gehen wir in Abschnitt
4.3 ein. In Abschnitt 4.4 definieren wir dynamische Kennzahlen und erortern,
wie die Volatilitédt bestimmt werden kann. Erweiterungen der Black-Scholes-Glei-
chung stellen wir schliefflich in Abschnitt 4.5 vor.

4.1 Stochastische Differentialgleichungen von Ito

Bevor wir die Definition einer stochastischen Differentialgleichung angeben kon-
nen, bendtigen wir die Definition eines Integrals beziiglich der Brownschen Be-
wegung von der Form

/0 Xy (w)dW(w). (4.1)

Fiir die Definition der Brwonschen Bewegung W, siehe Abschnitt 3.2.2. Als erste
Idee kénnte man eine Definition der Art

/ Xs(w)dWs(w / Xs(
versuchen und das Integral auf der rechten Seite als ein Riemann- oder Lebesgue-
Integral auffassen. Man kann allerdings beweisen, dass fiir (fast alle) w € € die
Abbildung ¢ +— W;(w) nirgends differenzierbar ist (siehe Satz 10.28 in [188]).

Schlimmer noch: Die Abbildungen ¢ — W;(w) haben (fiir fast alle w) auf dem
Intervall ¢ € [0, 1] eine unendliche Variation (siehe Seite 326 in [188]), d.h.

(w)ds

2’)1
nlLH;OZ|Wk/2n( ) W(k 1 /2”( )| -
k=1

Das Integral (4.1) wird daher anders definiert, und zwar als Fortsetzung von In-
tegralen mit einfachen Integranden. Genauer gesagt wird das Integral zuerst fiir
sogenannte einfache stochastische Prozesse definiert (das sind Prozesse X, die
stiickweise konstant beziiglich ¢ sind). Dies definiert ein Funktional auf der Menge

M. Giinther, A. Jiingel, Finanzderivate mit MATLAB®, DOI 10.1007/978-3-8348-9786-2_4,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2010
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aller einfachen stochastischen Prozesse. Das Integral fiir allgemeine stochastische
Prozesse wird dann erklart als Fortsetzung dieses Funktionals. Anstelle einer ge-
nauen Definition, fiir die allerlei technische Hilfsmittel benotigt werden, definieren
wir das Integral mittels der folgenden einfachen Formel.

Definition 4.1 Das Ito-Integral mit Integrator Wy ist gegeben durch

n—1

t
/() XsdWy = nh—’H;OkZ_Oth (Wthrl - Wtk)a

wobei X4 ein stochastischer Prozess und 0 = tg < t1 < --- < t,, = t Partitionen
von [0,t] mit max{|tiz1 —t;|:i=0,...,n—1} — 0 (n — o0) seien.

Eine genaue Definition des It6-Integrals, das wieder ein stochastischer Prozess
ist, ist aufwéindig, da insbesondere die Regularitéit des stochastischen Prozesses
X, prazisiert werden muss (die Stetigkeit von ¢ — X; geniigt nicht). Wir verweisen
auf §§3.1-3.2 in [125] und §3.1 in [167]. Auch im Folgenden arbeiten wir mit den
stochastischen Objekten lediglich formal, d.h., wir préazisieren die notwendigen
Voraussetzungen (Messbarkeit der Zufallsvariablen etc.) nicht. Hierfiir verweisen
wir auf die Literatur, z.B. [132, 167, 176, 178].

Bemerkung 4.2 Ubrigens ist auch durch

n—1

t
/0 Xso0dW,:= lim ZX%(tk+tk+1)(Wtk+l - Wi,)
k=0

n—oo

ein Integral definiert; man nennt es das Stratonovich-Integral. Fiir manche An-
wendungen ist dieser Integralbegriff angemessener (siehe Bemerkung 4.9). g

Beispiel 4.3 Als Illustration des Ito-Integrals berechnen wir

t
/ WsdWs.
0

Wire die Abbildung ¢t — W, differenzierbar, kénnte man wegen Wy =0

t td W2 1
WedW, = | — —2ds= W}
/0 /0 a5 2 =W

schreiben. Dies ist jedoch falsch. Dazu rechnen wir

i
L

N | =

1 n n—1 1 n—1
2 2 2
(Wtk+1 - Wtk) = 9 Z Wtk - Z WtkWtk+1 + D) Z Wtk
k=1 k=0 k=0
n—1

1
= §Wt2 - Z Wtk(Wtk+1 - Wtk)'
k=0

=
Il

0
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Aus Satz 3.11 von Wiener folgt, dass E[(W;, , — Wi )% = tgs1 — t. Damit
erhalten wir aus

n—1 1 1 n—1
Z Wi, (Wtk+1 B Wtk) = §Wt2 9 Z(Wtk+1 B Wtk)2
k=0 k=0
im Grenzwert n — oo .
1 t
/ WedWs = W7 — . (4.2)
0 2 2
Im Vergleich zur naiven Herangehensweise erhalten wir einen Korrekturterm
—t/2. ]

Wir kommen nun zur Definition einer speziellen stochastischen Differential-
gleichung.

Definition 4.4 FEine stochastische Differentialgleichung von It6 ist gegeben durch
dXt = a(Xt, t)dt + b(Xt, t)th, (43)

wobei Xy ein stochastischer Prozess, W; der Wiener-Prozess und a und b geeig-
nete (d.h. hinreichend reguldre) Funktionen seien. Die Gleichung (4.3) ist die
symbolische Schreibweise fiir die Integralgleichung

t t
X, = Xo+ / a(Xs, s)ds + / b(Xs, s)dWs. (4.4)
0 0

Erfillt ein stochastischer Prozess die Gleichung (4.4), so heifst er 1t6-Prozess.
Der Term a(Xs, s)ds in (4.3) wird Driftterm genannt, b(Xs, s)dW heif$t Diffusi-

onsterm.

Wir diskutieren hier nicht die Losbarkeit stochastischer Differentialgleichun-
gen, d.h. unter welchen Bedingungen Losungen existieren, wie diese Losungen de-
finiert und ob sie eindeutig sind, sondern verweisen auf die Literatur [12, 167, 198].

Beispiel 4.5 (1) Seien a =0 und b =1 in (4.3). Dann folgt
Xt:Xo—i—/otdWs:X0+Wt—W0:X0+Wt,
d.h., ein Wiener-Prozess ist ein spezieller [to6-Prozess.
(2) Seien a(X,t) = rX mit r € R und b(X,t) = 0. Dann ist die Gleichung
Xi=Xo+ r/ot Xds oder dX;=rXdt, (4.5)

also dX/dt = rX mit X(0) = Xy zu l6sen. Dies ist eine gewohnliche Diffe-
rentialgleichung mit der eindeutigen Losung

X(t) = Xoe™, t>0.

Wir konnen (4.5) als (stochastische) Differentialgleichung fiir einen Bond X
mit risikofreier Zinsrate r interpretieren. U
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Fundamental fiir die Herleitung der Black-Scholes-Gleichung ist das Lemma
von Ito. Dieses zeigt, dass fiir einen It6-Prozess X; und eine regulidre Funktion f
auch f(Xj,t) ein It6-Prozess ist.

Lemma 4.6 (Itd) Seien X; ein It6-Prozess und f € C*(R x [0,00)). Dann ist
der stochastische Prozess fy = f(Xy,t) ein Ité-Prozess (4.4), und es gilt:

df = (W + g—f + %bz 22];> dt + bgf (4.6)
Beweisskizze. Aus (3.8) folgt
E((AW)?) = B((Wiy a0 — Wi)?) = AL,
Im ,,Grenzwert“ At — dt konnen wir formal schreiben
dW? = dt. (4.7)

Wir geben nun einen formalen Beweis von Lemma 4.6, basierend auf der Charak-
terisierung (4.7) und unter Vernachldssigung von Termen héherer Ordnung, d.h.,
wir approximieren bis zur Ordnung dt und vernachléssigen Terme der Ordnung
dt3/? und dt?. (Der vollstindige Beweis von Lemma 4.6 ist in [12, 132, 167] zu
finden.)

Wir entwickeln f mit der Taylor-Formel:

f(Xipne, t+ Ot) — f( X4, 1)

0 0 102
= S a4 LX) (X — X0) + 5 5 (K (51
102 0?
+ Eaié(Xt, t)(Xt-l—At - Xt)2 + 8l‘§t (Xt, t)At(Xt+At — Xt)

+ O((A)?) + O((AY) (Xepar — X)) + O((Xiepar — Xb)?),

wobei F(At) = O(G(At)) bedeutet, dass |[F(At)/G(At)| < const. fiir At — 0
ist. Wir schreiben AX = Xyianr — Xy und Af = f(Xppne, t + At) — f( Xy, t).
Ersetzen wir Af, AX und At durch df, dX und dt, so erhalten wir

f of 19°f

St +5dX + ——2dX?+ O(dt?) + O(dtdX) + O(dX?).  (4.8)

i = Ox 2 0x?

Da X; ein It6-Prozess ist, gilt
dX? = (adt + bdW)?* = a®dt* + 2abdt AW + b*dW>.

Aus (4.7) folgt
dX? = b2dt + O(dt3/?).
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Setzen wir diesen Ausdruck in (4.8) ein, erhalten wir

_of of 2 f 3/2
o = Sdt+ (dt+de)+2b St + 0t
f

of of 2 of 3/2
<8t+6x+2b82 5, W +0(dt?),

>dt+b

Vernachliissigen wir die Ausdriicke der GroBenordnung O(dt/?), erhalten wir
(4.6). O

Beispiel 4.7 Wir berechnen noch einmal das Integral

t
/ WsdW
0

mit Hilfe der Ito-Formel. Mit f(z) = 22, @ = 0 und b = 1 folgt aus Lemma 4.6
von Ito

d(W?) = dt + 2W; dW;

oder in Integralform
t t
W2 = W02+/ ds+2/ W, dW.
0 0

Wegen Wy = 0 folgt die Formel (4.2). O
Beispiel 4.8 Die exakte Losung der stochastischen Differentialgleichung
dX; = pXdt + o XydW,y
ist gegeben durch die geometrische Brownsche Bewegung (siehe (3.10))
X; = Xpexp ((,u — %ag)t + aWt) , (4.9)
denn das Lemma von It6, angewandt auf die Funktion
Xy = f(Ya,t) = Xoexp ((n — 302)t + oY)

mit V; =W, und a =0, b = 1, ergibt

1 1
X, = <u — 202> Xidt + 502Xtdt + o X dW;
= puXydt + o X dW,

und damit die Behauptung. U
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Bemerkung 4.9 Das Stratonovich-Integral aus Bemerkung 4.2 hat den Vorteil,
dass die Kettenregel wie im deterministischen Fall gilt. Sei dazu X; eine Losung
der stochastischen Differentialgleichung von Stratonovich:

dX; = a(Xt, t)dt + b(Xt, t) o dWy,
definiert durch die Integraldarstellung
t t
X = Xo +/ a(Xs, s)ds +/ b(Xs, s) o dWs.
0 0

Ist f(x,t) eine reguldre Funktion, so 16st f; = f(X¢,t) die stochastische Differen-
tialgleichung von Stratonovich (siehe Abschnitt 4.9 in [128])

_(90F of of
die man formal erhélt, wenn man
_of of
df = 5t dt + ade

schreibt und die Differentialgleichung fiir X; einsetzt.

Fiir Finanzanwendungen wird jedoch eher das Ito-Integral verwendet, da zu
Beginn des Zeitraums [tg,tx1] der Aktienkurs nur zur Zeit ¢ und nicht zu
zukiinftigen Zeiten bekannt ist. Mathematisch wird dies dadurch ausgedriickt,
dass die Funktion X, in der Definition des Integrals im Intervall [tx, tx+1] durch
den linken Intervallpunkt t; approximiert wird (und nicht durch den Mittelwert
%(tk + ti4+1) wie im Stratonovich-Integral). O

4.2 Black-Scholes-Formeln

Mit den Vorbereitungen aus dem vorigen Abschnitt kénnen wir die formale Her-
leitung der Black-Scholes-Gleichung skizzieren. Sei der Kurs eines Basiswerts
durch eine Zufallsvariable Sy, ¢ > 0, beschrieben, sei W; der Wiener-Prozess
und V = V (S, t) der Wert einer Option. Unsere Hauptvoraussetzung ist, dass S;
durch eine geometrische Brownsche Bewegung beschrieben wird, d.h. (siehe (3.9)
oder (4.9))

1
InS; =1nSy + (u— 2a2> t+ oW,

mit gegebenem Drift © € R und gegebener Volatilitdt ¢ > 0. Da wir die obige
Gleichung schreiben kénnen als
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1
d(In S;) = (u - 202> dt + odW,,

ist In Sy ein Ito-Prozess. Aus Lemma 4.6 von It6 fiir f(x) = exp(x), a = p—0?/2
und b = ¢ folgt dann wegen

0 0?
%(ln St) = St, f

die stochastische Differentialgleichung

8.1’2 (ln St) = St

1 1
dS; = d(exp(InS;)) = (u - 202> Sydt + 5025tdt + oSy dW;
= MStdt + O'Stth

oder s
?t = pdt + odW,. (4.10)
t

Beachte, dass eine naive Herangehensweise die Formel
dS; = d(exp(InSy)) = exp(lnS)d(In S;) = Sid(In Sy)
1
= (N — 202> Sidt + 0S¢ dWy

nahelegen wiirde. Der hier gemachte Fehler wird durch das Lemma von It6 kor-
rigiert.

Die Gleichung (4.10) kann heuristisch folgendermaflen interpretiert werden.
Sei S der Kurs des Basiswerts zur Zeit ¢t und S + dS der Kurs zur Zeit ¢ + dt.
Die relative Anderung des Kurses dS/S ist durch einen deterministischen Anteil
i dt und durch einen zufélligen Anteil o dW gegeben. Der Term dW modelliert
die Zufilligkeit der Kurswerte. Wir nehmen an, dass die zufélligen Schwankungen
durch die Brownsche Bewegung W modelliert werden koénnen.

4.2.1 Modellvoraussetzungen
Wir machen folgende vereinfachende Modellannahmen an den Finanzmarkt:
e Der Kurs des Basiswerts S; geniigt der stochastischen Differentialgleichung
dS; = pSidt + o SpdWy (4.11)
mit konstanten Parametern p € R und o > 0.

e Fiir Geldeinlagen und Kredite wird derselbe und gegebene konstante risiko-
lose Zinssatz r > 0 verwendet. Der entsprechende Bond erfiillt die Gleichung
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e Es werden keine Dividendenzahlungen auf den Basiswert geleistet.

e Der Markt ist arbitragefrei, liquide und friktionslos (d.h., es gibt keine Trans-
aktionskosten, Steuern, Geld-Brief-Spannen usw.).

e Der Basiswert kann kontinuierlich (d.h. nicht nur zu diskreten Zeitpunkten)
gehandelt werden und ist beliebig teilbar (d.h., auch Bruchteile kénnen ge-
handelt werden). Leerverkéufe (short selling) sind erlaubt (d.h., wir diirfen
verkaufen, was wir zum Zeitpunkt des Verkaufs (noch) nicht besitzen).

e Alle betrachteten stochastischen Prozesse sind stetig (die Modellierung eines
Borsencrashs ist somit nicht moglich).

Sei V (S, t) der Wert einer Option zum Zeitpunkt ¢. Wir betrachten das folgende
Portfolio, bestehend aus ¢ (t) Anteilen eines Bonds, c2(t) Anteilen des Basiswertes
und einer verkauften Option (vgl. Abschnitt 3.1):

Y;f = Cl(t)Bt + CQ(t)St — V(St,t)

Aus dem Erlos des Optionsverkaufs konnen ggf. die Bond- und Basiswertanteile
finanziert werden (daher das Minuszeichen vor V' (S, t)). Wir bendtigen nun die
folgende Definition.

Definition 4.10 Wir nennen ein Portfolio

n

Y =) ai(t)Si(t) =: c(t) - S(t),
i=1
bestehend aus den Anlagen S; (Bonds, Aktien, Optionen) mit Anteilen c;, selbst-

finanzierend, wenn Umschichtungen im Portfolio auschlieflich aus Kdufen oder
Verkdufen von Portfoliowerten finanziert werden, d.h., wenn zu jeder Zeit t gilt

Yi =c(t) - S(t) = c(t — At) - S(t)
fiir alle hinreichend kleinen At > 0.

Wir behaupten, dass fiir die Anderung eines selbstfinanzierenden Portfolios

dY; =) " ci(t)dSi(t) =: c(t) - dSy (4.13)

i=1
folgt. Schreiben wir ndmlich AX (t) = Xy a¢ — X3, so ergibt die obige Definition
4.10 fiir ein selbstfinanzierendes Portfolio

AY() = Yiini—Yi

= ¢c(t)S(t+ At) —c(t)S(t)

= c(t)- AS(t),
und im ,, Grenzwert“ At — dt erhalten wir dY; = ¢(t) - dSy, also (4.13).

Unser Portfolio Y; erfiille die beiden folgenden Voraussetzungen.
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Annahme 1: Das Portfolio Y; ist risikolos, d.h., es unterliegt keinen zufélligen
Schwankungen. Fin risikoloses Portfolio kann wegen der Arbitrage-Freiheit
des Marktes nur so viel erwirtschaften wie eine risikolose Anlage; die Portfo-
lio-Anderung lautet daher

dY; = rY,dt. (4.14)

Annahme 2: Das Portfolio Y; ist selbstfinanzierend. Nach (4.13) gilt also

dY; = 1 (t)dBy; + co(t)dSy — dV (Si, t). (4.15)

4.2.2 Herleitung der Black-Scholes-Gleichung

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir die Black-Scholes-Gleichung herleiten.
Nach Lemma 4.6 von Ito erfiillt V' die stochastische Differentialgleichung

ov oV 1 5 ,0%V ov
_ 125207V 9 aw. 41
av <8t+u585+205852)dt+aSanW (4.16)

Setzen wir die stochastischen Differentialgleichungen (4.11), (4.12) und (4.16) fiir
S, B bzw. V in (4.15) ein, erhalten wir

oV ov 1 v
Y = B — = — 4+ Zg%82 4.1
d {017" + copS <8t +,LLSaS+20’S 852)}6# (4.17)
oV
+ (czaS — USGS) dw.

Die Annahme 1 eines Portfolios ohne zufillige Schwankungen fiihrt auf die For-
derung
ov
t) = =—
alt) = S
denn mit dieser Wahl verschwindet der Koeffizient vor dIW. Setzen wir (4.17) und
(4.14) gleich, so folgt wegen der Wahl von c;:

Stat)v

oS ot oS 2 052

_ ov. 1, ,0°V
= <C]_TB — E — 50’ S ﬁ dt.

2
r <clB + a—vs — V> dt = (cer + couS — v _ usa—v — 102528V> dt

Setzen wir die Koeffizienten gleich, ergibt sich fiir die Funktion V' (.S, t):

OV 1,0V 9V B

Dies ist die Black-Scholes-Gleichunyg.
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Es ist iiblich, die partiellen Ableitungen als Indizes zu schreiben:

oV ov 0%V
a0 ST a5 Vs e

Die Ableitung V; = 0V/0t sollte nicht mit dem Wert V; = V (¢) eines stochasti-
schen Prozesses verwechselt werden. Wir bezeichnen mit V(S,t) eine determini-
stische Funktion und mit V (S, t) eine Zufallsvariable.

Die Black-Scholes-Gleichung ist eine parabolische Differentialgleichung. All-
gemein heifit eine Differentialgleichung in den Variablen (z,t)

V, =

aug + 2bugs + cugy + dup + euy + fu=g

mit von z und ¢ abhingigen Funktionen a, b, ¢, d, e, f und g parabolisch genau
dann, wenn die Gleichung b(z,t)? — a(z,t)c(z,t) = 0 fiir alle z, t erfiillt ist. Fiir
die Gleichung (4.18) gilt a = 0 und b = 0; folglich ist sie parabolisch. Parabolische
Differentialgleichungen haben die Eigenschaft, dass sie die Losung regularisieren,
d.h., die Losung u(z, t) ist regulér fiir ¢ < T', auch wenn der Endwert w(z,T") nicht
regulér ist. Dies ist von Bedeutung, weil der Wert einer Plain-vanilla-Option zur
Zeit t = T nicht differenzierbar ist.

Bemerkung 4.11 (1) In der obigen Herleitung der Black-Scholes-Gleichung
konnte der Driftterm couS dt durch die Wahl von ¢z vollstdndig eliminiert
werden. Damit hdngt das Black-Scholes-Modell nicht von der Driftrate p ab.
Dies ist sehr vorteilhaft, da die Bestimmung des Parameters p nicht einfach
ist. Allerdings enthélt (4.18) noch die Volatilitit o, die nur aus Marktdaten
bestimmt werden kann (siehe Abschnitt 4.4). Der verbleibende Parameter,
die Zinsrate r, ist dagegen relativ einfach zu erhalten.

(2) Die Bond- und Basiswertanteile fiir ein Portfolio mit ¥; = 0 lauten gemés8
dem obigen Beweis:

oV 1 oV
%, Cl(t) = E <V(St,t) — Stas’> .

In Proposition 4.18 zeigen wir, dass der Preis V' einer européischen Call-Op-
tion eine strikt konvexe Funktion in S ist. Fiir wertlose Basiswerte S = 0 ist
auch die entsprechende Call-Option wertlos: V(0,t) = 0 (siehe (4.20)). Dann
folgt fiir beliebiges S aus der Taylor-Approximation (mit einem Zwischenwert

§€[0,5])

()] (t) =

0=V(O,0) = V(S0 Vs(S,08+ V(08
> V(S 1) — Vs(S, 1),

d.h., der Bondanteil ¢;(t) ist in dieser Situation negativ. O
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Jedes Derivat, dessen Preis nur vom gegenwirtigen Kurs S und von der Zeit
t abhéngt und das zur Zeit ¢t = 0 bezahlt werden muss, erfiillt unter den obigen
Voraussetzungen die Black-Scholes-Gleichung (4.18) oder eine ihrer Varianten.
Insbesondere gilt sie fiir européische Optionen. Amerikanische und exotische Op-
tionen werden in den nachfolgenden Kapiteln modelliert.

Die Differentialgleichung (4.18) ist zu l6sen in der Menge (S,t) € (0,00) X
(0, T). Wir benotigen Rand- und Endbedingungen, um eindeutige Losbarkeit zu
gewéhrleisten. Als Endbedingung zur Zeit T' (dem Verfallstag) wihlen wir

V(S,T) = A(S), S € 0,00), (4.19)

wobei A(S) = (S — K)* fiir europdische Calls und A(S) = (K — S)* fiir eu-
ropéische Puts gilt (sieche (1.5)). Da S im Intervall [0,00) liegt, schreiben wir
Randbedingungen an S = 0 und fiir S — oo vor.

Betrachte zuerst einen Call V' = C'. Das Recht, einen wertlosen Basiswert zu
kaufen, ist selbst wertlos, d.h. C(0,t) = 0. Ist dagegen der Kurs des Basiswerts
sehr hoch, so ist es nahezu sicher, dass die Call-Option ausgeiibt wird, und der
Wert des Calls ist niherungsweise S — Ke "It Fiir sehr grofes S kann der
Ausiibungspreis K vernachléssigt werden, und es folgt C(S,t) ~ S fiir S — oc.
Diese Schreibweise bedeutet, dass C(S,t)/S — 1 fiir S — oo und fiir jedes ¢t €
[0, 7] gilt.

Betrachte nun eine Put-Option V = P. Ist der Basiswert sehr grof}, wird die
Option aller Voraussicht nach nicht ausgeiibt, d.h. P(S,t) — 0 fiir S — oo. Fiir
S = 0 verwenden wir die Put-Call-Paritét (Proposition 2.4):

P(0,t) = (0(5, £) + Ke T _ s) ] — Ke (T,

S=0

Wir fassen zusammen:

europdischer Call: V(0,t) =0, V(S,t)~S (S — o), (4.20)
europiischer Put: V(0,t) = Ke "= V(8,t) = 0 (S — 00). (4.21)

Der Wert einer européischen Call-Option (bzw. Put-Option) V (S, t) ist gegeben
durch die Losung der partiellen Differentialgleichung (4.18) mit der Endbedin-
gung (4.19), wobei A(S) = (S — K)* (bzw. A(S) = (K — S)"), und den Rand-
bedingungen (4.20) (bzw. (4.21)).

4.2.3 Loésung der Black-Scholes-Gleichung
Interessanterweise kann die Black-Scholes-Gleichung mit den obigen End- und

Randbedingungen explizit geldst werden. Wir betrachten zuerst eine européische
Call-Option.
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Satz 4.12 (Black-Scholes-Formel fiir Call-Optionen) Die Black-Scholes-
Gleichung (4.18) mit den Randbedingungen (4.20) und der Endbedingung (4.19),
wobei A(S) = (S — K)*, besitzt die Lisung

V(S,t) = 8®(d)) — Ke " T Dd(dy), S>0,0<t<T, (4.22)

mit der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung (siehe Beispiel 3.9)

O(x) = \/12? /_x e /2ds, 1 €R, (4.23)
und o (S/K) + (£ 0%/2)(T 1)
2= ovT —1 '

Beachte, dass die Losung (4.22) mit ¢ = 0 gleich dem Call-Preis aus dem
Binomialmodell im Grenzwert At — 0 ist (siehe Satz 3.14).

(4.24)

Beweis. Eine Moglichkeit, den Satz zu beweisen, ist es, die Losung (4.22) direkt
in die Differentialgleichung einzusetzen. Die Losung kann aber auch aus der Diffe-
rentialgleichung hergeleitet werden. Wir wéhlen den zweiten Weg, da er Techniken
benutzt, die verwendet werden kénnen, um Black-Scholes-Gleichungen fiir andere
Optionstypen zu l6sen (siehe die nachfolgenden Abschnitte).

1. Schritt: Wir transformieren die Differentialgleichung (4.18) auf eine reine
Diffusionsgleichung, nimlich die Warmeleitungsgleichung

Ur = Uy

Hierzu eliminieren wir zuerst die nichtkonstanten Koeffizienten S2 und S vor den
Termen Vs und Vgg durch eine Variablentransformation. Wir setzen

r=I(S/K), 7=13%i0*T-1t), v(z,7)=V(St)/K. (4.25)

Wegen S > 0,0<t<Tund V(S,t) >0¢gilt z € R, 0 < 7 < Tp := ¢>T/2 und
v(z,7) > 0. Aus der Kettenregel folgt

_ _ o 2
Vi = Kvt—Kdet 20 Kv,,
dr K
= K 5o — o Yx
Vs v iS SU
Vss = 9 5v ——Ev —&-51) l—5(—0 + Ugy)
sSs = S S x| — 52 T S J::L‘S—Sz i Tx )

so dass sich aus der Gleichung (4.18)

o? o? K K
—?KUT + 552§(—vx + Uga) + rsgvz —rKv=0
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ergibt, also
Uy —Uge + (1 —k)v, + kv =0, zeR, 7€ (0,Tpl, (4.26)

wobei k = 2r/0? und Ty = 0?T/2. Wegen (S — K)* = K(e* — 1)* lautet die
Anfangsbedingung:
v(z,0) = (" - 1), z€R,

Als néachstes eliminieren wir die v,- und v-Terme. Dazu machen wir den
Ansatz

v(z,T) = €a$+67u(l',7')

mit zu bestimmenden freien Parametern «, § € R. Wir erhalten aus (4.26) nach
Division von e®*+57:

Bu + ur — a?u — 20y — Ugy + (1 —k)(ou+ uy) + ku=0.

Die u- und ug,-Terme konnen eliminiert werden, indem wir o und (3 so wéihlen,
dass

f—a?+(1—ka+k = 0,
20+ (1-k) =
Die Losung lautet
1 1

Die Funktion u, definiert durch
u(x,7) = exp i(k -1z + Z(k + 1)1 ) v(x, 1), (4.27)
16st also die Gleichung
Ur — Ugg = 0, z €R, 7 € (0,Tp], (4.28)

mit der Anfangsbedingung

w(z,0) = wug(x) = ek D22 — 1)+

<e(k:+1)x/2 N e(k—l)z/2)+ . zeR (4.29)

2. Schritt: Wir l6sen das Problem (4.28)-(4.29) analytisch. Die Lésung lautet
(Ubungsaufgabe):

1 oo
u(z,7) = \/LW/ uo(s)e_(z_s)Q/Z” ds.
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Das Integral kann vereinfacht werden. Mit der Variablentransformation
y = (s —x)/v27 und (4.29) folgt

u(z,7) = uo(V 21y + x)e Y /zdy (4.30)

vl

1 2
— exp|=(k+1)(z+y QT)e_y/zdy
= (500+ o+ 20

1 /°° (1 P
- — exp| =(k—1)(x+vy 27>ey/dy.
o IR CICRRERRYED

Eine Rechnung zeigt, dass (Ubungsaufgabe)

o0 1 2
—_— exp| =(kL£1)(x+ 27‘>6_y/2d
%/_Wﬁ p (506 DG + 520 y

— exp< (k::l:l)l‘+ (k‘il) >(I)(d1/2)

mit ® bzw. dy/; wie in (4.23) bzw. (4.24). Damit ergibt sich
u(z,7) = exp ( (k+1x+ — (k +1)? > d(dy)

~ exp (;(k )z 4 i(k _ 1)%) B(ds).

3. Schritt: Wir transformieren zuriick in die urspriinglichen Variablen. Dazu
setzen wir die Definitionen (4.25) und (4.27) in die obige Losung ein:

V(S,t) = Kuv(z,7) = Kexp (—;(k: — 1)z — %(k + 1)27'> u(z, T)

= Kexp(z)®(dy) — K exp (—i(/@ +1)%7 + %(/@ - 1)%) ®(dy)
= 5&(d)) — Ke " TDd(dy).

4. Schritt: Schliellich {iberpriifen wir die Rand- und Endbedingungen. Be-
achte, dass wir fiir die Losung der Differentialgleichung (4.18) nicht explizit Ge-
brauch von den Randbedingungen (4.20) gemacht haben. Sie sind jedoch erfiillt,
da fiir S — 0 gilt: dy/, — —o0, also ®(d;/3) — 0 und damit

V(S,t) = S®(d)) — Ke " T Dd(dy) — 0 fiir S — 0.
AuBlerdem folgt ®(dy) — 1 und ®(da)/S — 0 fiir S — oo, also

o (7—p P(d2)
K T‘(T t)
¢ S

V(S,1)
S

=®(dy) — —1 fir §— oo.
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Die Endbedingung V(S,T) = (S — K)" ist nach Konstruktion erfiillt, al-
lerdings im Sinne eines Grenzwertes ¢ — T, da der Nenner von dyp fiir ¢ — T'
singuldr wird. Aus

+oo : 5>
1 K
M — 0 : S=K furt — T
ovT —t —o0 : S<K
folgt
1 S >
O(dypn) =S % S=K fiir t — T
0 S <
und daher
S - K S > K o + .
V(S7t)—>{ 0 : SSK}_(S_K) fir ¢t — T.
Damit ist Satz 4.12 vollsténdig bewiesen. O

Bemerkung 4.13 Die Formel (4.30) erlaubt es, den Optionspreis als diskontier-
ten Erwartungswert

V(S t) = e "TOEWV(Sy, T)) = e "TDE(A(ST)) (4.31)

zu interpretieren. Um dies zu sehen, fithren wir die Riicktransformation bereits an
der Stelle (4.30) durch. Dann folgt nach einiger Rechnung mit der Transformation

' = exp(V27y)S:

K
V(s = me_(k_l)x/g_(k+l)27/4/Ruo(\/gy+33)e_?/2/2dy

7 e
e "TUE(A(S)),

—(k+1)27/44+(k—=1)v21y/2— y2/2( \/Eys K)"'dy

wobel

BAS)) = [ (8%8.0A(8")ds’
0
der Erwartungswert von A(S) beziiglich der Dichtefunktion

1 oo, [ n(S'/8) — (r = 0/2)(T - 1)
Slo\/2m(T —t) P 202(T — t)

der Lognormalverteilung fiir S = S; ist (siehe Beispiel 3.9). Damit haben wir
zwei verschiedene Darstellungsformen des Optionspreises gefunden: einmal als
Losung der partiellen Differentialgleichung (4.18), zum anderen als Erwartungs-
wert (4.31). Der Zusammenhang zwischen diesen beiden Darstellungen wird im
Feynman-Kac-Formalismus prizisiert (siehe etwa Exkurs 6 in [132]). O

f(858,t) =
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Die Black-Scholes-Formel fiir européische Put-Optionen folgt aus der Put-
Call-Paritét (Proposition 2.4) und Satz 4.12.

Satz 4.14 (Black-Scholes-Formel fiir Put-Optionen) Die Black-Scholes-
Gleichung (4.18) mit den Randbedingungen (4.21) und der Endbedingung (4.19),
wobei A(S) = (K — S)*, besitzt die Lisung

V(S,t) = Ke T 0&(—dy) — SB(—dy), S>0, 0<t<T, (4.32)
mit ® bzw. dy o wie in (4.23) bzw. (4.24).

Beweis. Mit der Put-Call-Paritéit (Proposition 2.4), der Notation V = P, Satz
4.12 und ®(d) + ®(—d) =1 fiir alle d € R ergibt sich

P(S.t) = CO(S,t)—S+Ke T
= S(®(d1) —1) — Ke T ((dy) — 1)
Ke " T0%(~dy) — S®(—dy)

und damit die Formel fiir eine Put-Option. O

Die Optionspramien fiir eine européische Call- bzw. Put-Option fiir verschie-
dene Zeiten sind in Abbildung 4.1 illustriert (vgl. mit Abbildung 2.3). Wie haben
wir die Optionspreise berechnet? Die numerische Auswertung der Black-Scholes-
Formeln erfordert ja die Berechnung der Werte der Verteilungsfunktion ®(zx).
Wegen ¢(0) = 1/2 und

120 100

100¢ 80t
£ 80t i
2 2 60
2 6ol 2
s 60 S
° o 40r
O 40} (@]

o0t 20¢

0] : : 0 : :

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Basiswert Basiswert

Abbildung 4.1 Werte einer européischen Call-Option (links) bzw. einer Put-Option
(rechts) in Abhéngigkeit des Basiswertes S und der Zeit ¢ = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1. Die
Parameter sind K = 100, T = 1, r = 0.1, o = 0.4.
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ist dies dquivalent zur Aufgabe, das Gaufsche Fehlerintegral

erf (z) := \37? /OZ exp(—t%)dt

zu berechnen. Dieses Integral ist in MATLAB als Funktion erf implementiert. Den
Quellcode von erf (bzw. der M-Datei erf.m) erhdlt man durch den Aufruf type
erf und mit help erf eine Kurzhilfe. In den MATLAB-Programmen 4.1 und 4.2
sind die Black-Scholes-Formeln (4.22) und (4.32) implementiert. Die Abbildung
4.1 (links) fiir die Call-Option wurde mit den MATLAB-Befehlen

S = [1:200]; K= 100; T =1; r = 0.1; sigma = 0.4; hold on
for t = 0:0.2:1

C = call(S,t,K,r,sigma,T);

plot(C)
end

erstellt (analog fiir die Put-Option). Der Befehl hold on bewirkt, dass die be-
rechneten Kurven in derselben Grafik gezeichnet werden.

Doch wie ist die numerische Auswertung der Fehlerfunktion realisiert? Diese
Frage beantworten wir im néchsten Abschnitt.

MATLAB-Programm 4.1 Das Programm call.m berechnet die Prédmie einer eu-
ropéischen Call-Option gemif der Black-Scholes-Formel (4.22). Beachte, dass wir die
Funktion vektorisiert haben, indem wir in der letzten Zeile S.*n1 anstatt S¥n1 geschrie-
ben haben. Dies erlaubt es, das Programm mit einem vektorwertigen Argument S aufzu-
rufen, um den Optionspreis simultan fiir mehrere Kurse des Basiswerts zu erhalten.

function result = call(S,t,K,r,sigma,T)

dl = (log(S/K) + (r+0.5*sigma~2)*(T-t))/(sigma*sqrt(T-t));
d2 = d1 - sigmaxsqrt(T-t);

nl = 0.5%(1 + erf(dil/sqrt(2)));

n2 = 0.5%(1 + erf(d2/sqrt(2)));

result = S.*nl - K*exp(-r*(T-t))*n2;
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MATLAB-Programm 4.2 Das Programm put.m berechnet die Prdmie einer eu-
ropéischen Put-Option gemifl der Black-Scholes-Formel (4.32). Auch diese Funktion ist
beziiglich des Arguments S vektorisiert.

function result = put(S,t,K,r,sigma,T)

dl = (log(S/K) + (r+0.5*sigma”2)*(T-t))/(sigma*sqrt(T-t));
d2 = d1 - sigma*sqrt(T-t);

nl = 0.5%(1 + erf(-d1/sqrt(2)));

n2 = 0.5%(1 + erf(-d2/sqrt(2)));

result = Kxexp(-r*(T-t))*n2 - S.*ni;

4.3 Numerische Auswertung der Black-Scholes-Formeln

Zur Berechnung der Black-Scholes-Formeln (4.22) und (4.32) braucht die Fehler-
funktion

erf (x) := \/27? /OI exp(—t?)dt (4.33)

nicht hochgenau approximiert zu werden; der Optionspreis muss ja hiufig nur auf
einen Cent genau bestimmt werden. Gibt es Alternativen zur Auswertung mittels
der MATLAB-Funktion erf, die recht aufwiindig (da hochgenau) und deshalb in
der Auswertung recht langsam ist? Im Folgenden diskutieren wir zwei Approxi-
mationen, die zwar nur eine geringe Genauigkeit liefern (etwa auf vier Stellen),
dafiir aber effizient und leicht implementierbar sind: rationale Bestapproximatio-
nen und auf tabellierte Werte basierende Interpolationsalgorithmen.

4.3.1 Rationale Bestapproximation und nichtlineare Ausgleichsrech-
nung

Hier wird die Idee verwendet, das asymptotische Verhalten der Fehlerfunktion in
x — 00, namlich

lim erf(z) = 1,

1 —erf o0
lim 76,1" (=) = lim e’ dt =0,
z—oo erf'(x) z—oo [,

in den Ansatz fiir die Approximation einzubauen. Wir suchen eine Funktion erf™,
so dass (1 —erf*(z))/erf’(x) ein Polynom in der Variablen n = 1/(1 + pz) mit zu
bestimmendem p > 0 ist, mit der Eigenschaft, dass dieser Quotient fiir x — oo
(oder n — 0) verschwindet:

1 —erf*(x)

2 3
=an+a +a + -
orf’ () 11 T a21 37
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Beachte, dass die Ableitung von erf explizit berechenbar ist, nimlich erf’(z) =
(2/y/7) exp(—2z?). Wir approximieren bis zur dritten Potenz in 7 und machen den
Ansatz

erf*(z) = 1 — (a1m + agn? + agn®lerf’(z) mit 7 = (4.34)

1+pz

Die freien Parameter p, ai, as, und as sind so zu wéihlen, dass der maximale
Fehler fiir vorgegebenes ¢ > 0 minimiert wird:

Ey := sup |erf*(x) —erf(x)| <e. (4.35)
0<x<oo

Ein historischer Losungsvorschlag, der die Koeffizienten der Approximations-
formel iterativ durch hindische , Best-Fits“ verbessert, findet sich in dem Buch
[98] von Hastings aus dem Jahr 1955:

(1) Wahle Stiitzstellen 9 < 21 < x2 < x3 und lose damit das (wegen p)
nichtlineare Gleichungssystem

erf*(x;) —erf(x;) =0, i=0,1,2,3.
Die Losungen sind die Parameter p, a1, as und as.

(2) Plotte die Fehlerkurve y(x) := |erf*(z) — erf(x)| zu den berechneten Pa-
rametern p, ai, ae und ag und bestimme die Stellen z; mit Fehlermaxima

y(2i).

(3) Verteile die Fehler y(z;) gewichtet auf vier der Extrema, etwa an den Stellen
20, 21, z2 und z3, und erhalte die neuen Fehler o, y1, y2 und ys (siehe [98]).

(4) Lose das nichtlineare Gleichungssystem:
erf*(z;) —erf(z;)) =vi, i=0,1,2,3.

Das ergibt neue Werte p, aj, as und ag, und wir kénnen zu Punkt (2) zu-
riickkehren, um iterativ unsere Formel zu verbessern.

Nach Hastings ergeben sich damit die folgenden Werte:

p = 0.47047,
a1 = 0.3088723233811960, (4.36)
ay = —0.08605310845200509,

a3 = 0.6634219859238490.
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Wir wollen — in einem noch néher zu definierenden Sinne — optimale Ko-
effizienten des Polynoms in (4.34) auf eine andere Weise bestimmen und dabei
auf elementaren Numerik-Kenntnissen aufbauen. Zuerst eliminieren wir einen der
Freiheitsgrade dadurch, dass wir erf*(0) = 0 fordern, d.h., die Approximations-
formel soll im Ursprung als Symmetriepunkt exakt sein. Damit ist einer der Ko-
effizienten durch die anderen festgelegt, etwa a3 := /7/2 — a1 — a. Wegen der
Symmetrie von erf geniigt es, die Funktion in (0, 00) zu approximieren.

Eine Minimierung beziiglich der Supremumsnorm (4.35) hat den Nachteil,
dass die Maximumsnorm nicht differenzierbar ist und wir somit auf ableitungsfreie
Minimierungsalgorithmen angewiesen sind. Ein Ausweg ist die Minimierung in
der L2-Norm

oo
Ey = / lerf*(z) — erf (z)|?dz — min!
0
Die diskrete Version lautet, das Funktional

erf*(x1) — erf (xq)

o) = IFWIE Fl) = ; (137
erf*(x,) — erf (z,,)

in den Parametern y := (p,ay,as)’ bei vorgegebenem, geniigend feinem Gitter
0=z < x2 < ... <y < oo zu minimieren. Das Symbol || - |2 bezeichnet
die euklidische Norm, die man auch als diskrete L?-Norm interpretieren kann.
Aufgrund der asymptotischen Eigenschaften der Fehlerfunktion ist x,, = 4 fiir
eine Genauigkeit von vier oder fiinf Stellen bereits ausreichend. Damit sind wir
auf eine Aufgabe der nichtlinearen Ausgleichsrechnung gestossen!

Eine Moglichkeit, das Ausgleichsproblem (4.37) zu 16sen, ist durch das Gau$-
Newton-Verfahren gegeben, das wir als Spezialfall des allgemeinen Newton-Ver-
fahrens fiir nichtlineare Gleichungssysteme auffassen konnen. Wie funktioniert
dieses Verfahren? Die Bedingung fiir die Existenz eines lokalen Minimums g von
g ist gegeben durch

d(@H) =0 und g¢"(9) ist positiv definit.
Wegen ¢'(y) = (2/n)F’'(y) " F(y) ist somit das nichtlineare Gleichungssystem
Gly) = F'(y)"Fly) =0
zu 16sen. Die allgemeine Newton-Iteration lautet
y D =y — &'y W) Gy ™)

oder
G (") —y W) = —G(y™)
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mit der (in einer Umgebung von ¢ als positiv definit angenommenen) Jacobi-
Matrix
G'(y) = F'(y) ' F'(y) + F"(y) " F(y).

Gehen wir von dem Fall kompatibler Daten aus, die mit den ,Messungen* z1, ...,
x,, iibereinstimmen, so gilt F'(¢) = 0 und somit G'(¢) = F'(§) " F’(§). Daher ist es
naheliegend, auch im Fall von annéhernd kompatiblen Daten die Auswertung des
Tensors F”(y) zu vermeiden, und die Jacobi-Matrix G'(y) in der Newton-Iteration
durch F'(y) " F'(y) zu ersetzen. Wir erhalten also die Iterationsvorschrift

F'(y" ) TF (y®) (gD — By = 7 ()T (), (4.38)

Im Allgemeinen muss man diesen Ansatz noch modifizieren, um Stabilitéit zu
gewdhrleisten und globale Konvergenz zu sichern. Stichworte sind hierbei Schritt-
weitensteuerung (A-Strategie) und optimale Wahl von Testfunktionen fiir das Ab-
bruchkriterium; siehe [58].

Bemerkung 4.15 Die Gleichung (4.38) stellt die Normalgleichung zu dem linea-
ren Ausgleichsproblem

1F (y*) (y* D) — y®) 4+ F(y™)]]3 — min! (4.39)

dar. Die numerische Losung eines nichtlinearen Ausgleichsproblems haben wir
damit zuriickgefithrt auf die numerische Losung einer Folge von linearen Aus-
gleichsproblemen.

Eine alternative Herleitung von (4.39) aus dem urspriinglichen Minimierungs-
problem erfolgt durch Taylor-Entwicklung und Abbrechen nach dem linearen
Term, also &hnlich wie beim Newton-Verfahren. Deswegen nennt man (4.39) auch
das Gaufs-Newton- Verfahren fir das nichtlineare Ausgleichsproblem ||F'(y)|l2 —
min! [97]. O

Eine einfache Implementierung der Gauf-Newton-Iteration (4.38) fiir unser
Problem (4.37) ist im MATLAB-Programm 4.3 gegeben. Der Aufruf von least-
square ergibt die folgenden Werte

p = 0.4724657979664002,
a1 = 0.3049956959247515,
(4.40)
az = —0.06955014801557358,
as = 0.6507813775435800,

die optimal im Sinne der (diskreten) L?-Norm sind.

In Abbildung 4.2 sind die Fehler der beiden Versionen der rationalen Bestap-
proximation geplottet. Hierfiir haben wir die Funktionen erf1 und erf2 definiert,
wobei die erste den Koeffizientensatz (4.36) nach Hastings
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MATLAB-Programm 4.3 Die Funktion leastsquare.m berechnet die optimalen Ko-
effizienten p, aj, as, az der rationalen Bestapproximation (4.34) beziiglich der diskreten
L2-Norm. Das zugehorige Gitter wird im Vektor ggrid erzeugt und mittels global als
globale Variable definiert, damit alle Unterprogramme darauf zugreifen kénnen. Die Aus-
wertung der Jacobi-Matrix F’ erfolgt im Unterprogramm dF.m, die Auswertung von F'
fiir die rechte Seite in F.m. Als einfaches Abbruchkriterium fiir die Iteration dient die
Norm des Zuwachses ynew. Die Zahl eps ist in MATLAB vordefiniert und betrigt etwa
2.2204 - 10716,

function y = leastsquare
global ggrid
ggrid = 0:0.001:4;
y = ones(3,1)/(sqrt(3)); ynew = ones(3,1);
while (norm(ynew) > 10%*eps)
jac = dF(y);
A = jac’*jac;
error = F(y) - erf(ggrid);

b = -jac’*error’;
ynew = A\b;
y =y + ynew;

end
y(4) = sqrt(pi)/2 - y(2) - y(3);

function result = dF(y)

global ggrid

a3 = sqrt(pi)/2 - y(2) - y(3);

eta = 1./(1+y(1)*abs(ggrid));

deriv = 1.128379*exp(-abs(ggrid)."2);

result(1l,:) = deriv.*(y(2) + 2*y(3)*eta + 3*a3*eta.”2).*ggrid ...
./ (1+y (1) *ggrid) . 72;

result(2,:) = deriv.*eta.*x(-1+eta."2);

result(3,:) = deriv.*eta. 2.*(-1+eta);

result = result’;

function result = F(y)

global ggrid

a3 = sqrt(pi)/2 - y(2) - y(3);

eta = 1./(1+y(1)*abs(ggrid));

result = sign(ggrid).*(1 - (((a3xeta + y(2)).*eta + y(1)).*eta) ...
*x1.128379.*exp(-abs(ggrid) ."2));

function result = erfi(x)

eta = 1./(1+0.47047*abs(x));

result = sign(x).*(1 - (((0.663421*eta - 0.0860531) .*eta ...
+ 0.308872) .*xeta)*1.128379.*xexp(-abs(x)."2));

und die zweite die Koeffizienten (4.40) verwendet:

function result = erf2(x)

global y

eta = 1./(1+y(1)*abs(x));

result = sign(x).*x(1 - (((y(4)*eta + y(3)).*eta ...
+ y(2)) .*eta)*1.128379.*exp(-abs(x)."2));



70 4 Die Black-Scholes-Gleichung

3.5

—— Hastings
I - - - Ausgleichsrechnung

lerf (x)-erf(x)|

Abbildung 4.2 Differenzen |erf " (z) —erf (z)] fiir 0 < z < 3 fiir Koeflizientensiitze nach
Hastings und mittels nichtlinearer Ausgleichsrechnung.

Waéihrend der Koeffizientensatz nach Hastings giinstigere Fehlereigenschaften
in der Supremumsnorm besitzt (ein maximaler Fehler E,, von 2.37 - 1075 ge-
geniiber 3.34 - 107 beim zweiten Koeffizientensatz), ist der iiber den Ansatz der
nichtlinearen Ausgleichsrechnung berechnete Koeffizientensatz beziiglich der dis-
kreten L2-Norm optimaler (ein diskreter L?-Fehler F von 1.73 - 10~7 gegeniiber
1.95-1077 beim ersten Koeffizientensatz), d.h., der Fehler wird etwas gleichmiifi-
ger verteilt. Beide Versionen der rationalen Bestapproximation liefern damit ein
auf vier Nachkommastellen exaktes Ergebnis.

Der Vorteil der Approximationen erf1 bzw. erf2 ist, dass die Berechnung der
Werte erf1(x) bzw. erf2(x) schneller ist als die von MATLAB implementierte
Funktion erf. Der Preis, der dafiir zu bezahlen ist, ist die geringere Genauigkeit,
die jedoch fiir unsere Anwendung ausreichend ist.

4.3.2 Kubische Hermite-Interpolation

Die Idee des zweiten Ansatzes ist es, eine Approximation erf ** durch Interpolation
von Tabellenwerten an wenigen Stiitzstellen zu bestimmen, an denen hochgenaue
Werte der Fehlerfunktion bekannt seien.

Zuerst bemerken wir, dass die Auswertung von erf** iiber die Interpolation
der Tabellenwerte nur fiir Werte x in einem endlichen Interval (0, z,ax ) zu erfolgen
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braucht. Denn geben wir eine Fehlerschranke e fiir den maximal zugelassenen
Approximationsfehler vor, so kénnen wir ein z,,x definieren mit der Eigenschaft,
dass erf(x) > 1 — ¢ fir alle x > xpax gilt. (Dies ist moglich, da erf monoton
wachsend ist.) Aufgrund der Symmetrie kénnen wir damit die Approximation
fir x € R\ (0, Zmax) definieren als

-1 :x € (—00, —Tmax]
erf **(z) := 0 :2z=0
1 :x € [Tmax, 00).

AuBlerdem geniigt es, nur positive Argumente zu verwenden, da aus Symmetrie-
griinden erf ™ (x) = —erf™(—x) gilt. Es bleibt folglich die Definition der Appro-
ximation erf™(z) fiir Werte = € (0, max) zu kldren. Da an jedem Stiitzpunkt z;
auch die Ableitung erf’(z;) = (2/+/7) exp(—z7) leicht verfiighar ist, bietet sich
als Interpolationsalgorithmus die kubische Hermite-Interpolation an. Hierzu be-

rechnen wir erf und dessen Ableitung an den Stiitzstellen 0 = zg < 1 < -+ <
Tn = Tmax-
ep :=erf(x1),... e, :=erf(z,), € :=erf'(z1),...,e, =erf'(z,). (4.41)

Die Werte fiir z9 = 0 ergeben sich sofort als eg = 0, ef; = 2/+/7.

Wie funktioniert die kubische Hermite-Interpolation? Die Stiitzstellen sind
hier doppelt, so dass neben dem Funktionswert e; auch die Ableitung e, an jeder
Stiitzstelle vorgeschrieben ist. In jedem Intervall [x;, z;+1], i = 0,1,...,n — 1,
fordert man fiir die interpolierende Funktion p

p(zi) =€, p(xi1) =eiq1, P(zi)=c¢), P(@iy1) =€jqq.

Diese vier Forderungen kénnen mit einem stiickweise kubischen Ansatz, d.h. ei-
nem Polynom vom Grad 3, erfiillt werden. Das Interpolationspolynom p(z) kann
durch

p(m) = pl(ac) = eiCI)l(t) + €i+1q)2(t) =+ e;hiég(t) + €;+1hi¢)4(t) (4.42)

mit z; < x < wj4q, t = (x — x;)/hiy, @ = 0,...,n — 1, den Schrittweiten h; :=
Zi+1 — 23 > 0 und den Basisfunktionen

Qq(t) =1 —3t2 + 213, Do(t) = 3t2 — 2t3,
2, 13 2, 43 (4.43)

By(t) =t — 22+ 13, Dy(t) = -2+t

dargestellt werden. Fiir eine schnelle Auswertung von p (mit einer minimalen

Anzahl von drei Multiplikationen, drei Additionen und einer Subtraktion) an der

Stelle x € (x;, x;+1) bietet sich allerdings das Hornerschema an:

erf (z) :== pi(x) = {[az; - (x — x;) + ag;] - (x —x3) + a1} - (x —x3) + ao,
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mit den Koeffizienten

ap,; = €4,

airq; = 6&

Qg = 3(61'4};12767;) . 2624’rfé+1’ (444)
) 2 :

as; = 2(61}:;14»1) + elt:zwl

fir © = 0,...,n — 1. Insgesamt erhalten wir einen stetig differenzierbaren Inter-
polanten p in [zg, ;).

Es ist noch offen, wie die Stiitzstellen gewihlt werden miissen, um die Ge-
nauigkeitsforderung einzuhalten. Hierzu kénnen wir den Fehlerschéatzer fiir die
Hermite-Interpolation benutzen, der als Spezialfall aus der Fehlerformel der Po-
lynominterpolation (fiir konfluente, d.h. zusammenfallende Stiitzstellen) folgt:

N\ 4 (4)
sup |erf ™ (z) —erf(z)| < <};Z> sup erf” (2)

)
T <r<Tj41 T; <Tr<Tj41 4'

wobei erf () die vierte Ableitung von erf bezeichne (vgl. Satz 37.4 in [97]). Wie
groB kann erf () werden? Hierzu setzen wir voraus, dass das Intervall [0, Zmax]
durch dquidistante Stiitzstellen abgedeckt sei. Ableitungen kénnen wir mit dem
MATLAB-Befehl diff approximieren, wobei diff (x) den Vektor

[x(2)-x(1), x(3)-x(2), ..., x(n)-x(n-1)]

zuriickgibt. Ist ndmlich x ein Vektor dquidistanter Stiitzstellen mit Abstand h, so
wird die erste Ableitung von erf durch diff (erf (x))/h approximiert. Fiir die
vierte Ableitung erhalten wir

h =0.001; x = -3:h:3;
erf4 = diff(diff(diff(diff(erf(x)))))/h"4;
d = max(erfd/24)

und damit @
d= sp @

< 0.1837.

Fordern wir sup |erf () — erf ™ (z)| < e, muss fiir die Schrittweite die Bedingung
h < 2(e/d)/* erfiillt sein. Fiir e = 5- 1075 erhalten wir h < 0.26.

Das MATLAB-Programm 4.4 erfhermite.m liefert nun die Approximation
erf**| basierend auf den Stiitzstellen z = (29, z1,...,%,)' und den Koeffizienten

ao,0 Go,1 o2 ao,3
a0 ai1 ar2 a3

ano 0Aan,1 0an2 0an3,
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MATLAB-Programm 4.4 Das Programm erfhermite.m berechnet fiir alle Wer-
te des Vektors xeval eine Approximation erf™*, basierend auf der kubischen Hermite-
Interpolation. Die Stiitzstellen sowie die Koeffizienten der stiickweise definierten kubi-
schen Hermite-Polynome werden a priori einmal berechnet und in einem Vektor x und

einer Matrix A {ibergeben (siehe (4.41) und (4.44)).

function result = erfhermite(xeval,x,A)

% erf~**x(x) approx 1 bzw. -1 fir abs(x) > xbreak
xbreak = x(length(x));

% Berechnung der Indizes von xeval fiir die fiinf F&dlle
index1l = find(xeval <= -xbreak);

index2 = find(-xbreak < xeval & xeval < 0);

index3 = find(xeval == 0);

index4 = find(0 < xeval & xeval < xbreak);

index5 find(xbreak <= xeval);

if “isempty(index1)
result(index1) = -1;
end

if “isempty(index2)

for j = index2
[y,i] = sort(-xeval(j) > x);
id(@) = i(1);

end

piv = id(index2);

x0 = x(piv-1);

g = A(piv-1,:);

% Hornerschema

t = -xeval(index2)-x0;

end

if “isempty(index3)
result(index3) = 0;
end

if “isempty(index4)
for j = index4
[y,i] = sort(xeval(j) > x);
id(3) = i(1);
end
piv = id(index4);
x0 = x(piv-1);
g = A(piv-1,:);
% Hornerschema
t = xeval (index4)-x0;
result(index4) = ((g(:,4)’.*%t + g(:,3)°).xt + g(:,2)?).*xt + g(:,1)’;
end

if “isempty(index5)
result(index5) = 1;
end

result(index2) = -(((g(:,4)’.*t + g(:,3)’).*%t + g(:,2)’).*%t + g(:,1));
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der stiickweise definierten kubischen Polynome. Die Matrixelemente a; ; werden
aus (4.41) und (4.44) berechnet. Damit erfhermite.m auch fiir einen beliebigen
Vektor xeval ausgewertet werden kann, miissen wir die Kompontenten von xeval
geméB den fiinf Fillen x € (—00, Zmax), (Zmax,0), {0}, (0, Tmax), [Zmax, —00) sor-
tieren. Dies geschieht mit dem MATLAB-Befehl find; find(z) liefert die Indi-
zes des Vektors z zuriick, die ungleich null sind. Beispielsweise enthélt index =
find(xeval < -xmax) die Indizes aller Komponenten von xeval, deren Auswer-
tung iiber den ersten Fall geschieht. Natiirlich wird ein Fall nur dann abgearbeitet,
falls index nicht leer ist; das kann mittels ~isempty(index) iiberpriift werden
(,7“ ist der Verneinungsoperator). Fiir die Komponenten von x, deren Abso-
lutwert in (0, zyax) liegt, erfolgt die Berechnung von erf™ mit der kubischen
Hermite-Interpolation. Hier besteht die Schwierigkeit darin, fiir jede Komponen-
te den jeweiligen Index i zu finden, so dass diese in [z;,x;4+1) liegt. Dies kann
mit Hilfe des Sortierungsbefehls sort geschehen; [y,i] = sort(z) sortiert die
Elemente des Vektors z in aufsteigender Ordnung zu einem Vektor y, wobei der
Indexvektor i durch y(i) = z definiert ist. Mittels [y,i] = sort(z > x) erhal-
ten wir also in x;(1) den rechten Nachbarn von z, und das entsprechende Interval
zur Interpolation von z ist durch [z;1)_1, 7)) gegeben.

Der Fehler von erf™ fiir eine minimale Wahl von Stiitzstellen ist in Abbil-
dung 4.3 zu sehen. An den Stiitzstellen ist die Approximation exakt, und die

x107°

4.51 1

3.5

2.5

lerf” (x)—erf(x)|

0.5 ,

Abbildung 4.3 Approximation von erf mittels kubischer Hermite-Interpolation mit
den acht Stiitzstellen (21, ...,zs) = (0.312,0.571,0.836,1.163,1.574,1.934, 2.355, 2.9) fiir
0 < x < 3. Die Genauigkeitsforderung |erf **(z) — erf (x)| < 5- 1075 wird eingehalten.
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Differenz |erf **(z) — erf (x)| verschwindet an diesen Stellen. Wéhrend auch hier
eine skalare Approximation von erf (z) mittels erfhermite schneller ist als die
MATLAB-Funktion erf, so ist die vektorisierte Version deutlich langsamer. Das
ist der Preis, den man fiir die nétigen Sortieralgorithmen im MATLAB-Programm
4.4 zahlen muss.

Bemerkung 4.16 Als Alternative zur kubischen Hermite-Interpolation bietet
sich auch die kubische Spline-Interpolation mit vollstindigen Randbedingungen
an, d.h., der Interpolant s ist stiickweise kubisch, global zweimal stetig diffe-
renzierbar, erfiillt die Interpolationsbedingungen s(x;) = e;, ¢ = 0,1,...,n, und
zusétzlich am Rand s'(zg) = €[, s'(z,) = €},. Da der kubische Hermite-Ansatz
die Information der verfiigharen Ableitungen auch im Inneren ausnutzen kann,
ist er fiir eine Approximation von erf besser geeignet. Der kubische Spline-Ansatz
bendtigt in der Regel mehr Stiitzstellen, um eine vorgegebene Genauigkeit ein-
zuhalten, bzw. fiihrt zu einem groéfleren maximalen Fehler bei gleicher Stiitz-
stellenwahl (siche Ubungsaufgaben). Dennoch ist der Spline-Interpolant in einem
anderen Sinne bestmoglich: Er stellt den Interpolanten mit minimaler Kriimmung
dar, d.h., er minimiert das Funktional

/ " 5" (@) Pda
o

unter allen konkurrierenden Interpolanten — aber an dieser Eigenschaft sind wir
ja nicht interessiert. O

4.4 Kennzahlen und Volatilitat

Um Optionsscheine untereinander vergleichen zu kénnen, werden statische und
dynamische Kennzahlen verwendet. Statische Kennzahlen ermoglichen eine qua-
litative Beurteilung der Preise dhnlicher Optionsscheine zu einem bestimmten
Zeitpunkt. Thre Aussagekraft ist begrenzt, so dass wir sie hier nicht diskutieren
(siehe Ubungsaufgaben und [107]).

4.4.1 Dynamische Kennzahlen

Dynamische Kennzahlen erlauben eine zeitpunktbezogene Abschétzung von Preis-
entwicklungen von Optionen. Im Englischen werden sie Greeks genannt, da sie
mit griechischen Buchstaben bezeichnet werden.

Definition 4.17 Sei V eine Call- oder Put-Option. Definiere die folgenden dyna-
mischen Kennzahlen
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ov

Delta: A = —

o 8s’
2

Gamma;: I = g;g;

Vega oder Kappa: k = a—v;

do

oV

Theta: 0 = —

eta ot’

ov

Rho: = —.

© p or

Ist der Optionspreis durch die Black-Scholes-Formeln (4.22) bzw. (4.32) ge-
geben, kénnen wir die partiellen Ableitungen in Definition 4.17 explizit ausrech-
nen. Diese dynamischen Kennzahlen geben an, wie sensitiv der Optionspreis vom
jeweiligen Parameter abhéngt. In der Numerik spricht man hier auch von Kondi-
tionszahlen; ist die Losung nicht sehr sensitiv gegeniiber kleinen Anderungen der
Eingangsdaten (Parameter), so heifit das Problem gut konditioniert, andernfalls
schlecht konditioniert.

Proposition 4.18 Sei der Preis einer europdischen Call-Option durch (4.22)
gegeben. Dann gilt:

A = (I)(dl) > 0,

I = &(dy)/SovT —t,

KR = S\/T—t(ﬁ/(dl),

0 = —So®(d)/2VT —t —rKe " TN (dy),
p = (T—t)Ke T Dd(dy)

wobei @' (x) = exp(—x2/2)/V2T.
Beweis. Ubungsaufgabe. (Zeige zuerst, dass S®(d;) = Ke "T=YD®/(dy).) O

Korollar 4.19 Zwischen den Kennzahlen A, T' und 0 besteht der folgende Zu-
sammenhang:

1
0+ 50252I’ +rSA —rV =0.
Beweis. Folgt aus der Black-Scholes-Gleichung (4.18) und Definition 4.17. [

Die dynamischen Kennzahlen einer européischen Call-Option sind in Abbil-
dung 4.4 fiir verschiedene Zeiten illustriert. Es zeigt sich, dass (zumindest in
diesem Beispiel) die Optionspreisbestimmung ein recht gut konditioniertes Pro-
blem darstellt. Die Abbildung wurde mit dem MATLAB-Programm 4.5 erzeugt.
Mit dem Befehl subplot(n,m,k) wird Platz fiir n x m Grafiken geschaffen und
die Grafik Nr. k (zeilenweise nummeriert) angesprochen; nachfolgende Befehle
beziehen sich dann auf diese Grafik.
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MATLAB-Programm 4.5 Programm greeks.m zur Darstellung der dynamischen
Kennzahlen einer européischen Call-Option. Der Vektor style besteht aus drei Zeichen,
die zur Unterscheidung der drei Kurven im Befehl plot verwendet werden. Der Befehl
hold on bewirkt, dass die berechneten Kurven in derselben Grafik gezeichnet werden.

K =100; r = 0.1; sigma = 0.4; T = 1;
S =1:0.5:200; t = 0;

style = ’:-.7;
for j = 1:3
t = 0.4x(j-1);
dl = (log(8/K) + (r+0.5*sigma”2)*(T-t))/(sigma*sqrt(T-t));
d2 = d1 - sigma*sqrt(T-t);
Phil = 0.5%(1 + erf(di/sqrt(2)));
Phi2 = 0.5%(1 + erf(d2/sqrt(2)));

phi = exp(—dl.h2/2)/sqrt(2*pi);

% Delta

subplot(3,2,1), plot(S,Phil,style(j)), hold on

% Gamma

subplot(3,2,2), plot(S,phi./(S*sigma*sqrt(T-t)),style(j)), hold on

% Vega

subplot(3,2,3), plot(S,S*sqrt(T-t).*phi,style(j)), hold on

% Theta

subplot(3,2,4), plot(S,-S*sigma.*phi./(2*sqrt(T-t)) ...

- r*K*exp(-r*(T-t))*Phi2,style(j)), hold on

% Rho

subplot(3,2,5), plot(S, (T-t)*K*exp(-r*(T-t))*Phi2,style(j)), hold on
end

Zur Bestimmung der Optionspramie eines Calls muss die Volatilitdt o be-
kannt sein. Nun gibt o die durchschnittlichen Kursschwankungen des Basis-
werts an, die natiirlich nur fiir die Vergangenheit vorliegen. In der Black-Scholes-
Gleichung miissen jedoch die Werte der Volatilitat fiir zukiinftige Zeiten ¢ > 0
eingesetzt werden. Um prézise Werte fiir die Optionspreise zu erhalten, ist eine
moglichst gute Schitzung der Volatilitdt notwendig. Wir stellen zwei einfache
Ansétze vor.

4.4.2 Historische und implizite Volatilitit

Die historische Volatilitét op;st ist durch die Basiswertkurse aus der Vergangenheit
gegeben. Mathematisch gesehen ist opigy die annualisierte Standardabweichung
der logarithmischen Kurséinderungen. Seien die Kurse S; eines Basiswerts am
Tag t; gegeben und definiere

‘ B 1 n—1
yi=InS;11 —InS;, i=1,...,n—1, y:n_12yi.
1=

Die historische Volatilitt ist dann definiert durch
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Abbildung 4.4 Dynamische Kennzahlen fiir ¢ = 0 (punktierte Linie), ¢ = 0.4 (durch-
gezogene Linie) und ¢ = 0.8 (dicke Linie), jeweils mit K =100, T =1, r =0.1, 0 = 0.4.

1 n—1 1/2
Ohist = VN ( 2 Z(yz - ?/)2> )

n — -
=1

wobei N die durchschnittliche Anzahl der Borsentage in einem Jahr ist. Diese
Definition ist nicht eindeutig. Es ist beispielsweise moglich, Kurswerte aus der
jiingeren Vergangenheit stiarker zu gewichten als éltere Werte, aber auch mit
gleitenden Durchschnitten zu arbeiten, die exponentiell gewichtet sein kénnen.

Nimmt man an, dass sich die Kursschwankungen des Basiswerts in der Zu-
kunft dhnlich verhalten wie in der Vergangenheit, so ist die Wahl o = oys; in der
Black-Scholes-Gleichung ein moglicher Ansatz.

Ist der Optionspreis Cp zur Zeit ¢ < T bekannt, so kann die Volatilitdt ojmpl
aus der Black-Scholes-Formel berechnet werden (sofern die anderen Parameter
bekannt sind). Die so bestimmte Volatilitdt wird implizite Volatilitdt genannt. Es
bleibt zu kliren, ob diese Berechnung ein eindeutiges Ergebnis liefert. Die Black-
Scholes-Formel (4.22) fiir Call-Optionen zeigt, dass die Parameter d; und dy von
o abhingen, d.h. dy = dy(0), d2 = da(o) und
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C(o) = SB(d1(0)) — Ke "I (dy(o)).

Wir suchen oympr > 0, so dass die Gleichung C(0imp1) = Co erfiillt ist. Hat
dieses Problem eine eindeutige Losung? Ja, wenn die Arbitrage-Schranken (S —
Ke"T=)+* < ¢y < S erfiillt sind, denn diese implizieren, dass C(c) — C
fir ¢ = 0 nichtpositiv und fiir ¢ — oo nichtnegativ ist. Da o — C(0) — Cp
stetig (und wegen k > 0) monoton wachsend ist, muss eine eindeutige Nullstelle
Timpl € (0, 00) existieren. Die so erhaltene Volatilitét oimp kann als Orientierung
zukiinftiger Werte von o verwendet werden.

Das Problem C(o) = Cp kann bequem mit der Newton-Methode geldst wer-
den. Die eindeutige Nullstelle der Funktion f(o) := C(o) — Cy wird approximativ
mit der Iteration

Ok+1 = Ok — JJ:,((:;)), op > 0 gegeben,
oder
C(or) — Co C(or) — Co
ST T T 0 T )

berechnet, wobei k(oy) = Sv/T —t ®'(d1(0y)) nach Proposition 4.18 gilt. Man
kann zeigen, dass oy, fiir K — oo gegen ojmpl konvergiert, wenn Cp hinreichend
nahe an C(0imp1) gewéhlt wird (siehe z.B. Kapitel 5.3 in [199]).

Beispiel 4.20 Betrachte eine européische Call-Option auf den DAX-Index mit
K =5500, T = 3.5 Monate, C = 166.

Es gelte S = 5188.17 zur Zeit ¢t = 0. (Dies war der DAX-Index am 31.08.2001.)
Wir nehmen an, dass r = 0.04 galt. Mit Hilfe des MATLAB-Programms 4.6 erhal-
ten wir:

C = 233.081587, sigma0 = 0.238686
C = 166.669121, sigma0 = 0.238060
C = 166.000112, sigma0 = 0.238060
C = 166.000000, sigmaO = 0.238060

Die implizite Volatilitdt betrégt also ojy,p = 0.2381. O
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MATLAB-Programm 4.6 Das Programm implvola.m berechnet die implizite Vo-
latilitdt mit dem Newton-Verfahren. Zur Definition des Ausgabebefehls fprintf siche
Kapitel 9. Die Funktion call.m wurde bereits in Abschnitt 4.2 definiert.

S = 5188.17; t = 0; K = 5500; r = 0.04; T = 3.5/12; CO = 166;
sigma = 0; sigma0 = 0.3; error = le-7;

while abs(sigmaO-sigma) > error
sigma = sigmaO;
C = call(S,t,K,r,sigma,T);
dl = (log(S/K) + (r+0.5*sigma~2)*(T-t))/(sigma*sqrt(T-t));
vega = S*sqrt(T-t)*exp(-d172/2)/sqrt(2*pi);
sigma0 = sigma - (C-CO)/vega;
fprintf (°C = %f, sigma = %f\n’, C, sigma0);
end

Beispiel 4.21 Wir berechnen die implizite Volatilitéit fiir diverse Calls auf den
DAX-Index. Die Optionspramien, Verfallsdaten und berechneten impliziten Vola-
tilitdten sind in Tabelle 4.1 gegeben. (Die Werte gelten fiir den 31.8.2001, und der
DAX-Index an diesem Tag lautete 5188.17). Wir sehen, dass die implizite Vola-
tilitdt nicht konstant ist, sondern vom Ausiibungspreis abhingt. Dies deutet an,
dass die Black-Scholes-Formel mit konstanter Volatilitidt die Realitét nicht perfekt
modelliert. Ist die implizite Volatilitdt fiir einen Ausiibungspreis K kleiner als
die entsprechenden Volatilitdten fiir Austibungspreise kleiner und grofler als K,
so spricht man von einem wvolatility smile. Welche Modifikationen im Ansatz von
Black und Scholes vorgenommen werden miissen, um zu besseren Ergebnissen zu
kommen, wurde z.B. in [30, 46, 66, 83] untersucht. Eine Idee ist die Verwendung
stochastischer (und nicht konstanter) Volatilititen; siehe z.B. [190, 205] sowie die
Abschnitte 4.5.5 und 8.1. O

Mittlerweile gibt es verschiedene Indizes auf implizite Volatilitdten, die ge-
handelt werden koénnen. Beispiele sind die DAX-Volatilitdtsindizes VDAX und
VDAX-NEW, die in Prozentpunkten angeben, welche Volatilitidt in den kommen-
den 45 Tagen (VDAX) bzw. 30 Tagen (VDAX-NEW) fiir den DAX zu erwarten
sind, und die Volatilitdtsindizes VIX, VXN und VXD der Chicago Board Options

’ Ausiibungspreis \ Optionspreis \ Verfallsdatum \ Volatilitét ‘

5500 166 19.12.2001 0.238
5600 136 18.12.2001 0.239
5700 106 21.12.2001 0.234
5800 82 18.12.2001 0.231
5900 61 17.12.2001 0.227
6000 44 18.12.2001 0.222

Tabelle 4.1 Implizite Volatilitéiten verschiedener Call-Optionen auf den DAX-Index.
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Exchange (CBOE), die die Markterwartung der Volatilitét der néchsten 30 Tage
darstellen. Der Index VIX ist ein MaB fiir die implizite Volatilitat des S&P-500-
Index, VXN basiert auf den Nasdag-100-Index, und VXD ist aus dem Dow Jones
berechnet. Die aktuellen Tageswerte und die historischen Werte dieser Indizes
konnen auf den Webseiten der Deutschen Borse (www.deutsche-boerse.de) und
der CBOE (www.cboe.com) eingesehen werden.

4.5 Erweiterungen der Black-Scholes-Gleichung

Fiir die Herleitung der Black-Scholes-Formeln in Abschnitt 4.2 haben wir unter
anderem angenommen, dass auf den Basiswert keine Dividendenzahlungen ge-
leistet werden und dass der risikofreie Zinssatz und die Volatilitidt wihrend der
Laufzeit der Option konstant sind. In Beispiel 4.21 haben wir gesehen, dass die-
se Annahmen im Widerspruch zu realen Finanzmarktdaten stehen konnen. In
diesem Abschnitt werden wir daher die Black-Scholes-Formeln erweitern auf

e Optionen auf Basiswerte mit Dividendenzahlungen,

e Optionen in Finanzmérkten mit variablem, aber bekannten Zinssatz und
variabler, aber bekannter Volatilitdt und

e Optionen auf mehrere Basiswerte.

Am Ende dieses Abschnittes diskutieren wir weitere Verallgemeinerungen des

Black-Scholes-Modells.

4.5.1 Kontinuierliche Dividendenzahlungen

Bei Index-Optionen, denen sehr viele Aktien als Basiswerte zugrunde liegen, wer-
den jahrlich viele Dividendenausschiittungen vorgenommen, die in der Regel iiber
das Jahr verteilt liegen. Ein einfacher Ansatz ist nun, kontinuierliche Auszahlun-
gen anzunehmen. Wir setzen aulerdem voraus, dass die Hohe der Dividende vom
Kurs des Basiswerts abhéngt und zu ihm proportional ist. Dann wird in der Zeit
At die Dividende DgSAt ausgezahlt. Aus Arbitrage-Griinden muss der Kurs des
Basiswerts in der Zeit At um den Dividendenbetrag DgS/At fallen. Anderenfalls
kaufe man den Basiswert kurz vor der Zeit t, erhalte die Dividende DyS/At und
verkaufe den Basiswert sofort nach der Ausschiittung. Dies wiirde zu einem so-
fortigen, risikofreien Gewinn fithren — Widerspruch. Wir miissen also den Ansatz
fiir den stochastischen Prozess S = S; entsprechend modifizieren (vgl. (4.11)):

dS = (u — Do)Sdt + oSdW. (4.45)
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Um die Black-Scholes-Gleichung herzuleiten, haben wir in Abschnitt 4.2 das
Portfolio Y = ¢; B+ ¢S — V betrachtet, wobei B einen risikolosen Bond bezeich-
net. Wir nehmen wieder an, dass dieses Portfolio risikolos und selbstfinanzierend
ist und daher insbesondere der stochastischen Differentialgleichung

dY = c1dB + codS — dV(S, t) + coDgSdt

geniigt. Der letzte Summand entspricht der Dividende co Do Sdt, die wir in der Zeit
dt auf die co Anteile des Basiswerts erhalten. Mit der Bondgleichung dB = r Bdt,
dem Lemma 4.6 von It6 und der Wahl ¢y = Vg erhalten wir wie in Abschnitt 4.2

dY = [airB+ca(p— Do)S — (Vi + (1 — Do)SVs + 10252Vss) + caDo S]dt
+ (208 — 0 SVg)dW
= [a1rB + DoSVs — V;, — 30252 Vsg] dt,
wobei die Indizes partielle Ableitungen bedeuten. Andererseits gilt aus Arbitrage-

Griinden
dY =rYdt =r(ciB+ SVs — V)dt.

Gleichsetzen dieser beiden Gleichungen und Identifikation der Koeffizienten der
dt-Terme ergibt die modifizierte Black-Scholes-Gleichung mit Endbedingung

1
Vi + 502521/55 +(r—=Dg)SVs—rV = 0, S§>0,0<t<T, (4.46)
V(S,T) = A(S), S>0. (4.47)
Die Randbedingungen miissen im Vergleich zu den Bedingungen (4.20) bzw.

(4.21) leicht modifiziert werden. Wir betrachten nur européische Call-Optionen,
da die entsprechenden Beziehungen fiir Puts aus der Put-Call-Paritét

Pt - Ct = KG_T(T_t) - SG_DO(T_t)

(siehe Ubungsaufgaben) hergeleitet werden kénnen. Im Grenzwert S — oo ndhert
sich V(S,t) dem Basiswert S an, aber ohne das Dividendeneinkommen, das ab-
gezinst wird:

V(S,t) ~ Se~ o= (5§ s o). (4.48)
Die Bedingung an S = 0 &ndert sich nicht:
V(0,t) = 0. (4.49)

Das Problem (4.46)-(4.49) kann explizit gelost werden. Dazu definieren wir
eine neue Variable

V(S t) = P Ty (S 1),
Diese erfiillt das Problem
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Abbildung 4.5 Werte europiischer Call-Optionen mit Dividende (Dy = 0.08) und
ohne Dividende (Do = 0), jeweils mit K = 100, r = 0.1, 0 = 0.4, T =1 und ¢ = 0. Die
Abbildung wurde mit einem MATLAB-Programm &hnlich wie in Abschnitt 4.2 erzeugt.

1
Vi + 5025’21@5 + (r = Do)SV§ — (r — Do)V* =0, 5>0,t<T,
VS, t) ~S (S — o), V*0,t)=0, t<T,
V*(SaT):(S_K)J’_a 5207

also gerade die Black-Scholes-Gleichungen mit Zinssatz r — Dy. Die Losung V* ist
daher durch die Black-Scholes-Formel (4.22) gegeben, in der r durch r— Dy ersetzt
wird. Wir erhalten folglich als Losung des urspriinglichen Problems (4.46)-(4.49):

V(S,t) = Se PO TDd(dy (r — Dy)) — Ke " T=Dd(dy(r — Dy)), (4.50)

wobei

In(S/K) + (r — Do £ 0%/2)(T — )
oVl —t .

Die verallgemeinerte Black-Scholes-Formel (4.50) zeigt, dass der Wert einer Call-
Option auf einen Basiswert mit Dividendenzahlungen stets kleiner ist als der
entsprechende Wert auf einen Basiswert ohne Dividendenzahlungen (siehe Abbil-
dung 4.5).

dyjo(r — Do) =
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4.5.2 Diskrete Dividendenzahlungen

Wir nehmen nun an, dass wiahrend der Laufzeit der Option die Dividende nicht
kontinuierlich, sondern genau einmal zur Zeit t = t4 gezahlt wird. (Die folgenden
Betrachtungen gelten natiirlich in analoger Weise fiir endlich viele Dividenden-
zahlungen.) Zur Zeit t = t4 erhalte der Besitzer des Basiswerts die Dividende
d - S mit der Dividendenrate 0 < d < 1, wobei S der Basispreis kurz vor der
Ausschiittung der Dividende ist. Wie im kontinuierlichen Fall gilt aus Arbitrage-
Griinden, dass der Basiskurs kurz nach der Zeit ¢t = t; um den Betrag d - S fallen
muss. Daher gilt

S(ty) =S(ty) —d-S(ty) = (1 —d)S(ty), (4.51)

wobei wir

S(th) = lim S;, S(t;) = lim S,

(tg) = lim S, S(t;) = Jim S,

gesetzt haben. Wir setzen voraus, dass derartige links- und rechtsseitige Grenz-
werte existieren. Die Beziehung (4.51) bedeutet, dass der Kurs des Basiswerts
als Funktion der Zeit unstetig sein muss (wenn d > 0). Der Optionspreis muss
allerdings in der Zeit stetig sein, denn Besitzer von Optionen erhalten keine Di-
vidende und im entgegengesetzten Fall wiirden Arbitrage-Argumente zu einem
Widerspruch fithren. Folglich ist

V(S(ty) t;) =V (S(ty),t7) = V((1 = d)S(ty),t7)-

Nun betrachten wir alle moéglichen Realisierungen des stochastischen Prozesses
S(t), d.h., wir erhalten die Forderung

V(S,t7) =V ((1-d)s,t]). (4.52)

Der Wert der Option kann folgendermafilen bestimmt werden. Wird keine
Dividende ausgezahlt, so gilt die Black-Scholes-Gleichung, also fiir tg7 < t < T
und 0 < t < tg. Zur Zeit t = t4 muss die Sprungbedingung (4.52) realisiert
werden. Der Algorithmus lautet daher wie folgt:

e Lose die Black-Scholes-Gleichung fiir ¢4 < ¢t < T mit Endbedingung V (S, T)
= A(9).

e Definiere V(S,t;) mittels (4.52).
e Lose die Black-Scholes-Gleichung fiir 0 < ¢ < tg mit Endbedingung V'(S,t).

Beispiel 4.22 Betrachte eine europiische Call-Option mit Verfallstag T und
Ausiibungspreis K auf einen Basiswert mit einer Dividendenzahlung wihrend der
Laufzeit. Wir wollen die Optionspramie Cy(S,t) bestimmen. Sei ferner C(S,¢; K)
der Wert einer européischen Call-Option auf einen Basiswert ohne Dividenden-
zahlungen mit gleichem Verfallstag und Ausiibungspreis. Geméfl der obigen Be-
trachtung gilt
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Cd(S, t) = C(S, t; K) fir tg <t < T, (4.53)
und nach (4.52) ist
Ca(8,t7) = Ca((1 = d)S,t7) = O((1 — d)S, 1] K).

Nun miissten wir die Black-Scholes-Gleichung fiir ¢ < t4 16sen. Wir behaupten,
dass C*(S,t) := C((1 — d)S,t; K) gleich der Funktion (1 — d)C(S,t; K/(1 —d))
ist. Die Funktion C* 16st die Black-Scholes-Gleichung, da sich der Faktor 1 — d
heraushebt. Auflerdem ist

C*(S,T) = C(1—-d)S,T;K)=((1-d)S—K)"
= (1-d)(S-K/(1-d)" =(1-d)0(S,T;K/(1 - d))

und

C*0,6) =0, C*(S,t)~(1—d)S fiir § — oo.

Da das Black-Scholes-Randwertproblem eindeutig l6sbar ist, muss
gelten. Daher ist

Ca(S.t) = (1 — )C(S, : K/(1 — d)) fir 0 < t < tq. (4.54)

45

401

35[

301

251

201

Optionswert

151

10t

40 60 80 100 120 140
Basiswert

Abbildung 4.6 Preise einer europiischen Call-Option V; mit K = 100, r = 0.1, 0 =
0.4, T = 1 und Dividendenrate d = 0.08 zur Zeit t; = 0.6, dargestellt zu den Zeitpunkten
t =0, 0.2, 0.4 (durchgezogene Linien) und ¢ = 0.6, 0.8, 1 (gestrichelte Linien).
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MATLAB-Programm 4.7 Das Programm dividisc.m berechnet den Preis einer
europaischen Call-Option mit einer einzigen Dividendenausschiittung zur Zeit t; = 0.6
geméf den Formeln (4.53) und (4.54).

K =100; r = 0.1; sigma = 0.4; T=1; d = 0.08; td = 0.6;
S = [40:140]; hold on
for i = 1:6
t = 0.2%x(i-1);
if t < td
C = (1-d)*call(S,t,K/(1-d),r,sigma,T);
plot(S,C);
else
C = call(S,t,K,r,sigma,T);
plot(s,C,’—-’);
end
end

Die Funktionen C(S,t; K) und C(S,t; K/(1 — d)) sind durch die Black-Scholes-
Formel (4.22) gegeben. Die gesuchte Optionspramie ist also durch (4.53) und
(4.54) eindeutig definiert. Dies ist im MATLAB-Programm 4.7 realisiert und in
Abbildung 4.6 fiir einen Call mit d = 0.08 und ¢4 = 0.6 illustriert. O

4.5.3 Zeitabhingige Parameter

Wir haben bisher angenommen, dass der risikofreie Zinssatz und die Volatilitét
wahrend der Laufzeit der Option konstant sind. Es ist wesentlich realistischer
anzunehmen, dass beide Parameter mit der Zeit variieren. Wir nehmen daher an,
dass r und o bekannte Funktionen der Zeit ¢ sind. Tatséchlich ist die zukiinftige
Entwicklung von r und ¢ unbekannt, und beide Parameter miissten stochastisch
modelliert werden. Am Ende dieses Abschnittes gehen wir auf eine stochastische
Modellierung der Parameter ein.

Die Herleitung der Black-Scholes-Gleichung gilt auch fiir zeitabhéngige Pa-
rameter r = r(t) und 0 = o(t). Allerdings muss die Randbedingung (4.21) fiir
den europdischen Put,

P(0,t) = Ke "(T=1),

ersetzt werden. Ist S = 0, so ist es sinnvoll, die Option auszuiiben und den
Basiswert zum Preis K zu verkaufen. Der Wert P = P(0,t) sollte also so sein,
dass er unter Beriicksichtigung von Zinsen zur Zeit T gerade K betréigt. In der
Zeit dt werden

dP = r(t)Pdt

Zinsen gezahlt. Wir miissen also die Differentialgleichung
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E:r(t)P, P(OvT):Ka

dt
l6sen. Die Lésung lautet

T
P(0,t) = Kexp <—/ r(s)ds) , 0<t<T.
t
Dies ist die Randbedingung einer européischen Put-Option an S = 0.
Wir wollen fiir die Gleichung
1
Vi + 5a(t)252V35 +7r(t)SVs —r(t)V =0 (4.55)

mit entsprechenden End- und Randbedingungen eine explizite Losung finden.

Wir fithren wieder eine Variablentransformation durch:
S = Sea(t), V=vell = ~(t)

mit vorerst unbekannten Funktionen «, 5 und . Wegen

0 _ _ _oVdt
_ 9 s _ B0 gy VA
Vi = <e V(S(S,t),t(t))) e < BV +
= IO BV 4oV + 'S TE)
av 08 av -
_ g8V 95 _ o ) 0tV _ 5w g
SVyg Se 55 95 756 e 55 e S Vs,
Vs = e 02000V _ o) g2
052 59

folgt nach Division von e=#®) in (4.55):

S _ _
Vi + 502 S?Vss+ (r+a)SVg— (r+ )V = 0.
Wir wihlen nun «, 8 und 7 so, dass
r+a =0, r+8 =0 und + =—02,

etwa

mit der Anfangsbedingung

ov dS)

T 95 dt

(4.56)
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V(S,0)=V(S,T), (4.57)

denn o(T) = B(T) = y(T) = 0. Ist V eine Losung von (4.56)-(4.57), so lautet die
entsprechende Losung von (4.55):

V(S,t) = e POV (Sea(t),’y(t)) . (4.58)

Sei U die Optionspriamie fiir konstante Parameter r und o, d.h. eine Losung
der Black-Scholes-Gleichung (4.18). Dann gilt

U(S,t) = e (T-D7 (se’“(T*t), o (T — t)) (4.59)

mit entsprechender Funktion U. Vergleichen wir (4.58) und (4.59), so liegt es
nahe, in den Black-Scholes-Formeln r bzw. ¢ durch
L [rsas vow. [ ot
e r(s)ds bzw. —— o(s)“ds
T—-1t/, T—-1t/,
zu ersetzen. Die Losung von (4.55) fiir einen européischen Call beispielsweise
lautet dann:

T
C(S,t) = SP(di(t)) — K exp <—/t T(s)ds) O (da(t)) (4.60)

dy o) = (/tT 0(8)2d8> o <1nf; 4 /tTr(s)ds + % /tT o(s)? ds) |

Durch Einsetzen in die Gleichung (4.55) kann verifiziert werden, dass dies wirklich
eine Losung ist.

Wir bemerken fiir spétere Verwendung, dass der diskontierte Erwartungswert
(4.31) hier geschrieben werden kann als

mit

V(S,,t) =E <exp (— /jmm) V(ST,T)> . (4.61)

Beispiel 4.23 Betrachte eine européische Call-Option mit K = 100, T = 1,
konstantem Zinssatz r = 0.1 und zeitabhéngiger Volatilitat
T—1 t

o(t)? = agT + U%T, 0<t<T, (4.62)
wobei og = 0.1 und o1 = 0.3. Die Volatilitdt steigt also wihrend der Laufzeit der
Option von 0.1 auf 0.3. Der Wert des Calls zur Zeit ¢ = 0.4 ist in Abbildung 4.7
dargestellt. Zum Vergleich sind die Werte der Call-Optionen mit den konstanten
Volatilititen oy bzw. o1 ebenfalls priasentiert. Klarerweise liegen die Optionspreise
fiir die variable Volatilitdt zwischen den Werten mit minimaler bzw. maximaler
Volatilitdt. Die Abbildung wurde mit dem MATLAB-Programm 4.8 erstellt.
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Der MATLAB-Befehl legend(’Kurve;’,..., Kurve,,’ ,pos) erlaubt die Be-
schriftung der Kurven wie in Abbildung 4.7. Die Zeichenkette \sigma wird von
MATLAB in das Zeichen ¢ umgewandelt. Das letzte optionale Argument pos gibt
an, in welche Ecke die Legende gesetzt werden soll, ndmlich in die obere rechte
Ecke (pos = 1), in die obere linke Ecke (pos = 2), in die untere linke Ecke (pos
= 3) oder in die untere rechte Ecke (pos = 4). O

MATLAB-Programm 4.8 Mit dem Programm varivola.m werden die Prdmien eu-
ropéischer Call-Optionen mit variabler bzw. konstanter Volatilitat geméfl Beipiel 4.23
berechnet.

100; r
0.4; S

0.1; sigma0 = 0.1; sigmal = 0.3; T = 1;
[60:140]; hold on

ct
nwon

% Berechnung des Optionspreises fiir variable Volatilité&t
sig = sqrt(sigmal0~2+(sigmal~2-sigma0~2)*(T+t)/(2%T));
C = call(S,t,K,r,sig,T);

% Berechnung der Optionspreise fiir konstante Volatilit&ten
CO = call(S,t,K,r,sigma0,T);
Cc1 call(S,t,K,r,sigmal,T);

% Grafische Ausgabe
plot(C), plot(CO,’-.’), plot(Cl,’--’)
legend(’\sigma(t)’,’\sigma0’,’\sigmal’,2)

4.5.4 Mehrere Basiswerte

Bei der Herleitung der Black-Scholes-Formel haben wir angenommen, dass sich
die européische Option auf einen einzigen Basiswert bezieht. Welchen Preis hat
eine Option auf mehrere Basiswerte? (Solche Optionen nennt man iibrigens auch
Basket-Optionen.) Dazu nehmen wir an, dass sich die Kurse der Basiswerte S;(t)
geméifl den stochastischen Differentialgleichungen

dSl(t) = Mi(t)Si(t)dt + Ui(t)SidVVi(t), 1=1,....,n, (4.63)

modellieren lassen. Hierbei ist W (t) = (Wi(t),...,Wy(t)) eine n-dimensionale
Brownsche Bewegung, d.h., jedes W;(¢) ist eine eindimensionale Brownsche Be-
wegung. Insbesondere ist der n-dimensionale Vektor W; — W, normalverteilt. Wie
ist eine n-dimensionale Normalverteilung definiert?

Definition 4.24 (1) Sei X = (X1,...,X,) eine n-dimensionale Zufallsvariable,
€ R™ und ¥ eine symmetrische, positiv definite (n xn)-Matriz. Dann heifst
X N(p, X)-verteilt, wenn X die Dichtefunktion
1 1 Ty )
r)=—==--——=exp| —=(x— X x — , xR
)= s e (<3 = 2w =)

besitzt.
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Abbildung 4.7 Preise européischer Call-Optionen mit variabler Volatilitit o(t) wie in
(4.62) und konstanten Volatilitédten og = 0.1 und o1 = 0.3, jeweils zur Zeit ¢t = 0.4.

(2) Sei X = (X1,...,X,) eine N(u,X)-verteilte Zufallsvariable. Dann heifit die
Matriz ¥ = (¥;;) die Kovarianz-Matrix, und es gilt

Yij = E[(Xi — i) (X5 — )],

wobei = (p1,. .., )" = (B(X1),...,E(X,))" der Erwartungswert von X
ist. Die Matriz, bestehend aus den Elementen

Pij = e
” 2ii21jj

)

heifit die Korrelation. Man schreibt auch symbolisch

dXide = pijdt. (4.64)

,Korrelation“ bedeutet in unserem Fall, dass die Kursdnderung eines Basis-
werts den Kurs eines anderen Basiswerts beeinflussen kann. Mathematisch heifit
dies, dass die Korrelation keine Diagonalmatrix ist. Ist (Xi(¢),...,X,(t)) eine
n-dimensionale Brownsche Bewegung, so folgt wegen p;; = 1 aus (4.64) die aus
Abschnitt 4.1 bekannte Relation dX? = dt (siehe (4.7)).
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Um die Herleitung der Black-Scholes-Gleichung fiir européische Optionen auf
mehrere Basiswerte durchfithren zu kénnen, benttigen wir eine Verallgemeine-
rung des Lemmas von It6 auf mehrere Dimensionen. Sei (S1(%),...,S,(t)) ein n-
dimensionaler I1t6-Prozess, gegeben durch (4.63), und sei f : R™ x [0, 00) — R eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann ist auch f; = f(S1(¢),...,Sn(t),t)
ein Tto-Prozess, und es gilt die mehrdimensionale Ité-Formel (siche Ubungsauf-
gaben oder Abschnitt 3.7 in [24])

0 f - of
d = + Z S + ;1pz]0'20'3 JaS 85 dt+;025183LdW1

(4.65)
Wiederholen wir die Herleitung der eindimensionalen Black-Scholes-Gleichung fiir

das risikolose und selbstfinanzierende Portfolio

Yi = cot)Be+ 3 ci()Silt) = V(Si(1), -, Sult). 1),

=1

so erhalten wir nach einer Rechnung die folgende n-dimensionale Black-Scholes-
Gleichung:

1 n n
+ 5 Z pl'jJiJjSiSjVSiSj + TZ SiVSi —rV =0
ij=1 i=1

mit der Endbedingung V' (S1,...,5,,T) = A(S1,...,Sn), wobei p;; die oben de-
finierten Korrelationskoeffizienten sind.

4.5.5 Weitere Verallgemeinerungen

Bei der Herleitung der Black-Scholes-Gleichung haben wir etliche Annahmen ge-
macht, die abgeschwécht werden kénnen.

o Der risikofreie Zinssatz und die Volatilitdt sind als deterministisch vorausge-
setzt. Als erste Alternative konnen Parameter wie Zinssatz oder Volatilitéit
als Zufallsvariable modelliert werden, die einer gegebenen Verteilung (et-
wa gleich- oder normalverteilt) geniigen. Damit werden die Losungen der
Black-Scholes-Differentialgleichung (4.18) zu Zufallsfelder (englisch: ,ran-
dom fields*). Der faire Preis ist dann gegeben durch den Erwartungswert der
Zufallsfelder, welche das End-Randwertproblem mit stochastischen Parame-
tern 16sen. Momente dieses Zufallsfeldes wie Erwartungswert und Varianz
lassen sich effizient mit Hilfe der Technik des Polynomialen Chaos berech-
nen, die auf einer Entwicklung der Zufallsfelder in orthogonalen Polynomen
beruht [173].
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Modelle fiir stochastische Zinssétze (d.h., der risikofreie Zinssatz ist ein sto-
chastischer Prozess) sind eine weitere Alternative, beispielsweise:

Vasicek [222]: dry = k(0 — r¢)dt + odWr,
Cox-Ingersoll-Ross [50]: dry = k(0 — r¢)dt + o/redW;

wobei k, 6 und o (konstante) Modellparameter sind. Die Modelle beinhalten
die Tendenz des Zinsssatzes, zu einem Mittelwert 6 zuriickzukehren (mean
reversion). Ist ndmlich 7, sehr viel grofer als 6, so ist mit hoher Wahrschein-
lichkeit dr; < 0, und der Zinssatz fillt. Ist umgekehrt r; sehr viel kleiner als 0,
so wird mit hoher Wahrscheinlichkeit dr; > 0, und der Zinssatz steigt. Eine
Losung 7 des Vasicek-Modells nennt man iibrigens auch Ornstein- Uhlenbeck-
Prozess. Der Zinssatz kann im Vasicek-Modell leider negativ werden. Dies
wird im Cox-Ingersoll-Ross-Modell vermeiden: Der Zinssatz bleibt positiv,
wenn kf > 02/2 (siehe Abschnitt 40.8.2 in [224]). Hull und White haben
die obigen Modelle erweitert, indem sie zeitabhéngige Parameter zugelassen
haben [108]. Fiir weitere Modelle siehe Kapitel 7 in [65].

Analog sind Modelle fiir stochastische Volatilitédten aufgestellt worden:

Hull-White [108]:  do? = k(0 — o2)dt + vo2dW;,
Heston [100]: do? = ki(0; — o?)dt + viodWy.

Die Modellparameter k¢, 8; und 14 sind hier Funktionen der Zeit.

In dhnlicher Weise kénnen auch die Dividendenzahlungen modelliert werden,
die wir in diesem Abschnitt als deterministisch angenommen haben [88].

Die zugrundeliegenden stochastischen Prozesse sind als stetig vorausgesetzt.
Damit konnen Borsencrashs nicht modelliert werden. Eine Moglichkeit,
Spriinge in den Kursen zu beriicksichtigen, bieten Sprung-Diffusions-Model-
le. Dazu benttigen wir den Begriff des Poisson-Prozesses. Dies ist ein sto-
chastischer Prozess P; mit den Eigenschaften, dass Py = 0 und P, — P; fiir
alle 0 < s <t Poisson-verteilt ist mit Parameter A(¢ — s) (fiir ein A > 0). Die
letzte Eigenschaft bedeutet:

AUt = 8)" At-s)

PP~ Pi=n)="

, n € Ng.

Insbesondere soll P; € Ny gelten, d.h., P; ,,zéhlt* die Anzahl von Spriingen,
welche bis zum Zeitpunkt ¢ erfolgt sind (mit einer durchschnittlichen Rate
von A Spriingen pro Zeiteinheit). Der Kurs des Basiswerts in diesem Modell
folgt der stochastischen Differentialgleichung

dSt = u(t)Stdt + O'(t)Stth + Jtht
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mit einem gegebenen oder stochastischen (z.B. lognormalverteilten) Prozess
J¢. Sprung-Diffusions-Modelle wurden zuerst von Merton vorgestellt [159].
Eine empirische Analyse von Optionsmodellen mit stochastischen Spriingen
(sowie stochastischen Zinsraten und Volatilitéten) ist in [15] durchgefiihrt
worden. Fiir weitere Informationen verweisen wir auf [54] und Kapitel 29 in
[224].

e Der Kurs des Basiswerts wird durch eine lognormale Verteilung (bzw. durch
eine geometrische Brownsche Bewegung) beschrieben. In den letzten Jahren
sind die Preisbewegungen in Finanzmérkten durch andere als normalverteilte
Prozesse modelliert worden. Ein Beispiel sind fraktionale Brownsche Bewe-
gungen Z;, die dhnlich wie Brownsche Bewegungen stetige Prozesse sind,
aber die Varianz Var(Z;) = t*/ besitzen. Der Parameter H € (1,1) heifit
Hurst-Parameter. Im Falle H = % erhalten wir die gewthnliche Brownsche
Bewegung. Diese Prozesse sind z.B. in [71, 105, 209] in Finanzmarktmodel-
len verwendet worden. Weitere Beispiele sind hyperbolische Prozesse [67, 69]
oder Lévy-Prozesse [28, 68], die insbesondere in den letzten Jahren verstéirkt
untersucht wurden (siehe auch Bemerkung 8.21).

e Transaktionskosten (fir das Absichern des Portfolios) sind vernachlissigt
worden. Beriicksichtigt man diese, erhélt man (unter geeigneten Vorausset-
zungen) nichtlineare Black-Scholes-Gleichungen vom Typ

1
Vi + §U(Vss)2S2VSS +7rSVg —rV =0,

wobei die Volatilitét o(Vsg) von den zweiten Ableitungen des Optionspreises
abhéngt (siehe [17, 168] und Kapitel 16 in [225]). In den letzten Jahren sind
nichtlineare Gleichungen vom Black-Scholes-Typ in verschiedenen Zusam-
menhéngen hergeleitet worden, z.B. im Falle groBer Héndler [81, 170, 194]
oder im Falle sogenannter unvollstdndiger Mérkte [143]. Nichtlineare Glei-
chungen konnen im allgemeinen nicht explizit geldst werden; hier sind nu-
merische Verfahren unumginglich (siche etwa [63, 78]). Fiir eine Ubersicht
zu Nichtlinearitéten verweisen wir auf [202].

Ubungsaufgaben

1.Seia =ty <t; <--- <t,=>beine Partition von [a,b] und sei f : [a,b] — R
eine einfache Funktion, d.h., es gelte f(t) = fr_1 fiir t € [tg_1,tx), k =
1,...,n.

(a) Zeigen Sie:
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b n—1
[ 1. = 3 AW (t0) = W),
a k=0

(b) Wir setzen voraus, dass die Werte fr nur von Wy fiir 0 < t < ¢
abhingen. Zeigen Sie, dass dies impliziert:

B (/abf(s)dWS> _0.

2. Sei W, ein Wiener-Prozess. Zeigen Sie, dass E(W}}) = 3t?. Hinweis: Wenden
Sie das Lemma von Ité auf Z = W* an.

3. Seien W und W5 unabhéngige Wiener-Prozesse, t > 0, n € Nund t;, = kt/n,
k =0,...,n. Definiere AW;(tg) := Wi(tx) — Wi(tg—1), i = 1,2, und Q,, :=
S opey AWy (te) AWa(ty). Zeigen Sie, dass E(Qp) = 0 und Var(Q,) — 0 fiir
n — oo. Dies motiviert die formale Identitat dW; - dW5 = 0.

4. Sei Xy = Wy, t > 0, ein It6-Prozess und f(x) = 22/2, v € R. Zeigen Sie, dass
f(X¢) ein It6-Prozess mit a; = 1/2 und b, = W, ist.

5. Sei X; ein It6-Prozess mit dX; = puXidt + 0 X dW; und definiere ¥ = X<,
a € R. Welche stochastische Differentialgleichung 16st Y7

6. Seien die Entwicklungen eines Basiswertkurses S und eines Optionspreises
V' durch die stochastischen Differentialgleichungen

dS = pSdt + oSAW, dV = Vdt + cVdW

mit einem Wiener-Prozess W beschrieben und betrachte das selbstfinanzie-
rende Portfolio Y = 1.5 — V.

(a) Zeigen Sie: Das Portfolio ist genau dann risikolos, falls (@ — r)/o =
(n—7r)/o und c108 = coaV gilt.
(b) Der Optionspreis V (S, t) lost die Differentialgleichung
1 ~
Vit 5078 Vss + pSVs — iV = 0

und oV = o0SVs.
(c) Der Optionspreis V (S, t) lost die Differentialgleichung

1
Vi+ 50°8%Vss +1SVs — 1V =0,

und es gilt g = p = r. Dies nennt man risikoneutrale Welt.
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7.

10.
11.

Zeigen Sie, dass die Funktion

u(x,t) = ms)/4tds re€R, t>0,

Jirt [t

die partielle Differentialgleichung u; — uz, = 0 in R x (0, 00) 16st und dass
lim o u(z, t) = up(x) gilt.

. Zeigen Sie, dass gilt:

o0 1 2
— exp | =(k+ 1)(x + \/27>e_y/2d
77{/_”@ b (06 e +5vE7) y

= exp< (k+Daz+ - (kil) )q’(dw)»

wobei k = 2r/c?, und ® und dy /5 sind definiert in (4.23) und (4.24).

. Manchmal kann eine partielle Differentialgleichung durch eine sogenann-

te Ahnlichkeitstransformation in eine gewdhnliche Differentialgleichung, die
h#ufig leichter analytisch oder numerisch gelost werden kann, transformiert
werden. Betrachte etwa die Warmeleitungsgleichung

Ur = Ugg, T, T >0,
mit Anfangsbedingung u(z,0) = 0, > 0, und Randbedingungen
u(0,7) =1, w(x,7) — 0 firx — 00, 7>0.

Zeigen Sie, dass die Funktion w(¢), definiert durch u(z, 7) = 7%w(x/77), mit
¢ = /78 fiir geeignete Werte fiir o und £ die Differentialgleichung

1
w” + ifw’:O, £>0,

mit Randbedingungen w(0) = 1 und w(§) — 0 fiir £ — oo erfiillt. Losen Sie
dieses Randwertproblem durch Integration. Hinweis: Verwenden Sie

/ eV Aqy = /7.

0

Beweisen Sie Proposition 4.18.

Berechnen Sie die dynamischen Kennzahlen fiir eine européische Put-Option,
deren Preis durch die Black-Scholes-Formel (4.32) gegeben ist. Schreiben
Sie ein MATLAB-Programm, in dem diese Kennzahlen grafisch dargestellt
werden.
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12.

13.

14.

15.

16.

In dieser Aufgabe sollen Barrier-Optionen bewertet werden.

(a) Betrachte zuerst einen Furopean down-and-out call. Diese Option ist
wie folgt definiert: Fillt der Kurs des Basiswerts wiahrend der Laufzeit
der Option mindestens einmal unter die Schranke B, so verfillt die
Option. Anderenfalls wird der Betrag (S — K)* ausgezahlt. Wir setzen
voraus, dass fiir den Ausiibungspreis K der Option K > B gilt. Solange
S > B, erfiillt der Optionspreis V(S,t) die Black-Scholes-Gleichung;
falls S < B, gilt V(S,t) = 0. Losen Sie die Black-Scholes-Gleichung in
S > B mit geeigneten Randbedingungen.

(b) Ein European down-and-in call verfillt, wenn der Kurs des Basiswerts
wihrend der Optionslaufzeit immer grofler als eine vorgebene Schranke
ist. Wird die Schranke unterschritten, so ist der Wert der Option gleich
dem einer gewohnlichen européischen Call-Option. Zeigen Sie: Die Sum-
me eines Furopean down-and in calls und eines Furopean down-and-out
calls ist gleich dem Wert einer europaischen Call-Option.

Eine Compound-Option ist eine Option auf den Kauf bzw. Verkauf einer an-
deren Option. Wir nehmen an, dass sowohl die Compound-Option als auch
die zugrundeliegende Option européische Call-Optionen sind. Eine derartige
Compound-Option wird call-on-a-call genannt. Sei 17 der Verfallstag und
K der Ausiibungspreis der Compound-Option mit Wert C1(S,t). Die zu-
grundeliegende Option habe den Verfallstag T, den Ausiibungspreis Ko und
den Wert Cs(S,t). Begriinden Sie, dass der Payoff

(Ca2(S,Th) — K1)*
lautet, und leiten Sie eine explizite Formel fiir C(S,¢) her.

Eine Chooser-Option gibt der Kauferin das Recht, zum Verfallstag 77 ent-
weder eine Call-Option oder eine Put-Option zum Ausiibungspreis K; zu
erwerben. Seien C3(S,t) bzw. Py(S,t) die Werte der zugrundeliegenden eu-
ropéischen Call- bzw. Put-Optionen mit Ausiibungspreis Ko und Verfallstag
T5. Leiten Sie eine explizite Formel fiir den Wert einer européischen Chooser-
Option mit der Endbedingung

max (CQ(S, Tl) - Kl, PQ(S, Tl) - Kl, O)
her.

Betrachten Sie eine Chooser-Option wie in der vorigen Aufgabe. Was lésst
sich aussagen, wenn 17 = T5 oder K1 = 07

Kreuzen Sie an, welche der folgenden Aussagen ihrer Meinung nach richtig
sind.
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[0 Die Kennzahl Delta zeigt an, wie sehr sich die Kennzahl Gamma in
Abhéngigkeit von Preisbewegungen des Basiswertes verandert.

O Steigt der Basiswert um einen Euro, so steigt der Wert der Option bei
einem Delta von 0.50 um 0.50 Euro.

[0 Die Auswirkungen von Anderungen der Volatilitiit des Basiswertes auf
den Optionspreis werden mit dem Wert Vega (bzw. Kappa) gemessen.

O Der Zugewinn einer Option durch den Zeitverfall wird durch den Wert
Theta gemessen.

0 Die Anderungen des Preises einer Option aufgrund von Zinsénderungen
werden durch den Parameter Rho gemessen.

17. Wir definieren die folgenden statischen Kennzahlen:

e Die Paritdt P misst, wie tief eine Option im Geld bzw. wie weit sie aus
dem Geld ist:

Call: Po=BV-(S—K), Put: Pp=BV-(K-S5).

Das Bezugsverhdltnis BV gibt der Kéduferin einer Call-Option bzw. dem
Verkéufer einer Put-Option das Recht, BV Basiswerteinheiten zu kau-
fen bzw. zu verkaufen.

e Der Break-even BFE ist der Kurs, den ein Basiswert erreichen muss, um
unter Beriicksichtigung der gezahlten Optionsprimie eine verlustfreie
Ausiibung der Option gerade noch zu ermdéglichen:

Call: BEc =K +C/BV, Put: BEp=K — P/BV.

e Das globale Aufgeld A gibt an, um wieviel Prozent der Kurs des Basis-
werts steigen (bei einer Call-Option) bzw. fallen (bei einer Put-Option)
muss, damit die Kosten der Optionspramie abgedeckt werden:

C/BV — S+ K

_ P/BV-K+S
S — .

Call: Ac = S

Put: Ap

e Der Hebel H driickt den geringeren Kapitaleinsatz bei Optionen im
Vergleich zum direkten Erwerb des Basiswerts aus:

H=S5-BV/V mitV=CoderV =P.

Bestimmen Sie die obigen Kennzahlen fiir eine Call-Option mit K = 1.5,
BV = 100 und einer Laufzeit von 1.5 Jahren zu einem festen Zeitpunkt.
Die Option habe zu dieser Zeit den Wert C' = 12.4, der zugrundeliegende
Basiswert habe den Kurs S = 1.55.
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18. Fiir einen Aktienkurs S; gelte dS; = p.Sidt + 0. S;dW; mit p € R, o > 0. Eine
Option auf diese Aktie habe den Preis V'(S,¢) und den Payoff V (S, T).

(a) Zeigen Sie, dass das Vega (bzw. Kappa), definiert durch x = 0V/do,
der Differentialgleichung

ok 1 2 28/-@ Ok 282
8t+ 5652+r58S rk—+ oS 55

mit Endbedingung (S, T) = 0 geniigt.

Saz =0

(b) Angenommen, der Kéufer einer anderen Option mit Preis U(S, ) erhalte
bzw. zahle kontinuierlich Geld mit einer Rate K (S,t) pro Zeiteinheit.
Zeigen Sie durch geeignete Modifikation in der Herleitung der Black-
Scholes-Gleichung, dass U die folgende Differentialgleichung erfiillt:

6U 1 2 28 U ou
S rS— —rU+ K =0.
o 27 s T T

(c) Es gelte U(S,T) =0 und K(S,t) >0 firalle 0 <t <T,S > 0. Zeigen

Sie, dass dann U(S,t) > 0 fiir alle 0 <t < T, S > 0 gilt.

(d) Folgern Sie, dass jede Option mit positivem Gamma stets ein positives
Vega hat.

19. Angenommen, fiir die Volatilitit einer Aktie gelte 0 = 0. Dann ist die Ent-
wicklung der Aktie deterministisch und abhéingig vom Driftparameter p € R.
Folglich lasst sich der Preis einer Call-Option exakt berechnen, und dieser ist
wiederum explizit abhingig von u. Nach den Ergebnissen aus diesem Kapitel
ist dies nicht der Fall. Warum ist dies dennoch kein Widerspruch?

20. Leiten Sie eine Black-Scholes-Formel fiir binére Call- bzw. Put-Optionen mit
Preisen Cg bzw. Pp her. Zeigen Sie, dass gilt: Cg + Pg = e (T,

21. In dieser Aufgabe werden européische Optionen auf einen Basiswert mit
Dividendenzahlungen betrachtet.

(a) Wie lautet die Put-Call-Paritét fiir européische Optionen auf einen Ba-
siswert mit kontinuierlicher Dividendenzahlung?

(b) Bestimmen Sie das Delta fiir eine européische Call-Option bei kontinu-
ierlicher Dividendenzahlung.

(c) Zeigen Sie, dass der Wert der Call-Option mit Dividendenzahlung klei-
ner ist als der Wert einer Call-Option ohne Dividendenzahlung.

22. Leiten Sie die mehrdimensionale It6-Formel (4.65) formal her, indem Sie die
Funktion f wie in Abschnitt 4.1 um den Punkt (S, ¢) mit der Taylor-Formel
entwickeln, den ,,Grenzwert“ At — dt durchfiithren, Terme der Groéflenord-
nung (’)(dt3/ 2) vernachlissigen und die symbolische Rechenregel AW;dW; =
pijdt verwenden.
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23.

24.

Schreiben Sie die MATLAB-Programme leastsquare.m und erfhermite.m
auf den Fall um, dass die Funktion ®(z) = (1/2) - (1 + erf (z/v/2)) anstatt
erf (z) mit einer Genauigkeit von etwa vier Stellen approximiert werden soll.

Schreiben Sie ein MATLAB-Programm erfspline.m, das eine Approximation
von erf durch einen kubischen Spline-Interpolanten liefert, die auf wenigen
hochgenauen Funktionsauswertungen beruht (siche Bemerkung 4.16). Wie
viele Stiitzstellen bendtigen Sie fiir eine Genauigkeit von e = 5-107°? Welcher
maximale Fehler ergibt sich, wenn Sie dieselben Stiitzstellen (0.312,0.571,
0.836,1.163,1.574,1.934, 2.355, 2.9) wihlen, die der Abbildung 4.3 zugrunde
liegen?

Hinweis: Fiir den Spline-Interpolanten s zu den Daten (z;,y;) liefert pp =
spline(x,y) in pp die Koeflizientendarstellung der s definierenden kubi-
schen Polynome. An Zwischenstellen kann s dann mittels der Funktion ppval
ausgewertet werden. Diese Funktion dient zur Auswertung von stiickweise
definierten Polynomen.
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5 Die Monte-Carlo-Methode

Der Preis einer européischen (Plain-vanilla) Option kann mit der Black-Scholes-
Formel aus Abschnitt 4.2 berechnet werden. Leider existieren zu komplexeren
Optionen im allgemeinen keine expliziten Formeln mehr. In diesem Abschnitt
stellen wir die Monte-Carlo-Methode zur Integration von stochastischen Diffe-
rentialgleichungen vor, mit der faire Preise von komplizierten Optionsmodellen
numerisch berechnet werden konnen. Zuerst fithren wir in Abschnitt 5.1 in die
Thematik ein. Das Monte-Carlo-Verfahren erfordert die Simulation von Realisie-
rungen eines Wiener-Prozesses. Die Simulation wiederum bendétigt normalverteil-
te Zufallszahlen. Die Erzeugung von Zufallszahlen ist Gegenstand von Abschnitt
5.2. In Abschnitt 5.3 erldutern wir die numerische Losung stochastischer Diffe-
rentialgleichungen. Die Prézision von Monte-Carlo-Simulationen kann mit Hilfe
der Technik der Varianzreduktion, die wir in Abschnitt 5.4 vorstellen, erhoht
werden. Schliefllich wenden wir die vorgestellten Methoden in Abschnitt 5.5 zur
Simulation einer asiatischen Call-Option mit stochastischer Volatilitit an.

5.1 Grundziige der Monte-Carlo-Simulation

Die Berechnung des fairen Preises einer komplexen Option ist im allgemeinen
eine anspruchsvolle Aufgabe, die nur numerisch gelost werden kann. Bei vielen
Optionen ist es notwendig, stochastische Differentialgleichungen bzw. stochasti-
sche Integrale numerisch zu 16sen. Beispiele fiir derartige Situationen stellen wir
im Folgenden vor.

Beispiel 5.1 (Asiatischer Call im Heston-Modell) Berechne den fairen
Preis einer asiatischen Call-Option mit Auszahlungsfunktion

+

1 T
V(Sr,T) = <ST - / STdT) ,
T Jo

wobei die Dynamik von S; durch das Heston-Modell

dSt = T'tStdt + O'tStth(l),
do? = w(0—of)dt+ VO'tth(z)

M. Giinther, A. Jiingel, Finanzderivate mit MATLAB®, DOI 10.1007/978-3-8348-9786-2_5,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2010
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gegeben sei (siehe Abschnitt 4.5). Der zweidimensionale Wiener-Prozess (W (1),
W®) sei normalverteilt (siche Definition 4.24). In Abschnitt 6.1.1 geben wir
weitere Beispiele von Auszahlungsfunktionen asiatischer Optionen an. Das obi-
ge Beispiel erfordert die Integration stochastischer Differentialgleichungen und
des Integrals fOT Srdr. Die Integration kann mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode
durchgefiihrt werden. Wir erldutern dies im Detail in Abschnitt 5.5. g

Beispiel 5.2 (Basket-Option) Berechne den fairen Preis einer européischen
Option auf n Aktien (Basket-Option) mit Auszahlungsfunktion A(Si,...,S,).
Ist die Dynamik der Aktienkurse Si(t),..., Sy (t) wie in Abschnitt 4.5 durch

ds; = ,U,Z'Sidt + O'ISZdW(Z)
mit einer mehrdimensionalen Brownschen Bewegung (W), ... W) und Ko-

varianz-Matrix ¥ 4.24) gegeben, so berechnet sich der Optionspreis nach dem
Black-Scholes-Modell analog zu Bemerkung 4.13 nach

e—T(T-1)
V(S1,...,5,t) =
V/ (det Z)( —t))"
/ / e~ ¥ 2N (5l YS! ... dS!,
mit ¥ = (o), @ = (a1, ...,a,)" und
o I(SYS) (AT 1)
T Tt

Es muss also ein n-dimensionales (Riemann-) Integral gelost werden, wobei die
Dimension n je nach Grofle des Baskets sehr grof3 sein kann. Numerische Quadra-
turformeln sind hier ungeeignet, da zu viele Funktionswerte ausgewertet werden
miissen. Wahlen wir ndmlich eine Quadraturformel der Form

/ / fSl,.. Sl)dSI dS/ Z Zwkl, ,kn a;kl,.. 1‘kn)

kn=0

mit Gewichten wg, ., und Stiitzstellen xy ,...,x,, so bendtigen wir pro S;-
Variable mindestens zwei Stiitzstellen, also etwa bei n = 100 mindestens 2'%0 ~
1039 Auswertungen. Ein Ausweg bietet die Monte-Carlo-Integration. Wir erliu-
tern dies in Bemerkung 5.4. 0

Zur Vereinfachung betrachten wir im Folgenden eine européische Plain-vanil-
la-Put-Option auf einen Basiswert, dessen Kurs sich geméfl einer geometrischen
Brownschen Bewegung entwickelt:
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dSt = ’I"Stdt + O'Stth, (51)

mit Anfangswert Sy, konstantem risikofreien Zinssatz r» > 0, konstanter Volatilitét
o > 0 und einem Wiener-Prozess W; (sieche Abschnitt 3.2). In Bemerkung 4.13
haben wir gezeigt, dass der Optionspreis V (S, t) zur Zeit t = 0 gegeben ist durch
den diskontierten Erwartungswert

V(S0,0) = e "TE(V(S7,T)). (5.2)

Die Grundidee der Monte-Carlo-Simulation besteht darin, den Erwartungswert
in (5.2) durch Simulation von M Pfaden {S; : 0 < ¢t < T'} des Basiswertkurses zu
approximieren. Der Algorithmus besteht aus vier Schritten:

e Simulation der Basiswert-Pfade: Bestimme fiir M verschiedene Pfade
die Losungen S’t(k), k=1,...,M, von (5.1) zum Anfangswert Sp.

¢ Berechnung der Auszahlungsfunktion: Bestimme fiir alle k =1,..., M

die Auszahlungsfunktion entsprechend zum Pfad S’t(k):

i = (K - S(Tk)>+ .

e Berechnung eines Schétzers: Berechne einen Schétzer (d.h. eine Ap-
proximation) fiir den Erwartungswert in (5.2). Naheliegend ist etwa die Wahl

N 1L,
E(Vr) = -3 VP,
k=1

wobei Vp = (VY ... VM),
¢ Bestimmung des Optionspreises: Berechne eine Approximation des fai-
ren Optionspreises durch

‘7 = efrTE(VT).

Die Schritte 2-4 sind elementar durchfiihrbar. Schritt 3 beruht darauf, dass
nach dem Gesetz der groflen Zahlen das arithmetische Mittel von gleichverteilten
und unabhéngigen Zufallsvariablen fast sicher gegen den Erwartungswert konver-
giert (siehe z.B. [19]). Schritt 1 benttigt die numerische Integration stochastischer
Differentialgleichungen, die aus zwei Teilaufgaben besteht:

e Simulation von M unabhéngigen Realisierungen eines Wiener-Prozesses und

e approximative Berechnung der Losung der stochastischen Differentialglei-
chung zum jeweiligen Pfad des Wiener-Prozesses.
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Wir zeigen nun, wie diese beiden Teilaufgaben gelost werden kénnen. Eine
sehr einfache Approximation der Gleichung (5.1) ist gegeben durch

ASt = TStAt + O'StAWt, (53)

wobei AS; = Siiae — St, und AW, = Wippy — Wy ist N(0, At)-verteilt (siehe
Satz 3.11 (2)). Wir benotigen nun Realisierungen des Wiener-Prozesses AW;. Ist
Z eine N (0, 1)-verteilte Zufallsgrofe, so geniigt es, wegen

AW, = Z -/t
Realisierungen von Z zu bestimmen. In MATLAB kénnen Realisierungen einer
standardnormalverteilten Zufallsgrofie mit dem Befehl randn erzeugt werden.
Genauer gesagt liefert randn(n,m) eine (n x m)-Matrix mit standardnormal-
verteilten Pseudo-Zufallszahlen als Elemente. Es handelt sich nicht um echte Zu-
fallszahlen, da die Zahlen mittels eines deterministischen Algorithmus berechnet
werden (siehe Abschnitt 5.2). Die Iteration

Wt+At - Wt + Z - vV At
lautet in MATLAB in vektorisierter Form wie folgt:

h =0.01; n = 10/h; W(1) = 0;
dW = randn(1,n)*sqrt(h);
W = [0,cumsum(dwW)];

Die kumulative Summation cumsum(dW) addiert kumulativ die Elemente des Vek-
tors dW. Allgemeiner liefert die kumulative Summe B = cumsum(A) einer Matrix
A eine Matrix B mit den kumulativen Summen der Spalten von A, d.h. mit den
Elementen B(i,j)= Y ;,_, A(k,j). Beispielsweise erzeugt cumsum([1 2; 3 4;
5 6]) die Matrix [1 2; 4 6; 9 12]. Abbildung 5.1 illustriert fiinf verschiedene
Realisierungen eines Wiener-Prozesses.

Wir konnen die Approximation (5.3) auch schreiben als

Siv1 — S; = AS; =rS; At 4+ 0S; Z+/At, Sy gegeben, (5.4)

mit standardnormalverteilter Zufallsgrofle Z. Dieser sogenannte FEuler-Maruya-
ma-Algorithmus ist in dem folgenden MATLAB-Programm realisiert:

h=0.01; n=10/h; r = 0.1; sigma = 0.4; S(1) = 1;
dW = randn(1,n)*sqrt(h);
for i = 1:n
S(i+1) = S(i)*(1 + r+h + sigma*dW(i));
end

In Abbildung 5.2 sind fiinf Realisierungen des Basiswertkurses dargestellt.

Damit sind wir in der Lage, unsere erste Monte-Carlo-Simulation gemé&fl der
obigen vier Schritte durchzufiihren; siehe das MATLAB-Programm 5.1. Der Funk-
tionsaufruf randn (’ state’,3) bedeutet, dass der Pseudo-Zufallszahlengenerator
von MATLAB mit der Zahl 3 initialisiert wird. Dies hat den Zweck, dass die Si-
mulationsergebnisse reproduziert werden kénnen.
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Abbildung 5.1 Realisierungen eines Wiener-Prozesses mit At = 0.01.

Abbildung 5.2 Realisierungen von St(k) mit Startwert S(()k) =1 und At =0.01.
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MATLAB-Programm 5.1 Das Programm montecarlo.m berechnet den Preis einer
europaischen Put-Option mittels Monte-Carlo-Simulationen.

randn(’state’,3)
K 100; r = 0.1; sigma = 0.4; T = 1; SO = 80;
n=50; h=1/n; M = 10000;

% Simultane Erzeugung der Wiener-Prozesse zu M Pfaden
dWw = sqrt(h)*randn(n,M);

% Simultane Berechnung der Aktienkurse fiir alle M Pfade
S = zeros(n+1,M);
S(1,:) = 80; % Anfangswerte
for i = 1:n
S(i+1,:) = S(i,:).*(1 + r*h + sigma*dW(i,:));
end

% Simultane Berechnung der Auszahlungsfunktion
payoff = max(0,K-S(n+1,:));

% Simultane Berechnung des Schitzers und der Optionspreise
V = exp(-r*T)*(cumsum(payoff)./(1:M));

% Grafische Ausgabe
Vexakt = put(S0,0,K,r,sigma,T);
plot (abs(V-Vexakt*ones(1,M))/Vexakt)

In Abbildung 5.3 illustrieren wir die Entwicklung des relativen Fehlers |V — V| / Vi
einer europdischen Put-Option in Abhéngigkeit von der Anzahl M der Monte-
Carlo-Simulationen. Der Monte-Carlo-Preis weicht von dem Black-Scholes-Preis
stark ab, wenn die Anzahl M der Monte-Carlo-Simulationen zu klein gewéhlt
wird. Der relative Fehler bei M = 500 Simulationen betrigt etwa 6%. Allerdings
schwanken die Werte auch fiir grole M noch recht stark. Bei 4000 Simulationen
betrigt der relative Fehler noch 1.6%.

Natiirlich ist es fiir dieses Beispiel wesentlich effizienter, die Black-Scholes-
Formel zur Bestimmung des Optionspreises zu verwenden. Fiir komplexere Optio-
nen wie die asiatische Option im Heston-Modell aus Beispiel 5.1 sind wir jedoch
auf die Monte-Carlo-Methode angewiesen, da keine expliziten Formeln existieren.

Die oben prisentierten Beispiele und Simulationen geben Anlass zu den fol-
genden Fragen:

e Wie werden standardnormalverteilte Pseudo-Zufallszahlen erzeugt?
e Wie genau ist die Approximation (5.4)7 Wie kann sie verbessert werden?

e Wie kann das hochdimensionale Integral aus Beispiel 5.2 mittels der Monte-
Carlo-Methode approximiert werden?

Diese Fragen werden wir in den néchsten Abschnitten beantworten.
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Abbildung 5.3 Relativer Fehler bei der Berechnung des Optionspreises V mit K = 100,
r=0.1,0 =04, T =1 und Sy = 80 in Abhéngigkeit der Anzahl der Monte-Carlo-Simu-
lationen.

5.2 Pseudo-Zufallszahlen

Fiir die Simulation des Wiener-Prozesses benttigen wir standardnormalverteilte
Zufallszahlen Z, um die Inkremente AW = Z+/At zu berechnen. Wir benutzen
dafiir die Notation

Z ~ N(0,1).

Erzeugen wir Zufallszahlen im Rechner, so handelt es sich letztlich immer um eine
deterministische Vorgehensweise. Man spricht daher von Pseudo-Zufallszahlen.
Im Folgenden benutzen wir jedoch den Begriff Zufallszahlen auch, wenn wir Pseu-
do-Zufallszahlen meinen.

Zuerst erzeugen wir im Intervall [0, 1] gleichverteilte (Pseudo-) Zufallszahlen

Y ~U0,1]

und transformieren sie dann mit einer Funktion A auf normalverteilte Zufallszah-
len:

Z :=h(Y)~ N(0,1).
Um die obigen Begriffe zu prizisieren, geben wir eine Definition.

Definition 5.3 (1) Eine Zufallsvariable X heifit gleichverteilt auf dem Intervall
[a,b] (in Zeichen: X ~ Ula,b]), wenn sie die Dichtefunktion f(x) =1/(b—a),
x € [a,b], besitzt.
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(2) Eine Folge von Zufallszahlen heifit nach F' verteilte Zufallszahlen, wenn sie
unabhdngige Realisierungen von nach einer Verteilungsfunktion F verteilten
Zufallsvariablen sind.

Streng genommen sind Pseudo-Zufallszahlen nicht unabhéngig voneinander,
da sie mittels eines deterministischen Algorithmus berechnet werden. Wir suchen
daher deterministische Zahlenfolgen, die die statistischen Eigenschaften néhe-
rungsweise erfiillen.

5.2.1 Gleichverteilte Zufallszahlen mit MATLAB

In MATLAB kénnen auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen mit dem Befehl rand
erzeugt werden. In der Version 7.8 von MATLAB sind sechs verschiedene Algo-
rithmen zur Erzeugung auf [0, 1] gleichverteilter Zufallszahlen implementiert. Im
Folgenden stellen wir diese Algorithmen vor.

Der erste Algorithmus mcg16807 basiert auf der linearen Kongruenzmethode
von Lehmer [141]. Seien M € N, a, b, X € {0,..., M —1} gegeben und berechne:

Fiir i = 1,2, . ..
X; = (aX;—1 +b) mod M,
Ui = X;/M.

Die Operation ,,a mod M*“ berechnet den Rest bei der Division a/M. Klarerweise
miissen wir @ = 0 und (wenn b = 0) X = 0 ausschlieflen. AuBerdem sollte a # 1
sein, denn ansonsten wire X; = (Xo + ib) mod M zu leicht vorhersagbar. Im
Falle b = 0 heifit das Verfahren multiplikative Kongruenzmethode. In MATLAB
werden die Parameter ¢ = 7° = 16807, b = 0 und M = 23! — 1 verwendet.
Der Vorteil dieser Zahlenkombination ist, dass die Folge (X;);en eine maximale
Periode hat. Allerdings wiederholt sich der Algorithmus nach etwa zwei Milli-
arden Zahlen, was in Anwendungen h#ufig zu wenig ist. Auflerdem liegen die
m-Tupel (U;—p+1,-..,U;) von mit einer linearen Kongruenzmethode erzeugten
Zufallszahlen U; stets auf wenigen Hyperebenen im R™, so dass wegen dieser
Struktureigenschaft diese Methode nicht sehr brauchbar ist (siehe [201] fiir De-
tails).

Der zweite Algorithmus m1fg6331_64 verwendet den verzdgerten Fibonacci-
Generator:

Fiir ¢ > max{k, (}
X, = (Xi—k + Xi_z) mod M,
Ui = XZ/M,
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wobei die Anfangswerte Xi,..., Xjac(r,¢ etwa mittels einer linearen Kongru-
enz-Methode bestimmt werden konnen. Diese Methode geht auf Tausworthe zu-
riick [213]. Mit den in m1fg6331_64 gewihlten Parametern k = 31, £ = 63 und
M = 254 erhalten wir eine Folge von 64-Bit-Zufallszahlen mit einer Periode von
etwa 2124,

Der Algorithmus mrg32k3a basiert auf dem sogenannten Combined Multiple
Recursive Generator von L’Ecuyer [139, 140]:

Fir¢ >3
Xl,i = (1403580X17i_2 - 819728X17i_3) mod Ml,
Xo,; = (527612X2, 1 — 1370589X5,;_3) mod Mo,
Zi = (X1, — X2;) mod M —1,

! (M —-1)/M 1 Z; =0,
mit den Parametern M; = 23?2 —209, My = 232 — 22853 und M = 232 —208. Diese
Werte sind ein Kompromiss zwischen schneller Berechenbarkeit und moglichst
grofer Periode. In mrg32k3a konnen 32-Bit-Zahlen mit einer Periode von 2'%7
erzeugt werden. Der Generator erlaubt (ebenso wie m1fg6331_64) eine Paralleli-
sierung der Erzeugung von Zufallszahlen.

Die anderen drei Algorithmen, die in MATLAB implementiert wurden, sind
etwas komplexer. Der Mersenne-Twister-Algorithmus mt19937ar wurde von Mat-
sumoto und Nishimura entwickelt [156] und basiert auf einer linearen Rekursi-
on mit geschickten Verkniipfungen der entsprechenden Zahlenbits. Seine Vor-
teile sind die sehr schnelle Berechenbarkeit und die extrem grofle Periode von
219937 _ 1. Marsaglia und Zaman stellten in [153] einen Algorithmus vor, der
keine Additionen oder Multiplikationen bendttigt. Der sogenannte SHR3 Shift-
Register-Generator [152] ist im Algorithmus shr3cong implementiert. Die Zufalls-
zahlenfolge hat eine Periode von ungefihr 264, Der letzte Algorithmus swb2712
basiert auf dem Subtract-with-Borrow-Generator aus [153], der &hnlich zu einem
verzogerten Fibonacci-Generator ist, aber eine viel grofiere Periode besitzt, in der
MATLAB-Realisierung ungefihr 21492,

Der Befehl rand (m,n) liefert eine (m x n)-Matrix mit Zufallszahlen. Mit dem
Konstruktor RandStream kann man bestimmen, welcher der oben beschriebenen
Algorithmen verwendet werden soll. Soll etwa der Algorithmus swb2712 einge-
stellt werden, so ist RandStream(’swb2712’) zu schreiben. Die Eigenschaften
von RandStream kénnen mit den Befehlen

stream = RandStream.getDefaultStream oder
get (defaultStream)

ausgelesen werden. Bis zur Version 7.6 von MATLAB wurde ein Zufallszahlen-
generator mit rand(’state’,n) initialisiert, wobei n eine natiirliche Zahl ist.
Ab Version 7.7 wird die Verwendung des RandStream-Konstruktors empfohlen.
Beispielsweise wird der Generator swb2712 mittels den Befehlen
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s = RandStream(’swb2712’); reset(s)

initialisiert. Dann liefert die Befehlfolge a = rands; reset(s); b = rands die-
selben Zahlen a = b. Im Falle reset(s); a = rands; b = rands gilt dagegen
im Allgemeinen a # b.

Bemerkung 5.4 In Beispiel 5.2 haben wir erldutert, dass hochdimensionale In-
tegrale auch mittels Monte-Carlo-Methoden berechnet werden kénnen. Die Idee
hierbei ist, beispielsweise das Integral

/Q f(z)dz

mit Q2 C R™ durch die Summe

vol(Q)
N ; f(xi)

mit geeigneten Zahlen x1,...,zx € Q zu approximieren, wobei vol(£2) das Volu-
men von {2 bezeichne. Sind diese Zahlen (Pseudo-) Zufallszahlen, so sprechen wir
von einer stochastischen Monte-Carlo-Integration. Eine deterministische Monte-
Carlo-Integration (auch Quasi-Monte-Carlo-Methode genannt) benutzt geschickt
vorgegebene Zahlen x1,...,zy. Sinnvollerweise sollten diese Zahlen moglichst
gleichméfig verteilt sein. Dies wird durch sogenannte Quasi-Zufallszahlen rea-
lisiert, deren Diskrepanz moglichst klein ist. Die Diskrepanz einer Menge von
Zahlen ist als die Abweichung der Verteilung dieser Zahlen von der angestrebten
gleichméfBigen Verteilung definiert. In der Statistik-Toolbox von MATLAB 7 sind
drei Quasi-Zufallszahlengeneratoren implementiert: Holton-Folgen, Sobol-Folgen
und Latin-Hypercube-Folgen, die mit den Befehlen haltonset, sobolset bzw.
lhsdesign erzeugt werden. In Abbildung 5.4 sind eine Menge zweidimensionaler
Halton-Zahlen und mit dem Mersenne-Twister-Generator erzeugter Zufallszahlen
dargestellt, realisiert mit dem MATLAB-Programm 5.2. Die Halton-Zahlen sind
wesentlich gleichméafiger verteilt als die Pseudo-Zufallszahlen. Fiir weitergehende
Ausfithrungen iiber Quasi-Zufallszahlen und Quasi-Monte-Carlo-Methoden ver-
weisen wir auf die Biicher [144, 165, 201]. O
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MATLAB-Programm 5.2 Programm halton.m zur Hlustration von Quasi-Zufallszah-
len (Halton-Folge) und Pseudo-Zufallszahlen (Mersenne-Twister-Folge). Mit net (p,n)
werden die ersten n Zahlen der Zahlenmenge p ausgegeben.

% Erzeugung der ersten 2000 zweidimensionalen Haltonzahlen
p = haltonset(2);

X = net(p,2000);

subplot(1,2,1), plot(X(:,1),X(:,2),’.”)

hold on, axis square

title(’Quasi-Zufallszahlen’)

% Erzeugung von 2000 zweidimensionalen Pseudo-Zufallszahlen
RandStream(’mt19937ar’);

X = rand(2000,2);

subplot(1,2,2), plot(X(:,1),X(:,2),’.”)

axis square

title(’Pseudo-Zufallszahlen’)

Quasi-Zufallszahlen Pseudo-Zufallszahlen

Abbildung 5.4 Die ersten 2000 Punkte der zweidimensionalen Halton-Folge (links)
und 2000 Zufallszahlen, die mit dem Mersenne-Twister-Generators erzeugt wurden
(rechts).

5.2.2 Normalverteilte Zufallszahlen

Normalverteilte Zufallszahlen werden durch Transformation gleichverteilter Zu-
fallszahlen erzeugt. In MATLAB sind drei Methoden implementiert:

e Invertierung der Verteilungsfunktion,
e Transformation von Zufallszahlen und

e die Ziggurat-Methode.
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Grundlage fiir die Invertierung ist der folgende Satz.

Satz 5.5 Sei U ~ U|0, 1] eine gleichverteilte Zufallsvariable und F eine stetige,
streng monotone Verteilungsfunktion. Dann ist die Zufallsvariable F~*(U) nach
F verteilt.

Beweis. Die Umkehrfunktion F~! existiert gem#f den Voraussetzungen. Die
Annahme der Gleichverteilung impliziert P(U < &) = £ fiir alle £ € [0, 1]. Somit
folgt

P(F~Y(U) <) =P(U < F(z)) = F(z).

Dies bedeutet, dass F~1(U) nach F verteilt ist. O

Ist dieser Satz auf die Normalverteilung ® anwendbar? Es liegen weder fiir
® noch fiir @1 geschlossene Formelausdriicke vor. Die nichtlineare Gleichung
®(z) = u miisste numerisch invertiert werden, etwa mittels des in Abschnitt 4.5
vorgestellten Newton-Verfahrens. Allerdings ist das Problem fiir u & 1 schlecht
konditioniert (kleine Anderungen in u bewirken sehr groe Anderungen in ). Als
Ausweg kann man ®~! dhnlich wie in Abschnitt 4.3 durch eine rationale Funktion
R approximieren und x = R(u) ~ ®~!(u) setzen. Bei der rationalen Approxima-
tion ist das asymptotische Verhalten von ®~! (senkrechte Tangenten bei u = 0
und u = 1) sowie die Punktsymmetrie zu (u,z) = (3,0) zu beriicksichtigen. Diese
Vorgehensweise ist in MATLAB durch den Algorithmus Inversion realisiert. Um
ihn zu verwenden, ist folgendes zu schreiben:

stream = RandStream.getDefaultStream;
stream.RandnAlg = ’Inversion’;

Ubrigens ist die Inverse ®~! der Standardnormalverteilung im MATLAB-Befehl
norminv implementiert, wobei ®~!(x) = norminv(x,0,1). Allgemein berechnet
norminv(x,mu,sigma) die Inverse der N (mu, sigma)-Verteilung an der Stelle x.

Die zweite Idee basiert auf einer Transformation der Zufallszahlen. Grundlage
hierfiir ist der folgende Satz.

Satz 5.6 Sei X eine Zufallsvariable mit Dichtefunktion f auf der Menge A =
{z € R": f(x) > 0}. Die Transformation g : A — B = g(A) sei umkehrbar mit
stetig differenzierbarer Inverse g~'. Dann besitzt die Zufallsvariable Y = g(X)
die Dichtefunktion

-1

v Jla7 ) @) ve B

Beweisskizze. Wir geben nur eine grobe Beweisskizze (siehe Satz 4.2 in [59]
fiir einen ausfiihrlichen Beweis). Nach dem Transformationssatz im R"™ gilt fiir
Mengen C' C R™:
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und hieraus folgt die Behauptung. O

Im Falle n =1 und f(z) = 1 mit = € [0, 1] (Gleichverteilung) suchen wir also
eine Transformation y = g(z), so dass die transformierte Dichtefunktion gleich
der Normalverteilung ist:

-1
‘ dg 1 eiy2/2‘

dy (y)‘ Vo

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir g~ !, die lei-
der keine geschlossene Formel fiir die Transformation liefert. Verbliiffenderweise
erhalten wir eine geschlossene Formel, wenn wir nicht in R, sondern in R? trans-
formieren. Das geht folgendermaflen.

Wir wenden Satz 5.6 auf A = [0,1]2 und f(z) = 1, z € A, an. Wihle die
Transformation y = g(x) mit

_ \/Tnftlcos(%r@) B -
g(x) ( \/anlsin(QﬂxQ) ) T = (.’171,332) S A

Die Umkehrabbildung lautet

g—l(y> _ ( eXp(_’y‘2/2) > .y = (y17y2)'|'_

arctan(ys/y1)/2m

Fiir die Determinante ergibt sich mit x = g=1(y):
dg~! —Y1T —Y221 x 1
‘det < Zy )‘ = |det < L /v 1 1w )‘ == P2,

2 143 /yf  2m 143 /y3 2w 2m
Dies ist die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung im R? (von zwei un-
abhéngigen Zufallsvariablen). Also ist g(X) standardnormalverteilt, falls X auf
[0, 1] gleichverteilt ist. Daraus ergibt sich der Algorithmus von Box-Muller: Ge-
neriere Uy, Uz ~ U|0, 1]. Dann sind

Zy = /20U cos(2nUz) und  Zy = /210U sin(27Us)

standardnormalverteilt. Es sind also drei Funktionsaufrufe (sqrt, log und cos bzw.
sin) erforderlich, um zwei normalverteilte Zufallszahlen zu erhalten.
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Dieser Aufwand konnte von Marsaglia durch Verwendung der Polartrans-
formation reduziert werden. Dazu werden zunéchst zwei auf [0, 1] gleichverteilte
Zufallszahlen U; und Us erzeugt. Dann sind V; = 2U; — 1 und Vo = 2U; — 1
auf [—1,1] gleichverteilte Zufallszahlen. Falls Vi + ViZ > 1, verwerfen wir die-
se Zahlen. Die akzeptierten Zufallszahlen sind auf der Einheitskreisscheibe K =
{(Vi, Vo) : V2 4+ V2 < 1} gleichverteilt mit Dichte f(V3, V) = 1/m, (V1,V2) € K.
Wir erhalten dann auf dem Einheitsquadrat (0,1)? gleichverteilte Zufallszahlen
(W1, Ws), indem wir (V1,V3) € K mittels

V1 . W1 o V12 + Vv22
%) Wy | % arctan (%)
transformieren (Ubungsaufgabe). Folglich sind Z; = v/—2In W cos(2nW3) und

Zy = /—2In Wy sin(2nrWs) standardnormalverteilt. Aus den elementaren Rela-

tionen der Polartransformation

V1 . V2
—————— und sin(27Ws) = ———
NIZESE: B2 =

erhalten wir mit V := V2 + V2

Z1=Viy/—2InV/V und Zy =Voy/—2InV/V. (5.5)

Es ist also nicht notwendig, trigonometrische Funktionen auszuwerten. Diese Vor-
gehensweise wird Polar-Algorithmus genannt:

cos(2tWs) =

e Erzeuge Uy,Us ~ U[0, 1] und setze Vi = 2U; — 1, Vo = 2U; — 1, solange bis
Vi=V2+VE<1

o Definiere die standardnormalverteilten Zufallszahlen Z; und Z3 geméf (5.5).

Das MATLAB-Programm 5.6 setzt diesen Algorithmus um.

Das Histogramm in Abbildung 5.5 zeigt, dass dieser Algorithmus tatséchlich
(ndherungsweise) normalverteilte Zufallszahlen Z; liefert. Hierfiir wurden 200 000
Zufallszahlen nach dem MATLAB-Programm 5.3 erzeugt. Der Befehl hist (X,Y)
erstellt ein Histogramm des Vektors X, d.h.; hist (X,Y) liefert die Verteilung von
X in den Intervallen um die Mittelpunkte Y (i) mit Lange (Y(i+1)-Y(i))/2. Der
Vektor Y muss dafiir aus monoton wachsenden Elementen bestehen.

Die Wahrscheinlichkeit, dass V2 + Vi < 1 gilt, ist gleich dem Verhiltnis zwi-
schen der Fliche einer Kreisscheibe mit Radius 1/2 und der Fliche des Einheits-
quadrats, also /4. Folglich miissen 1 — 7/4 ~ 21% gleichverteilte Paare (V1, V2)
verworfen werden. Dennoch ist der Polar-Algorithmus effizienter als der Algorith-
mus von Box-Muller und wurde daher auch in &dlteren Versionen von MATLAB
(vor MATLAB 5) verwendet. Ab MATLAB 7.7 kann der Polar-Algorithmus mit
den Befehlen



114 5 Die Monte-Carlo-Methode

120001 [ 1

10000 1

8000 ]

6000 ] m 1

40001 1

2000 1

0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 5.5 Histogramm fiir Z;.

stream = RandStream.getDefaultStream;
stream.RandnAlg = ’Polar’;

eingestellt werden.

MATLAB-Programm 5.3 Programm polar.m zur Erzeugung standardnormalver-
teilter Zufallszahlen nach dem Polar-Algorithmus und Zeichnen eines Histogramms. Da
alle Zufallszahlen mit Vi + V2 > 1 verworfen werden, liefert der Algorithmus nur etwa
0.79 - 2N Zufallszahlen.

rand(’state’,1); N
Ul = rand(N,1); U2

200000;
rand(N,1);

% Bestimme zwei Vektoren von in [-1,1] gleichverteilten Zufallszahlen
V1 = 2%Ul-ones(N,1);
V2 = 2*U2-ones(N,1);

% Bestimme Menge I der Indizes, fiir die V172 + V272 < 1 gilt

V=V1."2+V2."2;

I = find(V < 1);

% Bestimme zwei Vektoren standardnormalverteilter Zufallszahlen
V= V();

Z1 = V1(I) .*sqrt(-2.%1log(V)./V);
Z2 = V2(I) .*sqrt(-2.x1log(V)./V);

% Zeichne ein Histogramm
hist(Z1,-3.8:0.2:3.8)
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Von der MATLAB-Version 5 an wird der noch effizientere (aber komplizierte-
re) Ziggurat-Algorithmus benutzt, der ebenfalls von Marsaglia entwickelt wurde
[154]. In diesem Algorithmus miissen keine Wurzeln oder Logarithmen berech-
net werden, es werden nur noch Multiplikationen benétigt. Wie beim Polar-
Algorithmus werden unerwiinschte Zufallszahlen verworfen. Es werden Paare
(X,Y) von gleichverteilten Zufallszahlen so lange erzeugt, bis die Eigenschaft
Y < e X/2 erfiillt ist. Mit dem Ziggurat-Algorithmus wird die Fliche 0 < y <
e~/ geeignet durch Rechtecke approximiert und damit die Anzahl verworfener
Zahlen stark reduziert. Die Rechtecke sind stufenférmig angelegt und erinnern an
einen pyramidenartigen Stufentempel (babylonisch: Zikkurat). Der Algorithmus
wird in MATLAB mit dem Befehl stream.RandnAlg = ’Ziggurat’ eingestellt.

Fiir weitere Hinweise auf Techniken zur Erzeugung von Zufallszahlen verwei-
sen wir auf die Monografien [85, 131, 165, 177, 216].

5.2.3 Korreliert normalverteilte Zufallszahlen

Bei der Simulation einer mehrdimensionalen Brownschen Bewegung bendtigen
wir im allgemeinen Zufallsvariablen, die nach einer korrelierten mehrdimensiona-
len Normalverteilung verteilt sind (siehe Definition 4.24). Betrachte einen Vektor
Z = (Z1,...,Z,)" aus (unabhiingigen) standardnormalverteilten Zufallsvaria-
blen Z; mit Dichtefunktion f. Wir konstruieren mittels Z eine N (u, X)-verteilte
Zufallsvariable Y. Seien also g € R™ und % € R™*" eine symmetrische und posi-
tiv definite Matrix. Dann existiert eine Cholesky-Zerlegung ¥ = LLT mit einer
unteren Dreiecksmatrix L = (L;;), d.h. L;; = 0 fiir alle ¢ < j [97]. Wir behaupten,
dass Y = p + LZ die gewiinschte Eigenschaft hat. Sei vorerst X = LZ. Aus

f(2)ds = (2;)” 5 exp (-?) dz
_ (271'1)"/2 exp (- (L_lx);(L_%)) dz (mit z = Lz)
= (2771)”/2 exp (—W) dz
_ W exp <—”“’TE2_19”> dr  (weil dz = |detL|dz)

1 . < Ty g i
prm— X _—
(2m)2(detx) 12 P 2

folgt, dass X N(0,X)-verteilt ist. Damit ist Y = p + X N(u, X)-verteilt.

Zusammengefasst erhalten wir folgenden Algorithmus:

e Berechne die Cholesky-Zerlegung ¥ = LLT.
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e Bestimme unabhéngige Z; ~ N(0,1), ¢ = 1,...,n, und setze Z = (Z1,...,
Z) T

e Die Zufallsvariable Y = p+ LZ ist N(p, X)-verteilt.

Beispiel 5.7 Gesucht ist eine zweidimensionale N (0, X)-verteilte Zufallsvariable
(Xl, XQ), wobei
2
pPo102 g5

Man sagt, dass (X1, X2) durch p korreliert ist (siehe Definition 4.24). Mit dem

Ansatz 0
=(50)
liefert die Cholesky-Zerlegung ¥ = LLT:
a% poioz \ [ a O a b\ a? ab
<p0102 o3 >_<b c><0 c>_<ab b2+02>'

Ein Koeffizientenvergleich ergibt a? = 0%, ab = po102 und b? +c? = 02 und damit
(beachte, dass [p| < 1)

L—( o1 0 >
poy o9\/1—p? )’

Sind Z;, Z5 (unabhiingig und) N (0, 1)-verteilt, so erfiillt

X1>_L<Zl>_< 0121
X9 Za oo(pZ1 + /1 — p2Zs)
das Gewdlinschte.

Beispiel 5.8 Gesucht ist ein dreidimensionaler normalverteilter Vektor (X7, Xo,
X3) " mit Erwartungswert p = (—5,0,10) " und Kovarianzmatrix

E:

W B
A Ot
CU W

Die Abbildung 5.6 zeigt die Histogramme fiir die drei Komponenten der N (j, 3)-
verteilten Zufallsvariablen (X3, X2, X3), die mit dem MATLAB-Programm 5.7
geméf der oben beschriebenen Vorgehensweise erzeugt wurden. 0
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Abbildung 5.6 Histogramme der Komponenten X; einer nach N (u, 3)-verteilten Zu-
fallsvariablen (X7, Xo, X3).

MATLAB-Programm 5.4 Programm correlated.m zur Erzeugung von korrelierten
normalverteilten Pseudo-Zufallszahlen. Der Befehl chol (A) erzeugt die Cholesky-Matrix
L mit A=LL".

randn(’state’,1)
Sigma = [6 4 3; 4 5 4; 3 4 5];
mu = [-5 0 10]’; N = 10000;

L = chol(Sigma);
X = zeros(3,N);
for i = 1:N
X(:,i) = mu + L*randn(3,1);

end

5.3 Numerische Integration stochastischer
Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt leiten wir einige Approximationen stochastischer Differen-
tialgleichungen her und untersuchen, in welchem Sinne diese Approximationen
gegen die exakte Losung der Differentialgleichung konvergieren.
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5.3.1 Starke und schwache Konvergenz

Im Fall einer gewohnlichen Differentialgleichung

dx

E(t) =a(x(t),t) bzw. dr=a(zx,t)dt, t>0,

mit lipschitzstetiger Funktion = +— a(z,t) kann man zeigen, dass das FEuler-
Verfahren mit Schrittweite h > 0

Yi+1 :yz+a(ylvt2)h) 7/:0,].,,717 t; :/Lh’a
wobei y; Nidherungen von z(t;) sind, die Konvergenzordnung 1 hat, d.h.

sup |y, —xz(t;)| < C-h

1=0,...,n

mit einer von h unabhéngigen Konstante C' > 0. Gilt das auch fiir das Euler-
Maruyama-Verfahren (5.4) fiir stochastische Differentialgleichungen?

Betrachten wir zunéchst fiir 0 < ¢ < T die skalare stochastische Differential-
gleichung (kurz: SDE, fiir stochastic differential equation)

dCEt = a(a:t, t)dt + b(l‘t, t)th (56)

mit einem gegebenen Wiener-Prozess W;. Das Kuler-Maruyama-Verfahren fiir
diese SDE lautet (mit fester Schrittweite h = t;4+1 — t;, T = nh und Startwert

Yo = p):

Fir:=0,...,n—1:
tiv1 =1t +h,
AW; = Wy, — W, (5.7)
Yitr1 = Yi + a(yi, ti)h + b(yi, L) AW,

wobei die Realisierungen des Wiener-Prozesses Wy dieselben sind wie fiir die SDE

(5.6). Dies erlaubt es, die Trajektorien z;, mit y; paarweise zu vergleichen und

einen punktweisen Fehler |z, — y;| oder |z — 24| einzufithren, wobei % := y,.

Uns interessiert allerdings ein ,,gemittelter® Fehler:
Definition 5.9 Der absolute Fehler von xr — :vé‘p zur Zeit T ist definiert durch
£(h) = Bllar — al). (5.3)

Analog zum Fall gewohnlicher Differentialgleichungen definieren wir die Konver-
genz diskreter Losungen wie folgt.
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Definition 5.10 Sei z; eine Losung einer SDE und x}' eine Approzimation von
xy. Wir sagen, x% konvergiert stark mit Ordnung v > 0 gegen xp zur Zeit T,
falls eine Konstante C' > 0 existiert, so dass fir alle (geniigend kleinen) h > 0
qgilt:

e(h) < ChY. (5.9)

Die Folge a:% heifit stark konvergent gegen xp zur Zeit T, wenn

li h) = 0.
Jim e(h) =0

Wie wird der Erwartungswert (5.8) konkret berechnet? Sind X7, ..., X, (un-
abhéngige) Stichproben einer Zufallsvariablen X, so verwenden wir den Schétzer

Hn = %ZXZ
=1

fiir den Erwartungswert E(X). Dieser Schitzer hat den Vorteil, erwartungstreu
zu sein, d.h.

B(6) = - Y B(X) = - > E(X) = E(X),
=1 =1

und die Varianz konvergiert gegen null fiir n — oo:
Var(,) = - 37 Var(X) = Sar(X) -0 (n — o0)
(0, = — ar i) = — I — n — .
> 2 - Va 00

Wir untersuchen nun das Euler-Maruyama-Verfahren, angewandt auf die be-
kannte SDE
dXt = /,LXtdt + O'Xtth (510)

empirisch auf starke Konvergenz. Nehmen wir an, dass die Ungleichung (5.9)
anndhernd als Gleichung gilt, dann folgt durch Logarithmieren

loge(h) =~ log C + ~ylog h.

Plotten wir also £(h) und h mit doppelt-logarithmischer Skala, so kénnen wir die
Konvergenzordnung v als die Steigung der Geraden

y(x) = logC +~vyx mit y(xz) =loge(h), x =logh

bestimmen. Die Punkte (log h;,loge(h;)), i = 1,...,m, werden in der Praxis nicht
exakt auf einer Geraden liegen. Daher bestimmen wir die Geradensteigung v mit
der Methode der kleinsten Quadrate, d.h., wir berechnen z* = (log C,~)" als die
Losung des Minimierungsproblems
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2" = argmin ||Az — b||2,
z€R2

wobei || - ||2 die euklidische Norm sei,
1 loghy loge(hi)
A=|: : cR™2 b= : eR™,
1 loghp, log e(hm)

und das Argumentminimum argmin bedeutet, dass z* das Problem

||Az* — b||2 = min || Az — b||2
z€R?

16st. Der Vektor z* kann durch Losen der Normalgleichung AT Az = ATb mit Hilfe
des Cholesky-Verfahrens bestimmt werden. Jedoch wird dadurch im allgemeinen
die Kondition der Matrix verschlechtert. (Die Kondition einer Matrix kann als
der Quotient zwischen dem betragsméfig grofiten und kleinsten Eigenwert der
Matrix definiert werden.) Es ist besser, das Minimierungsproblem direkt mit der
QR-Zerlegung zu l6sen [97, 149]. In MATLAB wird diese Methode zur Lésung
des obigen Minimierungsproblems verwendet, ndmlich durch den Befehl x = A\b.
Das Ergebnis ist ein zweidimensionaler Vektor x, dessen zweite Komponente die
Steigung der Ausgleichsgeraden darstellt.

Zur Losung der SDE (5.10) erzeugen wir M Realisationen Wt(l), ce Wt(M)
eines Wiener-Prozesses und losen fiir jede dieser Realisationen

e die SDE (5.10) exakt, namlich (siehe (4.9))
xgi) = g exp ((,u — %02)75 + O'Wt(i)> , 1=1,...,M,

(4)

und notieren z’;

e die Approximation (5.7) mit Schrittweiten Ay ..., Ay, numerisch und notieren
(4,h1) (ihm) - 1 M
xp ey i =1, M.

Der absolute Fehler ¢(h) wird approximiert durch den Schétzer

M
2h) = - () _ (ihy)
£( J)—MZ|$T zp ).
=1

Das MATLAB-Programm 5.5 realisiert diese Vorgehensweise zur Approximation
von (5.10) fiir p = 2, 0 = 1 und T' = 1 und erzeugt die Abbildung 5.7, die den
Fehlerschéitzer €(h) fiir verschiedene Schrittweiten h darstellt. Die eingezeichnete
Vergleichsgerade legt v = 0.5 als Konvergenzordnung nahe. Tatséchlich ergibt die
lineare Ausgleichsrechnung v = 0.542 bei einem Residuum von 0.062. Wegen der
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Schéatzer fur g(h)

10

10 107 10
Schrittweite h

Abbildung 5.7 Fehlerschétzer &(h) fiir das Euler-Maruyama-Verfahren mit den

Schrittweiten h = 272,...,27% in doppelt-logarithmischer Darstellung und Vergleichs-
gerade mit Steigung 1/2 (gestrichelte Linie).

Eigenschaft AW, = h%® ist diese Konvergenzordnung zu erwarten. Sie kann auch
streng bewiesen werden; siche Theorem 10.2.2 in [128].

In vielen Anwendungen ist man nicht an den Trajektorien zp selbst, son-
dern nur an Momenten von x7 wie den Erwartungswert oder die Varianz inter-
essiert. Daher suchen wir im Folgenden nur Approximationen etwa von E(x7)
bzw. Var(z7), nimlich E(z) bzw. Var(z/). Dies fiihrt auf den folgenden abge-
schwiichten Konvergenzbegriff.

Definition 5.11 Sei x; eine Losung einer SDE und :1:7’} eine Approximation von
;. Wir nennen mé‘p schwach konvergent beziiglich ¢ mit Ordnung v > 0 gegen
xp zur Zeit T, wenn eine Konstante C' > 0 existiert, so dass fir alle (geniigend
kleinen) h > 0 gilt:

[E(g(ar)) — E(g(ak)| < CAY.

Im Falle g(z) = x nennen wir 2/ schwach konvergent mit Ordnung .
Da wir nicht an einer pfadweisen Konvergenz interessiert sind, kénnen wir

auch verschiedene Pfade fiir jeden Zeitschritt y; — y;41 im Algorithmus (5.7)
verwenden.
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MATLAB-Programm 5.5 Das Programm eulerstrong.m testet das Euler-Maru-
yama-Verfahren auf starke Konvergenz bei Verwendung der Schrittweiten 277,...,274.
Mittels loglog(x,y) werden die Punktpaare (x(i),y(i)) doppelt-logarithmisch darge-
stellt.

randn(’state’,3)

mu = 2; sigma = 1; X0 = 1; T = 1;

M = 1000; % Anzahl der Pfade der Brownschen Bewegung
m= 6; % Anzahl der verschiedenen Schrittweiten

n = 279; % maximale Anzahl der Gitterpunkte, wenn T = 1
h = T/n; % kleinste Schrittweite

% Simultane Berechnung aller Wiener-Prozesse zu den M Pfaden
dW = sqrt(h)*randn(M,n);
W = sum(dw,2);

% Simultane Berechnung der exakten Ldsung zu allen M Pfaden
Xexakt = XO*exp((mu-sigma”2/2)+sigma.*W);

% Simultane Berechnung der Euler-Ldsung zu allen M Pfaden

for p=1:m
R =2"(p-1);
dt = Rxh; % aktuelle Schrittweite
L = n/R; % Anzahl der Euler-Schritte
X = XO*ones(M,1);
for j = 1:L

Winc = sum(dW(:,R*(j-1)+1:R*j),2);
X = X.*x(1 + dt*mu + sigmaxWinc);
end
Xerr(:,p) = abs(Xexakt - X);
end

% Plotten der Fehler und einer Geraden mit Steigung 1/2
dtlist = h*(2.7(0:m-1));
loglog(dtlist,mean(Xerr),’*-’), hold on

loglog(dtlist, (dtlist.~(0.5)),’--’), hold off
% Kleinste-Quadrate-Methode Ax = b mit x = (logC gamma)
A = [ones(m,1),log(dtlist)’]; b = log(mean(Xerr)’);

x = A\b;
gamma = x(2), residuum = norm(A*x-b)

Welche schwache Konvergenzordnung hat das Euler-Maruyama-Verfahren?
Wir implementieren einen Test dhnlich wie oben fiir die SDE (5.10) mit pu = 2,
o0 = 0.1 und T = 1, realisiert im MATLAB-Programm 5.6. Beachte, dass der
Erwartungswert der exakten Losung x; von (5.10) E(x;) = exp(ut) lautet. Da wir
nur an Mittelwerten interessiert sind, konnten wir in dem Programm randn (M, 1)
durch sign(rand(M,1)) ersetzen. Der Befehl sign(x) liefert 1, wenn x positiv
ist, —1, wenn x positiv ist, und null, wenn x = 0.

Abbildung 5.8 stellt den Fehler |E(z7) — E(z%)| fiir verschiedene Schritt-
weiten h dar. Diesmal vermuten wir eine Konvergenzordnung von 1. Die lineare
Ausgleichsrechnung ergibt in der Tat v = 1.008 bei einem Residuum von 0.051.
Diese Konvergenzordnung kann rigoros bewiesen werden (sieche Theorem 14.1.5
in [128]).
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MATLAB-Programm 5.6 Das Programm eulerweak.m testet das Euler-Maruyama-
Verfahren auf schwache Konvergenz.

randn(’state’,3), mu = 2; sigma = 0.1; X0 =1; T = 1;
M = 50000; % Anzahl der Pfade der Brownschen Bewegung
m 5; % Anzahl der verschiedenen Schrittweiten

% Berechnung der Euler-Mayurama-Losung

for p = 1:m
h = 27 (p-10); % aktuelle Schrittweite
L = T/h; % Anzahl der Euler-Schritte
X = XO*ones(M,1);
for j = 1:L

dW = sqrt(h)*randn(M,1);
X = X.*(1 + muxh + sigma*dW);
end
Xerr(p) = abs(mean(X) - exp(mu*T));
end

% Plotten der Fehler und einer Geraden mit Steigung 1
dtlist = 2.7([1:m]-10);

loglog(dtlist,Xerr,’*-"), hold on
loglog(dtlist,dtlist,’--’), hold off

% Kleinste-Quadrate-Methode Ax = b mit x = (logC gamma)
[ones(m,1) ,log(dtlist)’]; b
A\b; gamma = x(2), residuum

log(Xerr)’;
norm(A*x-b)

=
non

5.3.2 Stochastische Taylorentwicklungen

Wir wollen nun Verfahren hoherer Konvergenzordnung entwickeln. Dazu machen
wir einen Riickgriff auf eine spezielle Klasse von Integrationsverfahren, die fiir
gewoOhnliche Differentialgleichungen verwendet werden, und zwar Taylorreihen-
Verfahren. Wir gehen teilweise dhnlich vor wie [201].

Betrachte zuerst das gewohnliche (autonome) Anfangswertproblem

2'(t) = a(z(t)), xeR™ t>ty, xz(ty) = zo.
Um Verfahren hoherer Ordnung als das Euler-Verfahren

Yi+1 :yl+a(yl)h7 7‘.:0717"'7 Yo = o,

fiir Approximationen y; von z(t;) (mit ¢; = ih, h > 0) herzuleiten, entwickeln wir
die Losung z(t) in eine Taylorreihe um ¢ (geniigend hohe Regularitéit der Losung
vorausgesetzt):

2 3

z(t+h) =xz(t) + ha'(t) + %x”(t) + %:U"'(t) + O(hh).

Rekursives Einsetzen der rechten Seite der Differentialgleichung liefert die Ent-
wicklung
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Abbildung 5.8 Fehler |E(zr)—E(z%)| fiir das Euler-Maruyama-Verfahren mit Schritt-
weiten h = 272,..., 275 in doppelt-logarithmischer Darstellung und Vergleichsgerade mit
Steigung 1 (gestrichelte Linie).

2 3
z(t+h) = z(t) + ha(z(t)) + i (a(z(t))) + % (a(z(t))" + O(hY)

wobei a(z(t))? das Argument des 3-Tensors a”(z(t)) ist, d.h.

n
Oa;

8xj8xk

(a”(z(t))a( aj(z(t))ax(z(t)),

J:k=1

und die i-te Komponente von a'(z(t)) - (a’(z(t)) - a(z(t))) lautet

Wiéhlen wir ¢ = ¢; und approximieren x(t;) durch y;, so erhalten wir nach Ver-
nachlissigung des Restterms O(h*) das Taylor-Einschrittverfahren



5.3 Numerische Integration stochastischer Differentialgleichungen 125

Firi=0,...,n—1
a; := a(y:), a; = a/(yi)a a;’ = @”(yz‘),
2 3

h h
Yit1 ::yi+aih+?a;-ai+€[ a(a;)? +dj - (a} - a;)].

Wir kénnen diese Idee auf SDE iibertragen, indem wir die Taylorreihenent-
wicklung durch eine stochastische Version mit Hilfe des Lemmas von It6 ersetzen.
Zunichst betrachten wir zur Vereinfachung der Darstellung die skalare, eindimen-
sionale und autonome SDE

dry = a(xt)dt + b(a?t)th, t > to. (511)

Das Lemma 4.6 von Ito fiir f(x;) lautet in Integralform

e = o)+ [ (Fate + 3" @pte?) ds+ [ £Gpie.)arw.

to
(5.12)
Speziell fiir f(x) = x ergibt sich

t
T = Ty, +/ s)ds —|—/ b(x (5.13)
to

Setzen wir (5.12) fiir f = a und f = b in (5.13) ein, so ergibt sich

t s s
T, = xt0+/ (a(xto)—i-/ (a’a—l—%a”bz)dsz/ a’deZ> ds
to to to
t S S
+ / (b(mto)—i— / (Va+ L0"6%)dz + / b’deZ) dW,, (5.14)
to to to

wobei wir a = a(x.), b = b(x,) etc. abgekiirzt haben. Fassen wir alle Doppelinte-
grale zu einem Restterm R zusammen, so folgt aus (5.14)

t
xr = Xty + alxy, ) (t — to) + b(xy,) | dWs + R.
to
Vernachléssigen von R liefert eine (recht umsténdliche) Herleitung des Euler-
Maruyama-Verfahrens. Wir erhalten ein Verfahren héherer Ordnung, indem wir
das Doppelintegral beziiglich dW, dW, aus dem Restterm herausnehmen und den
Integranden b'(z,)b(x,) durch b'(z4,)b(x,) ersetzen:

T = Ty, + alxey)(t —to) + b(mto)/ AWy + V (24, b(z1, / / dW, dWs + R.
to

to
Die Idee dahinter ist, dass sich das Doppelintegral beziiglich dW, dW, durch
O(h) abschitzen lisst, wobei h = t — to, denn dW; = V/h (siehe (4.7)). Alle
anderen Terme in R sind von hoherer Ordnung; insbesondere gilt R = O(h) und
R = O(h%?).
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Wir kénnen das obige Doppelintegral explizit berechnen. Mit einer Variante
von (4.2) folgt

t s t t t
/ / AW, dW, = / (W — W )dW, = | WedW, — Wi, / aw,
to Jto to

to to

= %(Wf - WtQO) o t _Qto — Wi, (Wi — Wy)
= % ((Wt - Wt0)2 —(t— tO)) : (5.15)

Dies fiihrt auf das Milstein- Verfahren fir die nichtautonome SDE (5.6):

Firt=0,...,n—1
AW := ZVh mit Z ~ N(0,1),
Yir1 = Ui + a(yi, ti)h + b(ys, t:) AW + 30 (yi, t:)b(yi, i) (AW)? = h),

wobei b’ = 0b/0z.

Um das Milstein-Verfahren fiir die SDE (5.10) mit p =2,0 =1lund 7' =1 in
MATLAB zu implementieren, geniigt es, den Term %UQX ((AW)2—h) zu der Euler-
Maruyama-Approximation von X hinzuzufiigen, d.h., die Zeile 20 im MATLAB-
Programm 5.5 durch die Zeile

X = X.x(1 + dt*mu + sigma*Winc + 0.5*sigma”2*(Winc."2 - dt));

zu ersetzen. Das FErgebnis fiir verschiedene Schrittweiten ist in Abbildung 5.9 dar-
gestellt. Die lineare Ausgleichsrechnung liefert v = 1.008 bei einem Residuum von
0.051. Tatséchlich betrégt die starke Konvergenzordnung des Milstein-Verfahrens
1 (also um 1/2 besser als das Euler-Maruyama-Verfahren). Fiir einen Konvergenz-
beweis verweisen wir auf Theorem 10.3.5 in [128].

Im Falle vektorwertiger SDE ist die Funktion b(z,t) ebenfalls vektorwertig,
und es muss in jedem Schritt die Jacobi-Matrix b’ (¢, t) ausgewertet werden. Dies
kann bei stochastischen Runge-Kutta-Verfahren, die wir im néchsten Abschnitt
vorstellen, vermieden werden.

5.3.3 Stochastische Runge-Kutta-Verfahren

Als Beispiel fiir ein stochastisches Runge-Kutta-Verfahren leiten wir einen Algo-
rithmus vom Milstein-Typ her. Um die Ableitung ' (x;) zu ersetzen, entwickeln
wir formal:

b(xy + Axy) —b(zy) = V() Axy + O(|Axy|?)

= V() (alzi)h + b(x) AW;) + O(h)
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Abbildung 5.9 Fehlerschiitzer £(h) fiir das Milstein-Verfahren mit Schrittweiten h =

279 ...,27% in doppelt-logarithmischer Darstellung und Vergleichsgerade mit Steigung
1 (gestrichelte Linie).

Ersetzen wir AW; wieder durch den Mittelwert v/ (motiviert durch (4.7)), so
folgt

V(z)b(xy) = (b + Day) — b)) + O(Vh)

1
Vh
_ \;E (b + atw)h + bae)VE) = blar) | + O(VA).

Damit erhalten wir das stochastische Runge-Kutta-Verfahren erster Ordnung,
das eine Variante des Milstein-Verfahrens ist:

Firi=0,...,n—1
AW = ZVh mit Z ~ N(0,1), (5.16)
J = yi + a(yi,ti)h + b(yi, t;)Vh,
Yir1 = Yi +a(yi, ti)h + b(yi, ;) AW

L 2%@@, t5) — b(ysr t:)) (AW)? = h).

Bemerkung 5.12 Wie konnte eine allgemeine Klasse von stochastischen Runge-
Kutta-Verfahren aussehen? Ein erster Versuch wire die Definition
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Yirr =i+ 0y dia(@y) + AW Y eb(d;)
p =1

mit den Zuwéichsen

Z//\j :yz-+hZDjka(yk)+AWZEjkb(yk), j=1...,s.
k=1 k=1

Leider gibt es hierfiir eine Schranke fiir die Konvergenzordnung. Derartige Verfah-
ren kénnen maximal eine (starke) Konvergenzordnung von 1 haben und sind somit
nicht besser als das Milstein-Verfahren oder die oben konstruierte Runge-Kutta-
Methode [182]. Umgehen kann man diese Ordnungsschranke nur, wenn man wei-
tere Zufallsvariable benutzt, um die Mehrfach-Integrale (z.B. fti) J AW-dWy) der
stochastischen Taylorentwicklung zu approximieren. Hierzu ersetzt man die Aus-
driicke e; AW bzw. E;;, AW durch Zufallsvariable Z; bzw. Zj;;,. Wir verweisen fiir
Details auf [39, 40]. O

5.3.4 Systeme stochastischer Differentialgleichungen

Wir wollen das Milstein-Verfahren auf Systeme von SDE der Dimension n mit

m-dimensionalen Wiener-Prozessen W; = (Wt(l), cey Wt(m)) verallgemeinern:

dl‘t = a(mt, t)dt + b(:Et, t)th,
wobei . ‘
a=(@a9):R"xR—R", b=(OUR):R" xR — R™™,

Solche SDE treten etwa bei der Modellierung von Optionen mit stochastischer
Volatilitit auf (Beispiel 5.1) oder bei der Modellierung von Basket-Optionen (Bei-
spiel 5.2). Die allgemeine Gleichung, die die Dynamik der Aktienkurse St(l), ceey
St(n) beschreibt, lautet dann

359 = 15D+ 30 SO, G 1,.on
k=1

Der Fall eines eindimensionalen Wiener-Prozesses m = 1 ist einfach. Der
Term b'b geht fiir b= (b, ..., ()7 iiber in

apH) oM

ox1 e Oxn b(l)
Db(xy, t)b(ay, t) = : ; : ,

b b p(n)

ox1 e Oxn
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und das Milstein-Verfahren schreibt sich als

Yie1 = Yi +aly;,ti)h+ by, ti)) AW
1
+ §Db(yz‘, t)b(yi, ti) (AW)? — h).

Ahnlich 158t sich das obige stochastische Runge-Kutta-Verfahren umformulieren.

Der allgemeine Fall von m > 1 Wiener-Prozessen ist komplizierter. Wieder-
holen wir die Herleitung des Milstein-Verfahrens fiir skalare SDE, so erhalten wir
das Milstein- Verfahren fiir Systeme:

u =y 4+ a (e t)h + 308 (g, 1) AW ) (5.17)
j=1
m n ] ab(sk) tiv1 [T ]
+ b t/ /dWZU)dWT(k), s=1,...,n.
j;1; o Wt ),

Wir sind hier mit zwei Problemen konfrontiert:

e Leider sind die stochastischen Integrale

tit1 T )
Ly = / / dw Q) qw )
t; t;

im allgemeinen nicht mehr einfach auf die elementaren Integrale
tit1
AW®) = / dw k) (5.18)
t;

riickfithrbar. Wie konnen wir sie dennoch berechnen?

e Die Differentialoperatoren

Lj:= b(fj)i

X
=1 Oz,

miissen auf alle Spaltenvektoren (b(Sk)) s=1,....,n angewendet werden. Dies ist
miithsam; kénnen wir es vermeiden?

Eine Méglichkeit, das erste Problem zu lésen, lautet, die Integrale I, bis auf
einen Fehler O(h) zu approximieren, denn damit bleibt die Konvergenzordnung 1
des Milstein-Verfahrens erhalten. Interessanterweise sind die Integrale Losungen
von (einfachen) Systemen von SDE. Approximieren wir die Lésungen, so erhalten
wir auch Approximationen der Integrale Ijy.
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Wir zeigen, wie das Integral I»; approximiert werden kann; der allgemeine
Fall funktioniert analog. Die Behauptung ist, dass Io; die erste Komponente der
Losung des Systems

@ g 0
dry = ( 6 1 )th, t; <t <ty Tt; = < 0 > ) (5.19)

MORNC)

an der Stelle ¢ = t;,1 ist, wobei 7; = (x;,2;~’)". Dies beweisen wir im folgenden

Lemma.

Lemma 5.13 Die Lisung x; von (5.19) lautet an der Stelle t = t;y:

_ Iy
Tty = AW(Q) ’

wobei AW® = W — t(,2).

tit1

Beweis. Die zweite Gleichung d:z:gz) = th@) kann geschrieben werden als

2 = 2 4 / aw® = / v,
t; t;
so dass fiir die erste Komponente folgt
t; t; t; s
R O / T @ = / T @ = / " / aw @ aw.
t ti t; t;

i

Wir zerlegen das Intervall [t;,¢;4+1] in N Teilintervalle der Lénge § = (¢;41 —
t;)/N. Sei z; die Approximation von 5. Dann ist zg = (0,0)". Die Euler-
Maruyama-Approximation von (5.19) lautet:

Firk=0,...,n—1

AWy = Wit (k1)5 — Wiy tks) (5.20)
2(2) 0
Zk+1 = 2+ ]6 1 AW,

Liefert dies wirklich eine Approximation von I5; der Ordnung 17 Ja, wenn
N =1/h und h = tj41 — t;, denn das Euler-Maruyama-Verfahren hat die starke
Konvergenzordnung 1/2, und damit ist wegen 6 = h/N = h?:

B(2y) - I|) < ¢6Y/% = Ch.

Folglich ist z](\}) eine Approximation von I»; der Ordnung O(h).

Wir kommen nun auf das zweite Problem zuriick. Die Differentiation der
Spaltenvektoren (b(Sk)) s=1,..n kann vermieden werden, indem wir ein stochasti-
sches Runge-Kutta-Verfahren #hnlich wie im skalaren Fall verwenden.
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Lemma 5.14 Es gilt die Approzimation

) ab (k)
L]b (yl)tz) = Zb yl7 ’L (yl7tz)
= — (™ GD £y — pF) (.t
v = (6909 1)~ 0 (i) + OWE),  (5.21)
wobei ‘ ‘
79 = i+ alyi, ti) b+ b9 (yi, t:)VN. (5.22)
Beweis. Fiir die rechte Seite von (5.21) liefert eine Taylorentwicklung:
1 , 1 ,
— (b®) (G ¢, (k) - k) (59 — o
77 (0@ 0 =W t) = (DD G — ) +O)

- \/1% (Db(’“) - (ah + bYVh) + O(h))

= Db b 4+ OWh), (5.23)

wobei wir das Argument (y;,t;) weggelassen haben. Die s-te Komponente von
(5.23) ist gleich

40y — 5~ ) (®)
(Db®) - b)) =3 ——b\) = (L;0®),,
=
und das ist gerade die linke Seite von (5.21). O

Wir erhalten zusammengefasst das stochastische Runge-Kutta-Verfahren er-
ster Ordnung fiir Systeme:

Yir1 = i +a(yi,ti)h+ by, ti) AW
1 & )
\/Ej,kzl

Dies ist die Verallgemeinerung des stochastischen Runge-Kutta-Verfahrens (5.16)
fiir den skalaren Fall. Die Zwischenwerte 7U) sind in (5.22) definiert, die Kompo-
nenten von AW sind durch (5.18) gegeben und die Integrale I;, konnen mittels
(5.20) approximiert werden.

Bemerkung 5.15 In speziellen Féllen kénnen die Integrale I, explizit berechnet
werden:

(1) Fiir j = k erhalten wir wegen (5.15)
1 (2 _
Iij =5 ((Awi ) h)

mit AVVZ( 7= W(]) Wt(lj) und h = th'Jrl — ;.

tit1



132 5 Die Monte-Carlo-Methode

(2) Héngt b nicht von = ab (man spricht von additivem Rauschen), verschwindet
die Ableitung 0b/0xy und das Milstein- und Runge-Kutta-Verfahren redu-
zieren sich zum Euler-Maruyama-Verfahren.

(3) Falls b = diag(bi(z1,1),...,bn(zn,t)) und n = m (sogenanntes diagonales
Rauschen), folgt

" 0 cjFk
ij k) — 85]' .
bi—= :j=k
J a$j J ’
und es sind nur Auswertungen von I;; notig. O

Weitere Verfahren zur Diskretisierung von (Systemen von) SDE sind in [127,
128, 169] zu finden; fiir MATLAB-Routinen siehe [101, 103].

5.4 Varianzreduktion

In Abschnitt 5.1 haben wir gesehen, dass sehr viele Monte-Carlo-Simulationen
notwendig sind, um einen halbwegs akkuraten Preis einer Option zu erhalten. In
diesem Abschnitt erkldren wir dieses langsame Konvergenzverhalten und stellen
zwei Methoden vor, mit denen die Genauigkeit ohne grolen Aufwand verbessert
werden kann.

Sei 6,, die Monte-Carlo-Approximation eines exakten Wertes 6. Beispiele fiir
0,, und 6 sind

e Losung einer stochastischen Differentialgleichung;:

0 = axp, Losung einer SDE dx; = a(xy, t)dt + b(xy, t)dWy,

0, = yn, Approximation von .

e stochastische Integration:

_ iz = [ 99 tvde = B(o(e
0 = [ s = [ @yt = Eo(a)

O = % Z ¢(Xk)7
k=1

wobei ¢(x) = g(z)/f(x), und X}, sind (unabhéngige) Stichproben einer nach
F verteilten Zufallsvariablen mit F’ = f.

Der Fehler |6,,—0)| ist selbst eine Zufallsvariable, und so kénnen wir nur Fehler-
grenzen fiir gewisse Sicherheitswahrscheinlichkeiten angeben. Wir illustrieren dies
fiir den Fall, dass ), eine stochastische Approximation eines Integrals mit Wert 6
darstellt (siche oben). Wir nehmen an, dass E(¢(X})) = 6 und Var(¢(Xy)) = o2
fur alle k = 1,...,n gilt. Dann folgt
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0.2

Var(6,) = 15 3 Var(o(X) =
k=1

und

B(0) = Y E(0(Xy) = 0.
k=1

Wir benutzen nun die Chebychev-Ungleichung fiir beliebige quadratisch integrier-
bare Zufallsvariable Y (siehe Ubungsaufgaben)
Var(Y)

fiir 0 = 0/+/en, um die elementare Fehlerabschitzung

o
Pl10,—-0>—| <
<| |‘\/67L>‘8

oder dquivalent

ag
P[0, —0<—2-)>1-
(‘9 9’<\/?n>— ¢

zu erhalten. Diese Ungleichung bedeutet, dass der Fehler |6, — 6| umso kleiner
wird, je grofler die Stichprobenzahl n ist. Allerdings mufl zur Reduktion des Feh-
lers um eine Dezimalstelle (also um den Faktor 10) die Stichprobenzahl um den
Faktor 100 erhoht werden! Dies erkliart die langsame Konvergenz der Monte-
Carlo-Methode.

Eine andere Idee, den Fehler zu verkleinern, lautet, die Varianz Var(6,)
moglichst klein zu halten. Diese Moglichkeit der Konvergenzverbesserung bezeich-
net man als Technik der Varianzreduktion. Wir skizzieren zwei Methoden:

e Abtrennung des Hauptteils und
e antithetische Variablen.

Zu anderen Methoden der Varianzreduktion verweisen wir auf [29, 128].

Die Methode der Abtrennung des Hauptteils versucht, durch geschicktes Ad-
dieren eines zweiten Integranden die Gesamtvarianz des Schétzers zu verkleinern.
Wir nehmen an, dass das Integral 6* = [, (z)f(x)dz fiir eine Funktion ¢ (die
man Hauptteil nennt) analytisch berechenbar ist. Die Formulierung

= /Q (6(2) — (@) f(@)da + /Q (o) f(x)de

motiviert dann den neuen Schitzer
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>
3

= 2300 - v ) + [ vl
k=1 @
= 0,0 +06",

wobei

ho= 230X, 6= 1> p(X).
k=1 k=1

Der Hauptteil ¥ sollte moglichst ,,einfach® sein, so dass das Integral 6* analytisch
bestimmt werden kann, aber zugleich der Funktion ¢ mdglichst ,dhnlich® sein,
damit die Varianz von 6,, kleiner als die Varianz von 6,, wird. Warum sollte das
funktionieren? Wenn ¢ und v sehr ,&hnlich® sind, erwarten wir, dass sowohl
6 und 6* als auch die Approximationen 6,, und €} ,dhnlich“ sind. Dann sollte

auch die Korrelation zwischen 6, und 6 grofl sein und nahe der oberen Schranke
liegen, also:

1
Cov(0,,0;) ~ §(Var(9n) + Var(67)). (5.25)
Die obere Schranke lautet tatséichlich 1 (Var(,) + Var(6;)), denn aus der Bezie-

hung
Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y) £ 2Cov(X,Y) (5.26)

fiir zwei Zufallsvariablen X und Y folgt die Ungleichung

Cov(X,Y) < —(Var(X) + Var(Y)). (5.27)

N | =

Dann ergibt sich fiir die neue Zufallsvariable:

Var(6,) = Var(6, —6) (denn #* ist konstant)
= Var(6,) + Var(0;) — 2Cov(6,,0;) (wegen (5.26))
~ 0 (wegen (5.25)).

Die Varianz ist tatséchlich verringert worden.

Die zweite Methode fiihrt eine sogenannte antithetische Variable ein. Sei 6,
mittels einer Zufallsvariablen Z ~ N(0,1) erzeugt. Definiere dann eine Approxi-
mation 6, , die genauso wie 6, erzeugt wurde, aber mit —Z ~ N(0, 1), so dass
Var(6,,) = Var(,,) gilt. Die antithetische Variable lautet

~ 1
O, =—-(0,+80,).

Wir behaupten, dass die Varianz von é\n kleiner als die von 6,, ist. Aus (5.26) folgt

1

Var(6,,) = i\/ar(ﬁn +0,) = — (Var(6,) + Var(,,) + 2Cov(6,,0,,))

W |
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und unter Berticksichtigung von (5.27) erhalten wir

Var(6,,) < 1(Var(0,) + Var(6,)), wenn Cov(6,,0,) <0,
, 3(Var(0,) + Var(6,,)), wenn Cov(6,,0,) > 0.
Wegen Var(f,,) = Var(6,,) erhalten wir also Var(gn) < Var(6,).
Wir illustrieren diese Methode mit einer Monte-Carlo-Simulation der euro-

péaischen Put-Option aus Beispiel 5.1. Die Variablen 6,, bzw. 6, seien die Aus-
zahlungsfunktionen zu den Aktienkursen S; bzw. S;”, die durch

Siy1 = Si(l—F?“h—l-Z\/E),
Siw = S;(l+rh—2vVh), i=1,...,n—1,

mit Z ~ N(0,1) definiert sind. Die Auszahlungsfunktion der antithetischen Va-
riablen ist dann gegeben durch 1 ((K — Sy)* + (K — Sy)™). Dies ist im MATLAB-
Programm 5.7 realisiert.

Abbildung 5.10 stellt die Entwicklung des relativen Fehlers des Optionspreises
in Abhéingigkeit von der Anzahl der Monte-Carlo-Simulationen dar. Im Vergleich
zu Abbildung 5.3 sehen wir eine Effizienzsteigerung gegeniiber der Standardme-
thode. Nach 3000 Simulationen etwa betragt der relative Fehler ohne Varianzre-
duktionstechnik 1.4%; mit antithetischen Variablen lautet dieser Fehler nur 0.4%.

5.5 Monte-Carlo-Simulation einer asiatischen Option

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir die Techniken kennengelernt, mit
denen wir die in Beispiel 5.1 vorgestellte asiatische Option im Heston-Modell be-
werten konnen. Die Aufgabe lautet, den Preis einer asiatischen Call-Option mit

Auszahlungsfunktion
1 /T
Va(si) = ($r- 1 [ sear)
T Jo

zu berechnen, wobei die Dynamik von S; durch das Heston-Modell

+

dS; = rSudt + oS dWY,
do? = k(0 —cl)dt+ I/Utth(2), 0<t<T,

gegeben ist. Die risikofreie Zinsrate sei zeitabhéngig und definiert durch

sin(2nt) +t+3), 0<t<T.

T_L(
7100



136 5 Die Monte-Carlo-Methode

MATLAB-Programm 5.7 Das Programm antithetic.m berechnet den Preis einer
européischen Put-Option mittels Monte-Carlo-Simulationen und Verwendung antitheti-
scher Variablen.

randn(’state’,3)
K =100; r = 0.1; sigma = 0.4; T = 1; SO = 80;
n =50; h=1/n; M = 10000;

% Simultane Erzeugung der Wiener-Prozesse zu M Pfaden
dW = sqrt(h)*randn(n,M);

% Simultane Berechnung der Aktienkurse fiir alle M Pfade
S = zeros(n+1,M);
S(1,:) = S0; % Anfangswerte
S1 =8S;
for i = 1:n
S(i+1,:) = S(i,:).*(1 + r*h + sigma*xdW(i,:));
S1(i+1,:) = S1(i,:).*(1 + r*h - sigmaxdW(i,:));
end

% Simultane Berechnung der Auszahlungsfunktion
payoff = 0.5%(max(0,K-S(n+1,:)) + max(0,K-Si(n+1,:)));

% Simultane Berechnung des Schétzers und der Optionspreise
V = exp(-r*T)*(cumsum(payoff)./(1:M));

% Grafische Ausgabe
Vexakt = put(S0,0,K,r,sigma,T);
plot (abs(V-Vexakt*ones(1,M))/Vexakt)

005 T T T T T T T T T

0.04

0.03} b

Fehler

0.02

0.01

O | | | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Anzahl der Simulationen

Abbildung 5.10 Relativer Fehler bei der Berechnung des Preises einer européischen
Put-Option mit K = 100, r = 0.1, 0 = 0.4, T =1 und Sy = 80 in Abhéngigkeit von der
Anzahl der Monte-Carlo-Simulationen unter Verwendung antithetischer Variablen.
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Der Wiener-Prozess (WM, W) sei N(0, ¥)-verteilt mit Kovarianzmatrix
_( Lo
(1)

k=2 0=04, v=02, p=02 T=1, Sy=100, oo=0.25.

Die Parameter seien

In Beispiel 5.7 haben wir eine Formel zur Berechnung einer zweidimensiona-
len N (p, X)-verteilten Zufallsvariablen hergeleitet. Seien Z(1), Z(2) (unabhingige)
standardnormalverteilte Zufallsvariablen. Dann ist

w® 1 0 7(1) Z(1)
< W) )Z ( p V172 ) < Z®) ) N ( pZW + /1= p?Z® >

N(0, X)-verteilt. Wie in Abschnitt 5.1 erldautert, wird der Optionspreis approxi-
mativ iiber die Formel

’ L& 1w
V:exp<—/ rdt) Sy’ —— S
0 0 t Mg T N; t;

berechnet (vgl. (4.61)), wobei M die Anzahl der Monte-Carlo-Simulationen und
N die Anzahl der Zeitschritte ist.
Die Berechnung erfolgt also in drei Schritten:

e Berechne dW ) und diW®) aus
v = ZOVh,  aw? = pzVh+ V1= 22V

e Lose das SDE-System mit dem Fuler-Maruyama-Verfahren:

@57 = (@ +n(6- ")) n+veMaw?),
s® = g® (1 +r(t)h+ ag’“)dW,g”) L i=1,... N-1.

e Berechne die Approximation des Optionspreises:

—(k) 1 al (k) 1 (k) —(k)
— = § ( — _ = E _ +
S = N - SZ , Vo=-exp < /0 rtdt) Y 2 1(SN SYOT.

Dieser Algorithmus ist im MATLAB-Programm 5.8 umgesetzt. Die Variable intr
bezeichnet das Integral von 7 tiber (0,7):

/T dt I (T+6)+ ! (1 —cos(27T))
Tidt = —— —(1 - wl)).
o 200 2007
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Bemerkung 5.16 Es ist natiirlich auch moglich, antithetische Variablen zu ver-
wenden (Ubungsaufgabe). Allerdings werden dann in unserer Implementierung
(fast) zweimal so viele Variablen bendtigt, was zu Speicherplatzproblemen fiihren
kann. Man kann jedoch ohne Matrizen zur Speicherung des Aktienkurses an allen
Diskretrisierungspunkten auskommen und damit viel Speicherplatz sparen, wenn

man das Integral
T
It :/ STdT
0

nicht durch eine Quadraturformel (wie in asianl.m mittels mean(S,2)) appro-
ximiert, sondern als Differentialgleichung dI; = Sidt an die SDE ankoppelt und
simultan mitberechnen lésst. g

Mit den obigen Parametern erhalten wir die in Tabelle 5.1 dargestellten Werte.
Der Preis der asiatischen Option betrigt also etwa Vy = 13.6.

Welchen Effekt hat die stochastische Volatilitdt? Der Preis einer asiatischen
Option mit konstanter Volatilitit o = 0.25 betrdgt (bei 200000 Simulationen)

MATLAB-Programm 5.8 Das Programm asianl.m berechnet den Preis einer asia-
tischen Option im Heston-Modell mittels Monte-Carlo-Simulationen.

randn(’state’,?2)

M = 1000; % Anzahl der Simulationen
N = 100; % Anzahl der Zeitschritte
T=1; h = T/N;

SO = 100; sigma20 = 0.25%0.25; % Startwerte
kappa = 2; theta = 0.4; nu = 0.2; rho = 0.2;

% zeitabhingige Zinsrate und Integral von O bis T
t = [0:h:T];

r = 0.01*%(sin(2*pi*t) + t) + 0.03;

intr = T*(T/200 + 0.03) + (1-cos(2*pix*T))/(200%pi);

% zweidimensionaler Wiener-Prozess
dWl = randn(M,N+1)*sqrt(h);
dW2 = rho*dWl + sqrt(1l-rho~2)*randn(M,N+1)*sqrt(h);

% Initialisierung von S und sigma”2
S = SO*ones(M,N+1);
sigma2 = sigma20*ones(M,N+1);

% Losung des SDE-Systems mit dem Euler-Maruyama-Verfahren
for i = 1:N
sigma2(:,i+1) = sigma2(:,i) + kappa*(theta-sigma2(:,i))*h ...
+ nu*xsqrt(sigma2(:,i)).*dw2(:,i);
S(:,i+1) = 8(:,1i).*(1 + r(:,i)*h + sqrt(sigma2(:,i)).*dW1i(:,1i));
end

payoff = max(0,S(:,N+1)-mean(S,2));
V = exp(-intr)*mean(payoff)
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] Simulationen \ Optionspreis \

1000
5000
10000
50000
100000
200000

14.40
12.63
13.03
13.49
13.46
13.58

Tabelle 5.1 Preise des asiatischen Calls, berechnet mit dem Euler-Maruyama-Verfah-
ren, in Abhéngigkeit der Anzahl der Monte-Carlo-Simulationen.

Vo = 6.5. Warum ist diese Option deutlich preiswerter als die mit stochastischer
Volatilitdt? In Abbildung 5.11 ist der Mittelwert von M = 1000 Pfaden der

stochastischen Volatilitédt dargestellt, erzeugt mit dem MATLAB-Befehl

plot (0:h:N*h,sqrt(mean(sigma2)))

Wir schen, dass die Volatilitdt mit zunehmender Zeit im Mittel stark wéchst.
Dies hat dann einen hoéheren Optionspreis zur Folge. Ubrigens ist zu erwarten,
dass o; wichst, da do? = k(0 — 02)dt + vodW® im Mittel positiv ist, solange

0 —c2>0Dbzw. o < V0~ 0.63.

0.65

0.6

0.55r

0.45r

Volatilitat

0.41

0.35r

0.3

0.25 :

0 0.2 0.4 0.6

Zeit in Jahren

0.8

Abbildung 5.11 Gemittelte stochastische Volatilitéit in Abhéngigkeit von der Zeit.

Wir sehen anhand von Tabelle 5.1, dass die Monte-Carlo-Methode recht
langsam konvergiert und sehr viele Simulationen fiir halbwegs genaue Werte
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] Simulationen \ Optionspreis

500 13.02
1000 13.27
2000 13.52
3000 12.85
4000 13.71
5000 13.71

Tabelle 5.2 Preise des asiatischen Calls, berechnet mit dem Milstein-Verfahren, in
Abhéngigkeit der Anzahl der Monte-Carlo-Simulationen.

notwendig sind. Es ist also sinnvoll, ein Verfahren hoéherer Ordnung als das
Euler-Maruyama-Verfahren zu wahlen, etwa das Milstein-Verfahren (5.17) aus
Abschnitt 5.3. Es folgt (mit m =n = 2)

uh = 7+ aD (s th+ Y b (s, ) AW
=1

m n (g]) 8b(sk) tiv1 T j (k)
+ > Db 5 (yi, ;) AW, aw, s =1,2,
jk=1 =1 Te ti ti

wobei y; = (yEl),y?))T = (Sz‘:ffzz)—r

T S@ UiSi 0
G(yz,tz) = < K(etl_ 0_2) > s b(yl’tl) = ( 0 Vo, ) s
2

und 8b(5k)/ 0z bezeichnet die partiellen Ableitungen nach z1 = S bzw. x9 = o°.
Eine Rechnung ergibt

1
St = Si+r(t)Sih+0SoWD + 2028 (AW = h) + S Sifan,

ol = of+K(0—0})h+ vo, AW ) 4 éVQ ((AVVZ-(Q))2 - h) .

Wie in Abschnitt 5.3 erldutert, kann das Integral Io; mit dem Verfahren (5.20) ap-
proximiert werden. Die Implementierung dieses Algorithmus ist eine Ubungsauf-
gabe. In Tabelle 5.2 sind einige Simulationsergebnisse mit denselben Parametern
wie im MATLAB-Programm 5.8 dargestellt. Die Ergebnisse stabilisieren sich bei
wesentlich weniger Simulationen als beim Euler-Maruyama-Verfahren auf Werte
um 13.5...13.7.
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Ubungsaufgaben

1. Sei @ C R? (d > 1) mit vol(Q2) = 1. Definiere L*(Q) = {f : @ = R: [, f?dx
existiert} mit der Norm || || z2(q) = (Jq f2dz)'/? und

B(f) = /Q fde, Var(f) = /Q (f — E(f))2dz.

Seien weiter x1,...,xn € 2 und definiere mit

L
En(z1,...,2n) = NZf(ﬂﬁi)
i=1

einen Schitzer fiir E(f). Zeigen Sie:

Var(f)
N

/QN (En(z1,...,an) = E(f)*d1 - doy =

Der Schitzer dient in Monte-Carlo-Simulationen als Approximation eines
Integrals. Die obige Abschiitzung zeigt, dass der Schiitzer in der L?(QV)-
Norm von der Gréflenordnung O(N -1/ 2) und damit unabhiingig von der
Dimension d des Integrals ist.

2. Sei (Uy,Us) ein Paar gleichverteilter Zufallsvariablen auf der Einheitskreis-
scheibe A = {(21,72) : #2 + 23 < 1} mit der gemeinsamen Dichtefunktion

1/7 falls (x1,22) € A
f(r, z2) :{ (/) sonst(. )

Zeigen Sie, dass

2 2 2 2
ZIZUM_QM o ZFUM_QM

Ut + U3 Ut +Us
normalverteilte Zufallsvariablen sind.

3. Es seien zwei Aktienprozesse Si(t), S2(t) gegeben, die den folgenden stocha-
stischen Differentialgleichungen geniigen:

dSZ(t) = MiSi(t)dt + Uisi(t)dWi(t), wi €R, 0, >0, i =1,2.

Hierbei sind W7 und W5 korrelierte Wiener-Prozesse mit Kovarianzmatrix

N — g % pPo102
pO109 ag ’
Leiten Sie die verallgemeinerte Black-Scholes-Gleichung fiir eine Option auf

diese zwei Aktien her (vgl. Abschnitt 4.5). Hinweis: Verwenden Sie die mehr-
dimensionale It6-Formel (4.65).
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. Sei x; die Losung einer SDE und m% eine Approximation von zr, die stark

mit Ordnung v > 0 gegen xr konvergiert. Zeigen Sie, dass dann w% auch

schwach mit Ordnung ~ gegen x7 konvergiert.

. Implementieren Sie die stochastische Runge-Kutta-Variante des Milstein-

Verfahrens (5.16) in MATLAB und bestimmen Sie numerisch die starke Kon-
vergenzordnung fiir ein einfaches Beispiel.

. Diskretisieren Sie die skalare SDE

1
dwy = — st + 2 dWD 4 2 dW >0, z9=1,

wobei W) und W) zwei unabhiingige skalare Wiener-Prozesse seien, mit
dem stochastischen Runge-Kutta-Verfahren (5.24) erster Ordnung fiir Syste-
me und l6sen Sie das diskrete Problem numerisch mit MATLAB.

. Beweisen Sie die Chebychev-Ungleichung

Var(Y)
62

fiir quadratisch integrierbare Zufallsvariablen Y.

P(Y —E(Y)| 2 4) <

6 >0,

. Implementieren Sie eine MATLAB-Funktion zur Bewertung européischer Op-

tionen mittels Monte-Carlo-Simulationen. Bewerten Sie mit dieser Funktion
die folgenden Derivate und plotten Sie jeweils den Optionspreis und den rela-
tiven Fehler dieses Preises im Vergleich zum Black-Scholes-Preis als Funktion
der Anzahl M der Simulationen (Mpax = 5000):

(a) eine europiische Put-Option mit K = 100, Sy = 103, » = 0.04, ¢ = 0.3,

T=1;
(b) eine européische Call-Option mit K = 100, Sy = 95, r = 0.1, 0 = 0.2,
T=1.

. Implementieren Sie eine MATLAB-Funktion zur Realisierung der Monte-Car-

lo-Integration mit der Halton-Folge. Sei 7 C R? der dreidimensionale Torus,
der entsteht, wenn man einen Kreis mit Radius rg mit Abstand Ry > rg um
die z-Achse rotieren 1a8t. Der innere bzw. duflere Torusradius betriagt also
Ry — rg bzw. Ry + rg. Betrachten Sie die Funktion

1+ cos(mr?/r3) 1 <mg

f(x,y,Z)Z{O cr >,

wobei r = /((22 4 32)1/2 — Ry)2 + 22.

(a) Berechnen Sie das Integral [ f(z,y,z)dxdydz numerisch fiir Ry = 0.6
und ry = 0.3.
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10.

11.

12.

(b) Berechnen Sie das Integral analytisch.

(c) Plotten Sie den durchschnittlichen relativen Fehler der Approximation
als Funktion der Anzahl M der Simulationen.

Bewerten Sie die asiatische Call-Option im Heston-Modell aus Abschnitt 5.5
unter Verwendung von antithetischen Variablen.

Bewerten Sie die asiatische Call-Option im Heston-Modell aus Abschnitt 5.5,
indem Sie das entsprechende System stochastischer Differentialgleichungen
mit dem Milstein-Verfahren approximieren. Implementieren Sie die Methode
in MATLAB.

Mortgage backed securities (MBS) sind hypothekarisch abgesicherte Wertpa-
piere, die in den USA sehr populér sind. Bei diesem Wertpapiertyp wird eine
Ansammlung von Hypothekendarlehen von Banken als Wertpapier ,,securi-
siert“, d.h. dem Kapitalmarkt als Anlageinstrument verbrieft zur Verfiigung
gestellt. Die Hypothekennehmer zahlen einen festen Zinssatz rg. Zusétz-
lich zu den monatlichen Annuitdten kénnen weitere Riickzahlungen ohne
Vorfilligkeitsentschéddigungen geleistet werden. Daher ist weder die Zinszah-
lung noch der Nominalbetrag des Wertpapiers konstant. Es gibt nur ein
vermutetes Verhalten.

Wir betrachten im Folgenden einen Pool von Wertpapieren mit 30-jdhriger
Laufzeit und monatlichem Kapitalfluss M. Wir definieren die folgenden
Variablen:

rr . allgemeiner Zinssatz im Monat £k =1,..., 360,
wg : Anteil der Riickzahlung der Restschuld im Monat k,
C : anfingliche Annuitét,

ar : Faktor fiir die Ablosezahlung bei Tilgung im Monat k,

wobei aj, durch

k—1 1 i
w=3>(115)

=0

berechnet wird. Fiir die Zinsentwicklung nehmen wir folgenden Verlauf an:

k
r = Koexp(o&e)ri—1 = Kg exp (JZ&)TO,
i=1

wobei & unabhéngige standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind.

Wenn der Marktzins hoch ist, werden geringere Riickzahlungen erwartet, da
die Hypothekennehmer dann anstelle der zusétzlichen Riickzahlung das Geld
anlegen konnten. Bei niedrigem Zinssatz sind hingegen hohe Riickzahlungen
zu erwarten. Dieses Verhalten wird modelliert durch
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13.

wy = wi(ry) = Ky + Ky arctan(Ksr, + Ky), Ko- K3 <0.

Der gesamte Kapitalfluss im k-ten Monat ergibt sich zu

k—1

M, =C H(l — w;)(1 — wi + Wgaseo—k+1)-
=1

Als Wert der MBS erhalten wir demnach
360
W =E (Z DkMk>
k=1

mit den Abzinsungsfaktoren

1
Dk:Hl-}-m‘.

1=

Berechnen Sie den Wert der MBS mit der Monte-Carlo-Integration und den
folgenden Konstanten:

Ko = 1/1.020201, o = 0.075/12,

Ky = 0.24, o = 0.02,
Ky = 0.134, C = 2000,
K3 = —261.17-12, ag =0,
Ky = 12.72, wo = 0.

Verwenden Sie unter Benutzung eines Varianzschéitzers s%; fiir den Integra-
tionsfehler das adaptive Abbruchkriterium s% /veN < § (siehe Abschnitt
5.4). Als Sicherheit konnen Sie z.B. ¢ = 0.95 und 6 = 10 wéhlen. Fiir die
Schétzer des Erwartungswertes und der Varianz kénnen Sie den Algorithmus
aus Aufgabe 19 unten benutzen.

Als Schéitzer fiir die Varianz von N Daten z1,...,zx kann der folgende
Ausdruck verwendet werden:

1 & 1 &
S?V = m ;(mz — T>2, wobel T = N ;JZ’Z

Die dquivalente Darstellung

N
1 1 2
S?V:N—1<Zx’2_]\7< wi))

i=1 i=1
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ist in vielen Textbiichern zu finden, da sie einfacher mit nur einer Schleife
i=1,..., N programmiert werden kann. Sie sollte aber wegen Ausloschungs-
gefahr nicht verwendet werden. Der folgende Algorithmus vermeidet diese
Problematik:

y1:=x1, 21 :=0,
Fiiri =2,... N :
@i = Yi—1 + (T — Yi—1) /i
Bi == zi—1 + (i — 1) (w; — yi—1)? /i

(a) Zeigen Sie T = ay und s3;, = By /(N — 1).

(b) Fiihren Sie fiir die i-ten Werte im Algorithmus eine Rundungsfehlerana-
lyse durch und zeigen Sie dadurch, dass die Berechnung der y; wegen
Ausloschungseffekten problematisch sein kann, die der z; jedoch nicht.

(Diese Ubungsaufgabe ist auch auf Seite 12f. in [104] und als Ubung 1.4 in
[200] zu finden.)
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6 Numerische Loésung parabolischer
Differentialgleichungen

In Kapitel 5 haben wir die Monte-Carlo-Methode zur Losung stochastischer Dif-
ferentialgleichungen kennengelernt und gesehen, dass diese Methode im Allge-
meinen recht zeit- und rechenintensiv ist. Die Preise exotischer Optionen kénnen
héufig auch durch die Losung einer partiellen Differentialgleichung vom Black-
Scholes-Typ bestimmt werden. Diese Differentialgleichungen kénnen allerdings
im Allgemeinen nicht explizit gelost werden. In diesem Kapitel stellen wir einige
Techniken vor, mit denen diese Gleichungen numerisch gelést werden kénnen.

Als einfiihrendes Beispiel leiten wir parabolische Differentialgleichungen zur
Bewertung asiatischer Optionen her (Abschnitt 6.1). In den folgenden Abschnit-
ten erldutern wir zwei numerische Techniken, mit denen die Differentialgleichun-
gen gelost werden konnen: die Methode der Finiten Differenzen (Abschnitt 6.2)
und die (vertikale) Linienmethode (Abschnitt 6.4). Diese Techniken werden ange-
wendet auf die numerische Bewertung von Power-Optionen in Abschnitt 6.3 und
Basket-Optionen in Abschnitt 6.5.

6.1 Partielle Differentialgleichungen fiir asiatische Optionen

Asiatische Optionen sind Optionen, deren Auszahlungsfunktion von den Kursen
des Basiswerts Sy abhéngt, gemittelt iiber die Laufzeit T' der Option. Im folgenden
stellen wir einige Typen asiatischer Optionen vor und leiten die Bewertungsglei-
chungen her.

6.1.1 Typen asiatischer Optionen
Asiatische Optionen unterscheiden sich durch die Art der Mittelung sowie durch
die Gestaltung der Auszahlungsmodalitéiten. Je nachdem, wie der Mittelwert ge-

bildet wird, unterscheidet man verschiedene Typen asiatischer Optionen:

e Der Mittelwert S bezieht sich auf diskrete Zeitpunkte S;,, ..., S, oder auf
stetige Zeitpunkte S, 0 <t < T.

e Der Mittelwert S ist arithmetisch oder geometrisch.

Auflerdem werden die Optionen nach den Auszahlungsmodalitdten unterschieden:

M. Giinther, A. Jiingel, Finanzderivate mit MATLAB®, DOI 10.1007/978-3-8348-9786-2_6,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2010
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e Besitzt die Option die Auszahlungsfunktion (S — §)* (fiir einen Call) bzw.
(§ —S)* (fiir einen Put), so nennen wir sie strike option (auch floating strike
option genannt); im Falle eines Payoffs (S — K)* (Call) bzw. (K — §)+
(Put) mit Ausiibungspreis K heifit sie rate option (auch fized strike option
genannt).

e Die asiatische Option kann vom europdischen oder amerikanischen Typ sein.

Es bleibt der Mittelwert S fiir die verschiedenen Situationen zu definieren.
Im diskreten Fall haben wir:

~ 1<
ithmetisch: S = — St.,
e arithmetisc - Z ti

=1

n 1/n
e geometrisch: 5 = (H St,) :
i=1

Den stetigen Fall erhalten wir im (formalen) Grenzwert n — oo, wenn wir 7' =
nAt fiir festes T' > 0 schreiben. Bei der arithmetischen Mittelung ergibt sich ein
Integral:

s 1 1 (7
§== ;StiAt — T/o Sydr (At —0).
Der Grenzwert bei der geometrischen Mittelung ist etwas komplizierter:
= 1 o 1<
S = exp (n Zln Sti> = exp (T Zln Stl.At>
i=1 i=1

T
—  exp (;/ lnSTd7'> (At — 0).
0

Die Auszahlungsfunktion eines arithmetic-average-strike calls beispielsweise lau-

tet:
1 (T
A= <S’ — /0 STdT>

6.1.2 Modellierung asiatischer Optionen

_l’_

Wir betrachten im Folgenden nur asiatische Optionen vom européischen Typ,
deren Auszahlungsfunktion A von S und

It:/o f(Sy,m)dr (6.1)
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abhingt, d.h. A = A(S, I). Im Falle eines arithmetic-average-strike callsist f(S,t)
= Sund A = (S — I/T)". Fiir derartige Optionen wollen wir den fairen Preis
als Losung einer parabolischen Differentialgleichung bestimmen, indem wir die
Duplikationsstrategie aus Abschnitt 4.2 anwenden. Wir machen dieselben Vor-
aussetzungen an den Finanzmarkt wie in Abschnitt 4.2 bei der Herleitung der
Black-Scholes-Gleichung. Auflerdem betrachten wir I und .S als unabhéingige Va-
riable. Der Optionspreis wird also im Allgemeinen von S, I und ¢ abhingen.

Seien B; ein Bond mit risikoloser Zinsrate r und V (S, I,t) der Optionspreis.
Ferner sei wie in Abschnitt 4.2 Y; = ¢ (t) By + ¢c2(t)S: — V (S, 1,t) ein risikoloses
und selbstfinanzierendes Portfolio, d.h.

dY; =rYdt und dY; = c1(t)dBy + co(t)dSy — dV (S, 1,t). (6.2)
Der Basiswert und der Bond dndern sich nach Voraussetzung geméf
dS; = pSidt + 0S5, dWy, dB; = rBydt,
und die stochastische Differentialgleichung fiir I; lautet wegen (6.1):
dly = f(S, t)dt.

Aus der It6-Taylor-Entwicklung von V' (S, I,t) folgt formal
1 1
dV = Vidt + VsdS + VidI + 5Vssczs2 + VigrdSdI + 5vndﬂ + o(dt),

wobei von nun an V; die partielle Ableitung von V nach ¢ bezeichnet und o(dt)
Terme ,kleiner als dt sind. (Genauer gilt g = o(At) fiir At — 0 genau dann,
wenn |g/At| — 0 fir At — 0.) Setzen wir die obigen stochastischen Differential-
gleichungen fiir S und I ein, benutzen die Merkregel dW? = dt (siehe (4.7)) und
vernachléssigen Terme hoherer Ordnung, so erhalten wir

1
dV = <V;5 + uSVs + QUQSQVSS + f(S, t)V]) dt + o SVsdW.

Diese Formel ist das Analogon zu (4.16).
Wir setzen nun die stochastischen Differentialgleichungen fiir B, S und V in
die zweite Gleichung von (6.2) ein:

dY = (cl?”B -Vi+ ,US(CQ — Vs) — %UQSQVSS — f(S,t)V[> dt
+ 0S(ca — Vg)dW.

Waéhlen wir wie in Abschnitt 4.2 ¢o = Vg, so wird das Portfolio Y risikofrei.
Andererseits folgt aus der ersten Gleichung in (6.2), dass
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dY =rYdt =r(c1B+ SVs — V)dt.

Gleichsetzen der beiden obigen Gleichungen und Identifizieren der Koeffizien-
ten vor dt ergibt eine parabolische Differentialgleichung fiir den Optionspreis
V(S,1,t):

1
Vi+ 502521/55 +7rSVe+ f(S, )0V —rV =0, S,I>0 0<t<T. (6.3)

Die Gleichung ist zu vervollstdndigen mit End- und Randbedingungen:

V(S,I,T)=A(S,I),  (S,I)€[0,00)?
V(S,I,t) =Vg(S,1,t), S=0,1¢€c(0,00), te€(0,7)und
S — o0, I €(0,00), t € (0,T) und
S € (0,00), I =0, te(0,7) und
S € (0,00), I =00, te(0,T).
Die Definitionen von A und Vi héngen vom speziellen Optionstyp ab.

Im Vergleich zur Black-Scholes-Gleichung (4.18) erhalten wir eine Differenti-
algleichung mit partiellen Ableitungen in S, t und I. Diese Gleichung ist im allge-
meinen nicht explizit l6sbar. Die numerische Losung von (6.3) ist recht aufwéndig,
da die Ableitung V77 fehlt und ein Problem in drei Variablen gel6st werden muss.
Fiir eine spezielle Klasse von Auszahlungsfunktionen und fiir arithmetische Mit-

telungen kann (6.3) jedoch in eine Differentialgleichung in zwei Variablen trans-
formiert werden.

Proposition 6.1 Sei V eine Losung der Gleichung (6.3) mit f(S,t) = S und sei
die Auszahlungsfunktion A durch

A(S,1,t) = S°F(I/S,t)

fiir ein a € R und eine Funktion F = F(R,t) mit R = I/S gegeben. Dann lost
die Funktion H(R,t) = S™*V die Gleichung

Hy+ 30°R?*Hpr + (1 — 0*(a —1)R —rR)Hpg
+(a—=1)(§02+r)H=0, R>0, 0<t<T, (6.4)
H(R,T)=F(R.T), R>0.

Beweis. Aus der Definition V' (S, 1,t) = S*H(I/S,t) folgt durch Differenzieren:

Vi = S%Hy,
Vi = S* 'Hpg,
Vo = aS*'H - S %[Hp =S5 (aH — RHR),
Vos = ala—1)S“2H —aS* 3IHgr — (a —2)S*3ITHp + S* *I’Hggr

= g§o2 (e —1)H — 2(a — 1)RHp + R2HRR) :
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Einsetzen in (6.3) ergibt dann mit f(S,¢) = S:

0 = S*(Hi+ $0°R*Hgp + 30%a(a —1)H — o?(a — 1)RHp
+raH —rRHr+ Hr —rH).

Dies beweist die Proposition. O

Beispiel 6.2 Im Falle eines arithmetic-average-strike calls konnen wir die Glei-
chung (6.3) mittels Proposition 6.1 vereinfachen. Die Voraussetzung der Propo-
sition ist wegen

A=(S—-1/T)"=81-1/ST)*

mit « = 1 und F(R,t) = (1— R/t)" erfiillt. Der Preis der Call-Option lautet also
V =5-H, wobei H die Differentialgleichung

1
H, + 5o—QRQHRR +(1-7rR)HrR =0, R>0,0<t<T, (6.5)

erfiillt. Die Endbedingung lautet
H(R,T)=(1-R/T)", R>0. (6.6)

Wir spezifizieren nun geeignete Randbedingungen an R = 0 und fiir R — oc.
Im Falle R = I/S — oo und festes I muss S — 0 gelten. Die Call-Option wird
dann nicht ausgeiibt und ist wertlos an S = 0:

H(R,t) =0 firR—oo, 0<t<T. (6.7)

Wir leiten eine Randbedingung fiir R = 0 her, indem wir annehmen, dass die
Differentialgleichung (6.5) auch fiir R = 0 gilt. Wir setzen voraus, dass H zweimal
stetig differenzierbar in R = 0, ¢t > 0 ist (gemeint ist der rechtsseitige Grenzwert).
Dann ergibt sich fir R \, 0 in (6.5):

H +Hp=0, R=0,0<t<T. (6.8)

Der Wert V' eines arithmetic-average-strike calls folgt also aus V(S,I,t)
= SH(I/S,t), wobei H die Losung von (6.5)-(6.8) ist. Wir diskretisieren das
Problem (6.5)-(6.8) nicht auf der gesamten nichtnegativen Zahlenachse [0, c0),
sondern nur in dem beschrénkten Intervall [0, a] mit geniigend ,grofem® a > 0;
siehe Beispiel 6.16. (Il

Welche Moglichkeiten gibt es, die Differentialgleichung (6.5) zu diskretisie-
ren? Wir stellen drei Vorgehensweisen vor.
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e Finite Differenzen: Wir versehen das Gebiet (R,t) € [0,a] x [0,7] mit
einem Gitter

{(xi,tj):0=x0<x1<...<xN:a, 0:t0<t1<"'<tM:T}_

Ferner ersetzen wir die partiellen Ableitungen von H durch finite Differenzen,
etwa 7 H
Ht(xz,t]) ~ ( I3 ]+1) ( (2 ])’
ti+1 =15

und definieren Approximationen w] von H(z;,t;). Dann erhalten wir ein

System von Differenzengleichungen bzw. ein lineares Gleichungssystem in
den Unbekannten wf- fir 0 <i<N,0<j <M. Im Allgemeinen ist dieses
Gleichungssystem sehr grofl. Wir diskutieren diese Methode in Abschnitt 6.2.

e (Vertikale) Linienmethode: In dieser Methode approximieren wir nur die
Ableitungen nach der Variablen R, d.h., wir iiberziehen das Gebiet [0, a] X
[0, T] mit den vertikalen Linien

{(zi,t):0=zp <1 <---<zxy=a, 0<t<T}

und approximieren H (z;,t) durch eine Funktion w;(t). Wir erhalten ein Sy-
stem gewohnlicher Differentialgleichungen fiir w;(¢). In Abschnitt 6.4 stellen
wir diese Methode detailliert vor.

¢ (Horizontale) Linienmethode oder Rothe-Methode: Wir iiberzichen
das Gebiet mit den horizontalen Linien

{(x,tj):ngga, 0:t0<t1<~-<tM:T}

und approximieren H(z,t;) durch die Funktion w?(z), indem wir die partielle
Ableitung von H nach t durch einen Differenzenquotienten ersetzen. Dies
ergibt (unter Beriicksichtigung von Randbedingungen an z = 0 und z = a)
ein lineares Randwertproblem gewohnlicher Differentialgleichungen zweiter
Ordnung fiir die Funktionen w/. Diese Methode diskutieren wir nicht, da die
ersten beiden Verfahren hier zweckméfiger sind. Wir verweisen fiir Details
auf [93, 171] und die Ubungsaufgaben.

6.2 Methode der Finiten Differenzen

Die Idee der Methode der Finiten Differenzen ist es, Differentiale durch Differen-
zenquotienten zu ersetzen. Wir illustrieren diese Methode anhand der einfachen
Diffusionsgleichung

U — Uge = 0, u(z,0) =wup(z), ze€R, 0<t<T, (6.9)

die aus der Black-Scholes-Gleichung durch Variablentransformation entsteht (sie-
he (4.28)).
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6.2.1 Diskretisierung

Fiir die numerische Approximation grenzen wir das Problem (6.9) auf ein be-
schrianktes Intervall z € [—a,a] mit a > 0 ein. Wir setzen

u(—a,t) = q1(t), wu(a,t)=g2(t), 0<t<T, (6.10)

mit geeigneten approximativen Randfunktionen g; und go, deren Gestalt von der
zu berechnenden Option abhidngt. Man kann zeigen, dass die Einschrinkung des
Problems auf das Intervall [—a, a] die Losung nicht stark verdndert, wenn a > 0
grof} genug ist [122].

Wir leiten nun die zu (6.9) entsprechende Differenzengleichung her. Wir
fithren ein dquidistantes Gitter mit den Gitterpunkten (x;,t;) ein, wobei

zi=—a+hi (i=0,...,N), tj=sj (j=0,...,M),

und h = 2a/N sowie s = T/M die konstanten Schrittweiten bezeichnen. Nach
der Taylor-Formel gilt fiir geniigend regulére Funktionen = +— u(z,t):

1 1
u(x + h,t) = wu(z,t)+ug(z, t)h + gum(az, t)h% + Eumz(az, t)h3 + O(hY),
1 1
u(x — h,t) = wu(x,t) —uy(z,t)h + ium(az,t)hz - Eumx(az,t)h?’ + O(hY).
Addition der beiden Gleichungen und Division durch h? fiihrt auf

% (s + hy ) — 2u(@, £) + u(@ — hy t) = tpe(2,£) + O(h2), (6.11)

d.h., die linke Seite ist eine Approximation von u,, fiir ,kleine“ Schrittweiten h.
Fiir die Ableitung von t — u(x,t) gibt es zwei Moglichkeiten:

Vorwirtsdifferenzen: ur(z,t) = — (u(z,t + s) —u(z, t)) + O(s),

Wl w|

Riickwartsdifferenzen: ug(x,t) = = (u(z,t) —u(z,t —s)) + O(s).

Wir kombinieren die Approximation der Ortsableitung (6.11) mit den beiden
Moglichkeiten der Zeitableitung:

é(u(w, t4 ) —ulz, b)) = %(u(m Fht) — 2u(, t) (6.12)
+u(x — h,t)) + O(s + h?),
é(u(m, F+s)—u(z ) = %(u(.ﬁ Fhtts)— 2u(mtts)  (6.13)

+u(x — h,t+ ) + O(s + h?).
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Setze nun uf = u(x;,t;). Multiplikation von (6.13) mit # € [0,1] und von
(6.12) mit 1 — # und Addition beider Gleichungen fiir = z; und t = t; liefert

Loj+r 10/ ; )
(7o) = T (a2l ) (614

0 .
+ 3z (I =2l ) 4 O 4 7).

Dies motiviert die Einfithrung von Naherungen wf fiir uf , welche die Gleichung

St —wd) = 5T (w20 )
+ % (wiill 2wt w]“)
erfiillen. Mit der Abkiirzung a := s/h? ist die obige Gleichung dquivalent zu
—a@w]H + (20u9 + Dw! T = abwl ™!
— a(l- Ol — (201 —6) — Dol +a(l—Owl | (6.15)

firi=1,...,N—1,j=0,..., M —1. Dies sind rekursive Differenzengleichungen

fiir die Approximationen w?. Die Anfangs- und Randbedingungen (6.9) und (6.10)
lauten im diskreten Fall

wh=gi(ty), wi =glt), 1<j<M, (6.16)

wd =wug(z;), 0<i<N. (6.17)

Wir konnen das diskrete System (6.15)-(6.17) kompakter als Folge linearer
Gleichungssysteme auffassen:

Awt = Buw +d, j=0,...,M—1, (6.18)
in den Unbekannten
. . . -
w = (w],...,wy_,)

und den (N — 1) x (N — 1)-dimensionalen Tridiagonalmatrizen

A = diag(—ab,2a0 +1,—ab)
200 + 1 —af 0 e 0
—af  200+1 —ab :
- 0 S T PR CAT)
: —af
0 0 —af 2a00+1

B = diag(a(l—-0),—2a(l1-0)+1,a(1—40))
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und dem Vektor mit den Randbedingungen

a(l = 0)g1(t;) + abgi(tj1)
0

&7 = :
0

a(l —0)ga(t;) + abga(tjr1)

Der Startvektor w® ist durch die Anfangswerte (6.17) gegeben.

Fiir § = 0 ist A die Einheitsmatrix, und die Approximationen w/*! kénnen
direkt aus (6.18) berechnet werden. Daher nennt man das Differenzenverfahren
mit 6 = 0 ein explizites Verfahren. Fiir 8 > 0 erhalten wir implizite Verfahren, bei
denen w/t! nur durch Losen eines linearen Gleichungssystems berechnet werden
kann. Das Verfahren mit 6 = 1 heifit (voll) implizit. Ist 6 = %, so sprechen wir vom
Crank-Nicolson- Verfahren, und allgemein fiir die Kombination von explizitem und
voll-implizitem Verfahren (0 < # < 1) von einem 6- Verfahren.

Wie kénnen die linearen Gleichungssysteme (6.18) gelost werden? Eine sehr
effiziente Methode ist das LR-Verfahren fiir Tridiagonalmatrizen. Eine einfache
Rechnung zeigt, dass die Matrix A die Zerlegung

1 0 d1 T1 0
A=r.p=]| O
i T TN—-1
0 €N71 1 0 dN

besitzt. Wegen der Symmetrie von A kann die Matrix auch durch A = LDLT
zerlegt werden, wobei die Matrix D nur aus den Diagonalelementen di,...,dy
besteht. Die Koeffizienten d; und ¢; sind rekursiv definiert durch

diy =200 + 1,
firi=1,...,N—1:
l; = —@Q/di, diy1 =200 + 1 —1—&-/040.

Das lineare Gleichungssystem Aw/*! = Bw/ + d’ ist dann Aquivalent zu
Ly=Buw +d, Ruw'=y,

und beide Systeme konnen einfach mittels Vorwérts- und Riickwértsrekursion
aufgelost werden.
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] Operation \ LR-Zerlegung \ Cholesky ‘
Additionen/Subtraktionen |  3(N —1) 3(N—-1)
Multiplikationen 3(N—-1) 3(N—-1)
Divisionen 2N —1 3N —1
Wurzelauswertungen 0 N
Summe 8N —7 10N — 7

Tabelle 6.1 Vergleich der Anzahl der Rechenoperationen bei Tridiagonalmatrizen.

Bemerkung 6.3 Im Allgemeinen ist die Cholesky-Zerlegung etwa um den Faktor
Zwei effizienter als die LR-Zerlegung (fiir symmetrische, positiv definite Matrizen;
siehe Kapitel 5 in [97]). Gilt dies auch fiir unsere Tridiagonalmatrizen? Die Ant-
wort lautet Nein, wie Tabelle 6.1 zeigt. Die LR-Zerlegung ist also hier effizienter.
Allerdings hat die Cholesky-Zerlegung den Vorteil, dass das Produkt LLT stets
symmetrisch und positiv definit ist, obwohl L aufgrund von Rundungsfehlern nur
eine Ndherung an den exakten Cholesky-Faktor ist. Bei der LR-Zerlegung ist das
Produkt LR infolge von Rundungsfehlern im Allgemeinen nicht symmetrisch und
positiv definit. O

Damit die Folge (6.18) linearer Gleichungssysteme eine sinnvolle Approxima-
tion liefert, miissen zwei Eigenschaften erfiillt sein:

e Fiir jeden festen, aber beliebigen Index j = 0,..., M —1 sollte eine eindeutige
Losung w’ von (6.18) existieren.

e Die approximative Losung wg sollte gegen die Losung u(x;,t;) der Differen-
tialgleichung (6.9) konvergieren, wenn die Diskretisierungsparameter s und
h gegen null gehen.

Ein Hauptresultat der Numerik linearer Finite-Differenzen-Schemata besagt, dass
Konvergenz im wesentlichen dquivalent zu Konsistenz und Stabilitit des nume-
rischen Schemas ist [112]. Was bedeuten diese Begriffe? Wir nennen das Diffe-
renzenverfahren konsistent der Ordnung O(s® + h?) mit a,b > 0, wenn es eine
Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir alle (geniigend kleinen) s, h > 0 gilt:

max Ly, s(u])| < C(s® + hP),

Z?]
wobei
1 ) 1—6 . . .
Lno(ad) = (ul™ =) = == (wla =20 +uy)
0 . : :
— = (ul] 2t +dt))
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und v} = u(w;, t;) ist die Losung von (6.9)-(6.10). Der Operator Ly, s bezeichnet
also das Residuum, das sich beim Einsetzen der exakten Losung in die Differen-
zengleichung (6.15) ergibt. Fiir die Stabilitét eines Finite-Differenzen-Verfahrens
gibt es verschiedene Definitionen. Wir nennen das Verfahren (6.18) stabil, wenn
alle Eigenwerte der Matrix A~!'B betragsmiBig kleiner als eins sind. Wir erldutern
diese Definition weiter unten. Im folgenden diskutieren wir die Eigenschaften im
Detail.

6.2.2 Existenz und Eindeutigkeit diskreter L6sungen

Wir miissen zeigen, dass die Matrix A invertierbar ist. Dafiir benutzen wir den
folgenden Satz.

Satz 6.4 (Gerschgorin) Sei A eine (n x n)-Matriz mit reellen oder komplexen
Koeffizienten a;j. Dann gilt fir alle Figenwerte X von A:

n n
)\EU{zeC:z—azﬂS Z |aij‘}a
i=1

j=1,j#i

d.h., die Figenwerte liegen in der Vereinigung der Kreisscheiben um a;; mit Ra-
dien 3, i |ai;| fir alle i.

Beweis. Der Beweis ist einfach. Sei © = (1,...,2,)' ein Eigenvektor von A
zum Eigenwert A und sei x; das betragsméifig grofite Element von z. Aus

)\.%'Z' = (A:c)z = Zaijxj
j=1
folgt nach Division durch z; # 0

A —aii| =

Tj
J

Z i
ZT;

i

< ai]

J#i
und damit die Behauptung. O

Lemma 6.5 Die Matriz A = diag (—af,2a0 + 1,—ab) aus (6.19) ist fir alle
a >0 und 0 <0 <1 invertierbar.

Beweis. Die Matrix A ist strikt diagonaldominant, d.h.

laji| =200 +1 > 2a6 > Z |aijl.
J#i
Nach dem Satz 6.4 von Gerschgorin kann dann A\ = 0 kein Eigenwert sein. Also
ist A invertierbar. O
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6.2.3 Konsistenz und Stabilitit

Die Konsistenz des Verfahrens mit Ordnung O(s+ h?) haben wir bereits in (6.14)
bewiesen (sofern die Losung u reguldr genug ist). Fiir 6 = % ist die Konsistenz-
ordnung sogar etwas besser, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 6.6 Die Lésung u von (6.9)-(6.10) erfiille uyy € CV (dies ist etwa erfiillt,
wenn g1, g2 € C? und ug € C*). Dann ist das obige Differenzenverfahren kon-
sistent mit Ordnung O(s + h2) fir alle o > 0 und 0 < 0 < 1. Gilt 0 = % und
uggr € O°, so ist die Konsistenzordnung O(s? + h?).

Beweis. Sei uz = u(x;,tj). Aus

1 . ,
g(ufrl —ul) = w(z,ty) + gutt(a:i,tj) + O(s%),
1
g(u$$($i7tj+1) - U$z(xiatj)) = uzzt(xiatj) + 0(3)7
und
1-0 /. . . 0 . . )
2 (uZ_H —2u] + uf_l) + 72 (ufill - 2ug+1 + ufjll)
= (1 — G)um(xi,tj) + Hum(:ci,tjﬂ) + O(hQ)
= um(xivtj) =+ e(uxw($iatj+l) - Umz(xivtj)) + O<h2)
= Upp (@i, t5) + OsUgat (24, 15) + (’)(32 + h2)
folgt
ths(ug) = wu(xs, tj) + gutt(xi,tj) — U (4, 1]) — O8Uzge (24, t;) + O(s* + h?)
= 2 (st (w4, t5) — 20Uzae (24, t5)) + O(s* + h?).

2

Wenn 6 = %, verschwindet der erste Summand, denn uy — uge = (U — Ugy)r = 0,
und es folgt Ly s(ul) = O(s* + h?). O

Wir erinnern, dass wir das Verfahren (6.18) stabil genannt haben, wenn alle
Eigenwerte von A~'B betragsmiBig kleiner als eins sind. Wie kommen wir auf
diese Definition? In Gleitpunktarithmetik erhalten wir die gestérten Losungen

AW = B@? + & + 17,

wobei 77 die Rundungsfehler enthilt. Fiir den Fehlervektor ¢/ = @/ — w’ gilt
dann die Fehlerrekursion ‘ ‘ ‘
Ae?t = Bel 417,
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Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass es nur bei der Auswertung des Anfangs-
wertes einen Rundungsfehler gibt (¢° # 0), die Berechnung von w’/*! aus w’
jedoch rundungsfehlerfrei abliuft (r/ = 0 fiir j > 0), und diskutieren die Auswir-
kungen von € auf die weitere Rechnung. Wegen

et =A7'Be! = (AT'B)?¢ 7 = .. = (AT B0

muss fiir ein stabiles Verhalten eine Dampfung vorangegangener Fehler verlangt
werden, also (A71B)7*1e? — 0 fiir j — oo. Nach dem folgenden Lemma ist dies
genau dann erfiillt, wenn alle Eigenwerte von A~!B betragsmiBig kleiner als eins
sind. Dies erklért den Begriff der Stabilitét.

Lemma 6.7 Fiir den Spektralradius
p(A) = max{|A| : A Eigenwert von A}

einer (n x n)-Matriz A sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:

p(4) < 1,
lim A7z = 0 fir alle z € R",
J]—00
lim (A, = 0 firallel <k,m <n.

Jj—00
Beweis. Ubungsaufgabe (siehe Satz 1.5 in [75]).

Um die Stabilitit zu zeigen, miissen wir also die Eigenwerte von A~!B be-
stimmen. Dafiir hilft das folgende Lemma weiter.

Lemma 6.8 Die Tridiagonalmatrix

a b 0
. c nxn
diag(c, a,b) := eR
S
0 c a

hat die Eigenwerte

Beweis. Nachrechnen (Ubungsaufgabe).
Satz 6.9 Das Verfahren (6.18) ist stabil fir alle

1
O<a< fallsO§9<§,

1

2 — 46’
1

a >0, fallsigé’gl.
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Beweis. Wir konnen die Matrizen A und B schreiben als
A=I+4+abG, B=1-a(l-0)G,

wobei I die Einheitsmatrix und
G = diag(—1,2, —1) = R (6.20)

seien. Die Eigenwerte von G lauten nach Lemma 6.8:

k k
)\k:2—2(zos<]\7;>:4sin2 <2;> k=1,...,N —1. (6.21)

Wegen B=1/60— (1—0)A/0 gilt

1 1—6
A'B=-A"1-—_"T. .22
7 7 (6.22)

Nach Lemma 6.7 muss die Stabilitdtsbedingung

1 1 _ 1-0 <1
6 1+ 4afsin®(kr/2N) 0
erfiillt sein. Dies ist aber dquivalent zu
1 4asin?(km/2N)
1 + 4afsin®(kn /2N)
und (wegen o > 0)
4asin?(kr /2N
asin (kr/2N) ., (6.23)

1 + 4afsin?(kn/2N)

Fiir 0 > % ist diese Bedingung stets erfiillt. Im Falle 8 < % bendtigen wir die
Restriktion o < 1/(2 — 40), denn (6.23) ist dquivalent zu

(2 — 40)asin®(kn/2N) < 1,

und diese Ungleichung ist wegen sin?(km/2N) < 1 fiir alle o < 1/(2 — 46) erfiillt.
U
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6.2.4 Konvergenz

Wir zeigen, dass aus der Konsistenz und Stabilitdt des numerischen Verfahrens
die Konvergenz der approximativen Losung w] gegen die kontinuierliche Losung
u(x;,t;) folgt. Genauer beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 6.10 Seien w’/ = (wl, e ,wgvfl)T die Losung von (6.18) und uf = u(z;, tj)
die Losung von (6.9)-(6.10) mit w) = ug(x;). Setze ul = (uf,..., w)y_,)'. Unter
den Voraussetzungen der Sdtze 6.6 6.9 existiert eine Konstante Cy > 0, so dass
fiir alle (hinreichend kleinen) s, h > 0 gilt:

max ||w/ — /|2 < Co(s + h?). (6.24)
Jj=L...M

Im Falle 0 = % (Crank-Nicolson- Verfahren) konnen wir s + h? durch s* + h?
ersetzen.

Die Norm |- || 2, definiert durch |22, = |[z[3/(N—1) = S0 a2 /(N —1)
fiir z € RV~!, kénnen wir als eine diskrete L?-Norm interpretieren. Ausgeschrie-
ben bedeutet (6.24), dass

1/2
max ( — Z |w u(xi, tj)| ) < Co(s + h?).

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass fiir die durch die euklidische Vektornorm
| - ||l2 induzierte Matrixnorm

J=

|Allz == sup [[Azfs, A€ R,

[[z]l2=1

gilt: [|All2 = \/p(ATA). Ist A symmetrisch, so folgt sogar ||Al2 = p(A) (siehe
Abschnitt 11.27 in [227], Satz 1.3 in [75] oder Ubungsaufgaben). Die Matrix A~' B
ist wegen (6.22) symmetrisch, so dass wir aus Satz 6.9 [|[A~!B|2 = p(A7!B) < 1
erhalten.

Die Vektoren w’ und u erfiillen die Rekursionsformeln

Aw' = Bw/ b+ 7Y, AW = Bul T @ 4l
wobei der Abschneidefehler e/~! nach Satz 6.6 die Abschiitzung

¥tz < max 7 < Ci(s+h2) firallej=1,...,M  (6.25)

=1,...,

erfiillt. Es folgt
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A7 (A — )
|47} (B! = B! =),

lw? =3

< AT Blaflw’ ™ = e + [|AT 2]l

j—1
_ ; _ k14—

< ATBIw” = uflla + ) IIATBIE AT It 12

k=0
1— A7 Bl .
< = 224
< g e e etz

weil w® = u® nach Voraussetzung und || A~ B||2 < 1 nach Satz 6.9. Das Maximum
iiber alle j liefert wegen (6.25)

1A~ ]2

j j k 2
s ! s < o max et < Cols + ),
wobei A1
Coi=Cp -2 6.26
= [4-15]; (6:20)
Nach Satz 6.6 kann im Falle § = 1 die rechte Seite zu Cy(s® + h?) verbessert
werden. O

Bemerkung 6.11 Anhand der Definition (6.26) sieht man sehr schén, dass Kon-
vergenz aus Konsistenz und Stabilitét folgt (falls die Existenz und Eindeutigkeit
diskreter Losungen gesichert ist): Die Konsistenz sichert die Existenz der Kon-
stanten C; < oo; aus der Stabilitiit folgt ||[A™'B|ls < 1 und somit Cy < oo.
Hat die Stabilitéitsmatrix A~!B jedoch Eigenwerte in der Nihe von eins (und ist
damit schwach instabil), so kann Cy beliebig grofl werden, und die Abschétzung
(6.24) wird praktisch wertlos. O

Die obigen Betrachtungen kénnen wir wie folgt zusammenfassen.

e Das explizite Verfahren 6 = 0 ist zwar sehr effizient, da keine linearen Glei-
chungssysteme gelost werden miissen, aber die Stabilitdtsbedingung o =
s/h% < 1/2 ist sehr restriktiv. Verringern wir beispielsweise die Schrittweite
h um den Faktor 10, so miissen wir allein aus Stabilitédtsgriinden die Zeit-
schrittweite s um den Faktor 100 verkleinern.

e Verfahren mit 0 < 6 < % sind in der Praxis ungeeignet, da die Losung
linearer Gleichungssysteme und eine Stabilitéitsbedingung notwendig sind.

e Das Crank-Nicolson-Verfahren mit § = % ist gegeniiber dem voll impliziten
Verfahren vorzuziehen, da in beiden Féllen zwar Gleichungssysteme gelGst
werden miissen, aber die Konsistenzordnung des Crank-Nicolson-Verfahrens
grofler ist bei gleichem Rechenaufwand.
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Bemerkung 6.12 (1) Der Konsistenzbeweis in Satz 6.6 und damit auch das
Konvergenzresultat beruht auf sehr starken Regularitdtsvoraussetzungen an
die Losung uw. Es ist moglich, ein zu Satz 6.10 analoges Ergebnis unter
schwicheren Regularititsannahmen zu beweisen, indem man die Gleichung
(6.9) mittels Finiten Elementen diskretisiert. Allerdings ist dieser Zugang
technisch wesentlich aufwéndiger; siehe z.B. Abschnitt 16.3 in [93] oder
[97] fur Finite-Elemente-Methoden im Allgemeinen und [200, 1] fir Finite-
Elemente-Methoden im Zusammenhang mit Finanzanwendungen.

(2) Die Konvergenz der diskreten Losungen wf haben wir in Satz 6.10 nur in der
diskreten L2-Norm (beziiglich der z-Variablen) bewiesen. Ein entsprechendes
Konvergenzresultat in der diskreten L°°-Norm ist méglich, d.h.

max |w] — u(wi, 1;)] < C(s + h?),
1/7‘7

erfordert aber die Stabilititsbedingung (1 — 6)s/h? < 1/2 (siehe Abschnitt
6.2 in [93]). Nur das voll implizite Verfahren (6 = 1) ist unbedingt stabil (d.h.
stabil fiir alle s und h) in der diskreten L>°-Norm, wéhrend 6-Verfahren mit
0 < 1 nur bedingt stabil sind. Satz 6.9 besagt, dass alle -Verfahren mit 6 > %
in der diskreten L?-Norm unbedingt stabil sind.

(3) Die Konsistenzordnung O(s + h?) kann durch die Verwendung von Mehr-
punktformeln verbessert werden. Die Idee ist, etwa die Ableitung u,, nicht
nur bis zur Ordnung O(h?) (wie in (6.11)) zu approximieren, sondern bis
zu einer hoheren Ordnung. Betrachte beispielsweise die Gleichung ugz, = f,
z € R. Aus der Approximation

1

Uy () 2 <—112u(m + 2h) + gu(x +h) — §u(:c) + éu(ac —h)

2 3

1 4

- Eu(m — 2h)> + O(h%)

(siehe Ubungsaufgaben) folgt fiir Approximationen w; von u(x;), x; = ih,
das Fiinf-Punkte-Schema

1 1 4 5) 4 1

% <_12wi+2 + Wit — 5 Wi + gWi-1— 12%‘2) = f(s).
Dies fithrt auf lineare Gleichungssysteme mit einer Koeffizientenmatrix, die
nicht mehr tridiagonal ist. Wegen der sehr effizienten Losbarkeit von Glei-
chungssystemen mit Tridiagonalmatrizen sind Drei- Punkte-Schemata wie
(6.15) im Allgemeinen vorzuziehen. Nun ist es moglich, beide Bedingungen:
Drei-Punkte-Schema und hohere Konsistenzordnung zu erfiillen. Dies fiithrt
auf kompakte Schemata hoherer Ordnung. Hierfiir werden Informationen aus
der Differentialgleichung verwendet, um eine Approximation nur in w;41, w;
und w;_1 zu erhalten. Fiir die obige Gleichung etwa folgt:
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1

(it — 2w+ wisa) = 1 (f(ia) + 107 (@) + f (i)

(siche Ubungsaufgaben oder Abschnitt 1.4.3 in [93]). Das Schema hat die
Konsistenzordnung O(h*). Fiir Anwendungen derartiger Schemata auf Op-
tionsbewertungen siehe [63, 186].

(4) Die Verwendung nichtdquidistanter Gitter zo < 1 < --- < xy mit h; =

ri —xi—1, ¢ = 1,..., N, und h = max; h; filhrt auf die Finite-Differenzen-
Approximation
2 Uipl — W Ujml — Uy
N — O(h
e (7:) hiy1+ h; < hit1 * hi oW,

wobei u; = u(z;). Der Konsistenzfehler ist also nur noch von der Ordnung
O(h) anstatt O(h?) auf einem Hquidistanten Gitter. Allerdings kénnen mit
nichtgleichméffigen Gittern Bereiche, in denen die Losung stark variiert, bes-
ser aufgelost werden (siehe Kapitel 86 in [97]).

(5) Eine explizite Diskretisierung der allgemeinen parabolischen Differentialglei-
chung
Ut — QUgy +buy +cu=0, xR, t>0,

mit ¢ > 0 und b, ¢ € R mittels zentraler Finiter Differenzen fiithrt auf das
Differenzenschema

1

wi

J VI, W J Jo_ .7
wi _ Y 2wi +wi_y _ oyl Wi

S h? 2h

—
cw;

oder, nach wzj +l aufgelost,
. bh . . bh .
witl = q (a - 2) wl 4 (1-2a—cs)w] + <a+ 2> w)_y,

wobei o = s/h%. Man kann zeigen, dass dieses Schema eine oszillierende
Losung liefert, wenn a — [b|h/2 < 0. Wir bendétigen fiir ein stabiles Schema
die beiden Voraussetzungen « < 1/2 und |blh/2a < 1. Die zweite Bedingung
erzwingt sehr kleine Schrittweiten h, wenn |b| sehr grof} ist (iibrigens auch bei
impliziten Schemata). Man nennt die Gleichung konvektionsdominant, wenn
|b| im Vergleich zu a sehr grof} ist. Als Ausweg konnte man den einseitigen

Differenzenquotienten
() = 2 _h“(mil) +O(h), fallsb>0,
Uy () = w@iry) = ulz:) + O(h), falls b < 0,

h
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versuchen. Das entsprechende numerische Schema nennt man Upwind-Dis-
kretisierung, da der Differenzenquotient der Flussrichtung entgegengesetzt
gewéhlt wird (also ,,gegen den Wind“, englisch: upwind). Ersetzen wir dann
bug durch b(w]_; — w])/h, so erhalten wir im Fall b > 0 das Schema

wl ™t —w] ( bh) wig — 2w twl, bwg+1 —wly
s T h2 2h -
Der Diffusionsterm D := a + bh/2 ist um den Term bh/2 groBer als die
urspriingliche Diffusion a. Man nennt den zusétzlichen Term daher auch
ktinstliche Diffusion. Er verschwindet im Grenzwert h — 0, fiihrt aber dazu,
dass die Konsistenzordnung nur noch O(h) anstatt O(h?) wie bei zentralen
Finiten Differenzen ist. Dies kann durch eine geschickte Wahl der kiinst-
lichen Diffusion vermieden werden, etwa durch das Iljin-Schema, bei dem
D = (hb/2) coth(hb/2a) gesetzt wird [93, 97]. Fiir b — 0 folgt das zentrale
Differenzenschema D — a; fiir b > 1 erhalten wir wegen D ~ bh/2 einen
Term von derselben Gréflenordnung wie der Term erster Ordnung.

Die Diskretisierung konvektionsdominanter Gleichungen ist Gegenstand in-
tensiver Forschung, insbesondere im Umfeld von Finite-Elemente-Methoden.
Eine Vielzahl von Techniken sind vorgeschlagen worden, etwa Petrov-Galer-
kin-Methoden [161], streamline-upwind-Petrov-Galerkin-Formulierungen [38],
Galerkin-least-squares-Diskretisierungen [106], gemischte Finite-Elemente-
Methoden mit exponentieller Anpassung [33] oder Verwendung von bubble-
Funktionen in Finite-Elemente-Réumen [34]. Zu weiteren Verfahren verwei-
sen wir auf [32, 93, 179].

Fiir weitere Informationen zu Finite-Differenzen-Verfahren seien etwa die
Monografien [47, 130, 217] genannt. Finite-Differenzen-Methoden zur Be-
wertung von Finanzderivaten sind in [215] ausfiihrlich beschrieben. O

6.2.5 Zusammenhang mit der Binomialmethode

In Abschnitt 3.3 haben wir gezeigt, dass der mit der Binomialmethode berechnete
Preis einer européischen Option im Grenzwert verschwindender Zeitschrittweiten
gegen die Losung der Black-Scholes-Differentialgleichung konvergiert. Wir zeigen
nun ein in gewisser Weise umgekehrtes Resultat: Das explizite Differenzenverfah-
ren kann als Binomialmethode interpretiert werden. Dazu betrachten wir die
Black-Scholes-Gleichung (4.18), in der wir die Transformationen =z = In(S/K)
und v(x,t) = V(S,t) durchfiihren. Aus

SVsg = S——= =g,
S2VSS = S(SVS)S_SVS:UQ:QU_'UI
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folgt
2

2
vt+02vm+<r—02>vw—rv:0, reR, 0<t<T. (6.27)
Den Term vy, diskretisieren wir mit den zentralen Finiten Differenzen (6.11):

J J J
GRS 2uy +vy_,
h? ’

v:m:(xia tj) ~

wobei vf = v(x4,t;), und x; = ih, t; = js sind Gitterpunkte. Den Ausdruck v,
koénnen wir mit einseitigen Finiten Differenzen
J J J
v? — ! v — v
vg(24,t5) = % oder wy(z;,t;) ~ -1
approximieren, doch diese Nidherungen sind nur von der Ordnung O(h). Besser
sind hier die zentralen Finiten Differenzen
Vi1~ Vi
2h ’
die wir durch Addition der beiden obigen Approximationen erhalten und die
von der Ordnung O(h?) sind. Dies ist dann von der gleichen Ordnung wie die
Naherung fiir v,;. Eine Variante der expliziten Finite-Differenzen-Approximation
von (6.27) lautet also:

o , S , ,
v — v " o vig = 2v] +viy " <r _ U2> Vi~V rd =l =0, (6.28)
2 2h ' ’ ’

U (T4, t5) =

s 2 h2

oder nach vf -1 aufgelost:

; 1 o%s  o’s rs ; o2s ;

At L 1—— v/

Vi 1+ rs [(2}# m +2h> ”Z+1+< h2>“l

L (o ot s
22 4h 2h) T

Beachte, dass wir riickwdrts in der Zeit rechnen: Ug ist gegeben und vg ! wird
berechnet.

Die Identifikation dieses Finite-Differenzen-Schemas mit der Binomialmetho-
de basiert auf der Bedingung

o2 s 1

2 h2 2
Wir haben in Satz 6.9 bewiesen, dass das explizite Verfahren stabil ist, wenn
o < 5 gilt, wobei in unserem Fall (wegen des Diffusionskoeffizienten 02/2) a =
(02/2)(s/h?) ist. Die obige Annahme impliziert also, dass das explizite Schema
(mit maximaler Schrittweite) stabil ist. Mit dieser Voraussetzung ergibt sich fiir
unser Schema:
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. 1 . .
o = el + azvl | . (6.29)
wobei ,
1 r—o°/2
a1/2 = 5 + T\/g

Der Preis einer européischen Option lautet geméfl der Binomialmethode im
Ein-Perioden-Modell (siehe (3.1)):

e’ —d

u—d

7

VVl=e Vi, +(1-pV.,), p=

Setzen wir wie in Abschnitt 3.3 u = ¢’V® und d = 1/u, so folgt aus eV® =
1+ z +2/2 + O(x3/?) fiir £ — 0, 2 > 0:

B ers — 6—0\/§
p= eoVs — g=oV/s
(147s) — (1 —ov/s +025/2) + O(s/?)

(1+0v/s+02/2) = (1= 0/5 + 025/2) + O(s3?)
1 Gmopion
2 20 + O(s)
r— o2 s
_ ;_,_(20/2)\[4_(’)(3) (s —0),

denn (a+s)/(b+s) =a/b+ O(s) (s — 0). Mit der obigen Definition von a; und
as folgt
p=a1+0(s), 1—-p=as+0(s) (s—0)

und wegen e~ " = 1/(1 +7s) + O(s?)

Vit !

R . Vi + Vi, | +0Gs).

Diese Gleichung ist bis auf einen Fehler der Ordnung O(s) gleich der Finite-
Differenzen-Approximation (6.29). Wir haben die folgende Proposition bewiesen.

Proposition 6.13 Seien
%izl u=e"V® und d=e V",

Dann kann das explizite Finite-Differenzen- Verfahren (6.28) bis auf einen Fehler
der Ordnung O(s) als Binomialmethode interpretiert werden.
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6.3 Beispiel: Power-Optionen

Wir wollen den Preis eines Furopean-capped-symmetric-power calls mittels des
Finite-Differenzen-Verfahrens berechnen. Die Option ist durch die Auszahlungs-
funktion

C(S,T) = min[L, ((S — K)T)?] mit L >0, p>0 (6.30)

definiert. Der Zusatz ,,capped“ bedeutet, dass die Auszahlung durch die Schranke
L nach oben begrenzt ist. Es gibt auch unsymmetrische Power-Calls; diese haben
den Payoff (SP — K)*. Der Spezialfall p = 1 und L = oo liefert den europiischen
Plain-vanilla-Call.

Da wir eine européische Power-Option betrachten, ist der Optionswert C(S, t)
durch die Losung der Black-Scholes-Gleichung (4.18) mit Endbedingung (6.30)
und geeigneten Randbedingungen an S = 0 und fiir S — oo gegeben. Welche
Randbedingungen sind geeignet? Der Power-Call ist wertlos, wenn S = 0, d.h.

c0,t)=0 fir0<t<T. (6.31)

Die Option wird teuer fiir hohe Kurse des Basiswertes; der Optionspreis ist jedoch
nach oben durch L begrenzt. Daher ist

C(S,t) - L furS —oo, 0<t<T. (6.32)

Anstatt L kann man auch den diskontierten Wert Le~"(T—%) vorschreiben.

Unser Ziel ist die numerische Losung der Differentialgleichung (4.18) mit
Endbedingung (6.30) und Randbedingungen (6.31)-(6.32). Zuerst ist es sinnvoll,
die Black-Scholes-Gleichung wie in Abschnitt 4.2 auf eine einfachere Gleichung
zu transformieren. Mit den Transformationen

r=In(S/K), 1=0*T-1)/2,

und (.1
1 1 ) t
u(z,T) = exp <2(k' — 1z + Z(k +1) T> —r
wobei k = 2r/0?, sind (4.18) und (6.30) dquivalent zu
Ur —Uge = 0, z€R, 0<7<Typ, (6.33)
u(z,0) = wo(x), zeR, (6.34)

wobei Ty = 02T'/2, und

up(x) = %exp (;(k - 1):1;) min[L, KP((e* — 1)1)P]. (6.35)
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Fiir die numerische Approximation grenzen wir das Problem auf ein be-
schrianktes Intervall z € [—a,a] mit a > 0 ein. Wir schreiben dann die Rand-
bedingungen

u(—a,7) =ui (1), ula,7)=u(T)

vor. Um die Funktionen u; und us zu bestimmen, bemerken wir, dass

u(=a,7) = exp (—;(k —1a+ %(k + 1)%) C(K;_t)
u(a,7) = exp (;(k —1)a+ i(k + 1)%) CUfKeat)

und
C(Ke “t)—0, C(Ke"t)—L fiir a — oo.

Fiir geniigend grofies a > 0 kénnen wir also C'(Ke™%,t) durch null und C(Ke%,t)
durch L ersetzen. Die Randbedingungen lauten also

w(—a, ) =0, ula,r) = %exp (;(/@ ~Da+t 1k + 1)%) . (6.36)

Wir l6sen das Problem (6.33)-(6.36) mit dem -Verfahren (6.15). Das folgen-
de MATLAB-Programm 6.1 realisiert die Berechnung des Power-Calls. In diesem
Programm erstellt eye(n) eine (n x n)-Einheitsmatrix. Ist x ein (Zeilen- oder
Spalten-) Vektor der Dimension n, so erzeugt diag(x,k) eine Matrix der Dimen-
sion (n + k) x (n+ k), die in der k-ten Superdiagonale (falls k > 0) oder in der
k-ten Subdiagonale (falls k < 0) oder in der Diagonale (falls k = 0) die Elemente
des Vektors als Eintrége enthélt. Beispielsweise liefert der Befehl diag(x,2) fiir
x = [1 2 3] die Matrix

O O O O O
O O O O O
O O O O+
O O O N O
O O w o o

Der Befehl 1u(A) erzeugt eine LR-Zerlegung der Matrix A und das Zeichen &
bezeichnet den logischen Und-Operator.

In Abbildung 6.1 sind die Optionspreise zu den Zeiten ¢t = 0, T/2, T il-
lustriert, berechnet mit dem Crank-Nicolson-Verfahren. In diesem Beispiel ist
a=s/h?~0.67 > % Wir erwarten, dass das explizite Verfahren zu Problemen
fithrt. In der Tat zeigt Abbildung 6.2 numerische Oszillationen, die die Losung
unbrauchbar machen.



6.3 Beispiel: Power-Optionen 169

160

140

120F

Optionspreis

—

B (o)) o] o
o o o o
T T T T

N
o
T

0 50 100 150 200 250 300
Basiswert S

Abbildung 6.1 Preise eines European-capped-symmetric-power calls mit den Parame-
tern K = 100, L = 150, p = 1.2, r = 0.04, ¢ = 0.2 und T = 1, berechnet mit dem
Crank-Nicolson-Verfahren.
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Abbildung 6.2 Numerische Ergebnisse fiir einen Furopean-capped-symmetric-power
call mit den Parametern K = 100, L = 150, p = 1.2, r = 0.04, 0 = 0.2 und T = 1,
berechnet mit dem expliziten Verfahren.
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MATLAB-Programm 6.1 Programm powercall.m zur Berechnung eines Furopean-
capped-symmetric-power calls.

% Parameter und Abkiirzungen
K = 100; r = 0.04; sigma = 0.2; T =1; L = 1560; p = 1.2;

a = 3; theta = 0.5; N = 110; M = 10; TO = sigma”2*T/2;
h = 2*a/N; % Ortsschrittweite
s = TO/M; % Zeitschrittweite

alpha = s/h”2; k = 2*r/sigma”2;
x = [-a:h:a]l; S = Kxexp(x);

% Anfangswerte
CO = min(L,max(0,3-K)."p);
u0 = exp(0.5%(k-1)*x).*CO/K;

% Aufbau und LR-Zerlegung von A

A = (2+alphax*theta+l)*eye(N-1);

fac = -alpha*theta*ones(1,N-2);

A = A + diag(fac,1) + diag(fac,-1);
[LL,RR] = 1u(d);

% Losung der Differentialgleichung
u = ul;
for t = s:s5:T0O
b(1:N-1) = alpha*(1l-theta)*(u(3:N+1)+u(1:N-1))
- (2xalpha*(1-theta)-1)*u(2:N);
b(N-1) = b(N-1) + alpha*L/Kxexp((k-1)*a/2 + (k+1) 2*t/4)
*(1 - theta + thetaxexp((k+1)"2%xs/4));
y = LL\b’;
u(2:N) = RR\y;
if ((t >= T0/2) & (t <= TO/2+s))
ul = u; % Losung zur Zeit TO/2
end
end

% Riicktransformation

Cl = Kxexp(-0.25x(k+1) "2*T0/2)*exp(-0.5%(k-1)*x) .*ul;
C2 = Kxexp(-0.25x(k+1) "2*T0) *exp(-0.5% (k-1) *x) .*u;
hold on, plot(S,C0,’-.’), plot(S,Ci1,’--’), plot(S,C2)

Wir wollen die Konvergenzordnung des Crank-Nicolson-Verfahrens empirisch
berechnen. Da wir keine exakte Losung zur Verfiigung haben, verwenden wir er-
satzweise eine numerische Losung auf einem sehr feinen Gitter als Referenzlosung.
In Tabelle 6.2 sind die L*°- bzw. Maximumfehler der Differenz einer numerischen
Losung w und der Referenzlosung w zur Zeit ¢ = 0 dargestellt. Unter dem L°-
Fehler verstehen wir genauer die Zahl
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In Satz 6.10 haben wir bewiesen, dass der (diskrete) L2-Fehler ||w — || 2 von der
GroBenordnung C-h? ist (die Zeitvariable ist ja fest). Welche Konvergenzordnung
erhalten wir mit dem L*>°-Fehler e,? Angenommen, es gilt e;, ~ C - h®. Zeich-
nen wir die Schrittweite und den Fehler in einer doppelt-logarithmischen Skala,
sollten die entsprechenden Punkte auf einer Geraden mit Steigung ( liegen, da
log ey, =~ log C' + (3log h (siehe Abschnitt 5.3.1). Abbildung 6.3, basierend auf den
Werten aus Tabelle 6.2, legt die Konvergenzordnung 8 = 2 nahe. Eine lineare
Ausgleichsrechung zeigt, dass § = 1.87 mit Residuum 0.20. Die Konvergenzord-
nung beziiglich des L*-Fehlers ist also dieselbe wie die beziiglich des (diskreten)
L?-Fehlers.

Wie haben wir die Abbildung 6.3 erzeugt? Wir nehmen an, dass die Call-
Preise in den Variablen C16, ...,C256 gespeichert sind, wobei die Zahl die Anzahl
der Gitterpunkte bedeute. Die Referenzlosung sei im Vektor Cref gespeichert.
Mit den MATLAB-Befehlen

errlist = [max(abs(C16-Cref(1:128:2049))),
max (abs (C32-Cref (1:64:2049))),
max (abs (C64-Cref (1:32:2049))),
max (abs(C128-Cref (1:16:2049))),
max (abs (C256-Cref (1:8:2049)))1;
hlist = [6/16 6/32 6/64 6/128 6/256] ;
loglog(hlist,errlist)

werden die Maximumfehler errlist in Abhéngigkeit von der Schrittweite hlist
doppelt-logarithmisch geplottet. Die Steigung beta der Ausgleichsgeraden sowie
das Residuum residuum erhalten wir wie in Abschnitt 5.3 mittels den Befehlen

A = [ones(5,1), log(hlist)’];

b = log(errorlist);

z = A\b;

beta = z(2), residuum = norm(A*xz-b)

] Gitterpunkte \ Schrittweite h \ Fehler e, ‘

16 0.3750 5.521
32 0.1875 1.878
64 0.0938 0.514
128 0.0469 0.129
256 0.0234 0.032

Tabelle 6.2 Maximumfehler e, in Abhéngigkeit von der Anzahl N der Gitterpunkte
bzw. von der Schrittweite h = 2a/N, bezogen auf eine Referenzlosung mit N = 2048
bzw. h = 0.0029. Die Zeitschrittweite lautet s = 0.002.
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Abbildung 6.3 Maximumfehler e;, in Abhéngigkeit von der Schrittweite h in doppelt-
logarithmischer Darstellung (durchgezogene Linie) und Vergleichsgerade mit Steigung 2
(gestrichelte Linie).

6.4 Vertikale Linienmethode

In Abschnitt 6.2 haben wir dquidistante Zeitschritte zur Diskretisierung der
Black-Scholes-Gleichung verwendet. Es ist jedoch sinnvoller, die Zeitschrittweite
grof} zu wahlen, wenn sich die Losung zeitlich nur wenig verdndert, und klein,
wenn die Losung grofie zeitliche Anderungen aufweist. Die Zeitschrittweite kann
bequem mit der Linienmethode an den Losungsverlauf angepasst werden. Die Idee
der Linienmethode ist es, nur die Ableitung u, der Losung u von (6.9)-(6.10) zu
approximieren, etwa

1
u(wi, t) = ﬁ(u($i+1,t) — 2u(x;, t) + u(:ci_l,t)) + (’)(h2)
fir h = x;41 — x4, i = 0,..., N — 1. Vernachliissigen wir den O(h?)-Term, so
koénnen wir Approximationen w;(t) als Losungen der gewohnlichen Differential-
gleichungen

1 .
w{(t) = ﬁ(wiﬂ(t) —2w;(t) +w;i—1(t)), i=1,...,N—1,
definieren. Unter Einbeziehung der Randbedingungen definiert dies das Anfangs-

wertproblem gewohnlicher Differentialgleichungen
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;1
T2
in den Unbekannten w(t) = (w1 (t),...,wy_1(t))", wobei G die schon aus (6.20)

bekannte Systemmatrix fiir den zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung
bezeichne und

Gw+d(t), 0<t<T, w(0)=wo, (6.37)

w

wy = (uo(—a+h),u0(—a+2h),...,uo(a—h))T,
ity = (q1(t)/h*,0,...,0,92(t)/h*)T.

6.4.1 Steife Systeme

Wir wollen nun das Anfangswertproblem (6.37) analysieren. Da die Matrix G
symmetrisch ist, kénnen wir (6.37) mittels der Hauptachsentransformation ent-
koppeln. Es existiert eine orthogonale Matrix V', so dass G = V' DV gilt, und
D ist eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen ~q,...,yy_1. Mit z = Vw
folgt

1 1
Z=Vuw =V <—h2VTDVw + d(t)> = —ﬁDz + Vd(t)

oder komponentenweise

Vi .
Z’Z:—ﬁzz—{—(‘/d(t))l, 121,...,N—1.

Damit ist das Problem entkoppelt, und es geniigt, die Testgleichung

y' =Xy + f(t), t>0, y(0)=nuo, (6.38)

zu betrachten. Wegen ; > 0 (siehe (6.21)) und h < 1 ist A = —v;/h? < —1.
Differentialgleichungen mit betragsméfig groflen und negativen Eigenwerten A
werden auch steif genannt. Dies ist eine Definition fiir die Steifheit eines An-
fangswertproblems; der Begriff wird in der Literatur nicht einheitlich verwendet.
Anstelle einer exakten Definition wollen wir uns diesen Begriff und seine Bedeu-
tung anschaulich klar machen, indem wir die Testgleichung (6.38) etwas genauer
untersuchen.

Betrachten wir zunéchst die analytische Losung y(¢; yo) von (6.38) in Abhén-
gigkeit des Anfangswertes yo:

y(t;yo) = e ( /0 t e A f(r)dr + yo) . (6.39)

Wir bemerken sofort, dass die Abbildung yo — y(¢; yo) fiir einen beliebigen (aber
festen Endzeitpunkt ¢ > 0) gut konditioniert ist:

t.
pom EW) vy (6.40)

9o
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Fiir groe Endzeitpunkte ¢t ist das Problem sogar extrem gut konditioniert: Es
gilt kK — 0 fiir ¢ — oco. Anschaulich bedeutet dies, dass ein Anfangsfehler Ayg :=
Yo — Yo in den Anfangswerten gedampft wird:

Ay(t) == y(t; o) — y(t;y0) = eMAyy — 0 fiir t — oo.

Dieses Dampfungsverhalten erklart auch den Begriff steifes System“: Jede Sto-
rung des Systems, insbesondere auch oszillatorischen Charakters, wird mit dem
Faktor exp (At) schnell geddmpft — eine Eigenschaft, die man etwa in der Baume-
chanik von steifen Systemen erwartet.

Spiegelt sich dieses stabile Verhalten der analytischen Losung auch in den
numerischen Approximationen wider? Um diese Frage zu beantworten, betrachten
wir einen Spezialfall von (6.38): das Modellproblem nach Prothero und Robinson
[172].

6.4.2 Ein Modellproblem nach Prothero und Robinson
Fiir eine geniigend glatte Funktion g fiihrt die Wahl f(¢) := —\g(t) + ¢'(t) auf

y=Xy—g) +g, t>0, y(0)=uyo. (6.41)

Wie kommen wir auf diese Formulierung? Das folgende Beipiel zeigt, dass die
Testgleichung (6.41) als einfaches Beispiel fiir eine semidiskretisierte parabolische
Differentialgleichung angesehen werden kann.

Beispiel 6.14 Betrachte die um eine Inhomogenitéit f(x,t) erweiterte einfache
Diffusionsgleichung (6.9)

U — Ugy = f(z,t), x€(—a,a), 0<t<T, (6.42)
mit den Randbedingungen
u(—a,t) = q1(t), wu(a,t)=g2(t), 0<t<T, (6.43)

und dem Anfangswert

a+x a—x

u(x,0) = a 92(0) + o 91(0), =z € [—a,al, (6.44)

mit Funktionen g1, g2 € C1([0,00)). Wiihlen wir fiir die Inhomogenitt

atx ,

Flat) = L gh(e) +

a—z ,
% g1

(2),

so ergibt sich die analytische Losung
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a+x a—=x

ul,t) = =50+ =5

g1(t).

Der Standardansatz der Linienmethode mittels zentraler Differenzen fithrt auf

das System

; 1
T oR2

mit den Vektoren w, b, d € R¥~1 wobei w;(t) die Funktion u(x;,t) approximiert

und

w Gw + V' (t) +d(t)

a— x; 1

a+ (), d(t):ﬁ(gl(t),o,...,O,QQ(t»T'

bi(t) = 3 " ga(t) +

Ist die Diskretisierung fein genug, so gilt ndherungsweise by ~ h?d; und by_; ~
h%dn_1, so dass

1 1 .
—ﬁaw+dz—ﬁ(aw—ﬂmmrnmmNﬁ))

Approximieren wir (b1,0,...,0,by_1)" durch den Vektor b und ersetzen die Ein-
heitsmatrix I durch die ebenfalls symmetrisch, positiv definite Matrix G, erhalten
wir das erweiterte System
/ 1 /
w' = —ﬁG(w —b)+b'(t).
Diagonaliserung von G ergibt nun komponentenweise die skalare Testgleichung
(6.41). O

Die Losung von (6.41) lautet

y(tiyo) = g(t) + e (yo — 9(0)). (6.45)

Nach einer kurzen transienten Phase néhert sich die Losung fiir ¢ — oo in einer
asymptotischen Phase exponentiell schnell der glatten Grenzlosung g(t). Dies
zeigt wieder die extrem gute Kondition des Anfangswertproblems (6.41). Diese
analytische Eigenschaft der Losung sollte sich in der numerischen Approximation
widerspiegeln. Daher verlangen wir auch von der numerischen Losung y;, dass
diese schnell gegen die Grenzlosung g(t) konvergiert.

Zuvor wollen wir aber den Fall ¢ = 0 einer verschwindenden Grenzlésung
untersuchen, der uns auf den Begriff der A-Stabilitdt fiihren wird.

6.4.3 A-Stabilitat

Wenden wir das explizite Euler-Verfahren auf (6.41) mit ¢ = 0 an, d.h.



176 6 Numerische Losung parabolischer Differentialgleichungen

Yi+1 = Yj + sAY;
mit Approximationen y; von y(t;) und Schrittweite s > 0, so erhalten wir
yj = (1 + S)\)jy().

Aus Stabilitétsgriinden muss |1 + sA| < 1 gelten, d.h., die Schrittweite ist durch
s < 2/|A| < 1 beschrénkt. Dieses Resultat ist zu erwarten, da die Diskretisierung
dem expliziten Verfahren aus Abschnitt 6.2 entspricht. Andere explizite Zeitdis-
kretisierungen (etwa vom Runge-Kutta-Typ; siche Kapitel 76 in [97]) fithren auf
vergleichbare Rekursionen vom Typ y; = P(s\)yo mit Polynomen P; leider erfor-
dern diese ebenfalls restriktive Stabilitdtsbedingungen, da die Polynome P nicht
fiir alle s > 0 beschrankt sind. Fazit: Explizite Verfahren sind nicht geeignet.

Implizite Verfahren dagegen fiihren auf Rekursionen vom Typ y; = R(s\)yo
mit rationalen Funktionen R, und diese konnen durchaus fiir alle s > 0 beschrankt
sein. Betrachte etwa das implizite Euler-Verfahren. Aus der Rekursion

Yj+1 = Yj + SAYj+1

folgt
1

1— s\

Yji+1 = R(sA)y; mit R(sA) =
und damit die Stabilitdtsforderung
|R(sA)| < 1.

Diese ist fiir alle Schrittweiten s > 0 erfiillt. Auch dieses Resultat ist zu erwarten,
da das implizite Euler-Verfahren dem voll impliziten Finite-Differenzen-Verfahren
aus Abschnitt 6.2 entspricht, und dieses ist bekanntermaflen fiir alle s > 0 stabil.

Bemerkung 6.15 Auch fiir das Crank-Nicolson-Verfahren gibt es bei der Li-
nienmethode ein Analogon unter den Einschrittverfahren mit konstanter Zeit-
schrittweite s: die Trapezregel, d.h. die symmetrische Konvexkombination von
explizitem und implizitem Euler-Verfahren

1
Yi+1 =y + 58)\(‘% + Yjs1)- (6.46)
Hierfiir gilt
. 1+ s)\/2
yj+1 = R(s\)y; mit R(sA) = o2
Die Stabilititsforderung ist fiir alle s > 0 erfiillt (Ubungsaufgabe). g

Man spricht mit Dahlquist [55] von einem A-stabilen Verfahren, wenn |R(z)]
< 1 fiir alle z € C mit Re(z) < 0 gilt. Ein A-stabiles Verfahren liefert damit fiir
beliebige Schrittweiten s > 0 geddmpfte numerische Losungen fiir das (homogene)
Testproblem (6.38), welche wie die exakte Losung fiir grofie Zeiten asymptotisch
gegen null konvergieren. Allerdings wird der Begriff der A-Stabilitédt in der Li-
teratur nicht einheitlich verwendet. Fiir weitergehende Informationen verweisen
wir auf [57].
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6.4.4 Der inhomogene Fall

Die Diskretisierung von inhomogenen Randbedingungen fiihrt auf inhomogene
Funktionen g # 0, so dass wir im Folgenden diesen Fall betrachten. Auch hier
sind wir an Schrittweiten s interessiert, die durch keine Stabilitdtsbedingungen
beschriankt sind und somit viel grofler als 1/|\| gew#hlt werden kénnen. Im Kon-
text der Linienmethode heifit das, die Zeitschrittweite zumindest in der asym-
ptotischen Phase unabhéngig von der Feinheit der Ortsdiskretisierung wéhlen zu
konnen. Fiir die Konvergenzanalyse betrachten wir daher simultan mit s — 0
auch z := s\ — —o0.

Das explizite Euler-Verfahren scheidet wegen seiner Instabilitdt bereits im
homogenen Fall ¢ = 0 als Kandidat aus. Betrachten wir daher zu (6.41) (mit
z:= s\ und t; := js) die numerische Losung

Yj+1 = Yj + 2(yjt1 — 9(tj+1)) + 59’ (tj+1)
des impliziten Euler-Verfahrens. Fiir den globalen Fehler E; := y; — g(t;) ergibt
sich nach einer Taylor-Entwicklung von g(t;41) und ¢'(¢;41) die Fehlerrekursion

Ej+1 = R(Z)Ej + €511 (6.47)

mit der Stabilitétsfunktion R(z) = 1/(1 — z) und dem lokalen Fehler

82
ejr1 = R(z)54"(t;) + O(s°) (5= 0).

Neben der schon bekannten Dampfung des globalen Fehlers fiir z — oo er-
kennen wir, dass der globale Fehler in der Groflenordung des lokalen Fehlers
ej+1 = O(s?/2) liegt. Das ist viel besser als die bekannte klassische Ordnung 1
des impliziten Euler-Verfahrens, die auf der Behandlung des Falles z = O(s) be-
ruht. Das implizite Euler-Verfahren besitzt somit fiir das Modellproblem (6.41)
ausgezeichnete Stabilitétseigenschaften.

Fiir die Trapezregel (6.46) hingegen erhilt man die Fehlerrekursion (6.47)
mit R(z) = (14 5)/(1 — %) und

i1 = 55%0" (1) + O(sh) (5= 0).
Verglichen mit dem impliziten Euler-Verfahren ist der lokale Fehler zwar um eine
Ordnung besser; es liegt jedoch keine Dampfung des globalen Fehlers (und damit
eines Anfangsfehlers bzw. von Stérungen) fiir z — —oo vor. Fiir das Modellpro-
blem nach Prothero und Robinson ist die Trapezregel daher nicht geeignet.

Im Allgemeinen stellt man bei den impliziten Runge-Kutta-Verfahren (deren
einfachster Vertreter das implizite Euler-Verfahren darstellt) eine Reduktion der
klassischen Konvergenzordnung fest, wenn man das Modellproblem (6.41) unter
der Annahme z — —oo anstatt z = O(s) lost. Eine Analyse dieses Effektes wurde
zuerst von Prothero und Robinson [172] vorgenommen und von Frank, Schneid
und Uberhuber [80] auf dissipative Systeme durch Einfiihrung des Konzepts der
B-Konvergenz iibertragen. Fiir einen Uberblick verweisen wir auf eine der Mono-
grafien [94, 212].
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Eine weitere interessante Klasse von A-stabilen Einschrittverfahren ist durch
sogenannte linear-implizite Verfahren wie den Rosenbrock- Wanner- bzw. ROW-
Methoden [94, 123] gegeben. Um diese Methode zu motivieren, betrachten wir
das autonome Anfangswertproblem y' = f(y), y(to) = yo und fithren zuerst
allgemeine Runge-Kutta- Verfahren ein:

vt =yi+s Y bef(ne), D be=1,
=1

(=1

mit Gewichten b; und Stufen n;, die iiber

n
me=yj+5 Y amf(nm)

m=1

definiert sind [97]. Die Zahl n heiBt Stufenzahl. Wenn ag, = 0 fur alle ¢ >
m, dann ist die Rechenvorschrift explizit und fiihrt auf ein explizites Runge-
Kutta- Verfahren; anderenfalls spricht man von einem impliziten Runge-Kutta-
Verfahren. Fiir n = 1, by = 1 und a1; = 0 erhalten wir beispielsweise die explizite
Euler-Methode yj+1 = y; + sf(y;).

Die obige Runge-Kutta-Iteration erfordert die Losung eines Systems nichtli-
nearer Gleichungen. Wir kénnen die Gleichungen entkoppeln (und miissen dann
nur noch nichtlineare Gleichungen 16sen), indem wir ag,, = 0 fiir £ < m anneh-
men. Mit den Hilfsvariablen k; := f(1,) konnen wir das Runge-Kutta-Verfahren
dann schreiben als

{—1
ke = f (yj + s Z e km + SCL[[kg) , £=1,...,n, (6.48)

m=1
n

Yjir1 = Yj+s Z beke.
=1

Die Gleichung (6.48) 16sen wir mit dem Newton-Verfahren (sieche Abschnitt 4.4.2).
Dafiir nennen wir die rechte Seite von (6.48) ®(k;) und betrachten fiir gegebe-
ne ki,...,ky_q die nichtlineare Gleichung k; = ®(ky). Das Newton-Verfahren,
angewendet auf diese Gleichung, lautet

d® i i i i
(1= 55 ) 70 = b9 = 0(a?) — K,

wobei I die Einheitsmatrix sei. Approximieren wir die Ableitung (d®/dy)(k;) =
sage(df /dy)(ne) durch sag(df /dy)(y;) und setzen v = ag, fithrt dies auf

df - df
i+1 i 7
(1 - svdy(yj)> kY =1 (yj 5 Y b + 57k >> =57 g, Wik

m=1
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Haufig geniigt es, lediglich einen einzigen Iterationsschritt durchzufithren. Ver-
wenden wir den Startwert kéo) = an_:ll Comke/y und setzen g, = apm + Com

und Bgn = —com, flihrt diese Vereinfachung auf einen Schritt eines n-stufigen
ROW-Verfahrens mit Schrittweite s fiir ky, = kél):

df /-1 df /—1
(1= w))r = 1 <yj s azmkm> 52 (05) Y Bonon,
m=1 m=1

n
yi1 = yi+s > biks, (6.49)
=1

mit zu spezifierenden Koeffizienten v, agp,, Bey und by. Je Integrationsschritt
ist nur eine LR-Zerlegung der Matrix I — svydf /dy notig. Diese Verfahren sind
damit leicht zu implementieren und besonders effizient fiir niedrige Genauigkeits-
anforderungen. Die Verfahrenskoeffizienten kénnen so gewéhlt werden, dass eine
maximale Konvergenzordnung erhalten und Stabilitétsforderungen erfiillt werden
konnen [124]. Auch diese Verfahrensklasse ist fiir das Modellproblem nach Pro-
thero und Robinson im allgemeinen durch eine Ordnungsreduktion auf 2 fiir sehr
steife Systeme (A < —1) gekennzeichnet; nur durch zusétzliche Forderungen an
die Koeffizienten ldsst sich eine Ordnungsreduktion bei Verfahren hoherer Ord-
nung vermeiden [195, 211]. Die optimale Ordnung 2 ergibt sich bereits fiir das
linear-implizite Kuler-Verfahren, dh. n =1, b6 =1, v =1 und

d
Vst =y + sk, (1 - sd£<yj>> k= f().

wie die entsprechende Fehlerrekursion (6.47) mit der Stabilitdtsfunktion R(z) =
1/(1 — 2) des impliziten Euler-Verfahrens und dem lokalen Fehler

1
€jt1 = —5829"('5;') +0 (5°/z)

zeigt.

6.4.5 Die MATLAB-Funktion ode23s

Um analoge Konvergenzeigenschaften wie das Crank-Nicolson-Verfahren auch in
der Linienmethode zu erhalten, ist ein ROW-Verfahren mit Konvergenzordnung
2 zu wihlen (vorausgesetzt, in der Ortsdiskretisierung liegt ebenfalls Ordnung 2
vor). Im Gegensatz zum Crank-Nicolson-Verfahren ist Adaptivitéit in der Zeit in
den ROW-Verfahren automatisch gegeben; dariiber hinaus gibt es auch Techni-
ken, Adaptivitdt im Raum zu erhalten, z.B. statische oder dynamische Gitter-
steuerung (sogenannte ,moving grids“). Fiir Einzelheiten hierzu verweisen wir
auf die Monografie [111] von Hundsdorfer und Verwer.



180 6 Numerische Losung parabolischer Differentialgleichungen

Das ROW-Verfahren ode23s ist Bestandteil der MATLAB- ODE-Suite [203],
einer Sammlung von numerischen Integrationsverfahren fiir gewthnliche Differen-
tialgleichungen. In seiner Grundform ist das Verfahren ein Spezialfall von (6.49)
mit n =2,y =1/(2+v2), as; =1/2, Bo1 = —v, by = 0 und by = 1:

(I—s’yj{/(%)) b= ),

d d
(I—svdJ;(yj)) b= Sk - Dk, (650)
Yir1 = Yj+ sko.

Das Verfahren ode23s hat Ordnung 2 (3), d.h., das Verfahren mit Konvergenz-
ordnung 2 wird als numerische Approximation zum Weiterrechnen verwendet,
wihrend das eingebettete Verfahren der Ordnung 3 nur der Schrittweitensteue-
rung und Fehlerkontrolle dient. Das Verfahren besitzt einige vorteilhafte Eigen-
schaften:

e Das Verfahren zweiter Ordnung ist L-stabil, d.h. A-stabil mit der zusétzlichen
Eigenschaft optimaler Fehlerddmpfung: lim,|_, R(z) = 0.

e Fiir jeden erfolgreichen Integrationsschritt sind nur zwei Funktionsauswer-
tungen notig, da die erste Funktionsauswertung des neuen Schrittes mit der
letzten Funktionsauswertung des alten Schrittes zusammenfillt.

e Die Verfahrensordnung 2 (3) gilt auch fiir den Fall, dass fiir die Jacobi-
Matrizen df /dy nur O(h)-Approximationen verfiighar sind (dies fithrt auf
sogenannte W-Methoden, vgl. [210]).

Das Verfahren ode23s wollen wir nun auf das folgende Beispiel anwenden.

Beispiel 6.16 Wir betrachten den arithmetic-average-strike call aus Beispiel 6.2
und diskretisieren das entsprechende Problem

1
Ht+§<72R2HRR+(1 —rR)HrR =0, R>0,0<t<T,

H(R,T)=(1-R/T)", R>0,
lim H(R,t) =0, H(0,t)+ Hg(0,t)=0, 0<t<T,

R—o0

mit der Linienmethode. Da wir die Gleichung nur in einem beschrinkten Gebiet
approximieren, wiahlen wir ¢ > 1 und schreiben die Randbedingung

H(a,t) =0, 0<t<T,

anstatt limp_, oo H(R,t) = 0 vor. Seien R; = ih mit hN = a und H;(t) = H(x;,t).
Mit den symmetrischen Differenzenquotienten
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Hipn —2H; + Hioy

HRrr(Ri,-) = 02 +0(h?),
H, 1 — H,_
Hp(R;,") = +12h -+ O(n),
erhalten wir firs =1,...,N — 1:
’ O'QR,L2 1— TRi 2
Hi=-— (Hiv1 —2H; + H;—1) — T(Hiﬂ —Hi—1)+O(h%). (6.51)
Die Endwerte lauten
HY(T) = (1 - Ry/T)", (6.52)

und die Randbedingungen kénnen wir durch
Hny =0 (6.53)

und
Hy — Hy

h

approximieren. Die Randbedingung an R = 0 ist allerdings recht ungenau diskre-
tisiert. Eine bessere Approximation erhélt man durch Subtraktion von

H) + +O(h) =0

4Hy = 4Hy +4hHR(O)) +2h2HRR(07 ) +O(h3)’
Hy = Hy+2hHg(0, )+ 2h2Hgp(0,-) + O(h3),
namlich
1
Hg(0,-) = —(4H, — Hy — 3Hy) + O(h?).

)

Die Randbedingung an R = 0 kann also diskretisiert werden durch

1
Hy+ %(4H1 — Hy — 3Hy) = 0. (6.54)

Damit ist die Randbedingung mit der gleichen Ordnung (némlich O(h?)) appro-
ximiert wie die Differentialgleichung.

Mit der Abkiirzung y := (Ho, Hy,...,Hx_1)" kann das Anfangswertpro-
blem, dass sich aus (6.51)-(6.54) ergibt, kompakt als

My Mm)

' My, M= 6.55
Y = My <M21 e (6.55)

geschrieben werden mit
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3
My = —
11 28’
1
My, = %(—4,1,0,...,0),
o? 1
My = (——=R:4+—(1-
21 ( 2h2R1*_2h( 7fﬁ)>€h
2
2 R 0
My = o2 ) -diag (—1,2,1)
0 Ry 4
. 1—rR2 0
- = -diag (—1,0,—1)
2h
0 1—-rR%_,

und den in (6.52) definierten Endwerten. In der Definition von Ms; bezeichnet
e1 den ersten Einheitsvektor im RV -1,

Eine Implementierung der numerischen Approximation eines arithmetic-ave-
rage-strike calls mit Laufzeit T' = 6 Monate, Zinssatz r = 0.1 und Volatilitat
o = 0.4 ist im MATLAB-Programm 6.2 gegeben. Im Programm treten die Befehle
global, sparse und ode23s auf, die wir im Folgenden ausfiihrlich erldutern.

Die Systemmatrix M ist diinn besetzt, d.h., sie enthélt nur wenige von null
verschiedene Elemente. Daher ist es zweckmiéflig, nur die von null verschiedenen
Matrixelemente und deren Koordinaten zu speichern. Dies wird mit dem Be-
fehl sparse ermoglicht. Beispielsweise ergibt der Befehl sparse(A), wobei A =
eye(3) die Einheitsmatrix im R? ist,

(1,1) 1
(2,2) 1
(3,3) 1

Damit kann etwa die (N — 1) x (N — 1)-Matrix diag(—1,2, —1) mittels

e = ones(N-2,1);
sparse(2+diag(ones(N-1,1)) - diag(e,1) - diag(e,-1))

erzeugt werden. Zur Generierung von diinn besetzten Matrizen aus Diagonalen
steht alternativ der Befehl spdiags zur Verfiigung. Mit spdiags(A,d,n,m) wird
eine diinn besetzte (n x m)-Matrix aus den Spalten von A in den in d spezifizierten
Diagonalen erzeugt. Die Matrix diag(—1,2, —1) kann also auch mittels

f = ones(N-1,1);
spdiags([-f 2xf -f],[-1 0 1] ,N-1,N-1)

aufgebaut werden.
Die MATLAB-Funktion
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MATLAB-Programm 6.2 Programm asian2.m zur Berechnung eines arithmetic-ave-
rage-strike calls mittels der Linienmethode. Die Funktion func ist weiter unten definiert.
Mit surf(x,t,y) wird eine farbige dreidimensionale Grafik mit den Punkten (x,t,y)
gezeichnet. Der Befehl grid on erzeugt ein dreidimensionales Gitter und mit colormap
white wird die farbige Ausgabe der Grafik unterdriickt.

global M

% Modellparameter
sigma = 0.4; r = 0.1; T = 0.5;

% Ortsdiskretisierung

a=1; N=100; h = a/N;

R = [0:h:a-h]; Rint = R(2:N);
% Aufbau der Systemmatrix

ol = ones(N-2,1);
02 = ones(N-1,1);

mil = 3/(2%h);

m12 = sparse([-4 1 zeros(1,N-3)]1/(2*h));

m21 = sparse([-sigma~2/2+(1-r*h)/(2*h); zeros(N-2,1)]);
m22a = sparse(2+diag(o2) - diag(ol,1) - diag(ol,-1));
m22a = (sigma~2/(2xh"~2))*sparse(diag(Rint."2))*m22a;
m22b = sparse(diag(ol,1) - diag(ol,-1));

m22b = m22b/(2*h)-(r/(2xh))*sparse(diag(Rint))*m22b;

M = [m11 m12; m21 m22a-m22b];

% Endwert
yO = max(1-R/T,0);

% Losung des Anfangswertproblems mit ode23s
options = odeset(’JConstant’,’on’);
[t,y] = ode23s(@func, [T 0],y0,options);

% Grafische Ausgabe
surf(R,t,y), grid on, colormap white

[t,y] = ode23s(@func,tspan,y0,options)

lost die Differentialgleichung v = f(y,t) mit Anfangswert y0, wobei die Funktion
f(y,t) in der MATLAB-Funktion func definiert ist, tspan bezeichnet das Zeit-
intervall [to, 1], in der die Losung bestimmt werden soll, und mittels options
konnen Verfahrensparameter spezifiziert werden. Die Funktion gibt die Matrix
[t,y] zuriick, die alle Integrationszeitpunkte mit zugehtrigen numerischen Ap-
proximationen enthélt. Falls nicht anders spezifiziert, verwendet MATLAB fiir die
relative bzw. absolute Genauigkeit die Werte 10~3 bzw. 1076.

Die MATLAB-Funktion func stellt die diskretisierte rechte Seite der Differen-
tialgleichung dar, also in unserem Fall My (siche (6.55)):

function ydot = func(t,y)
global M
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Abbildung 6.4 Mit dem MATLAB-Programm 6.2 erzeugte Losung H(R,t) fiir einen
arithmetic-average-strike call mit Laufzeit T'

o= 0.4.
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Korrelation p. Der Optionspreis V' (S1, S2,t) geniigt der zweidimensionalen para-
bolischen Differentialgleichung (siehe Abschnitt 4.5)
1 5w 2 a2
Vi + 5 (0151V5151 + 2p01025152Vs, 5, + O’QSQVSQSQ) (6.56)
+7“(51V51—|—SQVS2)—7“V:O, 51,9 >0, 0<t<T.

Die Endbedingung sei durch
V(Sl, SQ,T) = (01151 + a9 Sy — K)+

mit Portfoliogewichten oy, ag > 0 gegeben. Dieses Problem ist auf dem Gebiet
(S1,52) € (0,00) x (0,00) definiert. Die Modellierung der Randbedingungen ist
nicht so einfach wie im eindimensionalen Fall. Wir benotigen Randbedingungen
fiir vier Rénder:

e S5, =0, 52 € (0,00): Dies entspricht einem européischen Call auf die Ak-
tie So mit Auszahlungsfunktion as(S2 — K/ag)™. Daher schreiben wir die
Randbedingung

V(0,S2,t) = as (52<1>(d1) - aglKe*“T*t)cp(dQ))

mit
g = In(agSs/K) + (r £ 02/2)(T —t)
1/2 O’Q\/T —1
vor.

e S5 =0, 5 € (0,00): Wie oben setzen wir
V(81,0,t) = oy (5@(31) - aflKe—“T—t)@(@))
mit
In(a191/K) + (r £ 02/2)(T — t)
01 T—1 .

dijs =

e 51 — 00, 53 € (0,00): Fiir sehr groes S; ist der Wert des Calls ndherungs-
weise gleich 157 + a2S, — K. Wir setzen also

lim (V(Sl, 52, t) — OélSl) = C_T(T_t)(OCQSQ — K),

S1—00
wobei wir den Betrag noch diskontiert haben.

e Sy — 00, 57 € (0,00): Analog zum obigen Fall setzen wir

lim (V(S1, Sg,t) — CYQSQ) = 67T(T*t)(a151 — K)

Sg—00
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Wir konnen die Differentialgleichung (6.56) auf eine einfachere Form trans-
formieren, indem wir &hnlich wie im eindimensionalen Fall definieren:

|4 1 S; i
vi= T T = U—iln <Kl> , 1=1,2.
Aus
K

‘/;f - KUU VSZ — 7,0‘%2"
0iS;

K
VSiSi - 0_12512 (Uxixi - O_ivxi)7 V51$2 - 0'10'2S1SQ vazlarg

ergibt sich die transformierte Advektions-Diffusions-Reaktionsgleichung

vy +div(RVv) +k-Vo—rv=0, x,22€R, 0<t<T,

r=z(p 1) = (Ualoi)

Der Term div(RVw) beschreibt physikalisch eine Diffusion, der Term k - Vv eine
Adwvektion und —rv eine Reaktion. Die End- und Randbedingungen lauten:

wobei

,U(x17 x2, T) - (Oéleo-lxl + a2602z2 _ 1)+ 7
lim wv(z1,z2,t) = a2e??2®(dy) — e"’(T—t)fb(dQ),
Tr1——00
lim v(ry,aa,t) = e @(dr) — e TDD(dy),
Tro——00
lim (U(xla X2, t) - Oéleo'll’l) = efT(T*t) (a260'2332 _ 1) ,
1 —00
lim (U(:L‘la x2, t) - 05260'2132) e—T(T—t) (aleall’l _ 1) ,

To—00
wobei

p Inag + ooxe + (1 £ 03/2)(T —t)
1/2 — oo /7T_t )
Inay + oz + (r£03/2)(T —t)

&\ pu—
1/2 o v —t

Dieses zweidimensionale Problem wollen wir nun diskretisieren. Dazu erset-
zen wir das unbeschrinkte Gebiet (x1,2z2) € R? durch (—a1,a1) x (—az,az2). In
den Randbedingungen ersetzen wir z; — +o0o durch z; = t+a;. Im Allgemeinen ist
die numerische Simulation von Advektions-Diffusions-Reaktionsgleichungen mit-
tels der Linienmethode sehr trickreich [111]; daher nehmen wir vereinfachend an,
dass a1 = az und p = 0 (keine Korrelation zwischen den Aktien) gilt. Wir miissen
also die Gleichung




6.5 Beispiel: Basket-Optionen 187

—ky

Pij+1 @
(o)
N

Pij—1 —ko

Abbildung 6.5 Punkte-Stern fiir k- Vj,: Lage der Punkte p;; (links) und Verteilung
der Gewichte (rechts).

1
fut+§Av+k-Vv—rv:0, x1,x2 € (—a,a), 0 <t <T,

approximieren, wobei A = 92/0z% + 9%/0x3 den Laplace-Operator bezeichne.
Wir fithren dhnlich wie im eindimensionalen Fall ein dquidistantes Gitter mit
Gitterweite h = 2a/N, N € N, ein:

[ —a+ih —
Dij = < —a+jh ), t,j=0,...,N.
Den Gradienten Vov diskretisieren wir mittels zentralen Differenzen wie im
Beispiel 6.16:
1 [ v(pit1;) — v(Pi-1,5)
v ) .. = 5J 1 3J ,
nolpy) = g5 ( v(pij+1) — v(pij-1)

wobei wir hier und im Folgenden das Argument ¢ weglassen. Dann ist Vv eine
Approximation der Ordnung O(h?):

Viv(pij) = Vo(pij) + O(hQ).
Der Term k - Vu(p;j) wird somit durch

kl k2

o (VPi+1) = v(pim1)) + 5 (V(pige1) — v(pig-1))

approximiert. Anschaulich kann man sich das durch den Punkte-Stern in Abbil-
dung 6.5 klarmachen.
Der Laplace-Operator A kann folgendermaflen diskretisiert werden:

A’U(afl,xg) = Ul'll'l (1'1,1'2) +U$21‘2 (1’1,1’2)
1
= 3@+ hws) = 20(z1,22) = v(@r = hy22))

1
+ ﬁ(v(xl,xg + h) —2v(x1,m9) — v(x1,22 — h)) + (’)(h2).
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Abbildung 6.6 Verteilung der Gewichte des Punkte-Sterns fiir Ay,.

Wir definieren also (siehe Abbildung 6.6):
1
Anv(pij) = 33 (0(pir1g) + v(pi-15) +v(Pij+1) +v(pij-1) — 4v(pij))-

In den inneren Gitterpunkten p;; gilt daher

1
ve(pij) + §Ahv(pij) + k- Vio(pij) — ro(pij) + O(h?) =0

fiiri,5=1,...,N — 1.

Vernachlissigen wir wieder den Restterm O(h?), kénnen wir numerische Ap-
proximationen w;; = w;;(t) von v(p;;) = v(pij,t) dadurch definieren, dass wir
fordern:

1
wiy + S Awwij + k- Vaw —rwy =0, ij=1,....N-1

Zusammen mit den Randbedingungen ergibt sich ein lineares System von gewohn-
lichen Differentialgleichungen der Dimension (N — 1) x (N —1)%:

w =Aw+d(t), 0<t<T, w(T)=wo,

in den Unbekannten w = (w;;), wobei der Vektor d(t) € R ~1? die Randbedin-
gungen und A € RWV-1)**x(N-1) gije Diskretisierungen von Ay und Vy, sowie den
Reaktionsterm —rv enthélt. Der Anteil von A, der die Diskretisierung von Ay

beinhaltet, ist eine Blocktridiagonalmatrix:

B -1 0

1 -1 B

AA}L = ﬁ
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mit der Einheitsmatrix I und

B= e RIV-Dx(N-1).

Die Systemdimension wéchst bei feinerer Diskretisierung sehr stark an: Bei 100 x
100 Gitterpunkten ergibt sich bereits eine Koeffizientenmatrix der Dimension
10* x 10* mit 10% Elementen. Allerdings ist die Matrix A = Aa, diinn besetzt
(siehe Beispiel 6.16). Dies ist in Abbildung 6.7 deutlich erkennbar: Es sind die von
null verschiedenen Matrixelemente durch einen Kreis markiert; nur 460 Elemente
sind ungleich null. Die Abbildung 6.7 kann durch den MATLAB-Befehl spy(A)
erzeugt werden, wobei die Matrix A mit den Befehlen

n = 10; e = ones(n~2,1);

A = spdiags([-e -e 4xe -e -e],[-n -1 0 1 n],n"2,n"2);
for i = 1:n-1

A(i*n,i*n+1) = 0;

A(i*n+1,i*n) = 0;

end

konstruiert wurde.

Diese Matrix macht deutlich, dass die Verwendung der Befehle spdiags oder
sparse ab einer gewissen Matrixgrofle unumgénglich wird. Hatten wir ndmlich
n = 100 gewihlt, so wiirde die Matrix wie erwiihnt aus 108 Elementen bestehen
und 10% x 8 Byte = 800 Megabyte Speicherplatz benéstigen! Es ist sinnvoller, nur
die etwa 50000 von null verschiedenen Matrixelemente zu speichern, was etwa
400 Kilobyte Speicher in Anspruch nimmt.

Bemerkung 6.17 (1) Die zweidimensionale Differentialgleichung (6.56) kann
durch eine Ahnlichkeitstransformation in eine eindimensionale Gleichung
transformiert werden (siehe Ubungsaufgaben). Wir haben diese Transfor-
mation hier nicht durchgefiihrt, um das Prinzip der Diskretisierung mehrdi-
mensionaler Gleichungen zu erlautern.

(2) In dhnlicher Weise wie oben kann auch eine Basket-Option auf drei Basis-
werte modelliert werden. Dies fiihrt auf eine dreidimensionale Differential-
gleichung. Die Koeffizientenmatrix der entsprechenden Finite-Differenzen-
Diskretisierung ist von der Dimension (N — 1)3 x (N — 1)3 und daher im
Allgemeinen sehr grof.
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100
0

Abbildung 6.7 Darstellung der von null verschiedenen Elemente der Matrix A fiir
N — 1 =10. Nur 460 der 10000 Elemente sind ungleich null.

(3) Die Bemerkung (2) zeigt, dass die Simulation von Basket-Optionen mit
mehr als drei Basiswerten mit Hilfe von Finite-Differenzen-Verfahren ex-
trem aufwindig wird. Fiir hoherdimensionale Probleme kénnen etwa Quasi-
Monte-Carlo-Methoden verwendet werden [137]. Diese Methoden sind jedoch
recht rechenintensiv, so dass in der aktuellen Forschung andere Anséitze ent-
wickelt wurden, etwa die Verwendung radialsymmetrischer Funktionen [72],
die Kombination von Monte-Carlo-Simulationen mit einer Partitionierung
des Basiswertraumes [18] oder Gittermethoden (lattice methods) [207]. Viel-
versprechend sind auch Techniken diinner Gitter (sparse-grid-Methoden; sie-
he [86, 87]). Fiir eine Ubersicht iiber verschiedene Methoden verweisen wir
auf [133].

Ubungsaufgaben

1. Beweisen Sie Lemma 6.7.
2. Beweisen Sie Lemma 6.8.

3. Ziel dieser Aufgabe ist die Bewertung von geometric-average-rate calls. Nach
Abschnitt 6.1 erfiillt der Optionspreis V (S, I,t) die Differentialgleichung
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1
Vi + 5025%/55 +7SVs+ (InS)V; —rV =0, S§>0,0<t<T,
mit Auszahlungsfunktion V(S,1,T) = (exp(I/T) — K)™.

(a) Definieren Sie die Funktion F(y,t) durch

I T-—t
V(S,I,t)_F<T+ - lnS,t>.

Zeigen Sie, dass F' die Differentialgleichung

1 (o(T—1)\? 1 ,\T—t
Ft+2(T> Fyy+<7a_20' TFy—TF:O

mit y € R, 0 < ¢ < T und Endwerten F(y,T) = (¢ — K)* 16st.

(b) Bestimmen Sie die Losung F' der obigen Black-Scholes-Gleichung unter
der Annahme, dass F'(0,t) = 0 und F(y,t)/y — 1 fir y — 00, 0 <t <
T.

4. Ein lookback-strike put besitzt die Auszahlungsfunktion P(S,J,T) = (J —
S)*, wobei J = max{S; : 0 < ¢ < T'}. Die Variable J kann durch

t
Jn = ( / Sfd7->
0

(a) Leiten Sie eine stochastische Differentialgleichung fiir J,, her und ver-
wenden Sie diese Gleichung, um mittels eines Arbitrage-Arguments die
folgende Gleichung herzuleiten:

Pt b+ to?peg i rsps P =0
— —o r —rP=0.
th et 5o bss S

1/n

approximiert werden.

(b) Fithren Sie den Grenzwert n — oo durch. Zeigen Sie, dass J,, — J
(n — o0) und dass im Grenzwert P die Black-Scholes-Gleichung 16st,
in der die Variable J nur als Parameter auftritt.

(c) Begriinden Sie, warum die Randbedingungen
P(0,J,t) = Je "I Py(J, J,t) =0

sinnvoll sind.

(d) Losen Sie das entsprechende End-Randwertproblem, indem Sie die Ahn-
lichkeitstransformation P(S,J,t) = JW (,t) mit £ = S/J verwenden.
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5. Definiere die Matrixnorm

[All2 = sup [Azll2, AeR™",

lz]l2=1
wobei || - ||2 die euklidische Vektornorm sei.

(a) Zeigen Sie, dass || A||2 gleich der Wurzel aus dem Spektralradius von

AT A ist, d.h.
[All2 = /p(ATA).

Hinweis: Die Matrix A" A ist symmetrisch; daher existieren paarweise
orthonormale Eigenvektoren von A" A.

(b) Folgern Sie fiir symmetrische Matrizen, dass
[A]l2 = p(A).
6. Seien u € C%(R) und x, h € R. Zeigen Sie:

W) = o <—112U(x +oh) 4 %u(x )~ u(z) + gu(:c )

— %u(w — 2h)> + 0O (h—0).

7. Sei u € C*(R) eine Losung von u” = f in R mit f € C?(R) und seien x; = ih,
1 € N, h > 0. Zeigen Sie:

%(U(MH) —2u(w;) + u(wi-1)) = %(f(xi+1 +10f(20) + f(zim1)) + O(h*)
fiir h — 0.

8. Zeigen Sie fiir die Stabilitdtsfunktion R(z) der Trapezregel (6.46), dass |R(()]
< 1 fiir alle ¢ € C mit Re(¢) < 0 gilt und daher dieses Verfahren A-stabil
ist.

9. Zeigen Sie, dass das ROW-Verfahren (6.50) die Konvergenzordnung 2 besitzt,
d.h., y(t;) — y;| ist von der GroéBenordnung O(s?).

10. Beweisen Sie, dass das ROW-Verfahren (6.50) fiir die Differentialgleichung
y' =Xy, £ >0, y(0) = yo, als

yie1 = R(s\)y; mit R(C) = W

geschrieben werden kann. Zeigen Sie, dass dieses ROW-Verfahren A-stabil
und L-stabil ist, d.h. |R(¢)| < 1 fiir alle ¢ € C mit Re({) <0 und R({) — 0

fiir ¢ — oo.
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11.

12.

13.

In dieser Aufgabe soll die inhomogene Warmeleitungsgleichung
Ut — Ugy =sinz, z € (0,7), t € (0,T),

mit der Anfangsbedingung u(z,0) = 0 und den Randbedingungen u(0,t) =
u(m,t) = 0 mittels der Rothe-Methode (bzw. horizontalen Linienmethode)
diskretisiert werden. Die exakte Losung lautet u(x,t) = (1 — e~ ') sinz. Das
Intervall [0,7] wird &quidistant mit der Schrittweite s > 0 unterteilt, und
eine Niherung w’ () fiir u(x,t;) wird aus dem Randwertproblem

é(wj(x) — @) — wi, () = sinz, Wi (0) = 0, wi(x) =0,

bestimmt.

(a) Zeigen Sie durch vollstandige Induktion, dass gilt:

wi () = (1 - (1+15)J> sina.

(b) Interpolieren Sie die Funktionen w’ in den Intervallen [t;_1,¢;] linear.
Sie erhalten eine fiir alle ¢ definierte Funktion u(®)(z,t), die sogenannte
Rothe-Funktion, die die Losung u(x,t) approximiert. Zeigen Sie, dass
u(®) gegen u (punktweise) konvergiert.

Zeigen Sie: arithmetic-average-strike calls und arithmetic-average-strike puts
mit den Auszahlungsfunktionen

17 " 17 "
A= (ST — T/ Sy d7'> bzw. A= (T/ Srdr — ST> (6.57)
0 0

erfiillen die Put-Call-Paritat

S 1 t
_ — 2 _ —r(T-t)\ _ — —r(T-t)
cC-P=¢5 T (1 e ) Te /0 S.dr.

In einigen Féllen kann eine mehrdimensionale Black-Scholes-Gleichung durch
eine Ahnlichkeitstransformation in eine eindimensionale Gleichung umfor-
muliert werden. Ein Beispiel ist das Bewertungsproblem fiir eine Ezchange-
Option, definiert als Option vom européischem Typ durch die Auszahlungs-
funktion

A(Sl, 52) = (qul - a252)+

fiir zwei Basiswerte S7 und Se. Der Wert V (S1, S3,t) der Option wird durch
die Black-Scholes-Gleichung
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2 2
1
Vi + B Z pijoi0jSiSiVs;s; + Z(T’ —D;)SiVs, —rV =0

ij—1 i—1

bestimmt, wobei p;; > 0 wie in Abschnitt 4.5.4 die Korrelationen und D; die
Dividendenraten seien. Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung durch die
Transformation V' (S1, Se,t) = a1 SoH (&, t) mit £ = S1/S2 in die Gleichung

1.
Hy + ?;Qg?Hgg + (Dy — Dy)¢He — DoH =0

iiberfithrt werden kann, wobei ¢ = \/ a% — 2p120102 + 0%. Losen Sie diese
Differentialgleichung mit geeigneten Randbedingungen.
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7  Numerische Losung freier
Randwertprobleme

In diesem Kapitel widmen wir uns der Aufgabe, den fairen Preis fiir amerikanische
Optionen zu berechnen. Wie in Kapitel 1 bereits erklért, riumen amerikanische
Optionen im Gegensatz zu européischen Optionen das Recht ein, die Option zu ei-
nem beliebigen Zeitpunkt innerhalb der Laufzeit auszuiiben. Aufgrund des zusétz-
lichen Rechts der vorzeitigen Ausiibung ist eine amerikanische Option im Allge-
meinen teurer als die entsprechende europiische Option. Der Preis einer ame-
rikanischen Option kann also micht iiber die Black-Scholes-Gleichung bestimmt
werden. In Abschnitt 7.1 zeigen wir, dass der Optionspreis durch Losen einer
Black-Scholes- Ungleichung berechnet werden kann. Diese Ungleichung héngt mit
sogenannten Hindernisproblemen zusammen, die wir in Abschnitt 7.2 erlautern.
Die Black-Scholes-Ungleichung besitzt im Allgemeinen keine explizite Losung,
sondern muss numerisch gelést werden. Eine numerische Methode, die sogenann-
te Projektions-SOR-Methode, stellen wir in Abschnitt 7.3 vor. Ferner vertiefen
wir die Frage der numerischen Bewertung amerikanischer Optionen mit Hilfe so-
genannter Strafmethoden fiir Variationsungleichungen (Abschnitt 7.4).

7.1 Amerikanische Optionen

In diesem Abschnitt leiten wir eine partielle Differentialungleichung her, aus der
der Preis einer amerikanischen Option berechnet werden kann. Zuerst machen wir
uns klar, dass amerikanische Optionen wirklich teurer als européische Optionen
sein konnen.

Betrachte eine amerikanische Put-Option mit Preis P4(S,t) und eine ent-
sprechende européische Put-Option mit Wert Pg(.S,t). In Bemerkung 2.9 haben
wir gezeigt, dass gilt:

Pa(S;,t) > (K —S)t fir0<t<T.

Aus Pg(0,t) = Ke 7T~ (siche (4.21)) und der Stetigkeit von Pg(-,t) in einer
Umgebung von S = 0 folgt dann

Pp(S,t) < K — S = (K —5)" < Pa(S,t)

fiir hinreichend kleines S > 0, sofern r > 0 und ¢ < T'. Dieses Ergebnis gilt auch,
wenn Dividende auf den Basiswert gezahlt wird.

M. Giinther, A. Jiingel, Finanzderivate mit MATLAB®, DOI 10.1007/978-3-8348-9786-2_7,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2010
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In Proposition 2.7 haben wir bewiesen, dass die Werte amerikanischer und
européischer Call-Optionen auf Basiswerte, auf die keine Dividende gezahlt wer-
den, gleich sind. Werden Dividendenzahlungen geleistet, sieht dies anders aus.
Seien C'4(S,t) der Wert einer amerikanischen Call-Option und Cg(S,t) der Wert
einer entsprechenden européischen Call-Option, jeweils auf einen Basiswert mit
proportionalen Dividendenzahlungen Dy > 0. Aus Arbitrage-Griinden muss

Ca(S,t) > (S—K)t firalleS>0,t<T (7.1)

gelten. (Wire néimlich C4(S,t) < (S — K)* fiir ein S > K und ein t < T, so
wiirde der Kauf dieser Option und das sofortige Ausiiben einen risikolosen Gewinn
ermoglichen.) In Abschnitt 4.5 haben wir den Wert von Cg bereits berechnet
(siehe (4.50)):

~

Ce(S,t) = Se P T=0(dy) — Ke " TD(dy),

wobel

In(S/K) + (r — Do+ 02/2)(T —t)
oVT —1t '

Fiir S — oo gilt @(671/2) — 1, also Cg(S,t) ~ Se~Po(T=) _ Ke=(T=1)_ Daraus
folgt fir t < T' und hinreichend groBles S > 0 wegen (7.1):

dijs =

Cp(S,t) < S—K=(S—K)" <C4(S,t).

In beiden Féllen sind amerikanische Optionen also teurer als die entsprechenden
européischen Derivate.

Wir kénnen noch mehr Informationen iiber den Wert amerikanischer Optio-
nen gewinnen. Betrachte dazu wieder eine amerikanische Put-Option mit Wert
P(S,t). Wir behaupten, dass es eine Zahl Sy geben muss, so dass die vorzeitige
Ausiibung der Option fiir S < Sy lohnenswert ist, aber fiir S > Sy nicht loh-
nenswert ist. Klarerweise muss 0 < Sy < K gelten. (Denn ansonsten gébe es
ein S mit Sy > § > K, fiir das sich die Ausiibung lohnte. Aber dann wire
P = (K —-S5)" = 0 und die Ausiibung hiitte sich doch nicht gelohnt.) Sei
m = P + S ein Portfolio, bestehend aus der Put-Option und dem Basiswert.
Sobald P = (K — S)™ = K — S gilt, sollte die Option ausgeiibt werden, da wir
den erhaltenen Betrag 7 = (K — 5) + 8 = K wieder zum Zinssatz r investieren
kénnen. Gilt dagegen P > (K — )™, lohnt es sich nicht, die Option auszuiiben,
da das Portfolio vor der Ausiibung den Wert 7 = P+S > (K —S)T+5 > K hat,
aber nach der Ausiibung das Portfolio nur den Wert (K — S) + S = K besifle.
Der so erhaltene Wert Sy héngt von der Zeit ab, d.h. Sy = S¢(t). Man nennt ihn
den freien Randwert. Es gilt also:

P(S,t)=(K-S)"=K—-S5  fiir S <S(),
P(S,t) > (K —S)"  fiir S > Sf(t).
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In dhnlicher Weise ldsst sich fiir amerikanische Call-Optionen C(S,t) (im Falle
von Dividendenzahlungen) begriinden, dass es eine Zahl S¢(t) > K geben muss,
so dass die Beziehungen

C(S,t)=(S—K)"=S—-K  fir >S5,
C(S,t)> (S—K)t  fiir § < Sp(t)

erfiillt sind.

Der freie Randwert S¢(t) ist unbekannt; er muss zuséitzlich zum Optionspreis
bestimmt werden. Man nennt das Problem der Bestimmung der Optionsprimie
daher auch ein freies Randwertproblem.

Der Wert amerikanischer Put-Optionen (bzw. Call-Optionen) ist also fiir 0 <
S < S¢(t) (baw. S¢(t) < S < oo) determiniert. Fiir S > Sf(t) (bzw. 0 < § <
S¢(t)) erfiillt die Put-Option (bzw. Call-Option) die Black-Scholes-Gleichung, da
wir in diesem Fall die Option halten und diese dann wie eine européische Option
bewertet werden kann. Welche Randbedingungen miissen wir vorschreiben? Fiir
S > K ist die Put-Option wertlos, d.h. P(S,t) — 0 fiir S — oo. Um die Stetigkeit
von S — P(S,t) zu erhalten, sollte auBerdem P(S¢(t),t) = K — Sf(t) gelten.
Entsprechend gilt fiir Call-Optionen C(0,t) = 0 und C(Sf(t),t) = S¢(t) — K.

Diese beiden Randbedingungen geniigen allerdings nicht, damit das Problem
mathematisch wohl definiert ist, da wir den Wert S¢(¢) auch noch bestimmen
miissen. Wir benétigen eine zusétzliche Randbedingung. Wir verlangen, dass die
Funktion S — OP(S,t)/0S an der Stelle S = S(t) stetig ist. Diese Bedingung
kann etwa aus einem Arbitrage-Argument hergeleitet werden (siehe Abschnitt 7.4
in [225] oder Seite 547 in [97]). Wegen OP(S,t)/0S = (K — S)/0S = —1 fiir
S < S(t) schreiben wir die Bedingung

Ps(S5(1),1) = 02 (S5(1),1) = 1

vor. Analog verlangen wir fiir Call-Optionen
CS(Sf(t)a t) =1

Wir fassen zusammen: Der Wert P(S,t) einer amerikanischen Put-Option
berechnet sich aus

S < Sp(t) - P(S,t) =K — S,
1
S>St): P+ 502521335 + (r — Dg)Ps —rP =0,
mit der Endbedingung P(S,T) = (K — S)™ und den Randbedingungen

Jim P(8,8) =0, P(Sy(t),t) = K = Sp(t),  Ps(Ss(t), 1) = 1.
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Der Wert C(S,t) einer amerikanischen Call-Option wird bestimmt aus
S > S¢(t) : c(S,t)=8S-K,
1
S<Sit)y:  Ci+ 50252055 + (r — Dgy)Cs — rC =0,

mit der Endbedingung C'(S,T) = (S — K)* und den Randbedingungen
C(0,1) =0, C(Sp(t),t) = Sp(t) — K,  Cs(Sf(t), 1) = 1.

Dies ist die Formulierung des Bewertungsproblems als ein freies Randwert-
problem. Der Nachteil dieser Formulierung ist, dass zusétzlich der freie Randwert
S¢(t) bestimmt werden muss. Wir suchen eine andere Formulierung, bei der S (t)
nicht mehr auftaucht. Dazu modifizieren wir die Herleitung der Black-Scholes-
Gleichung.

Sei wie in Abschnitt 4.2

Y=c1B4+cS-V (72)

ein risikoloses und selbstfinanzierendes Portfolio, bestehend aus ¢; Anteilen eines
Bonds B, co Anteilen des Basiswerts S und einer verkauften amerikanischen Op-
tion mit Wert V. In Abschnitt 4.2 haben wir gezeigt, dass nach Wahl von ¢y = Vg
gilt (siehe (4.17)):

1
dy = (cer -V - 202521/55) dt. (7.3)

Der Besitzer des Portfolios Y hat eine amerikanische Option verkauft. Wenn der
Kaufer der Option diese nicht optimal einlést, kann der Verkiufer der Option
einen grofleren Gewinn machen als bei einer risikolosen Anlage. Daher gilt:

dY > rYdt.

Einsetzen von (7.2) und (7.3) in diese Ungleichung liefert die sogenannte Black-
Scholes- Ungleichung

1
Vi + 502521/55 + (r — Dg)SVs —rV <0,

zu losen fiir alle 0 < S <00, 0 <t < T.

Fiir welche Werte gilt das Gleichheitszeichen, fiir welche das Kleiner-Zeichen?
Wir haben bereits oben gesehen, dass im Falle von Put-Optionen fiir S > S¢(t)
die Gleichung gilt. Wir behaupten, dass fiir S < Sy(t) das Kleiner-Zeichen gesetzt
werden muss. Der Beweis ist einfach, wenn Dg = 0, denn in dieser Situation fiithrt
Einsetzen von P = K — S in die Black-Scholes-Gleichung auf
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1
P+ 502521335 + (r = Dg)SPs —rP = —(r — Dy)S — (K — S) = —rK < 0.

Der Nachweis fir Dy > 0 ist schwieriger. Man kann beweisen, dass S¢(t)
min{K,rK/Dgy} gilt (siche Theorem 9.4 in [115]). Daraus folgt dann mit P
K-S

[ IA

1
P+ 502521355 + (r — Dy)SPs —rP
= DgS—1K < DySf(t) —rK <min{DoK,rK} —rK <0.

Mit einer dhnlichen Uberlegung erhalten wir fiir Call-Optionen ein Gleichheits-
zeichen, wenn 0 < S < Sy(t), und ein Kleiner-Zeichen, wenn S > S¢(t). Hierbei
benétigt man das Resultat S¢(t) > max{K,rK/Dy} [115].

Gilt also in der Ungleichung P(S,t) > (K — S)™ (bzw. C(S,t) > (S — K)™)
das Gleichheitszeichen, so steht in der Black-Scholes-Ungleichung das Kleiner-
Zeichen und umgekehrt. Dies bedeutet, dass sich der Wert einer amerikanischen
Option als Losung des Systems

1

(V —A(S)) - <Vt + 502521/55 + (r — Dg)SVs — 7“V> = 0, (7.4)
1

— (Vt + 502521/53 + (r — Dy)SVs — rv> > 0, (7.5)

V—A(S) > 0, (7.6)

schreiben ldsst, wobei

K—-8S7%T :Put
A(S):{ ES—K§+ : Call.

Man nennt das System (7.4)-(7.5) ein lineares Komplementarititsproblem. Es
miissen noch die Endwerte

V(S,T)=A(S), S>0,
und die Randbedingungen

Put: V(0,t) = K, Slim V(S,t) =0,
—00
Call: V(0,t) =0, lim (V(S,t)—S)=0, 0<t<T,

S—00
vorgeschrieben werden.
Im néchsten Abschnitt betrachten wir ein einfaches Modellproblem, um freie
Randwertprobleme und deren #quivalente Formulierungen besser verstehen und
einordnen zu konnen.
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7.2 Das Hindernisproblem

Aufgabe dieses Modellproblems ist es, ein Seil, das an den beiden Enden x = —1
und x = 1 fixiert ist, so {iber ein Hindernis (beschrieben durch den Graphen einer
Funktion f(z) > 0) zu fiihren, dass eine minimale Seillinge angenommen wird
(sieche Abbildung 7.1). Die Aufgabe konnen wir wie folgt formulieren (siehe auch
[200, 225]). Gegeben sei ein Hindernis f € C?(—1,1) = {f : [-1,1] — R : f stetig
in [—1,1] und zweimal stetig differenzierbar in (—1,1)} mit

f>0 in(a,b), f”"<0 in (a,b), f(-1)<0, f(1)<0.

Definiere zum Hindernis f eine Funktion u, deren Graphen das Seil darstellt, mit
den Eigenschaften

ueCH-1,1), u(-1)=0, wu(l)=0,

u>f in(—1,1), (7.7)
v =0 in (—1,a) und in (b, 1),
u=f in (a,b).

Die Rénder a und b sind nicht gegeben, sondern durch das Problem implizit
definiert. Wir sprechen hier von einem freien Randwertproblem oder einem Hin-
dernisproblem. Das Ziel ist nun, das Problem so umzuformulieren, dass die freien
Randbedingungen nicht mehr explizit erscheinen.

Die obigen Eigenschaften von u schreiben wir folgendermaiflen:

firx e (-1,a): wu> fund v’ =0,
fir x € (a,b): " = f" <0,
fir z € (b,1): wu> fund u” =0,

und damit:

wenn u > f, dann u” = 0;

"
wenn v = f, dann u" < 0.

-1 a b 1

Abbildung 7.1 Seil u(z) iiber einem Hindernis f(x).
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Wir koénnen also das freie Randwertproblem als lineares Komplementaritits-
problem formulieren:

Suche u € C'(—=1,1) mit u(—1) = u(1) = 0 und
—u" >0, u—f>0, v -(u—f)=0 in(-1,1). (7.8)

Die freien Randbedingungen treten nicht mehr auf.

Es ist einsichtig, dass die Funktion v an den Stellen x = a¢ und x = b im
allgemeinen keine zweite Ableitung mehr besitzt. Wie ist dann die Forderung
»—u" > 0“ zu verstehen? Dazu ist es notwendig, das lineare Komplementaritits-
problem so umzuformulieren, dass keine zweiten Ableitungen mehr auftreten. Wir
definieren die Menge der sogenannten Konkurrenzfunktionen (oder Testfunktio-
nen)

K={vel’(~1,1):v(-1)=v(1) =0, v > f, v stiickweise C'}.

Lemma 7.1 (1) Sei u € C?(—1,1) eine Losung von (7.8). Dann lost u die
Variationsungleichung:

Suche u € K mit

1
/ v (v—u)de>0 Yvek. (7.9)
-1

(2) Sei u eine Lisung von (7.9). Ist u € C?(—1,1), so lést u das Problem (7.8).

Beweis. (1) Sei u € C%(—1,1) eine Losung von (7.8). Dann folgt zum einen

1
—/ u(v—f)dz >0 YveK

-1

und zum anderen .
—/ u"(u— f)dx = 0.
-1
Subtraktion der beiden Ausdriicke ergibt

o
IN

- /1 u” (v —u)dr = /1 W' (v —u)de — [u/(v—w)]’,

-1 -1

= /_1 v (v —u)dx

1

wegen 4 =0 und v =0 an « = £1.

(2) Sei umgekehrt u € C?(—1,1) eine Losung von (7.9). Dann gilt nach
Voraussetzung u — f > 0 in (—1,1). Sei ¢ € C'(—1,1) mit ¢(—1) = ¢(1) = 0 und
¢ > 0. Mit v := ¢ + u € K und partieller Integration folgt
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1 1 1

0< / (v —u)dr = / u'¢'dr = —/ W' pdxr Vo >0,
-1 -1 -1

> 0 (siehe Ubungsaufgaben). Die Wahl v := f € K (beachte, dass wir

also —u” >0
f(—=1) = f(1) = 0 vorausgesetzt haben) fithrt auf

Og/1 u’(f—u)’ala::—/1 u"(f —u)dz <0

-1 —1
und damit u”(u — f) = 0. O

Bemerkung 7.2 Eine prizisere Formulierung von (7.8) und (7.9) erhélt man mit
Hilfe der Sobolev-Riume H™(—1,1). Definiere

H'(-1,1) = {v € L2(~1,1): Jc € R, Jw € L*(~1,1),

v(z) =c+ /w w(s)ds, z € (—1, 1)},

-1

wobei L?(—1,1) der Lebesgue-Raum der quadratintegrierbaren Funktionen ist,
d.h.

L*(—1,1) = {v: (=1,1) — R messbar : v? ist integrierbar in (—1,1)}

(siehe [2] oder Kapitel 3 in [93]). Fiir v € H'(—1,1) heifit w die (schwache bzw.
verallgemeinerte) Ableitung von v, und man schreibt v" := w. Der Sobolev-Raum
H™(—1,1) ist dann rekursiv definiert durch

H™(—1,1) = {v e H™ Y (=1,1) : o™ Y € H'(-1,1)}, m > 1,

wobei v(™~1) die (m — 1)-te Ableitung bezeichne. Mit dieser Definition liisst sich
etwa die Formulierung ,,v stiickweise C''“ in der Definition des Raumes X durch
,v € HY(=1,1)% ersetzen und die Formulierung ,u € C?(—1,1)* in Lemma 7.1
durch ,u € H?(—1,1)“, O

Zu Beginn des Abschnittes haben wir gefordert, dass die Funktion u das
Hindernis f mit minimaler Seillinge iiberspannen soll. Wo tritt diese Minimie-
rungseigenschaft mathematisch auf? Eine Antwort liefert das folgende Lemma,
das einen Zusammenhang zwischen der Variationsungleichung (7.9) und einem
Minimierungsproblem fiir das Funktional

1 1
JiK = [0,00), J(v)= 2/ W)2de Vo e K,
—1

herstellt.
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Lemma 7.3 Die Probleme (7.9) und

Suche u € I mit J(u) = mi’ICI J(v) (7.10)
vE

sind dquivalent.

Beweis. Sei u eine Losung von (7.10) und seien v € K und € € (0,1). Dann ist
p=u+0v—u)=1-0Ou+0v>((1-0)f +0f = f und daher ¢ € K. Wir
erhalten

1
-1

1 2
0<J(¢) — J(u) = 0/1 u' (v —u)dr + 02/ ((v —u))?dz,

also

/_1 o' (v —u)dr + g /1 (v —u))*dz > 0.

1 -1

Der Grenzwert § — 0 liefert die Variationsungleichung (7.9) fiir alle v € K.
Sei umgekehrt u € K eine Losung von (7.9). Daraus folgt fiir ein beliebiges
veEK:

1
Ju) = % / ()
1

_ /_1 (v —u)de /11((u o))+ /_1(1/)%1:3

d.h., die Funktion u 16st (7.10). O

Wir fassen zusammen: Das Hindernisproblem lésst sich formulieren
e als freies Randwertproblem (7.7),
e als lineares Komplementaritétsproblem (7.8),
e als Variationsungleichung (7.9) oder
e als Minimierungsproblem (7.10).

Uns interessiert nun, wie wir das Hindernisproblem numerisch 16sen koénnen.
In Abschnitt 7.3 iibertragen wir die Ideen auf das Bewertungsproblem fiir ame-
rikanische Optionen. Wir betrachten zwei Ansétze.
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7.2.1 Approximation durch Finite Differenzen

Unser Ziel ist die Approximation des Komplementaritdtsproblems (7.8). Wir
fithren das Gitter

zi=—14ih, i=0,...,N, (7.11)

mit h = 2/N ein. Mit der Abkiirzung f; = f(z;) fithrt die Approximation von u”
durch symmetrische Differenzenquotienten wie in Abschnitt 6.2 auf das folgende
System fiir die Ndherungen w; von u(x;):

(wi—1 — 2w; + wip1)(w; — f;) =0,
—(wij—1 — 2w; +wi1) 20, w; — f;>0, 1<i<N-—1,
wg = wy = 0.

Mit den Vektoren w = (w1,...,wn_1)", f = (f1,..., fv—1) und der Matrix
G = diag(—1,2,—1) (siehe (6.20)) koénnen wir dieses System als das diskrete
Komplementarititsproblem

Suche w € RV=! mit
(w—f)'Gw=0, Guw>0, w—f>0 (7.12)

schreiben. Die Ungleichungen sind hier komponentenweise zu lesen. In Abschnitt
7.3 zeigen wir, wie dieses Problem numerisch gelost werden kann.

7.2.2 Approximation durch Finite Elemente

Eine andere Idee ist die Approximation der Variationsungleichung (7.9) mittels
eines sogenannten Galerkin-Ansatzes. Die Idee besteht darin, die Variationsun-
gleichung nicht in dem Raum X, sondern in einem (kleineren) Raum K C K zu
l6sen, d.h.,

Suche u € K mit

1 ~
/ u'(v—u)dr>0 YveK. (7.13)
-1

Dabei stellt sich natiirlich die Frage, wie der Raum K zu wihlen ist. Wir wéhlen
sogenannte lineare Finite Elemente, d.h., KC ist die Menge aller stiickweise affinen
Funktionen (oder aller B-Splines erster Ordnung) zu dem Gitter (7.11):

N-1
]E: {Zuzqﬁl(w)uzGR, uszz}7
i=1
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y

ot ——

Abbildung 7.2 Illustration der Funktionen ¢;.

und ¢; : [—1, 1] — R sind stiickweise affine Funktionen, definiert durch ¢;(z;) =1
und ¢i(x;) = 0, i # j (siehe Abbildung 7.2). Beachte, dass der Raum K die
Dimension N — 1 hat, also das Problem (7.13) endlichdimensional ist.

Stellen wir die Losung u € K von (7.13) und eine beliebige Funktion v € K
durch

N—-1 N—1
u(z) = Z wipi(x) bzw. v(x) = Z Vi ()
=1 =1

dar, kénnen wir diese Funktionen auch als lineare Interpolierende zu den Werten
u; = u(x;) bzw. v; = v(z;) interpretieren und die Funktion w bzw. v mit dem
Vektor u = (u1,...,uny_1)" bzw. v = (v1,...,un_1)' identifizieren. Setzen wir
diese Darstellung in (7.13) ein, erhalten wir

1 N-1 N-1
0 = [ Y weh@) 3w - w)ehw)da
=1 7j=1
N—1N-1
- 3 S uly, / Hi(a
=1 j=1
Nun gilt
1 Tit1 1\ 1 1
‘o dr = + —— ) =dx = ——
/_1¢z¢zi1 €x /rl < h> h x h,
! il ] 2
/\2 _ . _ =
/_1(¢z) d.l' - /xi_l th:C ha
1
/ Gidide = 0 fiir i —j| > 2,
-1
also
! 1
Pipidr = -Gy,
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wobei G;; die Elemente der Matrix G = diag(—1, 2, —1) sind. Daher erhalten wir
die folgende diskrete Variationsungleichung:

Suche w € RV~ mit v > f und
w'Go—u)>0 YoeRN"L v>f (7.14)

wobei f = (f1 N ,fN_l)T.

Der Vorteil dieses Ansatzes besteht darin, dass eine genauere Approximation
nicht nur durch einen kleineren Diskretisierungsparameter i, sondern auch durch
eine geeignete Wahl von K (etwa durch Splines hoherer Ordnung) erreicht werden
kann.

Das folgende Resultat zeigt, dass fiir den Fall linearer Finiter Elemente beide
Ansitze dquivalent sind.

Proposition 7.4 Die beiden diskreten Probleme (7.12) und (7.14) sind dquiva-
lent.

Beweis. Sei u eine Losung von (7.12). Dann folgt fiir alle v > f:

ul G(v—u) u G~ f)—u'Gu~f)
= Gu)'T(w—f)—(u—f)Gu (da G symmetrisch)
= (Gu)T(v - f) (wegen (u — f)TGu =0)

> 0

9

d.h., u 1ost (7.14).

Sei umgekehrt u eine Losung von (7.14). Wir zeigen zuerst Gu > 0. Ange-
nommen, es gibe ein k, so dass (Gu), < 0. Wihle dann vy = ug + 1 und v; = u;
fur alle ¢ # k. Dann ist v > u > f und wegen der Symmetrie von G

0<uTGv—u ZG”W — ZGWU@_ (Gu)g < 0,

i,j=1

Widerspruch. Es bleibt (v — f)TGu = 0 zu zeigen. Einerseits ergibt Gu > 0 und
u > f sofort (u — f)TGu > 0. Andererseits fiihrt die Wahl v = f in (7.14) auf
u' G(f —u) > 0. Diese beiden Ungleichungen liefern die Behauptung. O

7.3 Numerische Diskretisierung

In diesem Abschnitt transformieren wir das lineare Komplementaritéitsproblem
(7.4)-(7.6) fiir amerikanische Optionen auf eine einfachere Gestalt, diskretisie-
ren es mittels Finiten Differenzen wie in Abschnitt 6.2 und l6sen das diskrete
Komplementaritédtsproblem mit dem Projektions-SOR-Verfahren.
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7.3.1 Transformation des Komplementarititsproblems (7.4)-(7.6)

Wenden wir die Transformationen z = In(S/K) und 7 = (T — t)/2 auf das
lineare Komplementaritétsproblem (7.4)-(7.6) an, so ergibt sich fiir den transfor-
mierten Optionspreis

u(z,7) = %exp < (ko — 1)z + — (ko — 1) + k7'> V(8S,t),

wobei k = 2r/c? und ko = 2(r — Dy)/0?, dhnlich wie in Abschnitt 4.2 das trans-
formierte Komplementaritéitssystem

(ur —ugz)(u—f) =0, Ur—ug >0, u—f>0, (7.15)

zu losen fiir x € R und 0 < 7 < T. Hierbei bezeichnet f die transformierte
Nebenbedingung

f(z,7) = exp ( (ko — )z + — (l{:o — 12+ k’T) A(I[((e‘”)7 (7.16)
also im Falle einer amerikanischen Put-Option

f(z,7) =exp ( (ko — 1z + — (k:o —1)%7 + lm‘) (1 —exp(x))T,
und fiir eine amerikanische Call-Option

) =exp (300~ D+ (b~ 127+ br ) (expla) = 1)

Die Endbedingung und die Randbedingungen lauten
u(z,0) = f(z,0), zeR,
und

Put:  lim (u(z,7)— f(z,7)) =0, lim u(x,7)=0,

Call:  lim w(z,7)=0, lim (u(z,7)— f(z,7)) =0.

7.3.2 Approximation mittels Finiten Differenzen

Fiir die Approximation des Komplementaritétsproblems (7.15) schrinken wir wie
in Abschnitt 6.2 das Losungsgebiet R x (0,7) auf das Rechteck (—a,a) x (0,7)
ein und definieren die Gitterpunkte
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zi=—a+ih (i=0,....,N), 75=sj (j=0,...,M)

mit den konstanten Schrittweiten h = 2a/N und s = T'/M. Approximieren wir
die partiellen Ableitungen in der Differentialungleichung u, — uz; > 0 wie in
Abschnitt 6.2 mit dem 6-Verfahren, erhalten wir fiir die Ndherungen w] von
u(x;,t;) das Differenzenschema

j+1 J I VO | J+l o g+l g+l
w; ' — w; 1_p w;_y — 2w; Wy Qwi_l 2wy wi g >0
T e - ‘! >0,

wobei 0 < 6 < 1, oder, mit den Abkiirzungen o = s/h? und w/ = (w{,...,
wh_ )" und den Matrizen

A = diag(—ab,2a0 + 1,—ab), (7.17)
B = diag (a(1—6),—2a(1 —-0)+1,a(1—10)) (7.18)

(siehe (6.19)) die Ungleichung
Aw’t > Buwl + &,
wobei der Vektor d/ die Randbedingungen enthilt:

a(l = 0)u(—a, 1) + cbu(—a, Tj41)
0
di = : . (7.19)
0
a(l —0)u(a, 1) + abu(a, Tj+1)

Die Ungleichung u — f > 0 kann diskret geschrieben werden als
wj-i-l _ fj-l—l > 0,
wobei [/ = (f(33177'j+1)7 e 7f(,1‘N71,7'j+1))T. '
Definieren wir ¥/ = Bw’ 4 d’ fiir gegebenes w’, lautet das diskrete Komple-

mentaritédtsproblem, das wir in jedem Zeitschritt 16sen miissen:

Suche w/*t € RV~ mit (7.20)

(ij+1 _ bj)T(,ijrl _ fj+1) =0, At — > (), wtl = fj+1 > 0.
7.3.3 Das Projektions-SOR-Verfahren

Wir wollen das Problem (7.20) losen. Um die Notation zu vereinfachen, lassen
wir die Indizes j und j + 1 in (7.20) fort:
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(Aw —b)"(w—f)=0, Aw—-b>0, w—f>0. (7.21)
Dieses Problem ist dquivalent zu (Ubungsaufgabe)
min{Aw — b,w — f} = 0. (7.22)

Wir suchen also eine Losung w € RN=1 50 dass w; = fi oder (Aw); = b;.

Gilt die letzte Gleichung fiir alle ¢ = 1,..., N — 1, konnen wir das lineare
Gleichungssystem Aw = b iterativ 16sen. Sei A = D — L — U die Zerlegung
von A = (a;j) in die Diagonalmatrix D mit Elementen aii,...,an—1,n-1, die
untere (lower) Dreiecksmatrix —L und die obere (upper) Dreiecksmatrix —U. Da
A symmetrisch und positiv definit ist, gilt a; > 0 fiir alle i. Eine naheliegende
Iteration ist das Jacobi- Verfahren:

LD _ pe <(L+ Uyw® 4+ b) . keN,.

Fiir k — oo erwarten wir, dass w® — w und damit w = D~*((L+ U)w +b) oder
Aw = (D — L — U)w = b gilt. Beachte, dass die Inverse von D sehr einfach zu
berechnen ist, da D~! nur aus den Diagonalelementen afll, R ajvl_L N1 besteht.
Ausgeschrieben bedeutet die obige Iteration:

k) _ 1 [ o™ Ly,
Wi Qi ;a”wj + 0

Da die Matrix A tridiagonal ist, besteht die Summe nur aus zwei Summanden.

gkﬂ) die Werte fwgk“), . ,wgirl) be-

. . . k+1
reits zur Verfiigung. Wenn wir annehmen, dass wj(- D den Wert w;j besser appro-

(k)

ximiert als w;, ist es sinnvoll, den Term Lw® durch Lw**Y zu ersetzen. Dies
fithrt auf das Gauf-Seidel- Verfahren:

Nun stehen bei der Berechnung von w

(k41) 1 i—1 (b41) N-1 ®

k+1 k+1 k

w; =— |- g ajjW; - g ajjw; " + b
i j=1 j=i+1

oder, kompakter formuliert,
wh+) = p-1 (Lw(kH) +Uw® b) . keN,.

Diese Methode wird durch das SOR-Verfahren verfeinert (,SOR steht fiir
successive overrelaxation):

Fire=1,...,N—1:

Zi(k) _ a;l(Lw(k—i-l) + Uw® +b);,
(k+1) _ w(k) I w(zgk) _ w(k)).

w;
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Fiir w = 1 erhalten wir das GauB-Seidel-Verfahren. Wahlen wir 0 < w < 1,
liegt der neue Iterationswert zwischen dem alten und dem neuen GauB-Seidel-
Wert; wir erhalten eine geddmpfte Iteration. Die Idee des SOR-Verfahrens lau-
tet, w > 1 zu wihlen und damit gewissermaflen ,,iibers Ziel hinauszuschieflen*.
Man kann zeigen, dass fiir 1 < w < 2 das SOR-Verfahren gegen die Losung des
linearen Gleichungssystems konvergiert und fiir ein optimal gewéhltes w weniger
Iterationsschritte als das GauB-Seidel-Verfahren benétigt, um eine vorgegebene
Fehlerschranke zu erreichen [97, 171].

Wie miissen wir das SOR-Verfahren abéndern, wenn nicht (Aw); = b; fir
alle 7 gilt? Hierfiir ist es zweckmé&Big, mit der Formulierung (7.22) zu arbeiten.
Mit der Zerlegung A = D — L — U ist (7.22) #quivalent zu

min{w — D™ Lw + Uw +b), w— f} =0

oder
w = max{D~Y(Lw + Uw +b), f}.

Dies motiviert die folgende Verallgemeinerung des SOR-Verfahrens, die man das
Projektions-SOR-Verfahren nennt:

Firi=1,...,N -1
Zlgk) _ a;il(Lw(k—l—l) + Uw® +b),, (7.23)

wEkH) = max{wl(k) + w(zi(k) — wgk)), fi}-

Liefert dieses Verfahren fiir £ — oo wirklich eine Losung des diskreten linea-
ren Komplementaritatsproblems (7.21)? Die Frage wird in dem Satz von Cryer
[53] positiv beantwortet.

Satz 7.5 (Cryer) Seien A € RIN=DX(N=1) cine symmetrische, positiv definite
Matriz, b, f € RN"1 und 1 < w < 2. Dann konvergiert die Folge (w™®))y,, definiert
durch (7.23), gegen die eindeutig definierte Losung von (7.21).

Der Satz behauptet neben der Konvergenz des SOR-Verfahrens die eindeuti-
ge Losbarkeit des linearen Komplementaritdtsproblems (7.21). Die Eindeutigkeit
beruht auf der Aquivalenz von (7.21) zu einem Minimierungsproblem &hnlich wie
(7.10).

Lemma 7.6 Die Probleme (7.21) und
Suche w € RN™Y mit w > f und

J(w) = gnzl? J(v), (7.24)

wobei J(v) = %UTAU — b, sind dquivalent.
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Beweis. Sei w eine Losung von (7.21) und sei v > f. Dann folgt

)= Jw) = So—w) Aw—w) ~ (4w 5w~ f)
+ (v—f)T(Aw —b) (7.25)
> —(Aw—b) (w— )+ (- ) (Aw—1b)

(da A positiv definit)
> 0 (wegen (7.21) und v — f > 0),

d.h., w 16st (7.24).

Sei w eine Losung von (7.24). Die Ungleichung w — f > 0 gilt nach Voraus-
setzung. Wir zeigen, dass auch Aw — b > 0 gilt. Definiere v := w + e, wobei
e > 0 und ey, der k-te Einheitsvektor des RV—1 seien. Dann ist v > w > f und

1 2
0<J(w) = J(w) =ee] Aw + 5526;14(% —eblep =e(Aw — b)y + %akk. (7.26)

Division durch € > 0 und der Grenzwert ¢ — 0 liefern 0 < (Aw — b). Da k
beliebig war, folgt die Behauptung. Es bleibt (Aw — b) " (w — f) = 0 zu zeigen.
Angenommen, es gelte (Aw — b);, > 0 und wyg > fi fiir ein k. Wihle dann € > 0
so klein, dass v := w — eeg, > f gilt. Dann ist

2
0< J() — J(w) = —e(Aw — b)y + %akk <0,

wenn wir € > 0 hinreichend klein wiihlen — Widerspruch. Also gilt (Aw —b); =0
oder (w — f) = 0 fiir alle k. Dies impliziert (Aw —b) " (w — f) = 0. O

Beweis von Satz 7.5. Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit einer Loésung von
(7.21). Seien w; und wy zwei Losungen von (7.21) bzw. (nach Lemma 7.6) von
(7.24). Dann ergibt eine Rechnung analog zu (7.25):

0 = J(wr)—J(ws)
= (w1 —wa) " A(wy — wa) — (Awa — b) T (wy — f) + (w1 — f) " (Awy — b)

Y

= —(w — w2)TA(w1 —wa) + (w1 — f)T(Aw2 —b)

v
— o

§(w1 — ws) " A(wy —wy) >0,
da A positiv definit ist. Dies impliziert
(w1 — wg)TA(wl - wg) =0

und damit wegen der positiven Definitheit von A sofort w; = wo.
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Wir zeigen die Existenz einer Losung von (7.21), indem wir die Konvergenz
der Folge w*) gegen eine Losung von (7.24) beweisen. Wir fithren den Beweis in
vier Schritten.

1. Schritt: Wir zeigen zuerst, dass fiir alle i, k ein w;;, € [0,w] existiert, so

dass

w(kﬂ) w(k) + wlk(zl(k)

Gilt némlich f; < w(k)+w( (k) w(k)) so folgt nach (7.23) z(kH) Z( )—Hu(zz(k)
(k))

w(k)) und wir kénnen w;; = w wahlen. Sei nun f; > w(k) + w(z; (k) —w;

i , also
w D — (k)

= fi. Wegen w;"’ > f; muss also zi(k) — Z( ) <0 gelten. Folglich ist
Wik = i f?
wl(k) . ZZ'(k)

wohldefiniert und 0 < w;; < w. Damit erhalten wir

0 4 o (8 ) Z f; gD

Y

also die Behauptung.
2. Schritt: Sei w®" der nach dem i-ten Teilschritt erhaltene Vektor aus der
Iteration (7.23), d.h.
; k+1 k+1 k k
wk) — (wg ), . ,wZ( ),wg_&, o ,wgvll)T.
Wir zeigen nun, dass die Folge (J;); konvergiert, wobei J; = J(w®?)) und j =
(N—-1)(k—1)+i,k>1,0<i<N — 1. Dazu bemerken wir, dass

w0 = (D FEINT =gy (k) (7.28)
und

wkd) _ pki=1) — (0, ... ’ij(k—&-l) —w® 0

i i s Uy .

L0 = (D —we,, (7.29)

wobei e; den i-ten Einheitsvektor bezeichne. Aufilerdem folgt aus (7.23):
aii (2" — w®) = —(Aw®) — p);. (7.30)
Mit diesen Vorbereitungen berechnen wir im Falle w;; > 0:
Ji—Ji = J®)) — ki)
_ %(w(k,i) — kD) T A(gpk) — gki=1)
+ (w®) — o ®D)T (k) _ p)

= Sl — ) @ ez~ wf®)
(wegen (7.29) und (7.30))

/9
) ( _ 1) (w Z(k"'l) wz(k))2 (wegen (7.27)) (7.31)
2 \wig

(2

IA
|
NE
VR
€|

- 1> (w(kﬂ) - wz(k))2 (wegen wi < w)

IN
L
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falls w < 2. Im Falle w;, = 0 folgt wgkﬂ) = wgk) und damit w*) = ki=1)

sowie J; — J;—_1 = 0. Da die Matrix A symmetrisch und positiv definit ist, kann
man leicht einsehen, dass (J;); nach unten beschriinkt ist (Ubungsaufgabe). Folg-
lich besitzt die monoton fallende und nach unten beschriankte Folge (J;); einen
Grenzwert.

3. Schritt: Wir zeigen, dass die Folge (w(k))

. )i konvergiert. Die Gleichung
(7.31) impliziert (fiir w;, > 0)

) = (- )
! ! aii(2/wip — 1) !
5 1/2
< 1 — .
- <mini aii(2/w — 1) (St JJ))
— 0

fiir k — oo bzw. j = j(k) — oo. Daraus folgt, dass (wgk))k fiir alle 7 eine Cauchy-

folge in R und damit konvergent ist. Den Grenzwert bezeichnen wir mit w;.

4. Schritt: Es bleibt zu zeigen, dass der Vektor w = (wy,...,wy_1)' das
lineare Komplementaritétsproblem (7.21) 16st. Der Grenzwert k& — oo in (7.23)
liefert

2= lim 2" = a; (Lw + Uw + b); = w; — az;* (Aw — b);

oz
und
w; = max{w; + w(z —w;), fi} =max{w; —wa;'(Aw —b);, fi}.
Daraus ergibt sich die Beziehung
min{wa;; ' (Aw — b);, w; — fi} =0,

die dquivalent zu dem linearen Komplementaritétsproblem (7.21) ist. Damit ist
der Satz bewiesen. O

7.3.4 Implementierung in MATLAB

Wir kehren nun wieder zuriick zu unserem Problem, den Preis amerikanischer
Optionen numerisch aus dem diskreten Komplementaritatsproblem (7.20) zu be-
stimmen. Die Projektions-SOR-Iteration (7.23) lautet fiir die konkrete Matrix A,
definiert in (7.17) (unter Fortlassung des Iterationsindex k):

: 1 : :
i J j .

4= o0 T1 (0‘9(“’@'71 +wj )+ bz) , (7.32)

wzj = max{wzj + w(zzj - wf), ff} (7.33)

Der Grundalgorithmus lautet also:
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Fiir alle Zeitschritte j =1,..., M :

e Definiere fzj = f(x,7;) gemaB (7.16).

e Sei w; gegeben (z.B. durch die Werte des vorherigen Zeitschritts).

e Definiere die Randwerte wy = fg, wy = fJ{,.

e Definiere b; = (Bw + d); gemé$ (7.18) und (7.19).

e Berechne z; und w; geméB (7.32) und (7.33) solange, bis
Konvergenz erreicht ist.

e Transformiere zuriick in die Originalvariablen.

Beispiel 7.7 Wir berechnen den Wert einer amerikanischen Put-Option mit
K =100, r=01, =04, T=1.

In Abbildung 7.3 sind die Preise dieser Put-Option und zum Vergleich die Prei-
se der entsprechenden européischen Put-Option dargestellt. Der freie Randwert
betrigt Sy ~ 67 (siche Bemerkung 7.9).

Der obige Algorithmus ist fiir das Crank-Nicolson-Schema im MATLAB-Pro-
gramm 7.1 ausgefiihrt. Das Programm liefert als Ausgabe eine Matrix [S;P;
loop], bestehend aus den Optionswerten P (2. Zeile der Matrix) zu den Basis-
werten S (1. Zeile) sowie dem Vektor loop der Anzahl der Iterationen zu den
einzelnen Zeitschritten (3. Zeile). Die Optionswerte konnen mit den Befehlen

100

- - - Payoff
90~ —— amerikanisch H
N - — européisch
80r

701

60

50

401

Optionspreis P

30(

20

10r

O L 1 1
0 50 100 150 200
Basiswert S

Abbildung 7.3 Preise einer amerikanischen und einer européischen Put-Option, jeweils
mit K =100, r=0.1,c =04 und T = 1.
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MATLAB-Programm 7.1 Die Funktion aput.m berechnet die Werte einer amerika-
nischen Put-Option mit der Crank-Nicolson-Diskretisierung und dem Projektions-SOR-
Verfahren.

function result = aput(K,r,sigma,T,omega)

a=25; N=100; M = 5;

TO = sigma”2xT/2; % transformierte Endzeit
h = 2*a/N; % Ortsschrittweite

s = TO/M; % Zeitschrittweite

% Abkiirzungen
alpha = s/h"2; k = 2*r/sigma”2;
x = [-a:h:al; S = Kxexp(x);

% Definition von £(i,j)
for j = 1:M+1
£(:,j) = exp(0.5%x(k-1)*x + 0.25x(k+1) "2x(j-1)*s*ones(1,N+1))’...
.*max (0,1-exp(x))’;
end
u = £(:,1)’; loop = zeros(1,N+1); 7% setzt M < N+2 voraus

% Projektions-SOR-Verfahren
for j = 1:M
u(1) = £(1,3+1); u(N+1) = £(N+1,j+1);
b(2:N) = (alpha/2)*(u(1:N-1)+u(3:N+1)) + (1-alpha)*u(2:N);
= (1-alpha)*u(1) + (alpha/2)*u(2) + (alpha/2)*(f(1,j)+£f(1,j+1));
b(N+1) = (alpha/2)*u(N) + (1-alpha)*u(N+1);
tol = 1e-10; error = 1;
while error > tol

error = 0;

for i = 2:N
z = ((alpha/2)*(u(i-1)+u(i+1))+b(i))/(alpha+l);
z = max(u(i) + omega*(z-u(i)),f(i,j+1)’);

error = error + (u(i)-z)"2;
u(i) = z;
end
loop(j) = loop(j) + 1;
end
end

% Riicktransformation
P = Kxexp(-0.25%(k+1) "2+T0) *exp (-0.5% (k-1) *x) . *u;
result = [S;P;loop];

P = aput(K,r,sigma,T,omega) ;
plot(P(1,:),P(2,:)), x1im([0 200])

gezeichnet werden.

In Abbildung 7.4 stellen wir die Anzahl der Iterationen zum zweiten Zeit-
schritt in Abh#ngigkeit des Relaxationsparameters w dar, erzeugt mit den MAT-
LAB-Befehlen
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w S [6))
o o o

Anzahl der lterationen

N
o

10

1 1.1 12 13 14 15 16 1.7 18

Abbildung 7.4 Anzahl der Iterationen zum zweiten Zeitschritt des Projektions-SOR-
Verfahrens in Abhéingigkeit des Relaxationsparameters w.

j=0;
for omega = 1:0.01:1.9
P = aput(XK,r,sigma,T,omega) ;
loop(j) = P(3,2); j = j + 1;
end
plot([1:0.01:1.9],1l00p)

Fiir das Gauf3-Seidel-Verfahren w = 1 sind n = 9 Iterationen erforderlich. Die
minimale Anzahl von Iterationen nmy,in = 6 wird erreicht, wenn wir w € [1.13, 1.15]
wéhlen. Das sind immerhin 1/3 weniger Iterationsschritte als beim Gauf-Seidel-
Verfahren. Der Wert npi, hdngt von den Spektraleigenschaften der Matrix des
entsprechenden Gleichungssystems ab (sieche Theorem 10.43 in [171] im Falle der
SOR-Methode); diese kénnen jedoch meist nicht einfach berechnet werden, so
dass npin im Allgemeinen experimentell bestimmt werden muss. O

Bemerkung 7.8 Der Algorithmus wird betrachtlich vereinfacht, wenn wir den
expliziten Fall § = 0 betrachten. Dann ist ndmlich A gleich der Einheitsmatrix
und aus der zu dem diskreten Komplementaritdtsproblem (7.20) dquivalenten
Formulierung

min{ Aw’ ™ — (Bw! + &), w’ ™t — 1} =0

folgt ‘ ‘ o
w ™ = max{Buw’ + &, fIT1} (7.34)
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oder ausgeschrieben

wﬁ“ = max{oz(wf_l—kwfﬂ)+(1—2a)wf,fg+l}, i=1,...,N—1,
wé“ = max{(1 — 20)w), + awl + af], gH},
Wit = max{(1 - 20)wl + awly_, +afl, ;5T

Dies bedeutet, dass der Vektor w/*! direkt aus w/ berechnet werden kann. Be-
achte, dass das explizite Finite-Differenzen-Verfahren zur Losung europdischer
Optionen nach Abschnitt 6.2 gerade w’™! = Bw/ + d’ lautet (siehe (6.18)). Das
entsprechende Programm kann also leicht abgeéndert werden, indem einfach die
Iteration w/*! = Bw/ + & durch (7.34) ersetzt wird. Allerdings besitzt das ex-
plizite Verfahren den entscheidenen Nachteil, dass der Quotient s/h? hinreichend
klein gew#hlt werden muss. U

Bemerkung 7.9 Beispiel 7.7 zeigt, dass ein préaziser Wert des freien Randwertes
S¢(t) nicht einfach zu bestimmen ist, da die Gebiete P = K — S und P >
K — S nicht einfach zu trennen sind. Fiir Zeiten nahe des Filligkeitstermins
sind analytische Approximationen von Sf(t) hergeleitet worden [16, 89, 134]. Zu
numerischen Techniken zur Bestimmung von Sf(t) siehe z.B. [6, 166, 226]. [

7.4 Strafmethoden fiir amerikanische Optionen

In vorigen Abschnitt haben wir die Black-Scholes-Ungleichung fiir die Bewertung
amerikanischer Optionen als das diskrete Komplementaritétsproblem

(Aw —b)"(w—f)=0, Aw—-0>0, w—f>0 (7.35)

formuliert, wobei w der transformierte Wert der amerikanischen Option zur Zeit
Tj41 ist, A = (a45) die (N — 1) x (N — 1)-Matrix (7.17), f die transformierte
Nebenbedingung zur Zeit 7j41 und b = Bw + d mit dem Optionswert w zur
Zeit 7, B die Matrix aus (7.18) und d der Vektor mit den Randbedingungen be-
deuten. Auflerdem haben wir dieses Problem mit der Projektions-SOR-Methode
numerisch gelost. In diesem Abschnitt stellen wir eine Alternative zur Losung des
linearen Komplementaritédtsproblems vor: die Strafmethode.

Die Idee dieser Methode ist es, die Ungleichung Aw — b > 0 durch eine
Gleichung zu ersetzen, in der die Restriktion w — f > 0 durch Einfithrung eines
Strafterms asymptotisch erzwungen wird:

Suche ws € RV ! mit
Aws — b — gs(ws) =0, (7.36)

wobei g5 : R — [0,00) und gs(ws) komponentenweise zu lesen sei:
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g5s(v) == (g5(v1),...,95(vn_1))" fiir v € RN 7L,

Die Funktion gs habe die Eigenschaft, dass im Grenzwert § — 0 die Gleichung
gs(ws) = 0 die Bedingung ws > f impliziert. Eine einfache Wahl ist etwa

a5(0) = 5(f )"

Damit wird (7.36) zu (f —ws)™ = §(Aws — b), und falls ws fiir 6 — 0 gegen w
konvergiert, folgt im Grenzwert (f —w)t =0, also w > f.

Die Gleichung (7.36) ist nichtlinear. Wir zeigen unten (siche Bemerkung
7.11), dass das Problem (7.36) eine eindeutige Losung besitzt. Numerisch kann
(7.36) mit der Newton-Methode gelost werden.

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass im Grenzwert § — 0 die Losung wjg tatséchlich
gegen die Losung w von (7.35) konvergiert. Zuerst beweisen wir, dass die nicht-
lineare Gleichung (7.36) #quivalent zu einer Minimierungsaufgabe ist.

Lemma 7.10 Sei G5 : R — R eine zweimal stetig differenzierbare und konveze
Funktion mit G = —gs. Dann sind die Probleme (7.36) und

Suche ws € RVN™1 mit
Js(ws) = min J5(v) (7.37)

veERN -1

dquivalent, wobei
1
Js(v) = J(v) + Gs(v) und J(v) = §UTA7) —b'w.

Beweis. Der Beweis verlauft ahnlich wie der Beweis von Lemma 7.6. Zuerst
bemerken wir, dass die Taylorformel und die Konvexitét von Gy fiir alle z,y € R
die Beziehung

Gs() = Gs(y) + Gi(u) (& — ) + 5 GHE) & — 9 > Goly) — 5(y)(x — )
fiir ein £ zwischen x und y und damit

Gs(x) — Gs(y) = —gs5(y)(z — y) (7.38)

implizieren.
Sei w = ws eine Losung von (7.36) und sei v € RN~1. Dann folgt

1

Js(v) — Js(w) —(v—w)"A(w —w) 4 (Aw —b) " (v — w) + Gs(v) — G5(w)

2

> gs(w)' (v —w) + Gs(v) — Gs(w)
(denn A ist positiv definit)

> 0 (wegen (7.38)).
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Also 16st w das Problem (7.37).

Sei umgekehrt w = w;y eine Losung von (7.37), sei ey der k-te Einheitsvektor
des RV=! und v = w=eey,. Dann erhalten wir nach einer Rechnung wie im Beweis
vom Lemma 7.6 (siehe (7.26)):

0 < Js(v) = Js(w)
2

= %akk + 5(Aw — b)k + G(g(w + €6k) — G(;(w)
2

< %akk + e(Aw — b)g F egs(w + ceg) ey

62

= e Te(Aw —b— gs(w £ eep))s.
Division durch € > 0 und der Grenzwert € — 0 ergeben
+(Aw —b—gs(w)) >0 firallek=1,...,N—1
und daher Aw — b — gs(w) = 0. O
Bemerkung 7.11 Der obige Beweis zeigt, dass das Funktional Js die Ableitung
Ji(v) = Av — b — gs(v), veRNTL
besitzt, denn mit D(v) := Av — b — gs(v) folgt fir e — 0

% (Js(v +eep) — J5(v) — 8D(v)Tek>

= Sanit 2 (Golo + cex) — Gis(o) + eg5(v)),, — O,

d.h., D(v) ist die partielle Ableitung 9.J5(v)/Ovg, und die Behauptung folgt.
Ubrigens ergibt eine dhnliche Rechnung wie oben, dass die zweite Ableitung

J!(v) = A+ GY(v) lautet (Ubungsaufgabe). Weil A eine symmetrische, positiv

definite Matrix ist, ist Js strikt konvex und besitzt ein eindeutig bestimmtes

Minimum. Dies ist gerade durch die Losung ws gegeben. Aus Lemma 7.10 folgt

die Existenz einer eindeutigen Losung von (7.36). O

Im Folgenden betrachten wir die spezielle Funktion

95(0) = 5 (F )" = 5 (= o)™, v — o)) T
Beachte, dass die Stammfunktion Gs(v) = —5||/(f — v) "3 nicht zweimal diffe-
renzierbar ist, so dass Lemma 7.10 und Bemerkung 7.11 nicht angewendet werden
kénnen. (Wir bezeichnen mit ||z||3 = Y, 2? fiir + € RV~! die euklidische Norm
im RY~1.) Wir beweisen hier nur, dass die Losung wj fiir § — 0 gegen die Losung
w des urspriinglichen Problems (7.35) konvergiert.
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Satz 7.12 Sei gs(v) = §(f —v)" und seien w die Lésung von (7.35) und ws die
Lésung von (7.36). Dann gilt

0 <w—ws <O||Af — b, (7.39)

wobei e = (1,...,1) € RV und || - |loo die Mazimumnorm, definiert durch
N-1 |vzl v e RN-L seien.

.....

Beweis. Wir zeigen zunichst die erste Ungleichung in (7.39). Aus Aw—b> 0=
gs(w) und Aws — b = gs(ws) folgt

Aws — w) < gs(ws) — gs(w).

Wir multiplizieren diese Ungleichung mit (ws—w)™ und benutzen, dass die Matrix
A symmetrisch, positiv definit und eine sogenannte L-Matrix ist (d.h., sie hat die
Eigenschaften a;; > 0 fiir alle ¢ und a;; < 0 fiir alle i # j):

al(ws —w)TI3 < ((ws —w)*) T A(ws — w)™

N-1
< (ws; — wi)+aii(w6,i — w;)

i=1
+ Z(w(;,i — wi)+aij(w5,j —wj;) (denn a;; <0, 1 # j)
i#j
= (w5 —w)") T A(ws — w)
< ((ws —w)™) " (g5(ws) — gs(w))
< 0,
denn g; ist monoton fallend. Die Norm || - ||2 bezeichnet die euklidische Norm.

Wir erhalten (ws — w)™ = 0 und daher ws — w < 0.

Fiir den Beweis der zweiten Ungleichung setzen wir v = w — 0||Af — b||sce.
Wir wissen, dass fiir gegebenes k entweder wy = fi oder wy > fi gilt. Sei zuerst
wg, = fx. Die L-Matrixeigenschaft von A impliziert (Aw); < (Af)k, denn

(Aw) = aprwy, + Y agjw; < aprfi + Y arjf; = (Af )
jk ik

wegen w; > f;j und ag; < 0 fiir j # k. Es folgt

(Av—=b—g5(v)), = (Alw—=I[[Af = blloce) = b — [|Af = bllce);
Af = O|Af = bllwAe = b — ||Af = bllce)y
Af =)k = [|Af = blloo

denn Ae > 0, da A strikt diagonaldominant)

IN A

(
(
(Af
(

IN
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Sei nun wy, > f. Dann gilt (Aw — b)x = 0 und

(Av —b—g5(v)), = (Aw=Db)r = ||Af = blloo(Ae)r — | Af = blloo
< 0

Insgesamt folgt also (Av — b — g5(v)); < 0 fiir alle k. Beachten wir auBerdem die
Gleichung (Aws — b — gs(ws))x = 0, so erhalten wir

(A(v = ws))r < (95(v) = ga(ws))k

fiir alle k. Multiplikation mit ((v — ws) ™), und Summation iiber alle k ergibt wie
im Beweis der ersten Ungleichung

(v —ws) ") A(v — wy)
((v—ws)™) T (gs(v) — gs(ws)) <0,

all(v —ws) "3 <
<

denn die Funktion g5 ist monoton fallend. Dies impliziert v — ws < 0. Der Satz
ist bewiesen. O

Die obige Wahl von gs ist naheliegend, hat aber den Nachteil, dass die Un-
gleichung ws > f nicht garantiert ist. Aus der Ungleichung (7.39) folgt ndmlich
nur

w5 > w — 3| Af —blloce > f — ]| Af — blloce.

Der Fehler kann beliebig klein gemacht werden, indem § klein genug gewéhlt wird.
Dennoch ist eine Approximation wiinschenswert, fiir die die Restriktion wg > f
erfiillt ist. Wir behaupten, dass die Wahl

(f —v)i
(f —v)7 + 02

gsi(v) =p |1+ i=1,...,N—1, (7.40)

fiir geeignetes p > 0 das Gewiinschte liefert.

Lemma 7.13 Sei ws eine Losung von (7.36) und sei gs durch (7.40) mit p >
|Af — bl definiert. Dann gilt
ws > f.

Beweis. Sei w eine Losung von (7.35). Wir behaupten, dass die Ungleichung
Aw —b—gs(w) <0 (7.41)

gilt, wenn wir p > ||Af —bl|oo wihlen. Gilt ndmlich wy > f, ist (Aw—>b); = 0 und
(Aw—b—gs(w))r = —gs(wg) < 0. Ist andererseits wy = f, so folgt wie im Beweis
von Satz 7.12 (Aw)y, < (Af) und daher (Aw—b—gs(w))r < (Af =0 —gs(fx) =
(Af —b)r — p <0. Aus (7.41) und (7.36) ergibt sich
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A(w — ws) < gs(w) — gs(ws).
Multiplizieren wir diese Ungleichung mit (w — ws)*, kénnen wir wie im Beweis
des vorigen Lemmas abschétzen:

afl(w—ws) T3 < ((w—ws)") T A(w — ws)
< ((w—ws)™) (gs(w) — gs(ws)) <0,

denn gs ist monoton fallend. Es folgt w — ws < 0 und ws > w > f, also die
Behauptung. O

Wir zeigen nun, dass die Lésung ws von (7.36) mit der Straffunktion (7.40)
gegen die Losung von (7.35) konvergiert.

Satz 7.14 Sei g5 wie in (7.40) mit p > ||Af — b||sc definiert. Dann gilt

2
fws = w2 < /£ V5.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass die Funktion G, definiert durch G5 = —gs,

N-1
GWO:@Z(U%+ U—w%wﬁ,veR“%
i=1

lautet. Fiir alle w > f ist daher die Ungleichung Gs(w) > pd erfiillt. Mit der
Taylor-Formel und Bemerkung 7.11 erhalten wir fiir einen Zwischenvektor &s:

J(ws) = J(w)+J'(w)" (w5 —w) + %(wa —w) " J" (&) (ws — w)

— J(w) + (Aw — b)T (ws — w) + %(mS — )T A(ws — w)

v

J(w) + (Aw = )T (w5 = f) + (Aw = 1) (f = w) + Sjeos — w3
> J(w)+ 5 ws - wlB,

denn nach Lemma 7.13 ist ws — f > 0, und es gilt (Aw —b) T (f —w) = 0. Folglich
erhalten wir

s — wll§ < (I ws) ~ J(w)).

Da ws nach Lemma 7.10 das Funktional Js minimiert, gilt Js(ws) < Js(w).
Ferner ist nach Definition von Js die Abschitzung J(ws) < Js(w;s) giiltig. Beide
Ungleichungen ergeben J(w;) < Js(w) und daher

2 2
s — wli3 < = (J5(w)  J(w)) = > Gg(uw).
Nun gilt w > f, also G5(w) < pd, und wir erhalten mit
2p
—w|2 < =55
ooy — w3 < 2

die Behauptung. U
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Bemerkung 7.15 (1) Ein Nachteil der Strafmethoden besteht darin, dass die
Ersatzprobleme fiir ,kleines“ § > 0 im Allgemeinen schlecht konditioniert
sind, d.h., die Matrix A + G¥(ws) kann eine sehr groBe Kondition haben.
Durch eine geeignete Wahl des Strafparameters § kann erreicht werden, dass
die Kondition des Strafproblems dieselbe ist wie das urspriingliche Problem.
Wir verweisen fiir Details auf Kapitel 8.3 in [93].

(2) Wir haben die Frage, unter welchen Bedingungen die Losung des diskreten
Komplementarititsproblems (7.35) gegen die Losung des kontinuierlichen
Komplementaritdtsproblems

(UT_sz)(u_f):Ov Ur — Uz >0, u—f>0

konvergiert, bislang ausgeklammert. Der Grund liegt darin, dass bei der-
artigen Problemen fiir die Losung u keine starken Regularitidtsresultate zu
erwarten sind und dass die fehlende Regularitéit die Abschitzung des Ab-
schneidefehlers wie in Abschnitt 6.2 nicht erlaubt. Ein Ausweg ist die Dis-
kretisierung des kontinuierlichen Komplementaritdtsproblems mit Finiten
Elementen. Dies erlaubt den Beweis der Konvergenz in geeigneten Sobolev-
R&aumen. Der technische Aufwand dieser Methode ist freilich héher als in
Abschnitt 6.2; fiir Details verweisen wir ebenfalls auf Kapitel 8 in [93].

(3) In der Arbeit [166] wird die Straffunktion gs(wy) = 6C/(wy 4+ — fi), wobei
C > 0 eine geeignet gewihlte Konstante ist, zur numerischen Lésung des
diskreten Komplementaritéitsproblems verwendet. Mit dieser Straffunktion
kann ebenfalls die Ungleichung ws > f bewiesen werden. O

Ubungsaufgaben

1. Beweisen Sie, dass Funktionen aus H'(—1,1) stets stetig sind, aber nicht
notwendigerweise im klassischen Sinne differenzierbar. (Hinweis: Bemerkung
7.2.)

2. Zeigen Sie, dass Funktionen u, v € H'(—1,1) partiell integriert werden kén-

nen:
1 1
/ wv'de = [uv]! —/ u'vdz.
-1 -1

3. Zeigen Sie, dass der Raum der Konkurrenzfunktionen
K={vel(-1,1):v(-1)=v(1) =0, v > f, v stiickweise C'}.

konver ist, d.h., es gilt fiir alle u, v € K und 0 < A < 1 die Beziehung
A+ (1— M e K.
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.Sei u € CY(—1,1) und es gelte

1
/ updxr > 0

-1

fiir alle ¢ € C°(—1,1) mit ¢ > 0 in [~1,1]. Zeigen Sie, dass dann u > 0 in
[—1, 1] folgt.

. Zeigen Sie, dass die beiden Formulierungen

(Aw—b)"(w—f)=0, Aw—-0b>0, w—f>0

und
min{Aw —b,w — f} =0

fiir A € R™™™, w, b, f € R™ dquivalent sind.

. Seien A € R™ ™ eine symmetrische und positiv definite Matrix, b € R"™ und

1
J(v) = §UTAU —b'v, veR™

Zeigen Sie, dass J nach unten beschrénkt ist, d.h., es existiert eine Konstante
¢ € R, so dass fiir alle v € R™ gilt: J(v) > c.

. Beweisen Sie, dass das Problem (7.10) eindeutig 16sbar ist.

. Ziel dieser Aufgabe ist die Bewertung einer russischen Option. Dies ist

eine amerikanische Option mit unbegrenzter Laufzeit. Zum Zeitpunkt der
Einlésung der Option wird der bis zu diesem Zeitpunkt maximale Kurs des
Basiswerts ausgezahlt. Wir nehmen an, dass auf den Basiswert kontinuier-
liche Dividendenzahlungen mit konstanter Dividendenrate Dy > 0 geleistet
werden. Ist J; = maxg<r<; Sr, so kénnen wir den Optionspreis V' dhnlich wie
bei asiatischen Optionen als Funktion von S und J betrachten: V = V (S, J).
Der Optionspreis héngt nicht von der Zeit ab, da der Zeithorizont unendlich
ist. Man kann zeigen, dass die Optionspriamie die Black-Scholes-Gleichung

1
50‘252‘/55 +(r—Dg)SVsg —rV =0, 0<S<J,

erfiillt, solange die Option gehalten wird [225]. Als Randbedingung ver-
wenden wir Vy(J,J) = 0. Da die Option gehalten wird, gilt auflerdem
V' > Payoff = J.

Es gibt einen freien Randwert, weil die Option sicher irgendwann ausgeiibt
wird. Wir nehmen an, dass V und V; = 0V/0J an dem Randwert Sy stetig
sind. Insbesondere gelte V' (Sy, J) = J.
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(a) Zeigen Sie, dass die obige Differentialgleichung fiir V' mit der Transfor-
mation V (S, J) = JW(£), £ = S/J, als das Randwertproblem

1
§¥§wg+wr—pwa%—mwu:m 0<&<,

mit Randbedingung W¢(1) = W(1) und mit W (&) = 1, We(&) = 0,
wobei &y = Sp/J, geschrieben werden kann.

(b) Bestimmen Sie die Losung (W(§),&p) des obigen Randwertproblems.
Hinweis: Probieren Sie den Ansatz W (§) = c£“.

(c) Wie lautet &y, wenn Dy = 07 Interpretieren Sie das Ergebnis.
9. Betrachten Sie das freie Randwertproblem

Vi—Vgg=-1, 0<S<S*t), t>0,
V(S,0) =0, 0<S <S8,
V(S*(t),t) =0, Vg(S*(t),t)=0, V(0,t)=t¢t, t>0.

Zeigen Sie, dass dieses Problem eine Losung der Form V(S,t) = tF(S/v/1),
S*(t) = an/t, besitzt. Folgern Sie, dass o die transzendentale Gleichung

1 2 « 2
—ae® /4/ ey =1
2 0

16st. Wie lautet die Formulierung des Problems als lineares Komplementa-
ritétsproblem?

10. Eine amerikanische Cash-or-nothing-Call-Option (oder binére Call-Option)
ist durch die Auszahlungsfunktion

B :S>K
a&ﬂ:{o;SEK

definiert. Zeigen Sie:

(a) Fiir den freien Randwert gilt S¢(t) = K fir allet <7

(b) Der Optionspreis erfiillt die Black-Scholes-Ungleichung mit den Rand-
bedingungen C(0,t) = 0 und C(K,t) = B und der Endbedingung
C(S,T)=0fir alle 0 < S < K.

(c) Transformieren Sie das Bewertungsproblem in ein lineares Komplemen-
taritdtsproblem.

(d) Schreiben Sie ein MATLAB-Programm zur Lésung des linearen Komple-
mentaritdtsproblems.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Seien C(S,t) bzw. P(S,t) der Wert einer amerikanischen binédren Call- bzw.
Put-Option, jeweils zum Ausiibungspreis K. Zeigen Sie die Put-Call-Paritét

C(S,t) = P(K*/S,t), 0<S<K,0<t<T.

Man kann zeigen, dass das folgende Resultat gilt: Jedes Iterationsverfahren
der Form
20+ = ) 4 v, k€ Ny,

konvergiert fiir alle Startwerte #(?) € R™ genau dann, wenn p(H) < 1 gilt
[97]. Hierbei seien H € R™" v € R", und p(H) = max{|\| : A\ Eigen-
wert von H} bezeichnet den Spektralradius von H. Fiir das Jacobi- und
das GauB-Seidel-Verfahren zur iterativen Losung des linearen Gleichungssy-
stems Az = b (siehe Abschnitt 7.3) betrachte die Zerlegung A = P — N
mit P = D (Jacobi) bzw. P = D — L (Gauf3-Seidel), wobei D die Matrix
der Diagonalelemente von A und —L deren untere Dreiecksmatrix seien. Das
Iterationsverfahren lautet dann

) = pIN(@®) +b), ke N
Zeigen Sie unter Verwendung des obigen Resultats:

(a) Seien A und P + PT — A symmetrisch und positiv definit. Dann gilt
p(P7IN) < 1.

(b) Sei A symmetrisch und positiv definit. Dann konvergiert das Gaufl-
Seidel-Verfahren.

(c) Die Matrix A sei strikt diagonaldominant, d.h. [a;| > >, [a;;] fir
alle : = 1,...,n. Dann konvergiert das Jacobi-Verfahren.

Eine Bermuda-Option ist eine amerikanische Option, die nur zu festen vor-
gegebenen Zeitpunkten vorzeitig ausgeiibt werden kann. Bewerten Sie ei-
ne Bermuda-Put-Option durch Modifikation des Projektions-SOR-Algorith-
mus’ in MATLAB.

Schreiben Sie ein MATLAB-Programm zur Bewertung amerikanischer Put-
Optionen mittels des expliziten Projektions-SOR-Verfahrens (siehe Bemer-
kung 7.8) fiir verschiedene Werte von s/h%, wobei s die Zeitschrittweite und
h die Basiswertschrittweite bezeichne.

Zeigen Sie, dass das Funktional Js, definiert in Lemma 7.10, die zweite Ab-
leitung JY(v) = A + G4(v), v € RV~ besitzt. Folgern Sie, dass Js ein
eindeutig bestimmtes Minimum besitzt.

Schreiben Sie ein MATLAB-Programm, das die nichtlineare Gleichung mit
Strafterm (7.36) 16st.
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In diesem Kapitel stellen wir einige weiterfiihrende Themen vor. In Abschnitt 8.1
erlautern wir Volatilitdtsmodelle. Zinsderivate werden in Abschnitt 8.2 diskutiert.
Eine Einfiihrung in die Bewertung von Wetter- und Energiederivaten wird in
Abschnitt 8.3 gegeben. Schliefflich definieren und bewerten wir in Abschnitt 8.4
Kreditderivate, die in der Finanzkrise ab 2007 eine grofie Rolle gespielt haben,
niamlich Credit Default Obligations (CDO). Wege zur besseren Beschreibung des
Korrelationsrisikos, dessen Unterschitzung eine der Griinde der Finanzkrise war,
diskutieren wir im abschliefenden Abschnitt 8.5.

8.1 Volatilititsmodelle

Die Ergebnisse aus Tabelle 4.1 zeigen, dass die Annahme einer konstanten Volati-
litdt im Black-Scholes-Modell nicht mit der Wirklichkeit {ibereinstimmt. Vielmehr
héngt die implizite Volatilitdt ojmp1 einer europdischen Call- oder Put-Option zu
einem festen Zeitpunkt t* mit dazugehorigem Aktienkurs S* nicht nur von der
Laufzeit T, sondern auch vom Ausiibungspreis K ab. Wir bezeichnen daher mit
Timpl = Oimpl (K, T; §*,1*) die eindeutige Losung von

Co=S5*®(d)) — Ke " T=d(dy), S*>0,0<t* <T,

mit dem aktuellen Marktpreis Cy der Option zum Zeitpunkt ¢t* < T, der Vertei-
lungsfunktion der Standardnormalverteilung

1 T
O(x) = \/ﬂ/ 6_82/2d8, z € R,

J In(S*/K) + (r +02/2)(T — t*)
1/2 oVT —t*
(siehe Satz 4.12 und Abschnitt 4.4.2).

In der Nicht-Konstanz der Volatilitdt spiegelt sich seit dem groflen Borsen-
crash vom Oktober 1987 die Annahme des Marktes wider, dass starke Kurs-
spriinge erheblich wahrscheinlicher sind als im stetigen Aktienkursmodell der
geometrischen Brownschen Bewegung vorgesehen. Somit preist der Markt Op-
tionen, deren Ausiibungspreise vom aktuellen Aktienkurs stark nach unten (Put-
Optionen) bzw. nach oben (Call-Optionen) abweichen, in der Regel mit einer
hoheren Volatilitét.

und

M. Giinther, A. Jiingel, Finanzderivate mit MATLAB®, DOI 10.1007/978-3-8348-9786-2_8,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2010
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8.1.1 Lokale und implizite Volatilititen

Konnen wir das Black-Scholes-Modell fiir eine européische Call-Option (bzw. Put-
Option) so modifizieren, dass es mit den am Markt zu beobachtenden impliziten
Volatilitéten iibereinstimmt? Wie wir nun zeigen werden, ist dies moglich, falls
wir das Aktienpreismodell (4.11) durch den Drift-Diffusionsprozess

dS; = MStdt + J(St, t)Stth (81)

mit lokalen Volatilititen o (S, t) ersetzen. Arbitrage-Freiheit des Marktes voraus-
gesetzt, bleibt die Herleitung der Black-Scholes-Gleichung fiir einen européischen
Call in Abschnitt 4.2 giiltig. Es ist lediglich im Black-Scholes-Problem (4.18)-
(4.20) die konstante Volatilitdt o durch die lokale Volatilitét o(.S,t) zu ersetzen.

Aber wie ist 0(S5,t) zu wihlen, um Konsistenz mit den am Markt zu beob-
achtenden impliziten Volatilitéiten zu erhalten? Wir behaupten, dass wir allein
aus der Kenntnis der impliziten Volatilitéten oimpi (K, T; S*,t*) zu festem Zeit-
punkt t* mit dazugehorigem Aktienkurs S* fiir alle Ausiibungspreise K > 0 und
Laufzeiten T' € [t*, 7| eindeutig die lokalen Volatilitdten o (5, t) fiir alle S > 0 und
t € [t*, 7] bestimmen konnen [9, 66].

Hierzu schreiben wir zunéchst (wie in Gleichung (4.31)) den fairen Opti-
onspreis fiir einen européischen Call mit Ausiibungspreis K und Laufzeit T als
diskontierten Erwartungswert

C(S,t; K, T) = e "(T1) / (8" — K)Tf(S,t;5,T)dS" (8.2)
0

mit der (um den Faktor S’ ergéinzten) Wahrscheinlichkeitsdichte f der Lognor-
malverteilung (siche Bemerkung 4.13). Eine Rechnung zeigt, dass diese Dichte
zum einen der Fokker-Planck-Gleichung

Of(S,t;8,T) d(S'f(8,t;58,T)) 18%0*(S", T)(S)*f(S, 45, T)]
or " 25’ w3 (52

=0 (8.3)

fiir festes (S,t) und 7' > ¢ geniigt [128, 167]. Zum anderen erhalten wir durch
zweimaliges Differenzieren von (8.2) beziiglich K eine explizite Darstellung der
Dichte
9*C(S,t; K,T)
OK? ’
in Abhéngigkeit vom Optionspreis. Diese explizite Darstellung fiir die Dichte,
eingesetzt in die Fokker-Planck-Gleichung (8.3), ergibt nach einer kleinen Rech-
nung, mit der Abkiirzung C = C(S,t; K,T) und der Bezeichnung K anstatt S,
die Gleichung

F(S, 6 K, T) =T (8.4)

0? (ac oCc 1, ,0°C

arz \ar 7Kg — 37 DK aKz) =0
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Zweimalige Integration beziiglich K und Verwendung der asymptotischen Bezie-
hungen limg o, C = limg .o OC/OK = 0 impliziert

1
Cr+rKCg — 502(1(, T)K?Cgy =0,

wobei wir wieder Indizes fiir partielle Ableitungen verwenden. Nach den lokalen
Volatilitaten aufgelost folgt die sogenannte Dupire-Gleichung

K
o(K,T) = ,/2%, (8.5)

wobei die Funktionen auf der rechten Seite an der Stelle (S*,t*; K, T') auszuwerten
sind. Mit dem Bezeichnungswechsel (.5, t) fiir (K, T') kénnen wir die lokalen Volati-
litéiten auch als Funktion der impliziten Volatilititen ©(S,t) := oimp (S, t; 5%, t*)
schreiben:

o(5,) = 20 £ 9/~ F) + 2565 (8.6)
T\ 52 [ess —divE— 0% + (1/(SvVE- 1) + d1©5)?/0]

mit dy = (In(S*/S) + (r + ©2/2)V/t — %)/ (0t — t*). Dies folgt aus (8.5) unter
Beriicksichtigung der Abhéngigkeit C' = C(oimp1) (Ubungsaufgabe). Wir kénnen
unsere Ergebnisse im folgenden Satz zusammenfassen (vgl. Proposition 1 in [9]).

Satz 8.1 Der Aktienkurs S geniige der Ito-Differentialgleichung (8.1). Falls wir
zu einem festen Zeitpunkt t* und zugehorigem Aktienkurs S* fiir alle Ausiibungs-
preise K > 0 und Fdlligkeiten T € [t*, 7] eines europdischen Calls am Markt

arbitrage-freie Preise C(S*,t*; K,T) beobachten kénnen, so ist die eindeutige
Wahl (8.5) bzw. (8.6) fir die lokalen Volatilitaten mit dem Markt konsistent.

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass o eine reelle Zahl ist, d.h., dass in (8.5) der
Zahler nichtnegativ und der Nenner positiv sind. Der Nenner ist wegen (8.4) po-
sitiv, und die Nichtnegativitdt des Zahlers ergibt sich fiir € > 0 aus der Beziehung

C(S*,t";Ke"™, T +¢) > C(S*,t"; K, T),
denn diese ist dquivalent zu
é (C(S*, 1% Ke'™, T + &) — C(S*, t*; K, T)) > 0,
und im Grenzwert € — 0 erhalten wir
rKCg(S*,t", K,T)+ Cp(S*,t"; K,T) > 0,

woraus die Behauptung folgt. O
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In der Praxis verfiigen wir jedoch nicht iiber eine lokale Volatilitatsfliche
{(K,T,0(K,T)): O(K,T) = 0imp1 (K, T; S*,t*), K >0, T € [t", 7]}

wie in Satz 8.1 vorausgesetzt, sondern nur iiber wenige diskrete Werte (K, T;;
C(S*,t*; K;,T;)), aus denen wir die impliziten Volatilititen (K;,T;;0(K;,T;))
bestimmen kénnen. Das Problem besteht nun darin, aus diesen wenigen Punk-
ten durch Interpolation und Extrapolation die gesamte lokale Volatilitdtsflache
sowie die partiellen Ableitungen Cp,Cg und Ckg bzw. Op,0g und Oxgx zu
rekonstruieren. Dieser Ansatz ist sehr problematisch, da die Daten moglicher-
weise fehlerbehaftete Informationen enthalten, jedoch schon kleinste Anderungen
in den Daten wegen der Ableitungen zu sehr grofien Anderungen in der Lésung
fiihren kénnen. Man sagt, das Problem, aus der Kenntnis weniger Daten die lokale
Volatilitétsfliche zu rekonstruieren, ist schlecht gestellt (vgl. [96]).

Andere Ansitze zur Berechnung der lokalen Volatilitédtsfliche beruhen auf
einer Kombination von Crank-Nicolson-Verfahren und der Bestimmung diskreter
lokaler Volatilitdten an den Diskretisierungspunkten [9], der Regularisierung des
schlecht gestellten Problems durch Entropie-Minimierung [13] und Glattheitsfor-
derungen [136] oder der Tikhonov-Regularisierung mit Gradienten-Strafterm [52].
Wir wollen im Folgenden einen Ansatz von Coleman et al. [48] ndher betrach-
ten, der auf einer inversen Spline-Approximation der lokalen Volatilitéatsflache
beruht. Die diesem Ansatz inhérente Glattheitsforderung stellt eine implizite Re-
gularisierung des schlecht gestellten Problems dar, aus wenigen Daten die lokale
Volatilitétsfliche zu rekonstruieren.

8.1.2 Rekonstruktion der lokalen Volatilitidtsfliche

Die Darstellung (8.5) bzw. (8.6) zeigt, dass unter der Annahme einer glatten
Funktion C(K,T) := C(S*,t*; K,T) fur eine européische Call-Option in Ab-
héngigkeit vom Ausiibungspreis K und von der Laufzeit T auch die lokale Vola-
tilitatsflache glatt ist. Es macht daher Sinn, die Gleichung

Cj(Kj,T‘j;O'):C(Kj,Tj), jzl,...,N, (87)
im Raum V = C?(Q) der zweimal stetig differenzierbaren Funktionen zu lésen,

wobei 2 = (0, 00) x (t*, 7). Hierbei bezeichne C;(K;,Tj;0) := C(S*,t*; K;,T;,0)
die eindeutige Losung der verallgemeinerten Black-Scholes-Gleichung

1
Cy + 5a2(5, )S%Css 4+ rSCs —rC' =0, S>0, t* <t < Ty, (8.8)

mit Endbedingung
C(S,T;) = (S — K;)T, S >0, (8.9)

und Randbedingungen
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C(0,t) =0, lim (C(S,t)—8)=0, t*<t<T; (8.10)

S—oo

zum Zeitpunkt t* mit dazugehorigem Aktienkurs S*, d.h., C;(K;,T};0) ist der
faire Preis eines européischen Calls mit Ausiibungspreis K; und Verfallstag Tj
zum Zeitpunkt ¢*, falls die Aktienkursdynamik der Ito-Differentialgleichung (8.1)
geniigt. Die Daten sind durch C(Kj,T;) gegeben.

Das Interpolationsproblem (8.7) kénnen wir in ein dquivalentes Optimie-
rungsproblem fiir Funktionen ¢ : 2 — R transformieren:

N
Topt 1= argmin Y _ |Cy(K;, Ty; 0) — C(K;, Ty),
eV j=1
oder besser — um die Nicht-Differenzierbarkeit der Betragsfunktion zu umgehen
— als variationelles Ausgleichsproblem formulieren:

N
Topt = argl"{l/inz (C5(K;, Tj; 0) — C(K;, Ty)). (8.11)
(S j=1

(Das Argumentminimum argmin liefert dasjenige o, das die Summe minimiert.)
Da in der Praxis die Anzahl N der beobachteten Marktdaten C(Kj,T;) sehr
klein, aber auf jeden Fall endlich ist, hat die Aufgabe (8.11) in der Regel unend-
lich viele Losungen. Ein Ausweg aus dieser Unterbestimmtheit besteht darin, vom
unendlich-dimensionalen Raum V' zu einem endlich-dimensionalen Unterraum V,,
iiberzugehen. Coleman et al. [48] schlagen hierfiir aufgrund seiner Bestapproxi-
mationseigenschaft den Raum der bikubischen Spline-Funktionen mit natiirlichen
Randbedingungen zu m Knoten (S'j, tj), j=1,...,m, vor. Der Raum V,, ist da-
bei durch folgende Eigenschaften charakterisiert [56, 60]:

(1) Die Interpolationsaufgabe
f(Sj,tj):5j, j=1...,m, (8.12)

ist fiir f € V,,, eindeutig 16sbar; der entsprechende interpolierende kubische
Spline sei mit p(S,t;7) := f(S,t) bezeichnet.

(2) Der Spline-Interpolant p(S, ¢; &) minimiert das Funktional (genauer: die H?2-
Seminorm)

1/2
| fla2(0) = < /Q (fés + f& + f2) det)

beziiglich der Funktionen f € V unter der Interpolations-Nebenbedingung
(8.12).
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Damit konnen wir das unendlich-dimensionale variationelle Ausgleichsproblem
(8.11) in ein endlich-dimensionales nichtlineares Ausgleichsproblem

Ci(K1,Tv;p(-,50)) — C(K1,Th)
Oopt = argmin ||F(3)[5, F(5):= :
ge

. On(En, Tn;p(-, 7)) — C(Kn, T)
(8.13)
mit der euklidischen Norm || - ||2 iiberfithren.
Als numerisches Losungsverfahren bietet sich das in Kapitel 4.3 bereits ein-
gefiihrte GauB-Newton-Verfahren zur Losung von nichtlinearen Ausgleichspro-
blemen an. Beginnend mit einem Startwert 6(°) beschaffen wir uns iterativ neue

Approximationen fiir £k = 0,1, 2, ... durch Losen des linearen Gleichungssystems
F’(a—(k))TF’(a—(k))Aa-(k) — _F’((}(k))F(a-(k))

und Definieren von 11 := ) + Ag(*) Im Fall N = m kénnen wir sogar mit
(F'(&*))T)~! durchmultiplizieren und erhalten

F'(e®)ng®) = —p(a®).

Dabei ist fiir jede Auswertung von F' die simultane Losung von N End-Randwert-
problemen (8.8)-(8.10) zu Daten K, Tj und lokaler Volatilitéit p(S, ¢, 5*)) nétig.
Die Jacobi-Matrix F’ kann mittels automatischer Differentiation [91], einfacher
Sekanten-Verfahren [77] oder auch per numerischer Differentiation berechnet wer-
den. Im letzten Fall benétigt man fiir jede der N Daten C(Kj,T;) die Losung
von m End-Randwertproblemen (8.8)-(8.10) mit leicht geéinderten lokalen Vola-
tilitdtsfunktionen p(S,t; 6 + §). Sowohl die Berechnung von F als auch von F” ist
iibrigens leicht zu parallelisieren.

Bemerkung 8.2 (1) Aufgabe (8.13) beschreibt ein nichtlineares inverses Pro-
blem: Aus der Kenntnis von N Beobachtungen C(K;,T}), j =1,..., N, wol-
len wir auf die unbekannte, nicht direkt beobachtbare Funktion o : Q@ — R
schlieflen; diese geht nichtlinear in das End-Randwertproblem (8.8)-(8.10)
ein, welches wiederum die fairen Optionspreise determiniert, die mit den
beobachteten N Marktpreisen in einem arbitrage-freien Markt tibereinstim-
men. Derartige Probleme sind in der Regel schlecht gestellt [146]; jedoch
kann die dem Spline-Ansatz zugrundeliegende Glattheitsforderung als im-
plizite Regularisierung des Problems betrachtet werden, d.h., oopt in (8.13)
héngt nicht sehr sensitiv von den Daten C(Kj,Tj) oder von Rundungsfeh-
lern ab. Sensitiv ist jedoch die Wahl des Raumes V,,, insbesondere die Wahl
der Spline-Knoten [48].

(2) Der Ansatz (8.13) zielt nicht darauf, das Interpolationsproblem (8.7) zu l5sen
(was bei fehlerhaften Marktdaten auch wenig Sinn macht), sondern liefert
mit p(S,t; 00pt ) eine Rekonstruktion der exakten lokalen Volatilitétsfldche,
die im Sinne eines minimalen Residuums F'(7) optimal ist.
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(3) Um die unterschiedliche Giite der N Daten in den Ansatz einzubeziehen,
konnen wir das Residuum mit einem (komponentenweise positiven) Ge-
wichtsvektor w geeignet gewichten, d.h., wir ersetzen die Komponenten F}
von F' durch die skalierten Komponenten w;F.

(4) Liegen Kenntnisse iiber minimale und maximale Volatilitéten vor, so kénnen
wir das nichtlineare Ausgleichsproblem (8.13) mittels der Nebenbedingung

Omin < 0 < Omax

zu einem restringierten Optimierungsproblem erweitern.

(5) Ist die Anzahl m der Knoten sehr viel grofler als die Anzahl N der Daten,
erhalten wir ein unterbestimmtes Problem. Eine zusétzliche Regularisierung,
etwa die Addition des Terms

)\/Q ’g];(S,tﬁ)’Qdet

zu ||F(7)|% in (8.13) kann hier Abhilfe schaffen (siehe (8.19) zur Definition
von p(S,t;7)). Je nach Wahl des Regularisierungsparameters A wird zusétz-
lich die erste Ableitung der lokalen Volatilitdtsfunktion mehr oder weniger
minimiert.

(6) Oft beobachtet man am Markt eine Spanne [C} min, Cjmax] zwischen Ange-
bots- und Nachfragepreis anstatt eines Marktpreises C(Kj,T;). Hier gibt es
zwei Moglichkeiten. Zum einen kann man mit einem mittleren Preis arbeiten,
d.h. C(K;,T;) als 3(Cjmin + Cjmax) definieren, und Aufgabe (8.13) losen.
Die Vorgehensweise beim Ausgleichsspline [174] (vgl. auch Abschnitt 8.2.4)
dagegen legt eine andere Vorgehensweise nahe: Man ersetzt F;(d) in (8.13)
durch

= GG Tip(,59)) = 5(Chmin + Climax)
F(@) = L /N(Cy s — Cimin)
2 J,max 7,min

Diese Definition ist folgendermafien motiviert. Die Werte C; (K, Tj; p(-, ;7))
sollten im Intervall [C min, Cjmax] liegen:

< (Cj,max - C'j,min)-

N

_ 1
‘Cj(Kja Tj;p('y g U)) - §(Cj,min + C',max)

Wir fordern dies nur im Mittel:
al 1 2 N )
Z (Cj(Kj, T’j;p('a B U)) - i(Cj,min + Cj,max)) < Z(Cj,max - Cj,min) .
=1
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Diese Forderung ist dquivalent zu Hf(&)”% <1, wobei F = (Fy,...,Fy)T.
Diese Ungleichung formulieren wir mit einer sogenannten Schlupfvariablen
z € Rals |[F(5)]|3+ 22 — 1 = 0, dhnlich wie beim Simplexalgorithmus (siehe
Abschnitt 7.4 zu einer verwandten Strategie mit Straftermen). Schliefflich
16sen wir das Minimierungsproblem

7op. = argmin (Ip(- ) i) + MIF@)IE + 2~ 1) (8.14)
mit einem Lagrange-Parameter \. O

8.1.3 Duplikationsstrategie und Marktpreis des Volatilitéitsrisikos

Wir betrachten einen ersten, auf der Duplikationsstrategie aufbauenden Ansatz
zur Optionspreisbestimmung iiber die Losung eines End-Randwertproblems para-
bolischer Differentialgleichungen. Nun ist ,, Volatilitat“ als unbhéngige Grofle kein
handelbares, geschweige denn ein gehandeltes Wertpapier. Damit wir aber auch
das Volatilitétsrisiko in unserer Duplikationsstrategie eliminieren kdnnen, erwei-
tern wir das Portfolio Y, bestehend aus c¢;(¢) Anteilen einer Option V(S5,0,1t)
und cz(t) Anteilen eines Basiswerts S, um ein zusétzliches Wertpapier, etwa um

eine weitere Option ‘7(5, o,t) auf denselben Basiswert, aber mit unterschiedlicher
Laufzeit:

Y =c1(t)V(S,0,t) + c2(t)S — V(S,0,t).

Wir setzen wie in Abschnitt 4.2 voraus, dass dieses Portfolio risikolos und selbstfi-
nanzierend ist. Dann erhalten wir die folgende stochastische Differentialgleichung

dY = c1(t)dV (S, 0,t) + ca(t)dS — dV (S, 0, 1),

aus der sich mit der mehrdimensionalen It6-Formel (4.65), angewandt auf dV" und
dV, die Beziehung

-1 _ _ 1 .~
ay = «f(t) (VZ + §G2S2V53 + poqSVsy + 2q2VM> dt
I 90 1,
—(Vi+ 50’ S“Vss + poqgSVss + iq Voo | dt
+ (Vs = Vs + ea(t)) dS + (e1 ()T — Vo)do

ergibt. Wir erinnern, dass ¢ = ¢(S, 0,t) in (8.23) definiert ist. Die Annahme eines
Portfolios ohne zufillige Schwankungen fithrt auf die Wahl

at) =V, Vi, ca(t) = Vs —c1(t)Vs.

Da das Portfolio risikolos ist, d.h.
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dY =rYdt = r(c1(t)V + c2(t)S — V)dt,
ergibt Gleichsetzen der beiden Ausdriicke fiir dY:
Vi + %02S21~/55 + poqgSVsy + %q21~/w +rSVs —rV
Vs

Vi + %0'252‘/55 + poqSVs, + %qQVM +rSVsg —rV
V, '

Die linke Seite hdngt nur von 17, aber nicht von V' ab; analog héngt die rechte
Seite nur von V', jedoch nicht von V' ab. Daher miissen beide Seiten konstant in
V und V sein. Wir nennen die Konstante v (beachte, dass v im Allgemeinen von
S, o und t abhéingt) und erhalten

1 1
Vi + 502521/55 + poqSVss + §q2Vgg +rSVs —rV =~V,. (8.15)
Somit liefert die Duplikationsstrategie fiir den fairen Optionspreis V' ein para-

bolisches End-Randwertproblem, bestehend aus der Differentialgleichung (8.15),
dem Endwert

V(S,0,T)=(S—K)", §>0,0>0, (8.16)
und den Randbedingungen
V(0,0,t) = 0, o>0, (8.17)
lim (V(S,0,t)—S5) = 0, o>0, (8.18)
S—o0
(Vi+ 3¢*Voo +75Vs =1V —=3V5) | __, 0, S>0, (8.19)
lim (V(S,0,t) — S) 0, S>0. (8.20)

g—00

Die Begriindung der Wahl der Randbedingungen iiberlassen wir den Leserinnen
und Lesern als Ubungsaufgabe.

Das System (8.15)-(8.20) ist jedoch nicht geschlossen; die Funktion ~ =
(S, 0,t) ist noch zu bestimmen. Hierzu hilft uns die Interpretation von A :=
(p+7)/q als Marktpreis des Volatilititsrisikos. Betrachte hierzu das (selbstfinan-
zierende) Portfolio aus einer Option und ¢(t) Anteilen verkaufter Basiswerte:

Zy =V —c(t)S.
Wiihlen wir wie in Abschnitt 4.2 ¢(t) = Vg, so folgt aus (8.15) und (8.23)
A7 = dV —VsdS
= <Vt + %0252‘/55 + poqSVs, + ;q2vgq> dt + Vydo

= ((y+p)Vy —rSVs +1V)dt + qV,dW?
= q\V,dt + V,dW®) + r(V — SVs)dt,
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also
dZ — rZdt = qVy(Adt + dW ).

Die rechte Seite stellt die iiber den risikolosen Zinssatz r liegende Verzinsung die-
ses Portfolios dar. Was heifit das? Fiir jede Einheit von Volatilitdtsrisiko erhalten
wir zusétzlich zur risikolosen Verzinsung noch A Einheiten zusétzlichen Erlos fiir
die Ubernahme des Volatilitétsrisikos. Daher ist es naheliegend, A als Vielfaches
von ¢ zu wiahlen. Die entsprechende Proportionalititskonstante kann dabei im
Prinzip aus einem volatilitdtsabhéngigen Wertpapier bestimmt werden.

Bemerkung 8.3 (1) Die Grofle —y = p — Aq stellt die risikolose Driftrate der
Volatilitit dar, die (anstatt p) in unserem Zwei-Faktoren-Modell (8.22)-(8.23)
zu verwenden ist.

(2) Ist V/(0,t) der Preis einer Option, die nur von der Volatilitét o und der Zeit
t abhéngt, so kénnen wir die Differentialgleichung (8.15) formulieren als

1
Vi + §q2v£,a +(p— AV, —7V =0, (8.21)

wobei p und ¢ in (8.23) definiert sind. Dieses Resultat gilt auch, wenn o
nicht die Volatilitdt, sondern etwa eine Zinsrate bedeutet (siehe Abschnitt
8.2). O

8.1.4 Stochastische Volatilitidt und Positivitit

Die am Markt zu beobachtende Nicht-Konstanz der Volatilitdt kann auch da-
durch in der Modellbildung beriicksichtigt werden, dass fiir die Volatilitit eine
stochastische Differentialgleichung und damit ein Zwei-Faktoren-Modell fiir die
Dynamik des Aktienkurses zugrundegelegt wird:

dS = pSdt+ oSdw®, (8.22)
do = p(S,0,t)dt+ q(S,0,t)dW?, (8.23)

mit Korrelation dWMdW®?) = pdt (siche (4.64)). Die Kalibrierung des Modells
beruht hauptsichlich auf einer geeigneten Wahl der Ansatzfunktionen p und gq.
Fiir die Wahl
k(0 — o?) — v?/4 v

20 173
etwa ergibt sich mit Hilfe des Lemmas 4.6 von It6 das schon aus den Abschnitten
4.5.5 und 5.5 bekannte Heston-Modell (mit dem risikolosen Zinssatz r statt der

Driftrate u des Aktienkurses):

p:

dS = rSdt+ oSdwW, (8.24)
do? = k(0 —o?)dt +vedW®, (8.25)
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Man kann zeigen (vgl. [118]), dass der stochastische Prozess o7 genau dann ana-
lytisch positiv ist, d.h. P({o? > 0Vt > 0}) = 1, falls die Modellparameter die
Abschitzung

260 > v

erfiillen — andernfalls ist die Wahrscheinlichkeit nicht null, dass zu einem Zeit-
punkt ¢ > 0 der Prozess o7 den Wert null erreicht.

Wie in Kapitel 5 beschrieben, kénnen wir den fairen Preis fiir eine Option
auf einen Basiswert, dessen Dynamik durch (8.22)-(8.23) bzw. (8.24)-(8.25) be-
schrieben wird, mit der Monte-Carlo-Simulation bestimmen. Hierzu sind wir auf
numerische Integrationsverfahren fiir stochastische Differentialgleichungen ange-
wiesen, die jedoch im Allgemeinen die Positivitét (bzw. die Nicht-Negativitét)
eines stochastischen Prozesses nicht erhalten. So liefert z.B. das Euler-Maruyama-
Verfahren die numerischen Diskretisierungen

UZZ_H =02 + k(0 — o?) Nt + u\/aZ?AVVi@)
an den Zeitpunkten t;11 = to + (i + 1)At, die fiir

02 + k(0 — o?) 0t

AW? < —

2
Vy/O;

trotz o7 > 0 eine negative Approximation O'?_H liefern! Einfache Auswege aus
diesem Dilemma sind etwa das Spiegeln der Losung an der Achse 02 = 0, was auf

die Iterationsvorschrift

o + k(0 — o}) Nt + vy T2 AWE

2 _
Oiv1 =

fithrt, oder die Ablehnung aller Realisierungen des Wiener-Prozesses AVVZ@) , die
auf einen negativen Wert 012 ", 1 fiihren. Diese Methoden liefern zwar einen positiven
Prozess; es ist jedoch zweifelhaft, ob derartige Prozesse zulédssige Realisierungen
eines Pfades von (8.25) darstellen oder iiberhaupt ein konvergentes numerisches
Verfahren liefern.

Was wir benotigen, sind positivitdtserhaltende numerische Integrationsver-
fahren:

Definition 8.4 (Schurz [197]) Sei X; ein positiver stochastischer Prozess, d.h.
P{X: >0Vt > 0}) = 1. Dann ist das numerische Integrationsverfahren mit den
Approzimationen X,, fir X;, positivitdtserhaltend genau dann, falls gilt:

P{Xp+1>0]X,, >0})=1 fir allen €N.



238 8 Einige weiterfiihrende Themen

In diesem Sinne ist das Euler-Maruyama-Verfahren also nicht positivitdtserhal-
tend fiir das Zwei-Faktorenmodell (8.25). Wie sieht es mit dem Milstein-Verfahren
aus? Eine einfache Rechnung analog zum Euler-Maruyama-Verfahren zeigt, dass
fiir

2 — 0?2
AW? < min _oi TR0 U’)At, VAL

2
Vy/O;

trotz positivem Anfangswert aiz eine negative Approximation Ji2+1 erzeugt wird.
Ein Schritt des Milstein-Verfahrens fiihrt jedoch auf positive Approximationen,
angewandt auf die (skalare) stochastische Differentialgleichung

falls der Diffusionsterm, der Anfangswert und die Schrittweite Ungleichungsbe-
dingungen erfiillen:

Satz 8.5 Das Milstein- Verfahren, angewandt auf (8.26), ist positivititserhaltend,
falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

bW (z) > O, (8.27)
b()

20 (z)’

| 2 (. )

Al < J W) — 2a(@) < wm)‘ (8.29)

Die letzte Bedingung ist nur notwendig, falls der erste Term positiv ist.

xr >

(8.28)

Beweis. Mit 2 = X; definieren wir g(z) := b(z)z + 3b(z)V'(z)2? und kénnen
einen Schritt des Milstein-Verfahrens schreiben als

Xit1=x+ (a(x) — ;b(aj)b'(x)) At 4+ g(AW;).

Die Funktion g¢(z) besitzt wegen (8.27) ein globales Minimum, das fiir z =
—1/V(x) angenommen wird: g(z) = —b(x)/(2V'(z)). Damit kénnen wir X;41
abschétzen durch
1 b(x)
Xi1 > o+ (a($) — 2b(;v)b’(x)> Nty — 2(x)
Nun hilft eine Fallunterscheidung weiter. Fiir den Fall b(z)b'(z) —2a(z) < 0 ergibt
sich mit (8.28) sofort X;+1 > 0. Fiir den Fall b(x)b/(z) — 2a(x) > 0 erhalten wir

_ b(=)
2V (z)

X1 = a:—i—(—;Ati) (b(2) () — 2a(z))

2@£%>

> 0
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aufgrund (8.28) bzw. (8.29). O

Das stochastische Volatilitdtsmodell (8.25) erfiillt allerdings nicht die Voraus-
setzungen dieses Satzes: Mit b(z) = v/x ergibt sich b(x)/(2V/ (x)) = z, was im
Widerspruch zu (8.28) steht. Gehen wir aber vom Milstein-Verfahren zur drift-
impliziten Variante iiber, so haben wir auch fiir (8.25) ein positivitétserhaltendes
numerisches Verfahren.

Definition 8.6 Das numerische Verfahren, angewandt auf die (skalare) stocha-
stische Differentialgleichung (8.26), heifft drift-implizites Milstein-Verfahren, falls
sich die neue Approximation X; i1 fir Xy, , aus der alten Approximation X; fiir
Xy, mit Aty =t —t; aus der Verfahrensvorschrift

1
Xit1 = Xi 4+ a(Xip1) O +b(X) AW, + 5b’(XZ-)b(XZ-) (AW;)? — At;)

ergibt.

Beachte, dass sich die drift-implizite Variante vom Standard-Verfahren nur in der
impliziten Behandlung des Driftterms a unterscheidet. Es gilt nun der folgende
Satz (vgl. [118]):

Satz 8.7 (Drift-implizites Milstein-Verfahren & Positivitéitserhaltung)
Das drift-implizite Milstein-Verfahren (8.26), angewandt auf das stochastische
Volatilitdtsmodell (8.25), ist positivititserhaltend fiir beliebige Schrittweiten At;.

Beweis. Ein Integrationsschritt lautet
1
ol =0 + k(0 — 02 ) At + v\ o AW, + 11/2 (AW;)? = A) .
Nach 01-2 "1 aufgeldst erhalten wir

2 02 + KOAL; + vy /o2 AW, + ilﬂ ((AW¢)2 - Ati) _. N(UQ)‘
i+l 14+ k\t; D(o7)

Wir miissen nur noch zeigen, dass der Zihler N (o?) stets positiv ist. Fassen wir
alle Zufallsterme in einer Funktion g zusammen,

1
g(AW;) = I/\/O’Z-ZAWZ' + ZVQ(AVVZ')Q,

so ergibt sich mit
1
g (AW;) =vy/o? + §V2AW1‘

sofort



240

8 Einige weiterfiihrende Themen

(]

2,/01-2
min g(AW;) =g | —=— — | = -0}

—0; .
AW;eR

Damit kénnen wir den Zahler wie folgt abschétzen:

1
N(e?) = o+ (m@ - 41/2> At + g(AW;)

Y

1
2 — ) At i Wi
o; + </@9 ik ) t; + AmlnRg(A i)

W;e

1

1
= (;w — 4;/2) At; > 0,

wobei die letzte Ungleichung eine direkte Folge der analytischen Positivitéit des
Prozesses o7 ist, also k0 > 12/2. O

Bemerkung 8.8 (1) Ersetzen wir im stochastischen Volatilitdtsmodell (8.25)

den Diffusionsterm vo durch vo® mit 1/2 < p < 1, so liefert dieses Mo-
dell analytisch positive Pfade [118]. Das drift-implizite Milstein-Verfahren
ist jedoch nur dann positivitéitserhaltend, wenn wir die konstante Schritt-
weitenbeschrinkung At; > 1/v? fordern (siehe Ubungsaufgaben).

(2) Die Definition der analytischen Positivitét bzw. eines positivitdtserhaltenden

numerischen Integrationsverfahren kann analog auf beliebige Grenzen b € R
(anstatt null) — man spricht dann von “nach unten beschrinkt” — sowie
auf Systeme von stochastischen Differentialgleichungen mit beliebigem Drift
und beliebiger Diffusion verallgemeinert werden. Fiir diesen Fall stehen mit
den Balanced Implicit [197] und Balanced Milstein Methods [120] Verfahren
zur Verfiigung, die durch Einfithrung zusétzlicher Kontrollterme in die Ver-
fahrensfunktion des Euler-Maruyama- bzw. Milstein-Verfahrens den Effekt
der Brownschen Bewegung in die falsche Richtung ausbalancieren. Leider
konnen hier in der Regel die Grenzen nur dann numerisch eingehalten wer-
den, wenn entweder (i) die Anfangswerte im Sinne einer e-Beschrinkung,
dh. P{X;s1 > b|X; > b+ e}) = 1, weit genug von der Grenze weglie-
gen; (i) die GroBe der jeweiligen Schrittweiten beschriankt wird; oder (iii)
zusétzliche Voraussetzungen an die Modellparameter vorliegen.

(3) Verschwindet der Driftterm in (8.26), etwa in LIBOR-Market-Modellen zur

Beschreibung der Forward-Rates, so fillt das drift-implizite Milstein-Verfah-
ren mit dem Milstein-Verfahren zusammen. In vielen praktisch relevanten
Fillen fithrt dann das Milstein-Verfahren auf numerische Approximationen,
welche die analytischen Schranken b einhalten, falls die Schrittweiten klein
genug gewihlt werden (sieche Ubungsaufgaben).
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(4) Eine Alternative zu stochastischen Volatilitdtsmodellen auf der Basis von
Mean-Reversion-Modellen, welche das Problem einer positivitétserhaltenden
numerischen Integration umgeht, wird in [119] diskutiert: Ausgangspunkt ist
ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

dX; = —sXidt + oV 2kdW;

mit positiven Parametern x und «. Man beachte, das hier bereits das Euler-
Maruyama-Verfahren starke Konvergenzordnung 1 hat, da es mit dem Mil-
stein-Verfahren wegen seines konstanten Diffusionsterms zusammenfillt. Die-
se stochastische Differentialgleichung hat noch den weiteren Vorteil, dass sie
(bis auf die Integralauswertung) geschlossen lgsbar ist:

t
X, =e " <X0 —|—/ e"ay znqu> .
0

Positivitit ist dann durch eine nichtlineare Transformation von X; zu si-
chern, etwa durch die hyperbolische Transformation

or =00 (Xy+1/ X2+ 1)

mit o9 > 0. O

8.1.5 Effiziente numerische Simulation

Das stochastische Volatilitdtsmodell (8.24)-(8.25) ist ein Spezialfall eines allge-
meinen stochastischen Volatilitdtsmodells der Art

dS = pSdt+VPSdw, (8.30)
AV = a(V)dt+b(V)dZ (8.31)

mit p = 1/2, a(V) = k(0 — V) und b(V) = v+/V. Derartige Modelle erlauben es,
implizite Volatilitéitsflichen nachzubilden, die bei européiischen Optionspreisen
am Markt zu beobachten sind. Mehr Informationen hierzu findet man in den
Arbeiten von Heston [100], Scott-Chesney [45] und Schébel-Zhu [189]. Mittels
des Lemmas von It6 lésst sich dieses System in die Form

dlnS = <M—;v2p> dt + VPdW, (8.32)
dv = a(V)dt+b(V)dZ (8.33)

transformieren, welche die Positivitdt des Basiswerts auch stets numerisch erhélt
(Ubungsaufgabe).
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Die numerische Simulation der Volatilitdtsgleichung kann a priori, unabhén-
gig von der Berechnung des Basiswertes, durch ein positivitdtserhaltendes In-
tegrationsverfahren erfolgen, etwa durch das im letzten Abschnitt besprochene
drift-implizite Milstein-Verfahren. Fiir den Basiswert haben wir numerische Po-
sitivitat fiir jedes beliebige Integrationsverfahren durch die transformierte Form
(8.32) gesichert. Dafiir stehen als Standardverfahren das Euler-Maruyama-Ver-
fahren

1
ISy, ., = ISy, + pdty = SV At + Vi AWy,

aPPr.Fyler

sowie das Milstein-Verfahren

In Stn+1 = appr-Fuler T b(th)thZ_l(P/Im + pla9)
mit
tn+1 S — — 1 ~
Iy = / / dZ(u)dW (s), Is = 5(AZ2 — Aty,)
s=tn u=t

zur Verfiigung. Hierbei haben wir die korrelierten Wiener-Prozesse dW und dZ
mit dWdZ = pdt und p’ := /1 — p? mittels Cholesky-Zerlegung durch unkorre-
lierte Prozesse dW und dZ ersetzt (siehe Abschnitt 5.2). Das Euler-Verfahren hat
den Nachteil einer geringen (starken) Konvergenzordung, das Milstein-Verfahren
bendtigt aufgrund der korrelierten Wiener-Prozesse zwischen Basiswert und des-
sen stochastischer Volatilitdt die Auswertung von Doppelintegralen. Dies kann
etwa durch eine weitere numerische Integration mittels des Euler-Maruyama-
Verfahrens erfolgen, erfordert jedoch die Berechnung vieler weiterer Zufallszahlen
und kleiner Schrittweiten (siehe Abschnitt 5.3). Lévy-Area-Verfahren, welche die
Berechnung der Doppelintegrale auf die semi-analytische Auswertung der soge-
nannten Lévy-Area zuriickfiihren, kommen nur mit einer weiteren Zufallszahl
aus, liefern aber nur bei kleinen Schrittweiten zufriedenstellende Ergebnisse [84].
Beide Ansitze sind fiir die Praxis zu teuer. Mit dem IJK-Verfahren steht eine
Alternative zur Verfiigung, die im Aufwand mit dem Euler-Maruyama-Verfahren
vergleichbar ist, aber eine bessere Approximationsgiite aufweist. Die Konstrukti-
on dieses Verfahrens in [119] wollen wir uns im Folgenden néher ansehen.

Durch Integration von (8.32) erhalten wir die folgende exakte Darstellung fiir
Sti

¢ 1t ¢
lnSt:lnSo—i-/ ,uds—/ Vs2pds+/ VP dWs.
0 2Jo 0

Die Idee der IJK-Verfahren ist es, die Drift- und Diffusionsterme

tni1 9 tn+1
/ VP ds sowie / VP AW,
tn tn

S
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moglichst gut zu approximieren, ohne weitere Zufallszahlen zu benétigen oder
Doppelintegrale auswerten zu miissen. Betrachten wir zunéchst den Driftterm.
Eine einfache Alternative zum Euler-Ansatz

tn+1 9
/ V¥ ds ~ VP At,
tn
mit At, := t,11 — t, ist eine Drift-Interpolation mittels der Trapezregel:

tn+1 1 9
/ prdszi(vp—l—‘/;
tn

n+1

) Ot
Zwar wird diese Wahl die globale Konvergenzordnung nicht erhéhen, jedoch den
fithrenden Fehlerterm im Vergleich zum Euler-Maruyama-Verfahren verringern.

Das kénnen wir uns wie folgt klarmachen. Betrachten wir zunéchst die analytische
Losung des Driftterms, in dem wir die Ito-Taylor-Entwicklung

s

Vr o= VI + / mV, " b(Vey) dZy
0

# [ (Ve + gmtn - DV W) ) de (83

(mit m = 2p) in den Driftterm einsetzen:

tn+1 9 tn+t1 o1 tn+1 s
/ V¥ds ~ VP / ds + 2pV; P b(V4,) / / dZ, ds (8.35)
tn tn tn tn
2p—1 V2P=2p2 e+t
+ <2qup_ a(Vi,,) +p(2p — 1)V.P770%( / / duds.
tn tn

Ebenso kénnen wir die Drift-Interpolation entwickeln:

1
B (V%ip + V2

tn+1

1 _
Aty x50k (202 + 20V (Vi) A Zt
20V alV,) + p(2p — DV TR (V,)] At

Damit kénnen wir den Fehler der Drift-Interpolation schreiben als

tn+1 1
eDIEy, = /t ViPds - 5 <V§sip + V;fiﬁl) At

2p—1 fnt1 /1 s
~ 2p1/;np b(th)/ <2Atn—/ du> dZ,.
tn tn

Wir sehen, dass die Drift-Interpolation wie das Euler-Verfahren den ersten Term
in (8.35) exakt approxmiert, aber daneben zusétzlich auch noch den dritten Term
exakt abbildet. Lediglich der zweite Term fiihrt auf einen Approximationsfehler.
Betrachten wir den lokalen Quadratmittelfehler als Fehlerma$ (lokal, da wir an-
genommen haben, von der exakten Losung zu starten), so erhalten wir mit der
Ito-Isometrie (siehe Ubungsaufgaben) sofort
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_ 21
Elebis,,) = @0Vl b(V,)) 5 At

Vergleichen wir das mit dem entsprechenden Fehler fiir das Euler-Maruyama-
Verfahren

tn+1 tn+1 S
CEulery, = / V2P ds — V2P Aty ~ 2pVP (V) / / dZ, ds,
tn tn ln
so erhalten wir als lokalen Quadratmittelfehler

2p—1 21
E[e%uler,tn] = (Qthnp b(%n>) gﬁti (8.36)

(Ubungsaufgabe). Der fithrende Fehlerterm wird also um den Faktor 4 verringert.
Wenden wir uns nun dem Diffusionsterm zu. Ein analoger Ansatz wére die

Approximation
tnt1 » N 1 P » AW
[ v~ v e
Dieser Ansatz versagt jedoch, falls Basiswert und dessen Volatilitit stark korre-
liert sind. Wie kann man das erkldren? Transformieren wir hierzu per Cholesky-
Zerlegung die korrelierten Wiener-Prozesse dWdZ = pdt in unkorrelierte Wiener-
Prozesse dW und dZ:

AW = p'dW + pdZ,  dZ =dZ

mit p' = /1 — p2. Damit kénnen wir den Diffusionsterm umschreiben in

trnt1 tnt1 . lnt1 ~
/ VPAW, = pf / VPAW, + p / VP dZ,.
tn tn tn

Wir sehen nun, dass wir das zweite Integral auf der rechten Seite nicht per Drift-
Interpolation approximieren koénnen, da V¥ selbst durch Z, im stochastischen
Differentialgleichungsmodell (8.33) bestimmt wird — wir wiirden plotzlich eine
Auswertung im Sinne eines Strotonovich-Integrals (siche Abschnitt 4.1) vorneh-
men. Ein Ausweg ist eine dekorrelierte Interpolation, welche das zweite Integral
im Ito-Sinne auswertet:

tn+1 — tn+1 ~ 1 — ~
o [ Ve [ VP aZon GV VE AT VLD, (831)

Mithilfe der It6-Formel (8.34) konnen wir wieder nach einiger Rechenarbeit den
Approximationsfehler des Diffusionsterms durch die dekorrelierte Interpolation
(8.37) abschétzen:
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tn+1 1 N _
[ v = (007 4 VL)AL 07,
/ -1 it/ = 1 = ~
o {ove o) [ (@ - B - 305, ai,
tn
p—1 1 p—2 9 tn+1 1 —~
(v tavi,) + oo = V205, 2) [ (5t = 50 ) diF,
t’VL
p—1 1 p—2 2\ [ [ >
+py(PVe, aVe,) + 5wl — DV b(Ve,) dudZg
tn tn
_ 1 ~
Vg (822 - ) |

Liegt keine Korrelation vor, so kénnen wir alle Vorteile der Interpolation wie
bei der Drift-Interpolation erhalten. Ist dagegen die Korrelation sehr hoch, so
liegt annidhernd der Euler-Maruyama-Ansatz vor. In diesem Fall kénnen wir eine
Verbesserung dadurch bewirken, dass wir den fithrenden Fehlerterm

V(W) g (AZ2 - )

in der letzten Zeile mit in das Verfahren aufnehmen — das ist billig, da keinerlei
neue Zufallszahlen hierfiir ausgewertet werden miissen.

Fassen wir alles zusammen, so erhalten wir das IJK-Verfahren (benannt nach
Jickel und Kahl) als billige, aber effiziente Alternative zum Euler-Maruyama-
Verfahren:

1 ~
InSy, ., =1InS;, + pit, — Z(Vip + Vﬁil)Atn + PV;Z:LAZn

1 — 1 .
+ 5 (V0 VL) AWa + SopVE'0(V,) - (AZ; = Dt)
1
=W, +plity — (Vi + V2 ) Aty + pVE AZ,
1 1
+ §(Vti + ‘/;i+1)(AWn - pAZn) + §PPV£L 1b(th) : (AZ% - Atn%

formuliert beziiglich der unkorrelierten bzw. der urspriinglichen korrelierten Wie-
ner-Prozesse.

Bemerkung 8.9 Wihlen wir als nichtlinearen Volatilitédtsterm im Basiswertmo-
dell statt VP eine beliebige nichtlineare Funktion f(V'), so ldsst sich auch fiir
diesen Fall das IJK-Verfahren analog herleiten. Es sind dann lediglich die Terme
VP durch f(V) sowie pV?~! durch f/(V') zu ersetzen. Damit ist das IJK-Verfahren
auch auf ein stochastisches Volatilitdtsmodell anwendbar, das auf einer hyperbo-
lischen Transformation des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses beruht.
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Die Vorziige des IJK-Verfahrens erkennen wir, wenn wir den fairen Preis
einer Plain-Vanilla-Kaufoption unter Zugrundelegung eines stochastischen Vola-
tilitdtsmodells berechnen wollen. Die hierzu nétige MATLAB-Implementierung der
numerischen Integration mittels einer Kombination aus drift-implizitem Milstein-
Verfahren fiir die Volatilitdt und dem IJK-Verfahren fiir den Basiswert findet sich
in Programm 8.1.

Wir berechnen damit die fairen Preise fiir einen groflen Bereich von Aus-
iibungspreisen K = {75,...,135} sowie Laufzeiten T' = {0.5,1,1.5,...,4}. Um
vergleichbare Groflenordnungen fiir alle Ausiibungspreise und Laufzeiten zu er-
halten, ist der Preis nicht geeignet, der sich fiir Optionen im Geld, am Geld und
aus dem Geld ja stark unterscheidet. Ein besser skalierte Grofle liefert hier die
implizite Black-Scholes-Volatilitit oimp = oimp1(C, S, K, 7, T), die wir erhalten,
wenn wir den berechneten Preis C' bei gegebenem Basiswert S, Ausiibungspreis
K, Laufzeit T sowie risikolosem Zinssatz r in die Black-Scholes-Gleichung einset-
zen und nach der Volatilitdt (numerisch) auflosen (siche Abschnitt 4.4.2).

Abb. 8.1 zeigt die numerische Losung per IJK-Verfahren (oben) und Euler-
Verfahren (unten) mit Schrittweite At = 0.5. Wie aufgrund der negativen Kor-
relation zwischen Basiswert und Volatilitdt erwartet, erkennen wir in der IJK-
Losung eine absteigende Volatility Skew, sogar fiir die Laufzeit T = 0.5, die
hier nur mit einem Schritt aufgelost wird. Die IJK-Losung stimmt qualitativ
sehr gut mit der hochgenauen Approximation in Abb. 8.2 iiberein. Bereits ein
Schritt reicht aus, um mit dem IJK-Verfahren die Volatility Skew aufzultsen.
Das Euler-Verfahren dagegen liefert fiir At = 0.5 (sieht man von sehr geringen
Ausiibungspreisen ab) eher eine konstante Volatilitdt und damit eine qualitativ
falsche Losung.

8.1.6 Mehrdimensionale stochastische Volatilitidtsmodelle

In diesem Abschnitt wollen wir die positivitdtserhaltende numerische Integration
sowie das IJK-Verfahren fiir das zweidimensionale stochastische Volatilitdtsmo-
dell auf das 2n-dimensionale stochastische Volatilitédtsmodell

ds; = mSZ-dthVipSidWS,i, (8.38)
dvy = aj(Vj)dt + b;(V;)dWy,; (8.39)
mit 4,57 = 1,...,n, 1/2 < p < 1 und korrelierten Brownschen Bewegungen

Wsi, Wy, j verallgemeinern, das etwa fiir die Berechnung des fairen Preises von
Basket-Optionen benétigt wird. Dabei haben wir angenommen, dass neben der
Kopplung iiber die Wiener-Prozesse lediglich die i-te Volatilitdt iiber die nichtli-
neare Funktion f;(V;) = V! in die Berechnung des i-ten Basiswerts eingeht. Da
dariiber hinaus nur diagonales Rauschen vorliegt (siehe Abschnitt 5.3), konnen
wir den 2n-dimensionalen Fall auf den zweidimensionalen Fall aus Abschnitt 8.1.4
zuriickfithren. Wir miissen lediglich die korrelierten Wiener-Prozesse Wg; und
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MATLAB-Programm 8.1 Das Programm ijk.m approximiert den Basiswert mittels
einer Kombination aus drift-implizitem Milstein-Verfahren und IJK-Verfahren (alterna-
tiv: Euler-Maruyama-Verfahren), falls das stochastisches Volatilitédtsmodell zugrunde ge-
legt wird. Als Korrelation wahlen wir p = —0.7. Die Modellparameter des Hestonmodells
sind Kk =1, 8 = 0.625, ¥ = 0.25 und o¢ = 6.

function Y = ijk(T,S0,r,flag)

% T: Laufzeit

% SO: Anfangswert des Basiswertes

% r: risikoloser Zinssatz

% flag = 1: IJK-Verfahren

% flag = 2: Euler-Maruyama-Verfahren

M = 10000; % Anzahl der Monte-Carlo-Simulationen
deltat = 2°(-8); % Schrittweite

N = T/deltat; % Anzahl der Schritte
randn(’state’,3) % Initialisierung

dV=sqrt(deltat)*randn(2,M,N); % Simultane Berechnung aller Wiener Zuw&chse
A=1[1-0.7; -0.7 1]; % Korrelationsmatrix
L = chol(4,’lower’); % Cholesky-Zerlegung

% Stochastische Volatilitdt per Heston-Modell
kappa = 1; theta = 0.25%0.25; nu = 0.25; sigma20 = theta;
X(:,1) = sigma20*ones(M,1);
for i = 2:N+1
dwt(:,:,i-1) = L*dv(:,:,i-1);
dz = dwt(1,:,i-1);
X(:,i) = (X(:,i-1)+kappa*theta*deltat+nu*sqrt(X(:,i-1)).*dZ°+ ...
nu~2*(dZ. 2-deltat)’)/(1+kappa*deltat);
end
Sigma = sqrt(X); % Berechnung der Volatilité&ten

% Berechnung der log. Basiswerte mittels IJK-Verfahren
Y = 1og(S0(1))*ones(1,M);
rho = A(1,2) % Korrelation
for i = 2:N+1
dz = dwt(1,:,i-1);
dW = dwt(2,:,i-1);

if (flag==1)
facl = (r-(Sigma(:,i-1).72+Sigma(:,i)."2)/4)*deltat;
fac2 = rho*Sigma(:,i-1).*dZ’;
fac3 = (Sigma(:,i-1)+Sigma(:,1)).*(dW-rhox*dZ)’/2;

fac4 = rho*nu~2.*(dZ’."2-deltat)/2;

Y = Y+(facl+fac2+fac3+facd)’;
else

Y = Y+(r-(Sigma(:,i-1).72/2)) *deltat+Sigma(:,i-1)’.*dW;
end

end

Wy fiir 1 <4, j <n berechnen. Allerdings sind wir hier mit einem Problem kon-
frontiert: Nicht alle Korrelationen liegen vor bzw. kénnen einfach aus Marktdaten
geschéitzt werden.
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Abbildung 8.1 Implizite Volatilitdtsflache fiir eine Européische Call-Option unter Zu-
grundelegung eines stochastischen Volatilitdtsmodells: IJK-Verfahren (oben) und Euler-
Maruyama-Verfahren (unten) mit Schrittweite At = 0.5.

Wir kénnen annehmen, dass die Korrelationen zwischen den Wiener-Prozes-
sen Wg; and Wy ; bekannt sind:

dWs;dWvy,; = n;dt,
oder in kompakter Notation

Wsi Wy =n;.
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Abbildung 8.2 Implizite Volatilitdtsfléache fiir eine Européische Call-Option unter Zu-
grundele§ung eines stochastischen Volatilitdtsmodells: IJK-Verfahren mit Schrittweite
At =27°.

Dariiber hinaus kénnen wir annehmen, dass uns alle Korrelationen zwischen den
Basiswerten bekannt sind:

Wsi-Wsj = pij.

Fassen wir unser Wissen beziiglich der Korrelationen zusammen, so ergibt sich
die folgende Struktur der Korrelationsmatrix

P11 - Pl M ?
Pn,1 «vr Pn, ? n

A = (aij)i<ij<on = 77711 ’f?" ) ,?" ) (8.40)
? M 7 1

wobei die noch nicht definierten Korrelationen (da schwer aus Marktdaten zu
schiitzen) mit einem Fragezeichen ,,7“ markiert sind. Diese unbekannten Korre-
lationen sind nun so zu vervollstindigen, dass wir (i) eine symmetrische, positiv
definite Matrix erhalten, deren Eintréige (ii) auch noch der Bedingung |a;;| < 1
geniigen miissen (fiir i # j).

Wie kénnen wir die vorliegende Information zu einer vollstandigen Korrelati-
onsmatrix vervollstéindigen? Im Prinzip kann das Problem der Vervollstindigung
einer Matrix A, die nur auf einer gegebenen Menge von Positionen definiert ist,
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zu einer symmetrischen, positiv definiten Matrix mit graphentheoretischen Hilfs-
mittel gelost werden, siehe etwa [92]. Leider sind diese Ansétze nicht anwendbar,
da wir auch noch die zusétzliche Eigenschaft |a;;| < 1 (fiir i # j) bendtigen.
Eine Ubersicht zur Problematik der Matrixvervollstindigung findet man in den
Biichern von Laurent [138] und Johnson [116].

Wir diskutieren hier einen einfach zu implementierenden Ansatz aus [117],
den wir am einfachsten Beispiel n = 2 fiir den Fall zweier Basiswerte motivieren
wollen. Die Korrelationsmatrix mit den uns bekannten Informationen lautet

L p2 m 7
par 1 7

A= mo 7 1 7 | (8.41)
? 2 ? 1

Was noch fehlt, sind die Kreuzkorrelationen S7 ~ V5 und Sy ~ V; sowie die Kor-
relationen zwischen den verschiedenen Volatilitdten. Das kénnen wir uns leicht
an dem korrespondierenden Graph der Matrix in Abb. 8.3 klarmachen.

&) ——®

P12

Abbildung 8.3 Graph zur Matrix (8.41) mit den Knoten S1, S2, V1 und V5. Die Kanten

enthalten die entsprechenden Eintrége fiir die Nicht-Diagonal-Elemente (in den Diago-
nalen gilt ja stets a;; = 1).

Eine pragmatische Definition der Korrelation zwischen Vi und Sy ist durch
das Produkt der Korrelationen zwischen V7 ~ S7 und S7 ~ S5 gegeben:

ase =Wy Wsa = Wy - Ws1) (Wsi - Wsa) =01 - pra.

Analog kénnen wir die Korrelation zwischen den Volatilitéten als das Produkt
zwischen Vi ~ Sy, S1 ~ S5 und Sy ~ V5 definieren:

a3 =Wyp - Wyo = (Wyp - Wei) (Ws - Ws2) (Wsa - W) =1 - pia - 12

Im entsprechenden Graphen miissen wir lediglich die Kantenwerte im Pfad von V;
nach V5 multiplizieren. In unserem zweidimensionalen Beispiel ist dies eindeutig,
in mehreren Dimensionen miissten wir den kiirzesten Pfad wihlen. Die Matrix
lautet nun
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1 P12 m n2 * P12
A P21 1 M - P12 72 . (8.42)
il m - p21 1 - P12 - M2
M2 - P21 P N1 P21 M2 1

Abb. 8.4 zeigt den entsprechenden Graphen zur Matrix (8.42).

() —— )

M2 P12 i

P12 e 122
/’7/71 © P12 N

Abbildung 8.4 Graph zur Matrix (8.42).

Per Definition erhalten wir eine symmetrische Matrix. Dariiber hinaus sind
alle Eintrdge auflerhalb der Diagonale betragsméflig durch eins beschrinkt. Wir
miissen nur noch nachweisen, dass unsere Wahl auch auf eine positiv definite
Matrix fithrt. Um dies zu zeigen, benutzen wir die folgende Charakterisierung
einer positiv definiten Matrix: Eine Matrix A € R™ "™ ist positiv definit, falls
bei der Gau-Elimination nur positive diagonale Pivotelemente gewihlt werden
konnen. Also miissen wir im k-ten Schritt der Gauf-Elimination das Diagonal-

element ay; als Pivotelement p; wihlen. Es werden nur die Elemente a;; mit
i,j > k veriindert. Sei A®) = (az(?)%,j:l,.-.,n die Matrix, die sich nach dem k-ten
Eliminationsschritt aus der Matrix A durch

(k) (k)
(k+1) (k) Pik O
g T % *)

O

i,j >k, (8.43)

ergibt. Als erstes Pivotelement kénnen wir p; = agll) =1 > 0 wihlen und erhalten

1 P12 m N2 - P12
A | 0 1-ph 0 m(l—piy)

0 0 1 -2 0

0 m(l—pf) 01— (pp2)?

In den weiteren Eliminationsschritten werden die erste Zeile und erste Spalte nicht
mehr verédndert und wir haben nur noch den aktiven Teil der Matrix (2 < i,j < 4)
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zu betrachten. Wir stellen fest, dass die dritte Zeile und Spalte im aktiven Teil

nur das Diagonalelement aé? # 0 enthélt. Damit hat dieser Knoten keine Verbin-
dung mehr zu anderen Kanten des entsprechenden Graphen, d.h., im néchsten
Eliminationsschritt bleiben diese Zeile und Spalte unveréindert. Auflerdem kann

aé? = 1—n? > 0 als positives Pivotelement im dritten Eliminationsschritt gewiihlt

werden. Mit py = a%) =1 - p?, > 0 erhalten wir nach dem zweiten Eliminati-

onsschritt

1 plz2 m M2 - /?122
4B 0 1-piy 0 ) n2(1 — pia)
0 0 11— 0
2(1—p2.)2
0 0 0 1 — (n2p12)? — n2(1—pp%122)
1 pi2 m M2 * P12
_ 0 1-pl, 0 m(l-phy)
0 0 1—n? 0
0 0 0 1—n?

Der aktive Teil ist die untere 2 x 2-Teilmatrix mit Eintréigen a{; (i, j > 2). In den
letzten beiden Eliminationsschritten kénnen wir die Elemente a:(,,? =1-n?>0
und aﬁ) =1—n2 > 0 als Pivotelemente p3 und p, withlen — die Ausgangsmatrix

A ist damit positiv definit.

Bemerkung 8.10 Diese Vorgehensweise ist auch auf den mehrdimensionalen
Fall iibertragbar. Falls die Korrelationen zwischen den Basiswerten
Ws,i-Ws; = pij

eine symmetrische, positiv definite Matrix B = (p;;) definieren, dann fithrt die
folgende Wahl fiir die unbekannten Kreuzkorrelationen zwischen dem Basiswert
S; und entsprechender Volatilitdt V; als Produkt der Korrelationen zwischen
Vi ~ S; and S; ~ 5,

i, = Wy Ws; = Wy, - Wai) (Ws,i - Ws5) = i - pij,
zusammen mit der entsprechenden Definition fiir die Korrelationen zwischen den
Volatilitdten

Qitnjtn = Wy Wyj = Wy, W) Wsi - Ws ) (Wsj - Wyg) = mi - pij - nj

zu einer Matrix A = (aij)1<i j<2n mit

P11 . Pln m .- Tin * P1n
A= Pn,1 . Pn.n m: Pn,1 e n
m cee T Pnd 1 e M PIn T |

M Pl - Mn M Pnl M - 1
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die symmetrisch und positiv definit ist und nur Eintréige aulerhalb der Diagonale
enthélt, welche betragsmifliig durch eins beschrinkt sind. Dariiber hinaus kann
man nachweisen, dass diese Wahl diejenige Vervollstindigung auswéhlt, welche
die Determinante maximiert [117]. O

Beispiel 8.11 Betrachten wir als Beispiel den Fall von vier Basiswerten. Zur
Verfiigung stehen als Information die Korrelationsmatrix der vier Basiswerte

sowie die Kreuzkorrelationen zwischen Basiswert und entsprechender Volatilitét

-0.7
—0.8
-0.9
-0.8

v =

Diese hochgradig negative Korrelation entspricht einer absteigenden impliziten
Volatilitéitsfliche, wie sie fiir Européische Plain-Vanilla-Optionen typisch ist. Der
oben diskutierte Ansatz zur Vervollstdndigung dieser Informationen zur Gesamt-
Korrelationsmatrix fithrt auf

1 0.2 0 0.5 -0.7 —-0.16 0 —-0.4
0.2 1 0.4 0 -0.14 -0.8 —0.36 0
0 0.4 1 0.6 0 -032 -09 -0.48
A 0.5 0 0.6 1 —0.35 0 —-0.54 —-0.8
-0.7 -0.14 0 —-0.35 1 0.112 0 0.28
—-0.16 —-0.8 —0.32 0 0.112 1 0.288 0
0 -0.36 —-0.9 —0.54 0 0.288 1 0.432
—-0.4 0 —-0.48 —-08 0.28 0 0.432 1

Die fehlenden Korrelationen in A kénnen in MATLAB wie folgt generiert werden:

e Kreuzkorrelationen zwischen Basiswerten S; und Volatilitéten V; (i # j):

for i=1:4
for j = [1:i-1 i+1:4]
A(i+4,3) = A(i,i+4)*A(1,]);
A(j,i+4) = AGi+4,5);
end
end

e Korrelationen zwischen den Volatilitaten:
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for i=1:4
for j = i+1:4
A(i+d,j+4) = A(i,i+4)*A(i,j)*A(j,j+4);
A(j+4,i+4) = A(i+4,j+4);
end
end

Entsprechende Simulationsergebnisse fiir eine Basket-Kaufoption mit Auszah-
lungsfunktion

1< "
C= <4 Z; Si(T) — K> (8.44)

und verschiedene Ausiibungspreise K und Laufzeiten 7" finden sich in [117].

8.2 Zinsderivate

Zinsderivate sind Derivate auf Basiswerte, die von der Zinsentwicklung abhéngen.
Die einfachsten Beispiele hierfiir sind européische Optionen auf Null-Coupon-An-
leihen (d.h. Bonds) oder Wandelanleihen. Européische Bond-Optionen rédumen
dem Ké&ufer das Recht ein, einen Bond mit Laufzeit 77 zu einem bestimmten
Zeitpunkt Ty < T3 fiir einen festen Preis K zu kaufen oder zu verkaufen. Eine
Wandelanleihe mit Laufzeit T verleiht dem Kéufer (oder auch der Verkauferin)
das Recht, zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ < T die Wandelanleihe gegen eine
feste Anzahl von Basiswerten (z.B. Aktien, Aktienkorbe oder Indizes) zu tau-
schen. Verlduft die Kursentwicklung negativ, verzichtet der Anleihenbesitzer auf
sein Wandelrecht und erhélt den festen Zins der Anleihe.

Immer héufiger werden in den letzten Jahren Zinsderivate dazu genutzt,
Schuldner gegen Zinserh6hungen oder Gldubiger gegen Zinssenkungen abzusi-
chern. Dabei kann jedes Risiko individuell durch Konstruktion einer entsprechen-
den Option abgesichert werden. Wir betrachten hierzu das folgende Beispiel.

Beispiel 8.12 Zur Finanzierung eines Hauskaufs soll ein Festdarlehen in Hohe
von N = 500000 Euro mit einer Laufzeit von T' = 30 Jahren aufgenommen wer-
den, d.h., es erfolgt keine laufende Tilgung, sondern eine komplette Riickzahlung
des Darlehens zum Laufzeitende. Da der Hauskéufer langfristig mit sinkenden
Zinsen rechnet, mochte er ein variables Darlehen aufnehmen. Er vereinbart da-
her mit seiner finanzierenden Bank einen Zinssatz, der 1.5% iiber dem jeweiligen
EURIBOR-Satz z(t) fiir Ein-Monatsgelder liegt, aber mindestens 4.5% betragen
soll. (Der EURIBOR bzw. Euro Interbank Offer Rate gibt die Zinsraten an, die
Banken untereinander fiir Kredite bezahlen.) Fiir das Darlehen sind insgesamt
360 nachschissige (d.h. am Monatsletzten zu {iberweisende) monatliche Zinszah-
lungen zu den Zeitpunkten 7; = 1,2,...,360 Monate in H6he des vereinbarten
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Zinssatzes min(4.5%, 1.5% + z(T;—1)) (mit der Konvention Tj := 0) zu leisten.
Fiir den Fall, dass seine Einschétzung der zukiinftigen Zinsentwicklung nicht auf-
gehen sollte, will sich der Kéufer gegen allzu hohe Zinserhchungen absichern. Er
ist nun an den beiden folgenden Absicherungen interessiert:

e der maximale Zinssatz K; fiir die Zahlung im i-ten Monat soll 7 % betragen
oder

e der maximale Zinssatz K; soll durch den rollierenden Durchschnitt der bis-
herigen EURIBOR-Zinssétze z(7T;) begrenzt sein, d.h. durch

1
K;=min [ 45%,1.5% + min { z(T;1), = > 2(Tj-1) p | - (8.45)
i
j=1
Wie hoch ist der faire Preis fiir eine derartige Absicherung heute? U

Um diese Aufgabe mathematisch exakt fassen zu kénnen, miissen wir einige
Zinsbegriffe wiederholen bzw. einfiihren:

e Der risikolose Zinssatz r(t) kann definiert werden als der Zinssatz fiir ein
Bankguthaben mit infinitesimal kurzer Laufzeit:

dB(t) = r(t)dt, B(0) =1, also B(t) = exp ( /0 tr(T)dT)

Bisher haben wir stets angenommen, dass der risikolose Zinssatz r rein de-
terministisch ist, d.h., r ist konstant oder als rein zeitabhéingige Funktion
r = r(t) gegeben. Es ist jedoch wesentlich realistischer, r als stochastische
Grofle zu modellieren (siche Abschnitt 4.5.5). Diese Eigenschaft kann bei
den langen, viele Jahre umfassenden Laufzeiten von Zinsderivaten nicht ver-
nachléssigt werden.

e Der faire Preis P(t,T') einer Null-Koupon-Anleihe (Bond) zum Zeitpunkt ¢
mit Laufzeitende T ist in Abhéngigkeit von r gegeben durch

exp (—r(T —t)) : 7 konstant

T
P(t,T) = exp ( - /t T(T)dT) : r deterministisch

T
E <exp ( — / erT>> : 1 stochastisch.
t

e Die Spotrate L(t,T) bezeichnet den konstanten Zinssatz, der fiir die Anla-
ge von P(t,T) Geldeinheiten zum Zeitpunkt ¢ eine Riickzahlung von einer
Geldeinheit zum Zeitpunkt 7" liefert. Im Fall diskreter Verzinsung ergibt dies
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1+ (T —t)L(t,T))P(,T) =1,
oder nach L(t,T) aufgelost:

1- P(t,T)

M = ey

(8.46)
Ein Beispiel fiir eine derartige Spotrate stellt der EURIBOR-Zinssatz fiir Ein-
Monatsgelder dar, der iiber (8.46) mit den Bond-Preisen zu den Zeitpunkten
(t,T) = (t,t +30/360) verkniipft ist. Im Fall kontinuierlicher Verzinsung ist
die Spotrate £(t,T') iiber P(t,T) = exp(—£(t,T)(T —t)) oder

_InP(,T)

(1) = ———

definiert.

Der Forward-Zinssatz F(t; T,T*) kann als derjenige Zinsatz definiert werden,
mit dem eine Bond-Anlage am Laufzeitende T um die Dauer T* — T > 0
verldngert werden muss, um die Riickzahlung zu erhalten, die sich mit der
Anlage eines Bondes mit Laufzeitende T™ zum Zeitpunkt ¢ < T ergeben
hétte; F(¢;T,T%) ist also (im Fall diskreter Verzinsung) implizit definiert

durch
(4 (T = FGTT) 30 = 7

oder aufgelost nach F(¢;T,T*):

| o 1 P(t,T)
Ft;T,T") = T« _T <p(t,T*) B 1) '

Im Fall kontinuierlicher Verzinsung erhalten wir fiir ¢ > 0

e5F(1§;T,T—‘,—e) 1

Pt,T) — P@tT+e)

Der Forward-Zinssatz ist dann der Grenzwert

1
f&,r) = 1iII(1)F(t;T,T—|—€):—liH(l)*(lnP(t,T—l-a?)—lnP(t,T))
e— e—=0¢&
0

Unter der Zinsstrukturkurve (englisch: yield curve) zur Zeit t verstehen wir
die Abbildung T+ L(t,T) bzw. T +— £(t,T). Allerdings ist dieser Begriff in
der Literatur nicht eindeutig definiert. Die Zinsstrukturkurve ist eindeutig
durch die Bond-Preise bestimmt, so dass zu ihrer Berechnung die Kenntnis
von P(t,T) fir alle Laufzeiten T' geniigt.
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8.2.1 Formulierung des Modellproblems und Lésungsansatz

Mit den obigen Begriffen kénnen wir die Aufgabe aus Beispiel 8.12 mathematisch
exakt formulieren. Abgezinst zum heutigen Zeitpunkt ¢ = ¢y ist der Wert der
zukiinftig zu leistenden Zinszahlungen gegeben durch

360
N7y D(t,T)L(T;-1, Th), (8.47)
j=1

mit der Hohe N des Festdarlehens, dem konstanten Abstand 7 = 30/360 von
einem Monat zwischen den Zahlungen, dem Diskontierungsfaktor

D(t,T;) = exp ( - /th' T(T)dT)

sowie dem EURIBOR-Zinssatz L(T;—1,T;) zum Zeitpunkt T;_; fiir Ein-Monatsgel-
der. Um den maximalen Zinssatz zum Zeitpunkt 7; auf K; zu begrenzen, benéti-
gen wir 360 Optionen mit der Auszahlungsfunktion

(L(Ti-1,T;) — Ki)*

zum Zeitpunkt 7; (sogenannte Caplets). Diese Caplets lassen sich zu einer Option
zusammenfassen, deren (auf den Zeitpunkt ¢ diskontierte) Auszahlungsfunktion

gegeben ist durch
360

N> D(t,T) (L(T;1, Ti) — Ki)* (8.48)
j=1

7% oder
Ki=19 min (4.5%, 1.5% + min {Z(TH), iy z(TH)}) .

fiir

Wir wollen nun den fairen Preis V (¢, 7, N, 7, K) dieser Option zum Zeitpunkt ¢ fiir
den risikolosen Zinssatz r, Darlehenshohe IV, konstanter Laufzeit 7 der Spotraten
zu den Zeitpunkten K := (Ty, 11, . .., T360) berechnen:

360
E| Nty DT (L(Ti-1, Ty) — Ki)©
j=1
360
= Nr) E(DtT)(L(Ti1,Ti) - Ki)*).  (8.49)
j=1

V(t7 r’ N’ 7—7 IC)

Bemerkung 8.13 (1) Wére r deterministisch, so auch die Bond-Preise und die
Spotraten L(T;_1,T;) und damit auch die diskontierte Auszahlungsfunktion.
Eine Absicherung mit einer Option wiirde dann keinen Sinn machen.
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(2) Fiir den Fall, dass K; konstant ist, also nicht von den vergangenen Zinssétzen
z(T}) abhingt, wird der faire Preis des Caplets

E (D(t, T,)(L(Ti1,T) — Ki)¥)

in der Marktpraxis in der Regel mit der Black-Formel gepreist: Bezeichnet
V(S,t; K;,T,0) den Preis einer européischen Call-Option mit Ausiibungs-
preis K;, Laufzeit T und Volatilitidt o fiir einen Basiswert S zum Zeitpunkt
t, so gilt

E (D(t,ﬂ)(.[z(ﬂ_l,ﬂ) - KZ)+) = P(taE)V(F(tvﬂ—lvﬂ)7t7Klvﬂ—lao-l)v

wobei im sogenannten LIBOR-Market-Modell der Forward-Zinssatz F; :=
F(t;T;—1,T;) durch eine driftlose stochastische Differentialgleichung der Form
dF; = 0;F;dW mit Anfangswert F;(t) = (P(0,7;-1)/P(0,1;)—1)/(T; — Ti—1)
definiert ist. Dabei sind die Bond-Preise P(t,T) zum (heutigen) Zeitpunkt
t = to durch Marktdaten PM (to, T) gegeben [35, 107]. O

Im Falle allgemeiner, etwa pfadabhéingiger Absicherungsstrategien K; ist kei-
ne geschlossene Formel mehr verfiigbar. Hier sind wir auf Monte-Carlo-Simula-
tionen (siehe Kapitel 5) angewiesen, die auf den folgenden Bausteinen aufbauen:

(1) Definition eines stochastischen Prozesses

dry = u(re, t)dt + w(ry, t)dWy, 1o = li\I‘Itl L(to,7), (8.50)
T 0

fiir den risikolosen Zinssatz r; mit geeigneten Modellfunktionen u und w;

(2) falls moglich, analytische Berechnung des Bond-Preises P(r,t,T) := P(t,T)
in Abhéngigkeit von r oder, falls nicht moglich, unter der Voraussetzung eines
arbitrage-freien Marktes als Losung eines parabolischen End-Randwertpro-
blems;

(3) Berechnung von L; := L(T;—1,T;) und K; in Abhéngigkeit der Bond-Preise
geméf (8.46) und (8.45).

Der Erwartungswert E(D(t, T;) (L(Ti—1,T;) — K;)7) zur Bestimmung des fairen
Preises V(t,r, N, 7,K) (siche (8.49)) kann dann durch die Berechnung von M
Pfaden des Zinssatzes mittels

E (D(t, T)(L(Ti—1,T;) — K;)*) ~ % S DOEY KOy

approximiert werden. Die Abzinsungsfaktoren D(t,T;) konnen dabei fiir alle M
Pfade simultan mit dem stochastischen Prozess fiir » mitberechnet werden (siehe
Abschnitt 8.2.5). Im Folgenden wollen wir eine Moglichkeit aufzeigen, wie die
Punkte (1) und (2) realisiert werden kénnen.
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8.2.2 Bond-Preis unter Cox-Ingersoll-Ross-Dynamik

Fiir die Dynamik des risikolosen Zinssatzes r legen wir eine Dynamik der Form
(8.50) zugrunde. Unter der Annahme eines arbitrage-freien Marktes kénnen wir
wie in Abschnitt 8.1 (siehe Bemerkung 8.3) mittels Duplikationsstrategie die par-
tielle Differentialgleichung

1
3+§w%%+wu—mwﬂ—mpzo (8.51)

fiir den Wert eines Bondes P(r, t;T') mit Laufzeit 7' und Zinssatz r zum Zeitpunkt
t herleiten. Die Auszahlungsfunktion sei durch

P(r,T;T)=1, r>0, (8.52)

gegeben (der Nominalwert des Bonds sei also auf 1 normiert). Die Funktion A(r, t)
beschreibt hier wie in Abschnitt 8.1 den Marktpreis fiir das Zinsédnderungsrisiko.
Die Wahl

w(r,t) = oy/r, u(r,t) = k(0 — 1) + X(r,t)w(r,t) (8.53)

etwa fithrt auf das risikoangepasste Cox-Ingersoll-Ross-Modell (siehe Abschnitt
4.5.5 fiir ein dhnliches Modell). Diese Wahl ist durch zwei Eigenschaften gekenn-
zeichnet:

e Der Term u— Aw in (8.51) héngt nicht vom Marktpreis des Zinsdnderungsri-
sikos ab.

e Falls die Modellkoeffizienten die Ungleichung xf > o2 /2 erfiillen, liefert das
Cox-Ingersoll-Ross-Modell stets positive Zinssétze (siehe Abschnitt 40.8.2 in
[224]).

e Der Bond-Preis P(r,t;T) ist als analytische Funktion gegeben, d.h., das
System (8.51)-(8.52) (mit noch zu bestimmenden Randwerten) besitzt eine
analytische Losung.

Um den letzten Punkt zu verifizieren, setzen wir die Losung in separierter Form
P(T’, t; T) _ eA(t;T)frB(t;T)

mit zu bestimmenden Funktionen A(¢;7T) und B(¢;T) an. Eingesetzt in (8.51)
liefert dieser Ansatz

1
Ay frBt+§w2B2f (u—Aw)B —r =0,

oder wegen w? = or und u — A\w = k(0 — r):
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1
(A — KkOB) — 1 <Bt - 50232 — kB + 1> =0.

Da diese Gleichung fiir alle 7 > 0 gelten soll, ergeben sich zwei unabhéngige
gewoOhnliche Differentialgleichungen fiir A und B:

1
Ay =r8B, By= 50232 + kB —1.

Diese Gleichungen sind analytisch losbar; unter Beachtung des Endwertes (8.52)
und damit A(T;T) = B(T;T) = 0 ergibt sich [35]:

K0 2helrith)(T—1)/2
AT) = 2701 8.54
2 (T-t)h _1q
B(t:;T) (e ) (8.55)

2h + (k + h)(eT-Dh — 1)’

wobei h = VK2 + 202. Als natiirliche Randbedingungen fiir das parabolische
System (8.51) ergeben sich mit diesem Ansatz:

TIHEO P(r,t;T)=0, (P+kOP:)|p=0=0, t<T.
Bemerkung 8.14 Grundlegend fiir die obigen Betrachtungen ist die Verwen-
dung des risikolosen Zinssatzes als Basisvariable. Ein anderer, in der Praxis weit
verbreiteter Ansatz zur Bewertung von Zinsderivaten beruht auf der numerischen
Simulation von Forward-Zinssétzen, die den gesamten abzudeckenden Zeitraum
umspannen (sogenannte LIBOR-Marktmodelle, wobei LIBOR fiir London Inter-
bank Offer Rate steht). Das Problem dabei ist, dass fiir einen ldngeren Zeitraum
sehr viele Forward-Zinssétze betrachtet werden miissen, die alle miteinander ge-
koppelt sind. Man hat es daher mit sehr groflen Systemen von stochastischen
Differentialgleichungen zu tun, mit mehrdimensionalen Wiener-Prozessen und Vo-
latilitdten, die an Marktdaten kalibriert werden miissen. Dieser Ansatz wird sehr
ausfiithrlich (insbesondere auch unter Beriicksichtigung von Kalibrierungsaspek-
ten) in der Monografie [35] diskutiert. O

8.2.3 Kalibrierung des Modells an Marktdaten

Eine wesentliche Aufgabe der Kalibrierung eines Modells fiir die Zinsdynamik
besteht in der Forderung, dass die Bond-Preise P(r,t;T) zum Zeitpunkt ¢ = tg
stets mit den am Markt beobachteten Preisen PM (to,T) fiir alle Laufzeiten T
iibereinstimmen:

P(r,ty;T) = PM(to, T). (8.56)
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Durch eine Verallgemeinerung des Cox-Ingersoll-Ross-Modells kéonnen wir die
Forderung (8.56) erfiillen: Wir ersetzen die Dynamik (8.50) mit der Wahl (8.53)
des Cox-Ingersoll-Ross-Modells durch den stochastischen Prozess

dry = (k(0 —xy))dt + oz, dWy, x4y = T,
re =z — ¢(t) (8.57)
mit der Inhomogenitét
o(t) = OPM (tg,t) ( KO(eth —1) 4h%ethz )
ot 2h + (kK + h)(eth — 1)~ (2h + (k + h)(eth — 1))2

(8.58)
Man kann zeigen, dass fiir diesen Zinsprozess der Bond-Preis gegeben ist durch

P(rt;T) = A(t; T)e "BET)

mit
A(T) = PM(tg, T)eA(t-mt)—B(to.;t)r_ AT)- BT
pPM (tO; t)eA(to,T)—B(to,T)r
und den in den Gleichungen (8.54) und (8.55) definierten Funktionen A(t;7T) und
B(t; T). Dieses erweiterte Cox-Ingersoll-Ross-Modell erfiillt die Eigenschaft (8.56)
(siehe Ubungsaufgaben).

Hier ergibt sich das folgende Problem: Wir werden nur fiir diskrete Wer-
te 7; von Laufzeiten Marktdaten PJM fiir Bond-Preise PM(0,7;) zur Verfiigung
haben. Wie kénnen wir hieraus in sinnvoller Weise eine kontinuierliche Funktion
pM (0, ) fiir alle Laufzeiten t < Tjhax konstruieren? Als maximale Laufzeit wéhlen
wir Tiax = T360 (siehe Beispiel 8.12); an grofieren Laufzeiten sind wir nicht in-
teressiert, um V (t,7, N,7,K) zu bestimmen. Die Aufgabe, eine kontinuierliche
Funktion PM(0,t) zum Zeitpunkt ¢y := 0 aus den verfiigharen Marktdatem PjM
zu konstruieren, muss dabei die folgenden Eigenschaften der Marktdaten beriick-
sichtigen:

e Die diskreten Laufzeiten 7; werden bei ¢t = 0 dichter liegen, jedoch fiir groere
Laufzeiten nur vereinzelt verfiigbar sein.

e Mit wachsender Laufzeit werden die Marktdaten immer unzuverlissiger und
sind mit einem ,, Messfehler ¢; behaftet.

Eine Interpolation der Marktdaten ist daher nicht sinnvoll. Vielmehr wollen wir
die Daten durch eine approximierende Funktion s(t) so interpolieren, dass

e 5 geniigend glatt (etwa C?) ist und eine minimale Kriimmung aufweist und
e s(7;) die Marktdaten PjM im Rahmen der Messfehler ¢; approximiert.

Das geeignete Werkzeug hierfiir wird durch den Ausgleichsspline nach Reinsch
[174, 175] geliefert, mit dem wir uns im néchsten Abschnitt n&her befassen wollen.
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8.2.4 Ausgleichsspline

Die Aufgabe, die Bond-Preise PM aus n+ 1 fehlerbehafteten Marktdaten PZ»M zu
bestimmen, kénnen wir wie folgt formulieren: Wir suchen zu gegebenen Daten-

punkten (z;,v;) = (i, PM),i = 0,1,...,n, die Losung des Minimierungsproblems
Tn )
min "())* dx 8.59
ain e (8.59)

unter der Nebenbedingung

n

3 (f(xw)—y>2 <S (8.60)

=1

mit einem Glattungsparameter S und Wichtungsparametern w;. Wahlen wir fiir
die Wichtungsparameter eine Schéitzung der Standardabweichung der Ordinate
i, so sollte S nach [174] die Ungleichung

n+l-—v2n+1)<S<n+1+2(n+1)

erfiillen. Im Folgenden berechnen wir die Losung s(z) des Ausgleichproblems
(8.59)-(8.60) und nennen s(t) den Ausgleichsspline. Wir leiten zuerst den Aus-
gleichspline aus einer variationellen Formulierung von (8.59)-(8.60) her, disku-
tieren die effiziente Berechnung der Splinekoeffizienten und zeigen anschlieflend,
dass der so konstruierte Ausgleichsspline die Minimierungsaufgabe 16st, d.h. un-
ter allen Funktionen f € C?(xg,x,) das Funktional ffo"( f"(z))? dz unter der
Nebenbedingung (8.60) wirklich minimiert.

Variationelle Formulierung des Ausgleichproblems. Mit Hilfe der Varia-
tionsrechnung kénnen wir die Ungleichungsnebenbedingung (8.60) mit Hilfe einer
Schlupfvariablen z (wie in Abschnitt 8.1.2) in Gleichungsform bringen, indem wir

zn: (f(xi)%— yi>2+z2 —S§=0

i=1

fordern und anschliefend die linke Seite der Gleichung mit einem Lagrange-
Parameter p an das Funktional in (8.59) ankoppeln. Regularitit der Losung vor-
ausgesetzt (die wir spéter zeigen werden), konnen wir das unendlich-dimensionale
Ausgleichsproblem (8.59)-(8.60) auf eine einparametrige Minimierungsaufgabe
zuriickfithren, indem wir die gesuchte Losung s in der Form

f(2) = s(a) + eh(x)

mit 0 < ¢ < 1 und beliebigen Funktionen h € C?(xq,x,) leicht variieren. Zu
minimieren ist also das Funktional
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Jepz) = lfkﬂu»wx+p(éi(f@i;w>?+g_s)

0 i=1

_ / " (@) + eh (@) 2da

0

+p- <i (S(xiHiUhi(xi) _yi>2+z2 —S) .

=1

Notwendige Bedingungen fiir ein Minimum sind:

o
5:0_ ’ ap

8;]
Oe

o
5:0_ ’ 0z

= 0. 8.61
- (8.61)

Aus der ersten Bedingung in (8.61) erhalten wir

/ " @) () e + > Wh(xi) = 0. (8.62)

0 i=0 7

Wir setzen voraus, dass s zweimal stetig differenzierbar und stiickweise viermal
stetig differenzierbar ist. Dies konnen wir spater durch den Nachweis der Bestap-
proximationseigenschaft des dadurch definierten Ausgleichssplines rechtfertigen.
Insbesondere ist die Einschrinkung von s auf alle offenen Intervalle (z;, zit1),
i=0,1,..., n— 1, eine Funktion in C*(z;, x;11). Mit zweimaliger partieller Inte-
gration und (8.62) folgt

Zn n—1
/ sSO(@h(@)de = 3 ["(@)h(@)] 7 = [5" (@)W ()]
xo i=0

>0 (3.63)

fiir alle Funktionen h € C?(zq, ;). Wihlen wir eine Funktion h mit der Eigen-
schaft h(x;) =0,i=0,1,...,n, und h'(zg) = h'(x,) = 0, so erhalten wir

/wn s (z)h(z)dz = 0,

Zo

und daher fiir alle i = 0,1,...,n — 1 und alle Funktionen h € C?(xg,z,) mit
h(z) # 0 fiir x € (x4, z1+1) und h(z) = 0 sonst:

Tit1
/ s (z)h(z)dz = 0.

Aus dem Lemma von Dubois-Reymond (siche Ubungsaufgaben) ergibt sich
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sW =0 in (z;zi1).
Die Funktion s ist also in jedem Teilintervall stiickweise kubisch:
s(z) = a; + bi(z — ;) + ci(w — )* + di(x — 2;)°, @ € (25,2411) (8.64)

und ¢ = 0,1,...,n — 1. Die 4n Koeflizienten a;, b;, ¢; und d; der kubischen
Polynome sind durch die folgenden Bedingungen definiert:

e Die stiickweise definierten kubischen Polynome s und deren ersten beiden
Ableitungen stimmen an den Stiitzstellen iiberein (da s € C?(zg,x,)). Diese
Forderung liefert die 3(n — 1) Bedingungen

s(@) = s(z7), (=) =5"(;), (=) =5"(27), (8.65)

7 K3 7

fiiri =1,...,n— 1, wobei s(k)(:v;t) den rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert

®) (%) = lim s® (z;
s\ (x5 }ILI{I%)S (x; £ h)

bezeichne.

e Wihlen wir h mit h(z;) =0,7i=0,1,...,n, und h'(x¢) = 0, h'(z,) # 0 bzw.
R (xz¢) # 0, h/(x,) = 0 in (8.63), so erhalten wir die beiden Bedingungen

s"(x0) = 8" (xp) = 0. (8.66)
Man sagt, dass s natiirliche Randbedingungen erfiillt.

e Aus (8.63) und den natiirlichen Randbedingungen (8.66) ergibt sich

n—1

0 = h(wo)s”'(war) — Z h(x;) (s'”(a:;) — SW(IL‘;F)) — h(xn)s" (x;,))

=1
#p3 S by
p ’U)2 Z;).
=0 ¢

Wiihlen wir geeignete Funktionen h (etwa mit h(x;) = h(z;), wenn j = i,
und h(z;) = 0, wenn j # i), so ergeben sich die folgenden n + 1 Sprungbe-
dingungen:

§"(x;) = 8" (x)) = pm firi=0,1,...,n, (8.67)

K3 K3

mit der Konvention s”(z;) = s”(x}}) = 0.

Die 3(n — 1) + 2+ (n + 1) = 4n Bedingungen (8.65)-(8.67) legen die 4n Po-
lynomkoeffizienten (in Abhéngigkeit von p) fest, die wir im Folgenden berechnen
wollen.
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Explizite Berechnung der Splinekoeffizienten. Mit den Schrittweiten h; =
Tit1 — x; und

s(z) = a;i+bi(x—x) + iz — ) + di(x — 3),
s'"(x) = b+ 2ci(x — x;) + 3di(x — x5)?,
5”(:1}) = 2¢+ 6dz(.’17 — :ci),
s"'(z) 6d;
fir z € (x;,zi41), 1 =0,1,...,n — 1, erhalten wir aus

e der dritten Bedingung in (8.65) und aus (8.66):

2¢; + 6d;h; = 2¢ci41 = dy= Gl — G
3h;
fiir alle = 0,1,...,n — 1 mit der Konvention ¢y := ¢, = 0;

e der ersten Bedingung in (8.65):

Q; — a;
a; + bzhz + Czh? + dthS = Qi1 = bl = Jol T Cihi — d,h?

h;
fur allei =0,1,...,n — 1;
e der zweiten Bedingung in (8.65):
b; + 2¢c;h; + 3d¢h? = bit1,
und mit Einsetzen der Gleichungen fiir b; und d;:
hi_ 3 h;
ZTICz'—l + §(hi—1 + hi)ei + éCz‘H
1 1 n 1 n 1
- - ot —
hig hiow  hi) ' hia
firalle:i=1,...,n—1.
Mit den Vektoren ¢ := (c1,...,¢,—1) und a := (ag,...,a,) kénnen wir die
letzte Gleichung kompakt schreiben als
Te=Q'a, (8.68)

wobei die Matrizen T € R~ Dx(n=1) ynd Q € R+D*(=1) definiert sind durch

q11 0
t11 t1o 0
. . g21
B 21 _ .
T:= ’ Q - g31  Gn—1n—1
. tn—Z,n—l
0 tn—l,n—Q ln—1n-1 n,n—1

0 dn+1,n—1
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mit
tii = 2(hi—1 4+ hi)/3,  tiv1i = tiit1 = hi/3,
¢ii = 1/hi—1, qiv1i=—1/hi-1 —1/hi;,  @iy2; =1/hit1, i=1,...,n—1.

Die symmetrische, positiv definite Tridiagonalmatrix T koppelt also die zweiten
Ableitungen s”(x;) = 2¢; des Ausgleichssplines im Wesentlichen mit den zweiten
Differenzenquotienten von a.
Die Sprungbedingung (8.67) schliefflich fiihrt auf
a; — Y;

6<di_1—di):p 7 i:1,2,...,n—1.

wy

Schreiben wir p/2 fiir p und verwenden wir d; = (¢i+1 — ¢;)/3h;, folgt daraus
mit der Diagonalmatrix D, bestehend aus den positiven Wichtungsparametern
wp, Wi, - . ., Wy, und dem Vektor y := (yo, y1, - - - ,yn)T der Messdaten der Zusam-
menhang

Qc=pD7*(y - a) (8.69)

zwischen ¢, a und p. Die Berechnung von @ und ¢ in (8.68) und (8.69) kann wegen
QT (D*Qc) = Q" (p(y — ) =pQ"y —pQTa=pQ "y — pTe

entkoppelt werden:
1
(QTD*Q+pT)c=pQ'y, a=y-— Z;DQQC- (8.70)

Dabeli ist fiir alle p > 0 die Matrix Q" D?Q + pT symmetrisch und positiv definit
(Ubungsaufgabe). Es bleibt noch der Lagrange-Parameter p zu bestimmen.

Berechnung des Lagrange-Parameters. Die notwendige Bedingung 0.J/9p
= 0 an der Stelle e = 0 (siehe (8.61)) fithrt auf

Enj <S(w’jui_ yi>2 422§ =0.

i=0
Mit

- s(@i) — i 2_ D! 2
> () = oty
=0
und D7 a —y) = DQ(QTD?Q + pT)~'Q "y folgt hieraus die nichtlineare Glei-
chung
F(p)?=S8—22 mit F(p):=||DQ(Q"D?*Q + pT)~1Q yl|. (8.71)

Die Abhéngigkeit von z kann iiber die notwendige Bedingung 0J/0z =0ane =0
eliminiert werden. Diese fiihrt auf pz = 0, so dass zwei Félle zu unterscheiden
sind:
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e p = 0: Dieser Fall ergibt wegen (8.70) sofort ¢ = d = 0, d.h., der Ausgleichs-
spline degeneriert zur Ausgleichsgeraden mit

a=y-D’QQTD*Q)"'Q"y,
und bz = (ai—i—l — al)/hZ
e z = 0: Dieser Fall liefert p als Losung des nichtlinearen Gleichungssystems
F(p) — /S = 0. Da die Funktion F? konvex ist, ist das Newton-Verfahren
fiir F(p)?> — S = 0 global konvergent: Wihlen wir etwa p(® = 0 als Start-
wert (Ausgleichsgerade), so lautet der j-te Schritt des Newton-Verfahrens

fir F(p) — /S =0

(+1)

o _ FOV)? - FpU)VS

Fp0) F () (572)

p =P

Offen ist noch die effiziente Berechnung von F(p))F’(pl9)). Hierbei ist das
folgende Lemma hilfreich.
Lemma 8.15 Mit u = p~'c = (Q'D?Q + pT)™'Q "y gilt

F(p)F'(p) = pu' T(Q"D*Q + pT) ' Tu — u' Tu.

Beweis. Ubungsaufgabe.

Die Berechnung der rechten Seite von (8.72) erfolgt nun in den folgenden
Schritten:
(1) Bestimme R aus der Cholesky-Zerlegung von Q' D?Q + pT = RTR.

(2) Lose RTRu = Q"y durch Vorwirts- und Riickwirtssubstitution: RTr =
Q'y, Ru=r.

(3) Berechne F := DQu, F:=F'F, f:=Tuund f:=u'f.

(4) Lose RTv = f und berechne g := v 'v.

Damit lautet der Newton-Schritt (8.72)

F—+VSF

g —f

Eine Matrix-Invertierung ist also nicht notig!
Eine MATLAB-Implementierung dieses Ansatzes zur Berechnung der Spline-

Koeffizienten ist im Programm 8.2 gegeben. Dabei liefert der Befehl R = chol (A)

die Matrix R der Cholesky-Zerlegung einer symmetrischen und positiv definiten
Matrix A = R R. Die Eingabeparameter des MATLAB-Programms sind wie folgt:

p(j+1) — p(j) _

n : Anzahl der Datenpunkte,

x : Vektor der Abszissen (als geordnet vorausgesetzt),
y : Spaltenvektor der Ordinaten,

w : Vektor der Wichtungsparameter,

S : Glattungsparameter.
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MATLAB-Programm 8.2 Programm splinekoeff.m zur Berechnung der Spline-
Koeffizienten des Ausgleichssplines.

function [a,b,c,d] = splinekoeff(n,x,y,w,S)

% Erzeugen der Matrizen D, T und Q
h = x(2:n) - x(1:n-1);
D = diag(w);
to (1/3)*h(2:n-2);
td (2/3)*(h(1:n-2)+h(2:n-1));
tu = (1/3)*h(2:n-2);
T = diag(to,1) + diag(td) + diag(tu,-1);
Q = zeros(n,n-2);
for i = 1:n-2
Q(i,i) = 1/h(i);
Q(i+1,i) = -1/h(i)-1/h(i+1);
Q(i+2,i) = 1/h(i+1);
end

% Schleife des Newton-Verfahrens
p=0;

F2 =S + 1.0;

while (F2 > 8)

R = chol(Q’*D*D*Q + pxT);
r = (R)\@Q*y); % Bestimmung von u = (Q’DDQ + pT)~(-1)*Q’y mit
u = R\r; % Ausnutzen der Dreiecksform von R
F = DxQ*u; F2 = F’%F; % Bestimmung von F und F~2
if (F2 > 8)
fbar = u’*Tx*u;
v = R\ (T*u); g = v’*v;
p = p - (F2-sqrt(S*F2))/(pxg-fbar); % Newton-Schritt
end

end

% Bestimmung der Koeffizienten
a =y - DxF;
c = pxu; ¢ = [0;c;0];
for i = 1:n-1
d(i) = (c(i+1)-c(1))/(3*h(i));
b(i) = (a(i+1)-a(i))/h(i) - c(i)*h(i) - d(L)*h(i)*h(i);
end

~

b=b;d=d;

Als Beispiel fiir die Anwendung des Ausgleichssplines haben wir aus den
Marktdaten aus Tabelle 8.1 die Bond-Preise PM (0, 7T) mit dem Ausgleichsspline
rekonstruiert. Als Argumente fiir die Funktion splinekoeff.m haben wir n = 25,
den Vektor x aus den Laufzeiten T" (in Jahren), den Vektor y aus den entsprechen-
den Bond-Preisen P(tp,T"), den Vektor w = 0.002-7" und den Gléttungsparameter
S = 1 gewéhlt. Bei der Wahl der Wichtungsparameter haben wir angenommen,
dass die Genauigkeit der Bond-Daten mit wachsender Laufzeit abnimmt. Das
Ergebnis ist in Abbildung 8.5 zu sehen.



8.2 Zinsderivate

269

| T | P(t,T) | T]P(t,T) | T | P(to,T) \
11 0.999941948 271 | 0.984294857 2521 | 0.770539675
31 | 0.998158569 301 | 0.982517309 2881 | 0.732706070
61 | 0.996373799 331 | 0.980732186 3241 | 0.695974578
91 | 0.994610143 361 | 0.978926171 3601 | 0.660685465
121 | 0.992864420 721 | 0.952551170 5401 | 0.502139422
151 | 0.991134026 || 1081 | 0.919978083 7201 | 0.378854797
181 | 0.989416227 || 1441 | 0.884125025 || 10801 | 0.221387787
211 | 0.987702552 || 1801 | 0.847015148
241 | 0.986000272 || 2161 | 0.808962996
Tabelle 8.1 Marktdaten fiir Bond-Preise zum 25.09.2003 mit Laufzeiten zwischen ei-

nem Tag und 30 Jahren. Die Laufzeit T ist hier in Tagen angegeben mit der Konvention,
dass jeweils 360 Tage ein Jahr ergeben. Die Daten wurden uns freundlicherweise von
Dr. Thilo Rossberg, ABN AMRO London, zur Verfiigung gestellt.

Abbildung 8.5 Approximation der Bond-Preise P (t)
basierend auf den Marktdaten in Tabelle 8.1 (markiert mit ,

splines.
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Bestapproximationseigenschaft des Ausgleichsspline. Zum Abschluss
verifizieren wir, dass der oben berechnete Ausgleichsspline auch tatséchlich ei-
ne Losung des Ausgleichsproblems (8.59)-(8.60) ist.

Satz 8.16 Der Ausgleichsspline minimiert im Raum C?(xq,x,) das Funktional
in (8.59) unter der Nebenbedingung (8.60), d.h., fir alle f € C?(xq,z,) mit

Zn: (W)Q <S (8.73)

i=0 i

gilt:

/x ) 2de > / " ).

0 o

Beweis. Wir erhalten

/ " )t = / (@) — (@) + 2" () — " (2))s" (@) + 8" (2)?) da

0
Tn

> 9 /m @) — @) (@) da + / o ()2 da.

0 o
Der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen, dass das erste Integral auf der rechten

Seite nichtnegativ ist. Dies zeigen wir im folgenden Lemma.

Lemma 8.17 Fiir alle f € C?(xq,x,), die (8.73) erfiillen, gilt:

/ " (@) - (@) (@) > 0,

0

Beweis. Mit zweifacher partieller Integration folgt

Zn n—1 Tit1
/ (f"(@) = s"(2))s" (@)dz =) / (f"(z) = s"(x))s" (x)dx
o i=0 T

0

n—1 Ti41
= {0 (-9 [ ) - s(a)s P e
i=0 T;
Da die Funktion s stiickweise kubisch ist und die natiirlichen Randbedingun-
gen (8.66) gelten, fallen der erste und letzte Term in der Summe weg. Mit der
Konvention s (zy ) = s (z;}) = 0 folgt dann aus der Sprungbedingung (8.67)
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[ @) - @) @

zo

= ) ) @)~ )
= —Z — s(zi))p 78(%)2_ vi

s(z; s(zi) — vi)?
:_pz< 2(() y)_(()zy)>

_ (S Z 0(ster) y>>7

wobei die letzte Gleichung aus der Identitit F2(p) = S (fiir z = 0; siche (8.71))
folgt. Zum Beweis des Lemmas ist nur noch die Abschétzung

Xn: (f (%) — yz‘)Q(S(fi) ) <

, wj

=0 ?

zu zeigen. Mit o := D~ !(f—y) und 8 := D~ (s—y) ist dies dquivalent zur Aussage
a3 < S.Da f die Nebenbedingung (8.60) erfiillt, gilt [|a||3 < S, ||3]|3 < S, also
mit der Youngschen Ungleichung

™8] < [zl < 57
und damit die Behauptung. O

Bemerkung 8.18 Eine Inspektion des Beweises von Lemma 8.17 zeigt, dass die-
ses auch fiir eine groflere Klasse von Funktionen giiltig ist, ndmlich Funktionen
f € CY(xo,x,), deren zweite (verallgemeinerte) Ableitung quadrat-integrierbar
ist, d.h. fiir Funktionen f € H?(xq,,). Zur Definition des Sobolev-Raumes
H?(xg,,) sieche Bemerkung 7.2. O

8.2.5 Zur numerischen L6sung des Modellproblems

Damit haben wir alle Zutaten zusammengetragen, um das in Beispiel 8.12 for-
mulierte Modellproblem numerisch zu lésen. Die Vorgehensweise wollen wir ab-
schlieflend kurz zusammenfassen.

In einem ersten Schritt berechnen wir aus n + 1 aktuellen Marktdaten P,

P%rl fiir Null-Koupon-Anleihen mit unterschiedlichen Laufzeiten mittels des
Ausgleichssplines eine kontinuierliche Funktion P (ty, T'); diese liefert, bezogen
auf den aktuellen Zeitpunkt ¢y, Bond-Preise fiir beliebige Laufzeitenden T' zwi-
schen to und T369. Damit ist das erweiterte Cox-Ingersoll-Ross-Modell (8.51) an
den Marktdaten kalibriert und die Inhomogenitét ¢(t) aus (8.58) eindeutig defi-
niert.
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In einem zweiten Schritt berechnen wir N Pfade der stochastischen Diffe-
rentialgleichung (8.57), zusammen mit der Differentialgleichung dD = —rDdt,
zur Bestimmung der Abzinsungsfaktoren D(t) = D(ty,t). Die Anfangswerte sind
durch xy, = ry, — @(to) und D(tg) = 1 gegeben. Als Integrationsverfahren bietet
sich das Euler-Maruyama- oder Milstein-Verfahren an (siehe Abschnitt 5.3). Die
numerischen Approximationen #*) und D®) fiir den k-ten Pfad (k=1,...,M)
an den Zeitpunkten t = T;, ¢ = 1,...,360, seien durch rgk) und ng) bezeich-
net; zur Vereinfachung gehen wir davon aus, dass wir die Zeitpunkte T; als
Integrationszeitpunkte gewihlt haben. Mit diesen Daten berechnen wir fiir je-
den der Pfade den maximalen Zinsatz Ki(k) geméB (8.45) sowie die Bondpreise

Pi(k) := P(r®), T;_1; T;) und hieraus die Spotraten
PIOIN P
b (k)
(T; = Ti—1) — P,

7

iiber (8.46).
Die (diskontierte) Auszahlungsfunktion fiir den k-ten Pfad lautet damit (siehe

(8.48))
360

j=1

und der faire Preis fiir die Absicherung des Zinsénderungsrisikos (als Erwartungs-
wert der diskontierten Auszahlungsfunktion) kann mit

1 N
V= (k)
V= E_l v

geschitzt werden.

8.3 Wetterderivate

Eine Vielzahl von Wirtschaftszweigen wird von Wetterereignissen beeinflusst:

e Die Eiskrem- und Getrankeindustrie hat Umsatzeinbuflen in einem relativ
kithlen Sommer.

e Hoteliers in den Bergen verzeichnen in der Wintersaison Verdienstausfille,
wenn nur wenig Schnee fillt.

e Sommer mit extremen Wetterlagen (zu heifl oder zu kalt, zu trocken oder zu
nass) fithren zu Ernteausfillen in der Landwirtschaft.
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Laut einer Umfrage der Chicago Mercantile Exchange und der Storm Exzchange
bezeichnen gut 20% der befragten US-amerikanischen Unternehmen ihren Umsatz
als stark wetterabhéngig. Mit Hilfe von Wetterderivaten kénnen wetterbedingte
Risiken begrenzt werden. In diesem Abschnitt zeigen wir, mit welchen Model-
len Wettervariablen modelliert und Wetterderivate bewertet werden kénnen. Da
Wetter und Energieverbrauch en zusammenhéngen, gehen wir auch auf die Be-
wertung von Energiederivaten ein.

Das Absichern von Wetterrisiken mit Hilfe von Finanzderivaten ist erst in
jiingster Zeit moglich. Das erste 6ffentlich bekannt gemachte Wetterderivat wurde
im September 1997 in den USA zwischen zwei Energieversorgern gehandelt. Ziel
des Derivates war es, durch Temperaturschwankungen ausgeloste Verdnderun-
gen in den Stromabsatzmengen der beiden Energieversorger wihrend des Win-
ters 1997/1998 monetir auszugleichen. In Europa wurde das erste Wetterderi-
vat im Herbst 1998 ebenfalls zwischen zwei Energieversorgern gehandelt. Die
erste Transaktion mit Beteiligung eines deutschen Marktteilnehmers erfolgte im
Mérz 2000. Im Juli 2001 hat die Finanzgesellschaft LIFFE Wetterderivate auf
Temperaturindizes in Berlin, Paris und London auf den Markt gebracht. Stan-
dardisierte Future-Vertrige auf Temperaturinizes werden seit Oktober 2003 auf
der Chicago Mercantile Exchange (CME) gehandelt. Um die Jahrtausendwende
waren die Wachstumsraten des Wetterderivatemarktes sehr hoch (siche Tabelle
8.2). Seitdem scheinen sich Wetterderivate auf dem Markt gut etabliert zu ha-
ben. Beispielsweise betrug laut der Weather Risk Management Association (siehe
www.wrma.org) das Handelsvolumen aller Wetterderivate von April 2005 bis Mérz
2006 45.2 Mrd. US-Dollar und von April 2007 und Mérz 2008 32 Mrd. US-Dollar.

]Jahr 1998 1999 2000 2001 2002\

Europa 2 30 172 765 1480
weltweit | 695 1285 2759 3937 4517

Tabelle 8.2 Anzahl von Vertriigen zu Wetterrisiken in Europa und weltweit (inklusive
Europa) [90]. Ein Jahr bezieht sich auf den Zeitraum von April des Jahres bis Mérz des
Folgejahres.

8.3.1 Temperaturindizes

Es gibt viele Parameter, um das Wetter zu beschreiben, etwa Temperatur, Nie-
derschlag (Regen- oder Schneehohe), Sonnenstunden oder Windgeschwindigkeit.
Hierbei ist die Wettervariable Temperatur am bedeutendsten, da sie einen grofien
Einfluss auf viele verschiedene Industriezweige hat, einfach zu messen ist und re-
lativ viele Daten aus der Vergangenheit fiir zahlreiche Orte zur Verfiigung stehen.
Aus diesen Griinden beziehen sich die meisten gehandelten Wetterderivate auf die
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Temperatur als Basisvariable. Genauer gesagt basieren diese Wetterderivate auf
standardisierten Wetterindizes, ndmlich Gradtagindizes oder dem Durchschnitts-
temperaturindez.

Definition 8.19 (1) Die tégliche Durchschnittstemperatur 6; am Tag i € N ist
definiert als das arithmetische Mittel aus dem Tagesminimum 0; min und dem
Tagesmazimum 0; max:

1
‘91' — 5(9i,min + ei,max)-
(2) Die Heizgradtage HDD; (heating degree days) und die Kiihlungsgradtage
CDD; (cooling degree days) am Tag i sind definiert durch

HDD; = (18°C — ¢;)", CDD; = (§; — 18°C)*.

(3) Der Wert eines HDD-Index wy bzw. CDD-Index we im Zeitraum {1,...,n}
st gegeben durch

n

wy = iHDDi brw. we = Z CDD;.
=1 =1

(4) Der Durchschnittstemperaturindex w4 (average temperature index) im Zeit-
raum {1,...,n} ist definiert durch

1 n
1=

Betrachte beispielsweise zwei Tage ¢t; und t2 mit den téglichen Durchschnitts-
temperaturen 6; = 15°C und 0y = 22°C. Dann hat der Tag ¢t; 3 HDD und 0
CDD, und der Tag t2 hat 0 HDD und 4 CDD. Aus den Heiz- und Kiihlungsgrad-
tagen lasst sich iibrigens die Durchschnittstemperatur rekonstruieren, denn 6 =
CDD — HDD + 18°C.

In den USA wird anstelle der Grenztemperatur von 18°C der Wert 65°F
(Grad Fahrenheit) verwendet. Klarerweise haben Heizgradtage eher eine Bedeu-
tung wihrend der Wintermonate (November bis Mérz), und Kiihlungsgradtage
werden am ehesten in den Sommermonaten (April bis Oktober) eine Rolle spielen.

Die Popularitdt von Gradtagindizes liegt in der hohen Korrelation zum
Stromverbrauch in den USA begriindet. Liegt die Tagestemperatur iiber 65°F,
so werden Klimaanlagen eingeschaltet. Fallt die Temperatur unter 65°F, so wer-
den die Haushalte die Wohnungen heizen. Der Stromverbrauch ist also in beiden
Féllen umso hoher, je weiter die Tagestemperatur von 65°F entfernt ist. In Eu-
ropa trifft diese Aussage weniger zu. Aus historischen Griinden wird aber auch
in Europa mit Heiz- und Kiihlungsgradtagen gearbeitet.

Wir veranschaulichen den Gebrauch von Wetterderivaten anhand des folgen-
den Beispiels.
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Beispiel 8.20 Der Energieversorger A in Berlin hat festgestellt, dass sein Strom-
absatz im Januar bei einem Temperaturanstieg von 1°C um 400 MWh (Mega-
wattstunden) zuriickgeht. Bei einem durchschnittlichen Preis von 20 Euro/MWh
entspricht dies, {iber 31 Tage berechnet, grob gerechnet einem Umsatzverlust von
20 x 400 x 31 = 248000 Euro. Das Unternehmen A mdchte einen moglichen
Umsatzverlust im Monat Januar mittels einer Put-Option begrenzen. Der durch-
schnittliche HDD-Index in Berlin betrégt im Januar etwa 550. Der Stromversorger
kann einen Umsatzverlust bis zu einem HDD-Index von etwa 500 verkraften. Da
der Index im Januar in den letzten 30 Jahren nie unter 400 HDD fiel (siehe Ab-
bildung 8.6), geniigt es, den Bereich von 400 bis 500 HDD durch eine Option
abzusichern. Der Stromversorger A schlieft mit der Bank B einen Vertrag iiber
eine Put-Option mit den folgenden Spezifikationen ab:

Optionstyp: européische Put-Option
Basisvariable: HDD
Laufzeit: 01.-31. Januar

Wetterstation: ~ Berlin (Dahlem)
Ausiibungspreis: 500 HDD
Multiplikator: 8000 Euro/HDD
Limit: 100 HDD
Optionspriamie: 130000 Euro

Der Multiplikator (tick size) von 8000 bedeutet, dass der Stromversorger A
fiir jeden Heizgradtag 8000 Euro ausgezahlt bekommt, da dies gerade der Um-
satzverlust ist (8000 = 20 x 400). Das Limit von 100 HDD ergibt sich aus der
Differenz 500 — 400 HDD. Die Auszahlungsfunktion lautet also

A(wgy) = 8000 - min{100, (500 — wg)*}.

Betragt der HDD-Index im Januar weniger als 500 HDD, so erhélt der Energie-
lieferant genau den Betrag ausgezahlt, der an Umsatzeinbuflen anféllt. Bei einem
HDD-Index grofler als 500 HDD ist die Option zwar wertlos; andererseits steigt
der Umsatz des Energieversorgers, da er infolge des relativ kalten Winters mehr
Strom absetzen kann. In Abbildung 8.7 sind die Auszahlungsfunktion und die
Profitfunktionen (Werte in Euro)

Profit ohne Put(wgy) = 8000 - (wg — 500),
Profit mit Put(wy) = A(wg) + 8000 - (wgr — 500) — 130000
dargestellt.

Der Verlust von A ist in Hohe der Optionspriamie beschrénkt (sofern der
HDD-Index grofler als 400 ist). Die Bank B zahlt im schlimmsten Fall den Betrag
von 800000 Euro aus, erhilt aber dafiir in jedem Fall die Optionspriamie von
130000 Euro. O
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Abbildung 8.6 HDD-Indizes im Januar in Berlin (Dahlem) von 1969 bis 2003. Die
einzelnen Werte sind durch Geradenstiicke verbunden. Die durchgezogene Gerade stellt
eine Ausgleichsgerade dar. Die Werte sind Beispiel 8.23 entnommen.

8—-------- N - - - Payoff |
~ --— ohne Put
6F ~ — mit Put |

Profit in Euro

350 400 450 500 550
HDD

Abbildung 8.7 Auszahlungsfunktion, Profit ohne Absicherung und mit Absicherung
durch die Put-Option.
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Der Kauf der Wetteroption wirkt fiir den Stromlieferanten in dem obigen
Beispiel wie eine Versicherung. Allerdings gibt es im Vergleich zu einem Versiche-
rungsvertrag einige grundlegende Unterschiede: Zum einen geschieht bei einem
Optionsgeschift die Auszahlung automatisch, wenn bestimmte, vorher genau fest-
gelegte Bedingungen zutreffen. Bei einer Wetterversicherung muss im allgemeinen
ein Schaden nachgewiesen werden, den zu iibernehmen die Versicherungsgesell-
schaft sich verpflichtet hat. Zum anderen beziehen sich Wetterversicherungen auf
seltene, aber fiir den Versicherungsnehmer katastrophale Ereignisse (z.B. Erd-
beben oder Wirbelstiirme), wihrend Wetterderivate eher fiir Abweichungen des
Wetters vom Mittelwert konstruiert werden. Auflerdem koénnen mit Wetterderiva-
ten gegenseitig Risiken abgesichert werden. Profitiert beispielsweise ein Unterneh-
men von einem warmen Sommer (z.B. Eiskremhersteller), wéhrend eine andere
Firma eher in einem kiihlen Sommer grofile Umsétze erzielt (z.B. Reisebiiro fiir
Fernreisen), so kénnen beide Unternehmen die Risiken gegenseitig absichern.

30
251 b

20 b

W it M vq il il

il

—10f 4

Temperatur
(9]

_15} i

_2 L L L L L L L
01 970 1975 1980 1985 1990 1995 2000
Jahr

Abbildung 8.8 Temperaturen in Grad Celsius in Berlin (Dahlem) von 1969-2003, er-
zeugt mit dem MATLAB-Befehl plot (days, temp), wobei days der Vektor der durchnum-
merierten Tage und temp der Vektor der téglichen Durchschnittstemperaturen ist. Die
Gerade stellt den linearen Temperaturtrend dar.

8.3.2 Temperaturmodelle

Unser Ziel ist die Bewertung von Wetterderivaten bezogen auf einen Tempera-
turindex. Dafiir ben6tigen wir ein Modell fiir die zeitliche Entwicklung der Tempe-
ratur, Ahnlich wie wir ein Modell fiir die Entwicklung von Aktienkursen aufgestellt
haben. Die Abbildung 8.8 mit den téglichen Durchschnittstemperaturen in Berlin
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(Dahlem) von 1969 bis 2003 zeigt, dass dieses Modell grundsétzlich von dem von
uns verwendeten Aktienkursmodell verschieden sein muss. Wir modellieren die
Temperatur als stochastischen Prozess mit den folgenden Eigenschaften.

e Die Temperatur weist eine saisonale Abhdngigkeit auf, die etwa durch
O, = s(t) oder df; =s'(t)dt mit s(t) = so+ Csin(at + 3)
und mit gewissen Konstanten sg, C, a, # € R modelliert werden kann.

e Besonders in Ballungsgebieten beobachten Meteorologen einen Anstieg der
Durchschnittstemperaturen. In Abbildung 8.8 ist der langfristige Tempera-
turtrend durch die dargestellte Regressionsgerade erkennbar. Diese Gerade
ist in MATLAB mit dem Befehl

a = polyfit(days,temp,1)

berechnet worden, wobei temp der Vektor der téglichen Durchschnittstempe-
raturen in Berlin (Dahlem) und days der Vektor der durchnummerierten Ta-
ge ist. Das dritte Argument in polyfit gibt den Grad des Approximations-
polynoms an. Allgemein berechnet a = polyfit(x,y,n) dasjenige Polynom
n-ten Grades mit Koeffizienten a(1),...,a(n), das die Paare (x(i),y(i))
im Sinne der kleinsten Quadrate am besten annéhert. In unserem Fall besteht
das Ergebnis a aus den beiden Komponenten Steigung a(1) und Achsenab-
schnitt a(2). Die Ausgleichsgerade wird mit plot(days,a(1)*days+a(2))
gezeichnet. Die durch die Gerade berechnete Durchschnittstemperatur be-
trug im Jahre 1969 etwa 8.6°C; bis Mitte 2003 hat sie sich auf 10.2°C erhoht.
Dies entspricht einem Temperaturanstieg von ca. 0.05°C pro Jahr, verursacht
durch eine lokale Erwérmung (grofiere Bebauungsdichte in der Ndhe der Wet-
terstation) bzw. durch den globalen Klimawandel. Vereinfachend kénnen wir
diesen Trend modellieren durch

df; =~ (t)dt mit ~(t) = At+ B
und Konstanten A, B € R.

e Offensichtlich besitzt die Temperatur eine stochastische Komponente. Abbil-
dung 8.9 zeigt ein Histogramm der téglichen Temperaturinderungen fiir die
Werte von Abbildung 8.8, erzeugt mit den MATLAB-Befehlen

x = [-20:0.5:30]; N = length(temp);
dt = temp([2:N]) - temp([1:N-1]);
hist(dt,x)

Die Kurve der Normalverteilung in Abbildung 8.9 haben wir mit Hilfe des
Mittelwertes mu und der Standardabweichung sigma (ohne Beriicksichtigung
des saisonalen Trends) berechnet:
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Abbildung 8.9 Histogramm der historischen téglichen Temperaturinderungen und
theoretische Kurve der Normalverteilung.

mu = mean(dt); sigma = std(dt);

[n h] = hist(dt,x);

f = max(n)*exp(-(x-mu)."2/(2*sigma"2));
plot(x,f)

Die Abbildung 8.9 legt nahe, vereinfachend die Temperaturéinderungen durch
eine Normalverteilung zu modellieren. Sei dazu W; ein Wiener-Prozess. Wir
nehmen an:

d@t = O'(t)th.

Die Varianz o(t) > 0 ist zeitabhéngig, da die Temperaturschwankungen in
den Wintermonaten hiufig gréfler als in den Sommermonaten sind.

e Wihrend Aktienkurse sich iiber einen lingeren Zeitraum in nur eine Rich-
tung entwickeln und das einmal erreichte Niveau auch halten kénnen, besitzt
die Temperatur die Tendenz, zu einem Mittelwert zuriickzukehren. Mit ande-
ren Worten: Je weiter sich die Temperatur von ihrem historischen Mittelwert
entfernt hat, umso unwahrscheinlicher wird eine Anderung in dieselbe Rich-
tung. Dieses Verhalten wird Tendenz zur Riickkehr zum Mittelwert (mean
reversion) genannt und kann durch die folgende Gleichung modelliert wer-
den:

d9t = a(m(t) — Qt)dt,
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wobei a > 0 die Riickkehrgeschwindigkeit und m/(t) der historische Mittel-
wert sind. Ist 6; groBer (kleiner) als der Mittelwert m(t), so ist die Anderung
df; negativ (positiv). Am Ende von Abschnitt 4.5 haben wir &hnliche Mo-
delle fiir stochastische Zinsraten und Volatilitdten vorgestellt.

Fassen wir die vier vorgestellten Komponenten der Temperatureinfliisse zu-
sammen, erhalten wir die folgende stochastische Differentialgleichung fiir 6,:

db; = m/(t)dt + a(m(t) — 0;)dt + o(t)dW,, (8.74)

wobei

m(t) = At + B + C'sin(at + ) (8.75)

den Mittelwert darstellt, zu dem die Temperatur zuriickzukehren tendiert.

Bemerkung 8.21 Empirische Untersuchungen von Temperaturdaten haben er-
geben, dass die Haufigkeit grofler Temperaturdifferenzen grofier ist, als durch eine
Normalverteilung hervorgesagt werden kann. Die empirische Temperaturvertei-
lung ist insbesondere nicht symmetrisch und weist fat tails auf. (Wir verstehen
unter einer Verteilung mit einem fat tail grob gesagt solche Verteilungen, de-
ren Dichte langsamer als exponentiell, z.B. polynomiell, féllt.) In der Literatur
wurden daher Temperaturmodelle entwickelt, die nicht auf der Normalverteilung
beruhen. Im Folgenden erwidhnen wir einige der Modellansétze.

e Brody et al. [37] verwenden, ausgehend von Temperaturdaten aus England,
anstelle des Wiener-Prozesses eine fraktionale Brownsche Bewegung. Benth
et al. [22] stellen diese Modellierung jedoch zumindest fiir norwegische Tem-
peraturwerte in Frage.

e Campbell und Diebold [42] schlagen Zeitreihen der Form

0; = m(t) + p(t) + Z ,ot_th_j +é&, tEN,
j=1

vor, wobei m(t) den Temperaturmittelwert, p(t) = > j-; Bxt* den Tempe-
raturtrend und &; einen stochastischen Anteil bedeute.

e Benth et al. [22, 21] begegnen der Problematik, dass die Normalverteilung
kein geeignetes Modell fiir die Temperaturverteilungen zu sein scheint, da-
mit, dass sie anstelle des Wiener-Prozesses einen Lévy-Prozess Ly verwenden:

dfy = m/(t)dt + a(m(t) — 0;)dt + o (t)dLy.
Ein Lévy-Prozess L; tiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) ist de-
finiert durch die drei Bedingungen (i) Lo = 0; (ii) (L) hat unabhéngige
stationére Zuwichse, d.h., fir alle Partitionen t; < --- < t, ist (L —
Ty, .., Ly, — Ly, ) unabhéngig sowie fiir alle ¢1, ta, h > 0 besitzen Ly, +p —
L, und Ly, — Ly, dieselben Verteilungen; und (iii) (L) ist stochastisch
stetig, d.h., fiir alle ¢, ¢ > 0 gilt
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}LiL%POLH—h — Ly >¢)=0.

Der Wiener-Prozess ist ein (spezieller) Lévy-Prozess. Lévy-Prozesse miissen
— im Gegensatz zur Brownschen Bewegung — nicht stetig sein, ermoglichen
also die Modellierung von Spriingen. Fiir Eigenschaften von Lévy-Prozessen
und deren Berechnung verweisen wir z.B. auf die Textbiicher [160, 193].
Benth et al. haben so genannte verallgemeinerte hyperbolische Verteilun-
gen verwendet, um L; zu definieren, da diese eine explizite Dichte mit fat
tails besitzen und geniigend Flexibilitdt aufweisen, um die Parameter mittels
empirischer Daten anzupassen.

Eine Ubersicht iiber verschiedene Temperaturmodelle ist in [184] finden. O

Als Basiswert werden fiir Wetteroptionen Temperaturindizes wie der HDD-
Index, der CDD-Index oder der Durchschnittstemperaturindex verwendet (siehe
Definition 8.19). Wie sind diese Indizes stochastisch verteilt? Da der Durch-
schnittstemperaturindex eine Linearkombination normalverteilter Zufallsvaria-
blen 0;(t) (i = 1,...,n) ist, ist dieser Index ebenfalls normalverteilt:

wa(t) ~ N(ut,0f),

wobei py = ). 60;(t)/n. HDD-Indizes werden iiblicherweise nur auf das Win-
terhalbjahr angewandt. In Deutschland iiberschreitet die Temperatur in diesen
Monaten die Grenze von 18°C im Allgemeinen nicht, so dass die folgende Appro-
ximation zuléssig ist:

HDD; = (18°C — 6;)* = 18°C — 0;.

Der HDD-Index ergibt sich dann durch Summation tiber i:

n
wy = Y _HDD; = n(18°C — wy),
=1

d.h., der HDD-Index kann als normalverteilt betrachtet werden. Eine analoge
Betrachtung kann leider nicht fiir den CDD-Index durchgefiihrt werden, da die
Temperatur in den Sommermonaten durchaus 18°C unterschreiten kann. Der
CDD-Index kann daher nicht als normalverteilt angenommen werden.

8.3.3 Bewertungsmodelle

Die Black-Scholes-Analysis aus Abschnitt 4.2 kann leider nicht direkt zur Her-
leitung einer Formel zur Bewertung von Wetterderivaten verwendet werden. Fiir
die Bewertung von Aktienoptionen haben wir ndmlich ein Portfolio konstruiert,
das gegen Kursinderungen des Basiswerts abgesichert werden kann, indem der
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Anteil des Basiswerts im Portfolio kontinuierlich angepasst wird. Da die Tempera-
tur keine handelbare Grofie ist, ist dieser Ansatz nicht moglich. In der Finanzwelt
wird der Black-Scholes-Ansatz zuweilen dennoch zur Bewertung von Wetterde-
rivaten verwendet (siehe etwa [157, 219]). Wir stellen daher diesen Ansatz trotz
der genannten Bedenken vor und verweisen auf Bemerkung 8.22 fiir alternative
Ideen.

Nehmen wir an, dass ein modifizierter Black-Scholes-Ansatz moglich ist, ist
der faire Preis einer Option zur Zeit ¢ = 0 durch die Formel

V(w,0) = e_TTE(V(wT, T))

gegeben (sieche Bemerkung 4.13). Hierbei ist w; ein Temperaturindex, der als
N (u, 0?)-verteilt vorausgesetzt wird. Der Erwartungswert ist nun nicht beziiglich
der Dichtefunktion der Lognormalverteilung zu definieren, sondern beziiglich der
Normalverteilung:

B(V (wr, T)) = / V(w, T) f (w)de

R

fw) =~ exp (—(‘”‘“)) .

V2mo? 202

Fiir Plain-vanilla-Optionen kann der Erwartungswert explizit berechnet wer-
den. Betrachte zuerst eine europiische Call-Option mit Auszahlungsfunktion
C(w, T) = (w— K)*. Dann ergibt die Substitution z = (w — u)/o:

e—rT 00 Ww— 2
C(w,0) = N A h (w— K)exp (—(202)> dw
e—rT [e9) 9 e—rT 00 9
_ —z /2d - —2z2/2
= oze z 4+ uw—Ke dz
V2m Sk -w/o Vo e
ge T 2 /91 o0
_ —z%/2 —rT .
= e +e K)| ®(z
NG [ LKw)/o (u ){ ( )] (K—p)/o
. K- ~K
= oo (F28) 4 - ) - - mm (<128
g g
K — - K
— T [aqs( - “) +(u— K)® (“ - ﬂ : (8.76)

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist (siehe (4.23))
und ¢(z) = e*/2/y/2x die entsprechende Dichtefunktion. Im letzten Schritt
haben wir die Relation ®(x) + ®(—z) = 1 fir x € R verwendet. Eine analo-
ge Rechnung ergibt fiir eine européische Put-Option mit Auszahlungsfunktion

Pw,T)=(K —w)*:

P@Mh:eJT%¢<K;M>+Q¥—M@<K;Mﬂ. (8.77)
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Interessanterweise gilt eine modifizierte Put-Call-Paritdt auch fiir Wetter-
optionen. Die Differenz der beiden Formeln (8.76) und (8.77) ergibt

0p = g (o (M55 ) re (05))

= e "(u-K).

rT

Bis auf den Term e~ ;4 entspricht dies der Put-Call-Paritét aus Proposition 2.4
fiir Aktienoptionen zur Zeit t = 0.

Die Bewertungsformeln (8.76) und (8.77) gelten nur, falls der Temperaturin-
dex w normalverteilt ist. Wir haben bereits argumentiert, dass der CDD-Index
nicht als normalverteilt angesehen werden kann. Um Wetteroptionen auf diesen
Index oder komplexe Derivate berechnen zu kénnen, sind wir auf Monte-Carlo-
Simulationen angewiesen. Eine einfache Diskretisierung der stochastischen Dif-
ferentialgleichung (8.74) fiir 6, ist durch das Euler-Maruyama-Schema aus Ab-
schnitt 5.1 gegeben:

Yie1 =Y, +m/ (t) At + a(m(ty) = Vi) ANt +o(t)Z\/ Aty 0> 1, (8.78)

wobei Z eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist, At = ¢, 1 —t;, und m(t)
ist definiert in (8.75). Die Variablen Y; sind Approximationen von 6; = 6(¢;).

Bemerkung 8.22 Wetterderivate konnen streng genommen nicht mit dem
Black-Scholes-Modell bewertet werden, da die Temperatur keine handelbare Gro-
Be ist. Wir stellen im Folgenden einige alternative Ansétze zur Bewertung von
Wetteroptionen vor.

(1) Eine Bewertung von Wetterderivaten ist im Rahmen unvollstindiger Mdrkte
unter bestimmten Bedingungen moglich. Wir nennen hierbei einen Markt
unvollstdndig, wenn nicht alle Zufallsvariablen durch handelbare Grofien be-
schrieben werden kénnen. Es ist insbesondere nicht méglich, den Preis eines
speziellen Derivats eindeutig zu bestimmen. Allerdings kann der Preis V
einer bestimmten Option eindeutig berechnet werden, wenn die Prémie ei-
nes Vergleichsderivats gegeben ist. Unter der Annahme eines arbitragefreien
Marktes kann man zeigen, dass der Preis V' die partielle Differentialgleichung

1 - ~
Vi + 502wa +(m—=Xo)V,—rV =0

16st, wobei w ein Temperaturindex, g und o gegebene Drift- bzw. Volati-
litdtsfunktionen sind, und A den sogenannten Marktpreis des Risikos (mar-
ket price of risk) bezeichnet (sieche Bemerkung 8.3). Das Problem ist nun
freilich, den Marktpreis des Risikos zu bestimmen. Fiir Details verweisen
wir auf Kapitel 10 in [24].
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(2) Ein anderer Ansatz ist die Bewertung aufgrund von Szenarioanalysen auf
der Basis historischer Wetterdaten (burn analysis). Dabei wird untersucht,
welche Zahlungsverpflichtungen sich in der Vergangenheit ergeben hétten,
wenn das entsprechende Wetterderivat im entsprechenden Jahr gekauft oder
verkauft worden wére. Daraus ldsst sich ein Erwartungswert zukiinftiger Aus-
zahlungen kalkulieren, der als Grundlage fiir die Preisgestaltung verwendet
werden kann [43, 90]. Die burn analysis wird durch den Ansatz der Indexmo-
dellierung (index modeling) erweitert, indem die Verteilung des Wetterindex
geschitzt wird (siehe z.B. [184]).

(3) Temperaturabhingige Wetterderivate sind im Rahmen von Gleichgewichts-
modellen bewertet worden. Unter bestimmten Annahmen an den Finanz-
markt und deren Teilnehmern werden Gleichgewichtsbedingungen hergelei-
tet, die eine Aussage iiber Optionspreise zulassen [44, 185]. O

Wir haben zwei Methoden zur Bewertung von Wetteroptionen zur Verfiigung;:
die Bewertungsformeln (8.76) und (8.77) und die Monte-Carlo-Approximation
(8.78). Fiir beide Verfahren bendtigen wir Parameter, die wir aus den historischen
Daten bestimmen miissen, ndmlich fiir

e die analytischen Formeln: p und o;

e das Monte-Carlo-Schema: m(t) = At + B + Csin(at + 3), a und o(t).

In den Arbeiten [4] und [219] ist die Schitzung der Parameter ausfiihrlich be-
schrieben. Wir illustrieren einige Aspekte der Parameterschitzung in den folgen-
den beiden Beispielen.

Beispiel 8.23 Wir greifen das Beispiel 8.20 des Stromversorgers in Berlin auf.
Es seien die HDD-Indizes wy im Januar der Jahre 1969 bis 2003 bekannt (siehe
Tabelle 8.3 und Abbildung 8.6).

Jahr 1969 1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977
wy  585.4 696.9 588.2 659.8 551.4 453.1 406.4 536.4 537.4
Jahr 1978 1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986
wy  514.7 680.4 671.2 591.2 634.0 414.4 509.5 720.9 556.2
Jahr 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995
wyg 777.5 442.3 455.6 442.6 485.7 510.6 482.7 451.0 535.9
Jahr 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003

wg 674.0 6254 453.1 462.2 521.7 536.5 491.9 563.2

Tabelle 8.3 HDD-Indizes im Januar in Berlin (Dahlem) von 1969 bis 2003.

Den Erwartungswert und die Standardabweichung schitzen wir aus den For-
meln
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Wir erhalten p = 549.1 und o = 94.6. Der Stromversorger A kauft eine Put-
Option P mit Ausiibungspreis K = 500 und Limit 100. Dieses Derivat kénnen
wir als Differenz von zwei Put-Optionen mit unterschiedlichen Ausiibungspreisen
nachbilden. Die Put-Option ist P = P; — P», wobei

Pi(w,T) =8000- (500 —w)t und Py(w,T) = 8000 - (400 — w)™.

Aus der Bewertungsformel (8.77) erhalten wir bei einem angenommenen risiko-
losen Zinssatz von r = 0.03 und 7" = 1 Monat

P(w,0) = 8000 - (18.11 — 2.32) = 126 320.

Die Bank B addiert noch einen Risikozuschlag von etwa 4000 Euro hinzu und
bietet dem Stromlieferanten die Option zu 130000 Euro an.

Tatséchlich ist die Option zu niedrig gepreist worden. Warum? Die Schétzer
fiir den Erwartungswert und die Varianz beriicksichtigen nicht die globale Erwér-
mung und damit die Tendenz, dass der zukiinftige HDD-Index deutlich niedriger
als der historische Mittelwert ist. In Abbildung 8.6 ist die Regressionsgerade
y — a1y + az (y bezeichnet das Jahr) fiir die n = 35 HDD-Indizes des Monats
Januar von 1969 bis 2003 eingezeichnet, wobei a; = —2.201 und as = 4921. Die
Steigung der Geraden ist negativ, d.h., es muss im Mittel weniger geheizt werden.
Ein besserer Schétzer ist der erwartete Mittelwert fiir das Jahr, in dem die Option
erworben werden soll. Fiir das Jahr 2004 erhalten wir die Schétzung

L = a1 - 2004 + as ~ 510.

Die Varianz schétzen wir entsprechend aus

L o 1/2
o= (n_ > (wn () —m?) .

i=1
Wir erhalten & = 102.6. Mit diesen Werten folgt aus der Bewertungsformel (8.77):
P(w,0) = 8000 - (36.04 — 7.42) = 228 960.

Die Option ist also deutlich teurer als bei der ersten Berechnung, da die Bank
wegen der globalen Erwiarmung voraussichtlich mehr als erwartet an den Ener-
gielieferanten auszahlen muss. O
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Abbildung 8.10 Mittelwerte der Durchschnittstemperaturen (links) und der Standard-
abweichungen (rechts) an den Januartagen in Berlin (Dahlem).

8.3.4 Implementierung in MATLAB

Wir berechnen die Priamie der Put-Option aus dem vorigen Beispiel mit Hilfe
von Monte-Carlo-Simulationen. Legen wir das Temperaturmodell (8.74) zugrun-
de, miissen wir die Parameter der Funktion m(t) bestimmen. Da die Laufzeit der
Put-Option nur den Januar umfasst, verwenden wir ein modifiziertes Modell, da
etwa die saisonale Temperaturabhéngigkeit in einem so kurzen Zeitraum eine un-
tergeordnete Rolle spielen wird. Genauer gesagt definieren wir m(¢) nicht geméfl
(8.75), sondern definieren die Werte m(¢;) als die Mittelwerte der Temperaturen
am Tag t;, bezogen auf die Jahre 1969 bis 2003 (siehe Abbildung 8.10 links):

1 n
m(t;) = — > 0;(t;) mit n =35,
Jj=1

wobei 0;(t;) die Durchschnittstemperatur am Tag t; im Jahr 1968 + j sei. Eine
andere Moglichkeit ist die Verwendung einer geglitteten Kurve, die die Punkte
m(t1),...,m(t,) approximiert. Die diskrete Temperatur entwickle sich geméf} der
Approximation (siehe (8.78))

Yir =Yi+ (m(tivr) —m(t) + a(m(ti) = Yi) + 02, (8.79)

wobei Y; eine Approximation von 0;(¢;) und Z eine standardnormalverteilte Zu-
fallsvariable seien. Da wir mit téglichen Temperaturdaten arbeiten, haben wir
At =1 gewihlt. Es bleiben die Parameter ¢ und o zu berechnen.

Wir berechnen fiir jeden Januartag die Standardabweichung o (¢;) der Ande-
rungen der Tagestemperaturen (siehe Abbildung 8.10 rechts):

o(t;) = Standardabweichung von 0;(t;41) — 0;(t:), 7=1,...,n.
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Abbildung 8.11 Préamien fiir die in Beispiel 8.20 diskutierte Put-Option in Abhéingig-
keit der Riickkehrgeschwindigkeit a.

Allerdings verwenden wir der Einfachheit halber nur den Mittelwert aller o(¢;),
der sich zu o = 2.64 berechnet.

Die Riickkehrgeschwindigkeit a kann wie in [4] mit der Methode der Martin-
galschiatzungsfunktion berechnet werden. Wir fithren anstelle dessen die Monte-
Carlo-Simulationen fiir verschiedene Werte von a durch, um den Einfluss auf das
Ergebnis zu untersuchen.

In Abbildung 8.11 sind die Optionspriamien fiir verschiedene Werte von a
dargestellt. Fiir jeden Wert von a haben wir 100000 Monte-Carlo-Simulationen
durchgefiihrt. Beriicksichtigen wir den Einfluss der Riickkehr zum Mittelwert
nicht, kostet die Put-Option etwa 208 800 Euro. Die Optionspriamie verringert
sich fiir a = 0.2 auf nur noch 25400. Dies ist versténdlich, da fiir ,,grole“ Werte
von a die Wahrscheinlichkeit hoch ist, dass sich die Tagestemperaturen im Januar
nur um den Mittelwert (etwa der Gefrierpunkt) bewegen. Dies ergibt dann einen
HDD-Index von ungefihr 31 - 18 = 558, und die Put-Option ist aus dem Geld.
Bei a = 0.054 betrigt die Optionspramie 141 000; das ist in etwa der Preis, der
mit der expliziten Bewertungsformel in Beispiel 8.23 berechnet wurde.

Die Abbildung 8.11 wurde mit der Monte-Carlo-Methode wie in Abschnitt 5.1
erstellt (siehe MATLAB-Programm 8.3): Sind y(i,k) Realisierungen der Tempe-
ratur 0(t;) zur Zeit t; der Monte-Carlo-Simulation Nr. &, so wird der HDD-Index
omega (k) aus

omega = sum(max(0,18-y))
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berechnet. Die Auszahlungsfunktion payoff (k) fiir die k-te Monte-Carlo-Simu-
lation lautet nach Beispiel 8.23

payoff = 8000*(max(0,K-omega) - max(0,L-omega)),

wobei K = 500 und L = 400. Die Pramie der Put-Option ist dann gegeben durch
P = exp(-r/12)*sum(payoff) /M,

wobei r der risikolose Zinssatz sei.

MATLAB-Programm 8.3 Das Programm weather.m berechnet die Optionspramie

einer Wetteroption. Die Mittelwerte m(i) der Temperaturen und die Standardabweichung
sigma sind als gegeben vorausgesetzt.

% Initialisierung
randn(’state’,3)

K = 500; L = 400; r = 0.03;

M = 100000; % Anzahl der Monte-Carlo-Simulationen
n = 31; % Anzahl der Tage im Januar

na = 101; % Anzahl der Werte des Parameters a

y = zeros(n,M);
y(1,:) = randn(1,M); % Anfangswerte

% Monte-Carlo-Simulationen
for j = 1:na
a 0.002*(j-1);
dW = randn(n,M);
for i = 1:n-1
y(i+1,:) = y(i,:) + m@E+1) - m(i) + ax(m(@)-y(i,:)) ...
+ sigma*xdW(i,:);

end
omega = sum(max(0,18-y));
payoff = 8000*(max(0,K-omega) - max(0,L-omega));
P(j) = exp(-r/12)*sum(payoff)/M;
end

plot([0:0.002:nax0.002] ,P)

Bemerkung 8.24 Wetterderivate (und damit im Zusammenhang stehende Ener-
giederivate) sind sehr junge Derivattypen, und die Theorie der Bewertung dieser
Derivate ist nicht abgeschlossen. Wir geben im Folgenden einige Hinweise auf
weiterfithrende Literatur.

e Die Frage, ob und wie die Black-Scholes-Theorie auf Wetteroptionen ange-
wendet werden kann, wurde in der Literatur kontrovers diskutiert, siehe z.B.

(61, 157].

e Brody et al. erhalten den Wert einer Wetteroption als die Losung einer
partiellen Differentialgleichung, ausgehend von einem Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess [37].
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o Ausfiihrliche Einfithrungen in die Theorie der Wetterderivate sind in [62,
185, 219] zu finden. Die Arbeit [219] ist kostenfrei unter www.weatherderi-
vatives.de erhiltlich.

e Weitere Informationen und Publikationen sind beispielsweise auf den folgen-
den Internetseiten zu finden:

— Bob Dischel, www.wxpx.com,
— Climetrix, www.climetrix.com,
— Weather Risk Management, www.wrm.de,

— Weather Risk Management Association, www.wrma.org. O

8.3.5 Energiemirkte und Energiederivate

In jlingster Zeit sind im Zuge der Liberalisierung der Energiemérkte Energie-
derivate entwickelt worden. Da Energie im Allgemeinen nur schwer (oder nur
zu hohen Kosten) gespeichert werden kann, ist die Modellierung von z.B. Elek-
trizitédt-Futures verschieden von der Beschreibung von Futures auf Rohstoffen.
Wegen der Saisonabhingigkeit bestehen gewisse Ahnlichkeiten zwischen Energie
und Wetter, da Klimaanlagen und Heizungen einen Energietriiger (z.B. Strom
oder Gas) bendtigen. Energieproduzenten werden also ein Interesse haben, Wet-
terrisiken zu kontrollieren. Dennoch ist der Elektrizitdtsmarkt jung und relativ
klein. In Deutschland kann beispielsweise erst seit dem Jahr 2000 Elektrizitét
gehandelt werden. Im Jahre 2007 waren auf der Furopean Energy Exchange in
Leipzig nur etwa 150 Handelspartner beteiligt (siche www.eex.de).

Tagespreise fiir Elektrizitit (Spotpreise) haben im Allgemeinen andere Cha-
rakteristika als Aktienkurse. Die Preise konnen in nachfragestarken Zeiten plotz-
lich sehr stark ansteigen und nach kurzer Zeit schnell wieder auf das Durch-
schnittsniveau abfallen (peaks oder extreme spikes). Mathematische Modelle miis-
sen also in der Lage sein, dieses Verhalten abzubilden. Auflerdem ist typischer-
weise die Volatilitdt von Elektrizitatspreisen wesentlich grofler als die von Akti-
enkursen. Wie bei Wetterderivaten ist der Energiemarkt unvollstédndig in Sinne
der Finanztheorie.

Nach Benth et al. [23] kann der Energiemarkt in drei Segmente aufgeteilt
werden: dem Markt fiir die physikalische Lieferung von Energie, dem Markt fiir
Future-Vertriage auf den Spotpreis mit physikalischer Lieferung oder Barausgleich
und dem Optionsmarkt mit Futures als Basiswert. Um den Preis einer Energie-
option berechnen zu kénnen, sind also drei Aufgaben zu l6sen: die Modellierung
des Spotpreises, die Bewertung von Futures sowie die Bewertung der Optionen.

Ahnlich wie bei den Temperaturmodellen kénnen die Spotpreise mittels ei-
nes Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses modelliert werden. Das Modell sollte z.B. einen
Trend zum Mittelwert (mean reversion) besitzen, saisonabhéngig sein und starke
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Preisdnderungen auf einer kleinen Zeitskala realisieren kénnen. In [21] wurde ein
Ornstein-Uhlenbeck-Modell mit Lévy-Prozessen fiir den Spotpreis Sy vorgeschla-
gen:

5= m(t) + S Vi),
=1

wobei m(t) die Saisonabhéngigkeit modelliert und Y;(¢) der stochastischen Diffe-
rentialgleichung
dYi(t) = —NY;(t)dt + o;(t)dL;(t)

mit monoton wachsenden Sprung-Lévy-Prozessen L;(t) geniigt (siehe Bemerkung
8.21). Starke Preisschwankungen (Peaks) werden auch in [129] analysiert. Die
Monotonie von L;(t) garantiert die Positivitdt der Preise S;. Ein Vorteil dieses
Modells ist, dass fiir die entsprechenden Futures analytische Preisformeln herge-
leitet werden konnen.

Ein Future-Vertrag auf einen handelbaren Basiswert mit Kurs Sy, der zur
Zeit T geliefert werden soll, besitzt den Preis F(t,T) = e "%, wenn der Fi-
nanzmarkt vollsténdig ist, wobei r > 0 die konstante risikolose Zinsrate sei. Diese
Formel folgt aus einem Hedging-Argument nach dem Verkauf eines Futures und
dem Kauf des Basiswerts, finanziert durch einen Bond zum risikolosen Zinssatz
r (siche Abschnitt 6.3 in [225]). Allgemeiner gilt

BF(t,7) = EQ(S:|F), (8.80)

wobei () das risikoneutrale Mafl und F; eine so genannte Filtration darstellt, d.h.
eine Familie von o-Algebren mit der Eigenschaft F; C F; fiir alle s < ¢, die den
Informationsgehalt des Marktes bis zur Zeit ¢ beschreibt. Der Future-Preis F'(t, 7)
ist der bedingte Erwartungswert von S; unter Beriicksichtigung der Information
Fi bis zur Zeit t < 7. Der Erwartungswert Eq(S-|F;) ist eine Zufallsvariable,
die (bis auf MeBbarkeitseigenschaften) fast sicher eindeutig definiert ist durch die
Beziehung

/ S.dP = / E(S,|F)dP fiir alle A € F,.
A A

Da wir die Modellierung von Energiederivaten nur skizzieren, verweisen wir fiir
Erkldrungen und genauere Definitionen von Filtrationen und bedingten Erwar-
tungswerten auf die Literatur, z.B. [20, 126].

Betrachte nun einen Elektrizitdt-Future mit Barausgleich wahrend des Zeit-
raums [t1, t2]. Im Rahmen dieses Vertrags wird Elektrizitét mit einer Rate Sy /(ta—
t1) wihrend des Zeitraums [t1, to] geliefert, also insgesamt die Menge

~ 1 t2

S S-dr.

_t2_t1 t1

In Analogie zu (8.80) koénnen wir vermuten, dass der Future-Preis F'(¢;t1,t2)
gegeben ist durch
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F(t;t1,t2) = Eq(S|F), t<t.

Dies ist in der Tat der Fall, siche [23]. Es ist moglich, diesen Erwartungswert fiir
spezielle Mafle @ explizit auszurechnen, siehe [21].

Européische Optionen auf Elektrizitdt-Futures konnen beispielsweise auf der
skandinavischen Stromboérse Nordpool (Nordic FElectricity Exchange) gehandelt
werden. Ahnlich wie der diskontierte Erwartungswert (4.13) fiir européische Op-
tionen auf Aktien (siehe auch Abschnitt 8.1 in [135]) konnen wir den Preis einer
Put-Option zur Zeit ¢t < T < t1 auf einen Elektrizitit-Future mit Lieferzeitraum
[t1,t2] bestimmen aus der Formel

P(t;Tit1,t2) = e T VEQ (K — F(t; 11, 12))*| 7).

In [21] ist gezeigt worden, dass die rechte Seite als eine Konvolution zwischen der
Payoff-Funktion und einer anderen Funktion geschrieben werden kann. Die Kon-
volution kann mittels der schnellen Fourier-Transformation numerisch effizient
berechnet werden.

Wir bemerken, dass Schmidt [187] anstelle von Lévy-Prozessen eine so ge-
nannte shot-noise-Modellierung verwendet hat. Hierbei wird der Spotpreis Sy =
Ui + V; als die Summe eines Ornstein-Uhlenberg-Prozesses Uy und einer shot-
noise-Komponente V; geschrieben, die die Summe von Funktionen vom Typ
h(t — t;,7:,Y;) sind, wobei ~; die Peaks und Y; die Sprunghdhen modellieren
und

o exp(a(t —v)) :0<t<y
h(t,7,Y) =Y { exp(=b(t —7)) :t>~

eine Funktion ist. Auch dieser Ansatz erlaubt die Bestimmung expliziter Preis-
formeln fiir Elektrizitédt-Futures.

8.4 Collateralized Debt Obligations

Collateralized Debt Obligations (CDOs) sind Kreditderivate und werden zur Ver-
briefung von Kreditrisiken verwendet. Sie sind auflerdem ein wichtiges Refinan-
zierungsmittel fiir Banken auf dem Kapitalmarkt. Wahrend der Finanzkrise ab
2007 sind CDOs in die Kritik geraten, da die mit ihnen verkniipften Risiken etwa
bei zweitklassigen Subprime-Krediten nicht addquat abgeschétzt und teilweise
sehr hohe Verluste realisiert wurden.

CDOs bestehen aus einem Portfolio aus Wertpapieren, die durch Vermogens-
gegensténde (z.B. Anleihen oder Kredite) besichert sind. Sie werden in Ausfall-
klassen oder Tranchen mit unterschiedlicher Rangigkeit unterteilt. Verluste im
Portfolio (z.B. durch Ausfall eines Kredittitels) werden zuerst von der Equity
Tranche realisiert, dann von der Mezzanine Tranche und schlielich von der Seni-
or Tranche oder Super Senior Tranche. Die Equity Tranche trigt also das héchste
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Ausfallrisiko und bietet als Ausgleich fiir das Risiko die héchsten Pramien (auch
Coupons genannt) fiir die Investoren, die die Kreditrisiken iibernehmen. Fiir die
Investoren (Sicherungsgeber) sind attraktive Renditeaussichten moglich, und die
Emittenten (Sicherungsnehmer) kénnen sich gegen negative Entwicklungen des
Marktes absichern. Ein Vorteil der Aufteilung des Verlustrisikos in verschiede-
ne Ausfallklassen ist, dass sehr unterschiedliche Risikoprofile abgebildet werden
koénnen. CDOs erméglichen Kreditgebern (Banken), das Kreditrisiko an Investo-
ren weiterzugeben; sie bieten damit auch bilanztechnische Vorteile. Ziel dieses
Abschnitts ist die Bewertung von CDOs und die Berechnung des Ausfallrisikos.
Um das Risikopotential von CDOs zu verstehen, betrachten wir zunichst ein
einfaches Beispiel (siehe [148]).

Beispiel 8.25 Wir nehmen an, daf§ eine Investorin fiir 1 Mio. Nominalwert das
Kreditrisiko einer iTraxx Europe Equity Tranche iibernimmt. Der iTraxx Europe
ist ein standardisierter Kreditindex, der aus den 125 liquidesten Einzeltiteln im
européischen Anleihenmarkt besteht. Genauer gesagt muss die Investorin Kre-
ditausfille von bis zu 3% des Portfoliowerts tragen. Da das Kreditderivat 125
Einzelnamen enthilt, bedeutet jeder Kreditausfall einen Verlust von 0.8% des
Portfoliowerts (bei einem Totalausfall). Die Investorin muss also die ersten vier
Kreditausfille iibernommen. Sind die Kreditausfille gréfier als 3% bzw. fallen
mehr als vier Titel aus, so miissen die Verluste von der néichsten Tranche, der Ju-
nior Mezzanine Tranche, getragen werden, und zwar bis zu 6% des Portfoliowerts.
Wir nennen den Prozentsatz des Portfoliowerts, ab dem die Investorin an dem
auftretenden Verlust beteiligt wird, den Attachment Point a und den Prozent-
satz, bis zu dem die Investorin an Verlusten beteiligt ist, den Detachment Point
d. Bei der Equity Tranche gilt a = 0% und d = 3%, bei der Junior Mezzaninne
Tranche ist a = 3% und d = 6%.

Fiir die Ubernahme des Ausfallrisikos erhilt die Investorin eine jéhrliche
Pramie (Coupon) von ¢ = 5% bezogen auf den Nominalwert. Fillt kein Kredit
aus, wird also eine Pramie von 50 000 ausgezahlt. Wieviel wird gezahlt, wenn ein
Kredit ausfallt? Jeder Ausfall bedeutet einen Verlust von 0.8% des Portfoliowerts,
was einem Verlust von 27% ~ 0.8%/3% des Nominalwerts von 1 Mio. entspricht,
also von etwa 270000. Diese Summe wird an den Kreditgeber, der die CDO-
Tranche verkauft hat, gezahlt. Der neue Nominalwert lautet ca. 730000, und
die Investorin erhilt die jidhrliche Pramie von 5% bezogen auf den geringeren
Nominalwert, also etwa 36 800. Fallen vier Kredite aus, so entspricht dies einem
Verlust von 4 - 0.8% = 3.2%. Die Investorin verliert die gesamte Summe von 1
Mio., da sie einen Kreditschutz von bis zu 3% des Portfoliowerts iibernommen
hat. Die restlichen 0.2% Verlust miissen von den Investoren der Junior Mezzanine
Tranche getragen werden.

Der Ausfall eines einzigen Kredittitels hat zu einem Verlust gefiihrt, der etwa
34mal (27% dividiert durch 0.8%) so grof ist wie die direkte Investition. Dieses
Beispiel zeigt, dass CDOs mit einem hohen Hebeleffekt versehen sind und dass
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die korrekte Bewertung dieses Derivats sehr wichtig ist. U

Im Folgenden bestimmen wir die faire Pramie einer CDO-Tranche, modellie-
ren die Ausfallzeiten der Kredite, fithren Monte-Carlo-Simulationen mit MATLAB
durch und diskutieren eine Vereinfachung, das Ein-Faktormodell von Vasicek.
Fiir weiterfithrende Darstellungen von CDOs verweisen wir auf die Textbiicher
[27, 155, 163, 196].

8.4.1 Faire Priamie einer CDO-Tranche

Wir wollen die faire Pramie einer CDO-Tranche bestimmen (siehe [8]). Sei ein
Portfolio mit n Wertpapieren (z.B. Krediten) gegeben. Der Nominalwert eines
Wertpapiers sei N;. Der gesamte Wert der Tranche lautet dann N = >~ | N;.
Im Falle eines Ausfalls eines Wertpapiers oder Kredits wird im Allgemeinen nicht
der gesamte Nominalwert verloren gehen, da etwa im Falle von Hypotheken die
Immobilie verkauft werden kann. Wir nehmen an, dass der Ausfall durch die
(deterministische) prozentuale Erlosquote oder Recovery Rate R; geddmpft wird.
Der mogliche Verlust eines Titels, auch Loss-given-default genannt, lautet L; =
N;(1 — R;). Ist 7; die (stochastische) Ausfallzeit des Kreditnehmers ¢, dann ist
der gesamte Portfolioverlust gegeben durch

n
Ly =) Lil{n<, (8.81)
i=1

wobei I, 4y ein Sprungprozess ist, der zur Ausfallzeit von null auf eins springt.

Seien a bzw. d die Attachment bzw. Detachment Points der CDO-Tranche
(siehe Beispiel 8.25). Falls a = 0, liegt eine Equity Tranche vor; im Falle d = 1
handelt es sich um eine (Super) Senior Tranche. Der Default Leg DL bezeichnet
die Summe der (diskontierten) Ausfallzahlungen, die innerhalb der Tranche [a, d]
anfallen. In regelméfBigen Abstéinden werde eine prozentuale Pramie (Coupon) ¢
an die Sicherungsgeberin gezahlt, und zwar bezogen auf den Portfoliowert, der
nach Abzug der Ausfille verbleibt. Der Premium Leg PL sei die Summe aller
erwarteten Pramienzahlungen (Coupons). Im Folgenden wollen wir die Werte fiir
DL und PL mathematisch formulieren.

Der kumulative Verlust L, 4 (t) einer Tranche bis zur Zeit ¢ ist eine stiickweise
lineare Funktion in L;; sie ist null, wenn der Verlust kleiner als aN ist (der
Attachment Point also noch nicht beriihrt ist), wéchst dann linear in L; und
erreicht mit dem Detachment Point das Maximum (d — a)N:

Ligq(t) = (L —aN)" — (Ly — dN)* (8.82)
0 : Ly <aN
={ L;—aN : aN<L;<dN
(d—a)N : L, >dN,
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wobei wir 2t = max{0, 2} fiir 2 € R gesetzt haben. Der kumulative Verlust ist wie
L; ein Sprungprozess. Die Spriinge in L, g (t) entsprechen einem zu zahlenden
Verlust, sofern er innerhalb der Laufzeit [0,7] der CDO-Tranche auftritt. Im
Intervall [t, 4+ At] wird also der Betrag Ly, q(t + At) — Lig q(t) ausgezahlt.
Im Grenzwert infinitesimaler Zeitintervalle entspricht dies dem Betrag dL, 4 (t).
Der Coupon wird nur auf den verbleibenden Portfoliowert N, 4 (t) = (d —a)N —
Liq,q(t) gezahlt. Zur Zeit ¢t = 0 ist Nj, 4(0) = (d — a)N. Im Falle von Ausfillen
nimmt N, 4(¢) ab und erreicht moglicherweise null.

Wir nehmen an, dass die Coupons zu den Zeitpunkten ¢;, ¢ = 0,...,m, ge-
zahlt werden, wobei t,,, = T'. Da die Ausfille 7; nicht notwendigerweise mit diesen
Zeiten iibereinstimmen miissen, basieren die Couponzahlungen auf dem durch-
schnittlichen Wert der Tranche im Zeitintervall [t;_1,¢;]. Der Einfachkeit halber
approximieren wir den Portfoliowert in diesem Intervall durch das arithmetische
Mittel der Werte zu den Zeiten t;_1 und t;. Dann lautet der Coupon zur Zeit t;

1
5 (Vo (t:) + Na.g)(ti-1))-

Da der Prédmienzinssatz ¢ auf ein Jahr bezogen ist, miissen wir den Faktor t; —t;_1
berticksichtigen.

Mit den obigen Notationen kénnen wir den Default Leg DL und den Premium
Leg PL bestimmen. Der Default Leg ist, wie erwihnt, der erwartete Wert der
diskontierten Ausfallzahlungen:

DL =E </0TD(O, t)dLiq q (t)) :

wobei D(0,t) der Diskontfaktor sei. Im Falle einer konstanten Zinsrate r > 0 gilt
beispielsweise D(0,t) = e~". Das Integral kénnen wir approximieren durch

ci=c(ti—ti-1)-

m

DL ~ Y " D(0, §(ti +ti1)) (B(Liga (t:) = E(Ljaq(ti-1))). (8.83)

=1

Der Premium Leg ist der gegenwirtige Wert aller erwarteten Pramien:

PL=E <i D(O, ti)Ci>

=1
= gE (;(iz — ti_l)D(O,ti)(N[a’d] (t;) + N[a,d} (ti—l))> . (8.84)

Der faire Preis der CDO-Tranche ist definiert als derjenige Wert ¢, fiir den der
Premium Leg und Default Leg iibereinstimmen. Dies ergibt

E( fy D(0,1)dLyy q(t))

E( Z:n 1( —ti— I)D(O, tl)(N[a,d}( z) + N[a,d] (tifl))/Q) : (885)

C =
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Man bezeichnet diesen Wert auch als Break-even Spread.

Wie hingt der Wert der CDO-Tranche von den Korrelationen der einzelnen
Kredittitel ab? Betrachten wir zunéichst eine Senior Tranche und nehmen wir an,
dass die Kredite an Unternehmen geliechen wurden. Bevor eine Senior Tranche
zum Tragen kommt, muss zuvor eine grofle Anzahl von Titeln ausgefallen sein.
Im Allgemeinen wird dies der Fall sein, wenn die hinter den Titeln stehenden
Unternehmen miteinander stark korreliert sind, weil sie etwa zu derselben Bran-
che gehoren und in einer Wirtschaftsflaute gemeinsam in Zahlungsschwierigkeiten
geraten. Wir erwarten also, dass eine hohe Korrelation zu einem relativ grofien
Wert des Default Legs und damit zu einem hohen Break-even Spread der Senior
Tranche fiihrt. Bei einer hohen Korrelation der Kredittitel kommen die Ausfille
gebiindelt vor, aber dafiir eher selten. Es ist also sehr gut mdoglich, dass es in-
nerhalb der CDO-Laufzeit zu keinen Ausfillen kommt, also keine Verluste in der
Equity Tranche realisiert werden. Dies impliziert einen kleinen Wert des Default
Legs und damit einen geringen Break-even Spread der Equity Tranche. Mezzani-
ne Tranches liegen zwischen der Equity Tranche und Senior Tranche und haben
typischerweise nur eine schwache Abhéngigkeit von der Korrelationsstruktur des
CDO-Portfolios. Die Abhingigkeit von den Korrelationen quantifizieren wir in
Abschnitt 8.4.3.

Wir haben allerdings noch nicht alle Komponenten zusammengetragen, um
den Break-even Spread konkret zu berechnen, da wir eine Wahl fiir die Vertei-
lungsfunktion der Portfolioverluste treffen miissen. Eine einfache Wahl stellen wir
im folgenden Abschnitt vor.

8.4.2 Modellierung der Ausfallzeiten

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass wir den Break-even Spread einer
CDO-Tranche iiber die Formel (8.85) berechnen kénnen. Hierfiir miissen wir ein
Modell fiir die stochastischen Ausfallzeiten 7; bereitstellen. Die Verteilungsfunk-
tion Fj(t) = P(m; < t) gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit der Kredittitel ¢
innerhalb des Zeitraums [0, t] ausféllt (i = 1,...,n). Wir bendtigen allerdings die
korrelierte Wahrscheinlichkeitsverteilung aller Ausfallzeiten

F(tl,...,tn):P(ﬁ§t1,...,7n§tn). (886)

Grundsétzlich kénnten wir die Gesamtverteilung durch die linearen Korrelations-
koeffizienten
Cov(Ti, 75)

Var(r;) Var(r;)

Corr(r;, 1) =

und die Randverteilungen bestimmen, wobei Cov(7;, ;) = E((1; — E(7:)) (75 —
E(r;))) die Kovarianz ist; siche Abschnitt 3.2. Wir verstehen unter den Randver-
teilungen (oder Randverteilungsfunktionen) einer Verteilungsfunktion
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F(ty, .. ty) =P(r <ty,..., 70 < ty)

die Verteilungen Fj(t;) = P(1 < 00,...,7 < tiy...,Tn < 00). Das Gesamtmo-
dell wird durch die Korrelationskoeffizienten und Randverteilungen jedoch nicht
eindeutig festgelegt. Insbesondere kénnen unterschiedliche strukturelle Risiken
mit gleicher Randverteilung dieselbe Korrelation aufweisen. Ein alternativer An-
satz ist durch die sogenannten Copulas moéglich. Dieser Ansatz, angewendet auf
CDOs, wurde zuerst von David Li in [147] vorgeschlagen.

Als Motivation betrachten wir eine Zufallsvariable X mit streng monotoner,
stetiger Verteilungsfunktion F'. Dann ist die Zufallsvariable F'(X) gleichverteilt,
denn P(F(X) < z) = P(X < FY2)) = F(F () = z fir x € [0,1]. Es
geniigt also, gleichverteilte Zufallsvariablen zu betrachten. Seien daher U; auf
[0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen und definiere die Funktion

Cuty...,up) =PU; <wup,y...,Up < up).
Dann gilt:
c,...,Lu,l,..., 1) =PU; <uy) =w;, i=1,...,n. (8.87)
Wir definieren eine Copula gerade iiber diese Eigenschaft.

Definition 8.26 Fine n-dimensionale Copula ist eine Verteilungsfunktion C :
[0,1]" — [0,1], deren eindimensionale Randverteilungen C(1,...,1,u;,1,...,1)
auf [0, 1] gleichverteilt sind, d.h., es gilt (8.87).

Da Verteilungsfunktionen monoton wachsend sind, ist C'(uy, ..., u,) mono-
ton wachsend in jeder Komponente u;. Ein Beispiel fiir eine Copula ist die Un-
abhdngigkeitscopula

n
C](ul, . ,un) = Hui,
=1

die wir z.B. erhalten, wenn (U, ..., U,) unabhéngig ist, denn in diesem Fall gilt
n n
C[(ul,... ,un) = P(Ul < ul,...,Un < un) = HP(UZ < uz) = Huz
i=1 i=1

Ein anderes Beispiel ist die Gauf-Copula
Coluy, ... up) = Or(®(u1),..., 2 H(un)), (8.88)

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung (siehe Beispiel
3.9) und ®p die multivariate Verteilungsfunktion von n standardnormalverteilten
Zufallsvariablen mit der Korrelationsmatrix R = (p;;) ist (siehe Definition 4.24).

Die Trennung der Randverteilungen und deren Abhéngigkeiten ist mit dem
folgenden Satz moglich.
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Satz 8.27 (Sklar [206]) Sei R = [—o00,00]. Sei ferner F : R" — [0,1] eine n-

dimensionale Verteilungsfunktion mit Randverteilungen F, ..., F, : R — [0, 1L
Dann existiert eine n-dimensionale Copula C, so dass fir alle (x1,...,2,) € R
gilt

F(xi,...,xn) = C(Fi(x1),..., Fpo(zp))-

Die Copula ist eindeutig bestimmt, wenn alle Randverteilungen stetig sind. Um-
gekehrt wird fiir jede Copula C und Randverteilungen Fy,...,F, : R — [0,1]
eine multivariate Verteilungsfunktion gegeben, deren Randverteilungsfunktionen
Fi, ..., F, sind.

Sind also durch die Randverteilungen die zugrunde liegenden Risikofaktoren
festgelegt, so geniigt es, eine Copula auszuwéhlen, um eine multivariate Vertei-
lungsfunktion

F(x1,...,x,) = C(Fi(21),. .., Fp(xy))

zu erhalten, die konsistent mit den Randverteilungen ist.

Wir kommen nun zur Gesamtverteilung (8.86) zuriick. Sie ist definiert, wenn
wir eine Copula und die Randverteilungen wihlen. Wir nehmen an, dass die
Ausfallzeit durch die Ezponentialverteilung gegeben ist: P(7; < ;) = exp(—At;),
wobei A > 0 die Ausfallintensitét sei. Die Exponentialverteilung wird héufig als
ein Modell fiir das Eintreten seltener Ereignisse verwendet. Ihre Verteilungsfunk-
tion lautet

Ft)y=1—e* fiirt>0.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kredit bis zur Zeit ¢; ausféllt, ist dann gegeben
durch

P(Ti < ti) = F(tl) =1- G_Ati.

Als Copula wihlen wir die Gauf-Copula (8.88). Dann ist die Gesamtverteilung
beschrieben durch

P(Tl <t1,...,7 < tn) = CG(Fl(t1)7 o 7Fn(tn))
= (I)R((I)_l(Fl(tl))7 ) (I)_l(Fn(tn)))7 (8'89)

und alle Groflen auf der rechten Seite sind definiert.
Die Gesamtverteilung wird durch den folgenden Algorithmus realisiert:

e Bestimme eine N (0, X)-verteilte Zufallsvariable X = (X1,...,X,).
e Definiere die Zufallsvariable U = (U, ..., U,) = (®(X1),...,2(U,)).

e Bestimme die Ausfallzeiten 7; = F, *(U;).
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Der erste Schritt des Algorithmus kann folgendermaflen implementiert werden.
Sei ¥ = LLT eine Cholesky-Zerlegung der Kovarianzmatrix ¥, und sei Z =
(Z1,...,Z,)" ein Vektor aus unabhingigen standardnormalverteilten Zufallsva-
riablen, etwa erzeugt mit dem MATLAB-Befehl randn. Nach Abschnitt 5.2.3 ist
dann der Vektor X = LZ N(0, X)-verteilt. Wir weisen nun nach, dass durch den
zweiten und dritten Schritt des obigen Algorithmus’ die Eigenschaft (8.89) erfiillt
wird:

P(T1 §t1,...,7n§tn):

rR(®HEL(H)), ..., @ (Fu(tn))).

Die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung kann analytisch invertiert wer-
den, und wir erhalten im dritten Schritt

m=F"YU;) = —% In(1 —T;). (8.90)

Fiir die Gesamtverteilung der Ausfallzeiten benétigen wir folgende Parameter:
die Korrelation R = (p;j) der Normalverteilung (wobei p;; = £;5/1/2i%;;) und
die Ausfallintensitdt A in der Exponentialverteilung.

Bemerkung 8.28 Das Gaufl-Copula-Modell fiir CDOs ist im Zuge der Finanz-
krise ab 2007 in die Kritik geraten. Es wird sogar angenommen, dass der inkorrek-
te Gebrauch der Copula-Formel (8.89) zum Ausbruch der Finanzkrise beigetragen
hat [214]. Im Folgenden diskutieren wir einige Kritikpunkte. Zum Beispiel haben
wir die Recovery Rates als Modellkonstanten definiert; tatséchlich ist es jedoch
sehr schwierig, die Erlosquoten zu schéitzen. Ein Ausweg ist die Verwendung sto-
chastischer Recovery Rates, siehe z.B. [10, 114]. Berechnet man die Korrelations-
koeflizienten einer Tranche ausgehend von den Marktpreisen, so stellt man dhnlich
wie bei der Volatilitdt des Black-Scholes-Modells fiir européische Optionen fest,
dass die so ermittelten impliziten Korrelationen fiir die verschiedenen Tranchen
nicht konstant sind, wie das Modell voraussetzt. Dieser Effekt wird als Korre-
lationssmile bezeichnet. Um den Smile der impliziten Korrelationen zu beriick-
sichtigen, wurde das Konzept der Basiskorrelationen entwickelt (siehe [155]), das
andere Modellinkonsistenzen aufweist, jedoch eine gréfiere Modellierungsflexibi-
litdt ermoglicht. Der Smile wird in [121] dadurch erkldrt, dass die GauB-Copula
keine sogenannte Tail-Abhéngigkeit aufweist. Diese Problematik kann durch die
Verwendung anderer Copulas, z.B. Student-t-, Double-t-, Clayton- und Marshall-
Olkin-Copulas, vermieden werden (siehe [41] fiir einen Vergleich der Copulas).
Ein weiteres Problem bei der Gau3-Copula-Modellierung ist die Stationaritét des
Modells, also das Ignorieren einer realistischen Dynamik der Break-even Spreads
iiber die Laufzeit der CDO-Tranche. Die Zeitstruktur kann berticksichtigt werden,
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indem die Anzahl der Modellparameter erhoht und das Modell geeignet kalibriert
wird [155]. Schliefllich kénnen in realen Méarkten Ansteckungseffekte (engl. con-
tagion effects) auftreten. Darunter wird die Tatsache verstanden, dass sich die
Werte der Spreads solventer Unternehmen plotzlich d&ndern kénnen, wenn andere
Unternehmen Konkurs anmelden. Dies ist beispielsweise im Zuge der Insolvenz
von Lehman Brothers im Herbst 2008 geschehen. Ein moglicher Ausweg ist die
Modellierung der Ausfallzeiten als eine Funktion des Ausfallprozesses Iy, <}, sie-
he z.B. [82].

8.4.3 Monte-Carlo-Simulationen mit MATLAB

Wir wollen nun die Bewertung einer CDO-Tranche mit dem Modell fiir die Aus-
fallzeiten aus dem vorigen Abschnitt und mit Monte-Carlo-Simulationen in MAT-
LAB implementieren. Wir betrachten eine CDO-Tranche mit n Kredittiteln. Jeder
Kredit habe den Nominalwert Ni, so dass der Gesamtnominalwert N = »"._ Ni
betrédgt. Die Recovery Rate RR sei fiir alle Kredite gleich; typischerweise wird ein
Wert von 40% verwendet. Die Ausfallzeit eines Kredits sei exponentialverteilt mit
der Ausfallintensitdt A > 0. Die Kredittitel seien korreliert mit demselben Kor-
relationskoeffizienten p > 0; die Korrelation ist dann gegeben durch die Matrix
R = (pij) mit p;; = p, falls i # j, und p;; = 1fiir alled = 1,...,n. Die Laufzeit der
CDO-Tranche sei T', und es wird zu jedem Zeitpunkt ti =¢; = iAt, i =1,...,m,
ein Coupon ¢, bezogen auf den gegenwértigen Portfoliowert, gezahlt. Die risikolo-
se Zinsrate r sei als konstant vorausgesetzt. Die Monte-Carlo-Simulation gliedert
sich in die folgenden Schritte.

1. Schritt: Berechnung der Ausfallzeiten. Die Matrix R kann in MATLAB
effizient mittels

R = rho*ones(n) + (1-rho)*eye(n)

definiert werden. Hierbei erzeugt ones(n) eine n-dimensionale Matrix, deren Ele-
mente alle gleich eins sind, und eye(n) erzeugt eine n-dimensionale Einheitsma-
trix. Geméfl Abschnitt 5.2.3 ist dann X = chol(R) ’*randn(n,1) ein Vektor aus
n standardnormalverteilten Zufallszahlen, wobei chol (R) die Cholesky-Zerlegung
der Matrix R berechnet. Fiir die Monte-Carlo-Simulationen initialisieren wir zu-
erst den Zufallszahlengenerator mt19937ar (siche Abschnitt 5.2.1 fiir die Erzeu-
gung gleichverteilter Zufallszahlen mit MATLAB) mittels

s = RandStream(’mt19937ar’); reset(s)
und ziehen wir gleich M normalverteilte Zufallsvektoren:
X = chol(R)’*randn(s,n,M)

Damit ist sichergestellt, dass jede Simulation dieselben Ergebnisse liefert. Die
Verteilungsfunktion der N (mu, Sigma)-Verteilung wird in MATLAB mit
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normcdf (X,mu,Sigma)

aufgerufen. Die Formel U; = ®(X;) aus dem vorigen Abschnitt formulieren wir
dann als U = normcdf (X,0,1). Wegen (8.90) berechnen sich die Ausfallzeiten
aus tau = -log(1-U)/lambda oder, wenn wir die Definition von U einsetzen, aus

tau = -log(1l1-normcdf (X,0,1))/lambda

2. Schritt: Berechnung des Default Leg und Premium Leg. Fiir die i-te
Monte-Carlo-Simulation betrachten wir die entsprechenden Ausfallzeiten

taui = tau(:,i)

Liegen diese vor den Pramienterminen, so hat ein Ausfall stattgefunden, und wir
markieren diesen Ausfall mit dem Wert eins; anderenfalls sei der Wert null:

Tl = repmat(taui,l,length(ti)) < Tn

Der Befehl B = repmat (A,m,n) erzeugt eine Matrix B, indem die Matrix A (mxn)-
mal repliziert wird. Hat A p Zeilen und ¢ Spalten, so ist B eine (pm X gn)-Matrix.
Die Matrix Tn besteht aus n Zeilen des Zeilenvektors (¢1,...,ty), erzeugt mit
dem Befehl Tn = repmat(ti,n,1).

Der Portfolioverlust zur Zeit t; ist dann gegeben durch

L = sum(Ni*(1-RR)*T1);

wobei sum iiber die Zeilen der Matrix T1, die die Kredittitel reprisentieren, sum-
miert. Der kumulative Verlust der Tranche Ly, q)(t) lautet nach (8.82)

Lad = max(L-a*N,0) - max(L-d*N,0)
und der Default Leg berechnet sich wegen (8.83) geméf
DL = sum(disc.*(Lad(2:end) - Lad(1l:end-1)))

wobei disc den Vektor aus den Diskontfaktoren D(0,¢;) bezeichnet, also disc
= exp(-r*ti(2:end)). Das Wort end représentiert hier den letzten Index des
entsprechenden Vektors, es gilt also end = length(ti). Fiir die Berechnung des
Premium Leg definieren wir den verbleibenden Portfoliowert Nj, 4(¢;) durch Nad
= (d-a)*N - Lad. Dann ist wegen (8.84)

PL = sum(c*tstep*disc.*(Nad(l:end-1) + Nad(2:end))/2);

wobei tstep der Vektor der Differenzen t; — t;_1 sei.

3. Schritt: Monte-Carlo-Simulationen. Wir wiederholen Schritt 2 fiir alle
i =1,..., M und erhalten durch Mittelwertbildung aller Werte fiir DL; und PL;
approximative Werte fiir den Default Leg und den Premium Leg. Der Fehler der
Simulationen kann durch die Standardabweichung
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1/2

1 (< 1 (& ’
spr=— | Y DL} — — <ZDLZ->
M =1 M i=1

und #hnlich fiir den Premium Leg abgeschétzt werden.

Eine Implementierung dieses Algorithmus’ ist im MATLAB-Programm 8.4
gegeben (siehe auch das Programm von Kasera, http://cs.nyu.edu/~sk1759).
Als Ergebnis erhalten wir:

Premium Leg: 0.602286, Standardabweichung: 0.000809
Default Leg: 1.784726, Standardabweichung: 0.004520
Break-even spread: 0.148163

Aus Sicht des Sicherungsgebers (Investors) ist der Wert der CDO-Tranche also
negativ: PL — DL = —1.1824, d.h., es haben relativ viele Ausfille stattgefunden.
Verringern wir die Ausfallintensitéit auf A = 0.002, so ist PL. = 0.786137 und DL =
0.553162, und der Wert der CDO-Tranche ist aus Sicht des Sicherungsgebers
positiv.

Die berechneten Break-even Spreads fiir verschiedene Recovery Rates und
Korrelationskoeffizienten p sind in Abbildung 8.12 illustriert, und zwar fiir die
Equity Tranche (0...3%), Mezzanine Tranche (3...12%), Senior Tranche (12...
22%) und Super Senior Tranche (22...100%). Die Abbildungen haben wir mit
den Befehlen

x = 0:0.2:0.8;

surf (x,x,8S)

view(150,45), colormap([0.7 0.7 0.7])
box on, grid off

erzeugt, wobei die Matrix S die Break-even Spreads einer Tranche enthélt. Ei-
ne schattierte Oberfliche mit Hohe Z wird allgemein mit surf (X,Y,Z) gezeich-
net, wobei X und Y die z- und y-Koordinaten darstellen. Der Befehl view(a,h)
definiert den Blickwinkel der Grafik mit dem Richtungswinkel a in der (z,y)-
Ebene und dem Hohenwinkel h zwischen der (z,y)-Ebene und der z-Achse. Mit
colormap([x,y,z]) wird die Farbe der Oberfléche definiert. Die Wahl colormap
([x x x]) erzeugt ein Grau mit der Intensitidt 1-x € [0, 1]. Schlieflich wird mit
box on eine Umrandung gezeichnet, und grid off unterdriickt die Zeichnung
von Gitterlinien.

Bei einer wachsenden Korrelation der Kredittitel nimmt bei der Equity Tran-
che der Break-even Spread ab, da bei zunehmender Korrelation die Wahrschein-
lichkeit, dass es zu keinen Ausfillen kommt, zunimmt (siehe Abschnitt 8.4.1). Um-
gekehrt fithrt eine zunehmende Korrelation zu einem hoheren Break-even Spread
in der Super Senior Tranche. Insbesondere ist die Zunahme des Spreads in dieser
Tranche grofler als in den anderen Tranchen. In der Mezzanine Tranche ist der



302 8 Einige weiterfiihrende Themen

MATLAB-Programm 8.4 Das Programm cdo.m berechnet den Default Leg und
Premium Leg einer CDO-Tranche mittels Monte-Carlo-Simulationen.

n = 125; % Anzahl der Kredittitel

RR = 0.4; % Recovery Rate

lambda = 0.01; % Ausfallintensitéat

rho = 0.3; % Korrelationskoeffizient

Ni = 1; % Nominalwert eines Kredits

N = nxNi; % Gesamtnominalwert

a = 0.00; % Attachment Point

d = 0.03; % Detachment Point

c = 0.05; % Coupon (Pramienzinssatz)

r = 0.03; % risikolose Zinsrate

M = 100000; % Anzahl der Monte-Carlo-Simulationen
T = 5; % Laufzeit der CDO-Tranche

tstep = 1; % Frequenz der Prémienzahlungen (in Jahren)
PLsum = 0; % Summe aller Premium Legs

DLsum = 0; % Summe aller Default Legs

PLsum2 = 0; % Summe aller quadrierten Premium Legs
DLsum2 = O; % Summe aller quadrierten Default Legs

loss = Ni*(1-RR);

ti = O:tstep:T;

Tn = repmat(ti,n,1);

disc = exp(-r*ti(2:end));

s = RandStream(’mt19937ar’);

Verlustanteil
Vektor der Pramientermine
replizierte Prémientermine
Diskontfaktor

N e

reset(s); % Initialisierung des ZZ-Generators
R = rho*ones(n) + (1-rho)*eye(n); % Korrelationsmatrix

X = chol(R)’*randn(s,n,M); % X ist normalverteilt

tau = -log(l-normcdf (X,0,1))/lambda; % exp-verteilte Ausfallzeiten

for i = 1:M

=

taui = tau(:,i); Ausfallzeiten fiir Pfad Nr. i
Tl = repmat(taui,l,length(ti)) < Tn; % Markierte Ausfallzeiten
L = sum(loss*T1); % Portfolioverlust
Lad = max(L-a*N,0) - max(L-d*N,0); % kumulativer Portfolioverlust
DL = sum(disc.*(Lad(2:end) - Lad(l:end-1))); ’% Default Leg
DLsum = DLsum + DL;
DLsum2 = DLsum2 + DL"2;
Nad = (d-a)*N - Lad; % verbleibender Portfoliowert
PL = sum(c*tstep*disc.*(Nad(1l:end-1)+ Nad(2:end))/2); % Premium Leg
PLsum = PLsum + PL;
PLsum2 = PLsum2 + (PL"2);

end

fprintf (’Premium Leg: %f, Standardabweichung: %f\n’,
PLsum/M, sqrt(PLsum2-PLsum”~2/M)/M);

fprintf (’Default Leg: %f, Standardabweichung: %f\n’,
DLsum/M, sqrt(DLsum2-DLsum”2/M)/M);

fprintf (’Break-even spread: %f\n’, c*DLsum/PLsum);

Spread-Zuwachs nicht sehr ausgepréigt, da dieser nur schwach von der Korrelati-
on abhéngt. Bei einer zunehmenden Recovery Rate belasten Kreditausfille das
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Abbildung 8.12 Break-even Spreads in Abhéngigkeit der Recovery Rate und des Kor-
relationskoeffizienten p fiir die Equity Tranche (oben links), Mezzanine Tranche (oben
rechts), Senior Tranche (unten links) und Super Senior Tranche (unten rechts).

Portfolio weniger, so dass der Break-even Spread kleiner wird. Dies trifft auf alle
Tranchen zu. Allerdings zu dieser Effekt stéirker ausgeprigt bei geringen Korre-
lationen in der Equity Tranche und bei hohen Korrelationen in den Senior und
Super Senior Tranchen, da hohe Korrelationen in diesen Tranchen zu umfangrei-
cheren Verlusten fiihren.

8.4.4 Das Ein-Faktormodell von Vasicek

Die Monte-Carlo-Simulationen des vorigen Abschnitts sind rechentechnisch re-
lativ aufwindig, da sehr viele Simulationen und Cholesky-Zerlegungen durch-
gefiithrt werden miissen. Ein alternativer und einfacherer Zugang liefert das Ein-
Faktormodell von Vasicek [223], das wir in diesem Abschnitt vorstellen.
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Der Ausgangspunkt der Gauf3-Copula in Abschnitt 8.4.2 war die Konstrukti-
on der N (0, ¥)-verteilten Zufallsvektoren X = (X1,..., X,,) " mit der Eigenschaft
Corr(X;, X;) = pij, wobei p;j = Ei5/1/ 24255 Wir fithren einen systematischen
Faktor Y und spezifische Faktoren 1, ..., &, ein und definieren

Xi=pY +/1—piei, i=1,....n. (8.91)

Die Groflen Y und ¢; seien unabhéingige standardnormalverteilte Zufallsvariablen.
Es gilt Corr(X;, X;) = \/pip; fiir alle i # j (Ubungsaufgabe). Die Variable X
wird durch den stochastischen Marktfaktor Y, der die gesamte Branche model-
liert, und durch den idiosynkratischen Faktor ¢;, der die unternehmenspezifischen
Aspekte beschreibt, beeinflusst. In Abschnitt 8.4.2 haben wir die Ausfallzeit iiber
die Bezichung 7; = F;"*(U;) mit U; = ®(X;) beschrieben. Wegen

(2

P(r; <t)=P(F, (U;) <t) =P(X; < H(F(t))) (8.92)

7

ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Kredittitel ¢ ausfillt, gleich der Wahrschein-
lichkeit, dass der Wert X; kleiner als ®~1(F;(t)) ist. Dies erlaubt es, die Variable
X; als den Wert eines Unternehmens zu interpretieren. Fallt der Wert unter die
Ausfallschranke ®~!(Fj(t)), so wird das Unternehmen insolvent und der Kredit-
titel fallt aus.

Dieses Modell hat eine Reihe von Vorteilen. Zum einen bendtigen wir nur n
Konstanten p; zur Beschreibung der Korrelationen anstatt n(n — 1)/2 Korrela-
tionen p;; bei einer allgemeinen Kovarianzmatrix. Ferner miissen wir nur skalare
normalverteilte Zufallszahlen anstatt korrelierte normalverteilte Zufallsvektoren
bereitstellen (und damit keine Cholesky-Zerlegungen mehr durchfiihren). Schlie3-
lich brauchen wir fiir die Bewertung einer CDO-Tranche nicht die korrelierte Ver-
lustverteilung, sondern es geniigen die Randverteilungen. Um dies einzusehen,
erinnern wir an den (approximativen) Wert des Default Legs (8.83):

DL =Y D(0,3(t: + ti-1)) (E(La,q)(t:) — E(Ljaq)(ti-1)))-

i=1
Wegen (8.82) folgt fiir den Erwartungswert von L, 4(%;)
E(L[a,d} (tz)) = E((Lti - GN)Jr) - E((Lti - dN)+)

Es geniigt also, den Erwartungswert von (L; — )% fiir z > 0 zu bestimmen. Eine
ahnliche Aussage gilt fiir den Premium Leg, denn (siehe (8.84))

m
C

PL = 3 Z(tz —t;—1)D(0,t;) (E(N[a’d] (t;)) + E(N[a,d} (tifl)))
i=1
und
E(Njaq (1)) = (d = )N = B((Ljq q (t:)).
Das folgende Lemma gibt an, wie die Erwartungswerte von (L;, — aN)* und
(L; — dN )™ berechnet werden konnen (sieche Lemma 4.6 in [155]).
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Lemma 8.29 Sei Fi(x) = P(L; < x) die Verteilungsfunktion des Portfoliover-
lusts Ly mit Dichte f; = F{. Dann gilt
N

E((Ly, —aN)")=(1—a)N — P(L; < x)dx,
Na

dN
E((L, —dN)™) _/O P(L; < x)dx.

Beweis. Mit der Definition des Erwartungswerts (siehe Satz 3.8) und partieller
Integration erhalten wir

N N N
B(Ly —aN)) = [ =) oyt = [ apie)de—aN [ s

N
= [th(:n)]iVN — / Fy(x)dx — aN [Ft(a:)}]aVN
aN

N
=N —aN —/ Fy(x)dx.
aN

Die zweite Aussage folgt nach einer #hnlichen Rechnung (Ubungsaufgabe). O

Wir betrachten nun zwei Vereinfachungen: Das Portfolio sei homogen und
umfasse sehr viele Kredittitel. Dies erlaubt die Herleitung einfacher Verlust-
verteilungen. In einem homogenen Portfolio haben alle n Kredittitel dieselbe
Ausfallwahrscheinlichkeit F'(t) = P(7; < t) und identische Verluste ¢ = L; fiir
i =1,...,n. Ferner gelte im obigen Ein-Faktormodell p = p; fiir i = 1,...,n. Die
auf Y = y bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit p(y;t) = P(r; < t|Y = y) lautet
wegen (8.92)

p(y;t) =P(X; <71 F(1)]Y =)
=P(/pY + /1 —pe; <O HF(1)|Y =)

-YF(t)) — YF(t)) —
:P<5i§ (F (1)) ﬁy>:¢< (F(2)) ﬁy) (8.93)

V1I—0p V1i—p
Insbesondere sind die auf Y = y bedingten Ausfille fiir alle Unternehmen un-
abhingig und haben dieselbe bedingte Ausfallwahrscheinlichkeit. Gleichartige
und unabhéngige Versuche, die jeweils nur zwei mogliche Ergebnisse haben (Aus-

fall oder kein Ausfall), werden durch die Binomialverteilung beschrieben. Die
bedingte Anzahl B der Ausfille lautet also

P(B=kY =y) = (Z)p(y;t)’“(l —ply; )" "

Fallen k Kredittitel aus, so betrdgt der kumulative Verlust L; gerade k¢, denn
der Loss-given-default ist nach Voraussetzung fiir jedes Unternehmen gleich ¢.
Die obige bedingte Wahrscheinlichkeit ist daher gleich
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n ne
(e = k1Y =) = 1 )p(s0)*(1 = plyit)" " (5.94)
Die unbedingte Verlustverteilung erhalten wir durch Integration {iber alle y:

P(L; = k() = /RP(Lt = KLY =y)¢(y)dy
1

-=/ (Z)ms;oka — pls; )" ke 2ds,

wobei ¢(s) = e=**/2/y/2 die Dichte der Standardnormalverteilung ist. Die Ver-
teilungsfunktion des kumulativen Verlustes ist folglich gegeben durch

J
PL/t=3) = \/12? Z/R (Z)p(y; bR = p(y; 1)) ke 2ds.
k=0

Die Bestimmung der Verlustverteilung erfordert lediglich die numerische Integra-
tion eines eindimensionalen Integrals.

Im Spezialfall verschwindender Korrelation p = 0 folgt aus (8.93), dass
p(s;t) = F(t), also

P(L; = kl) = <Z>F(t)k(1 — F(t))" .

Die Verlustverteilung ist in diesem Fall durch die Binomialverteilung gegeben.
Die Verteilungen fiir p > 0 weichen von dieser symmetrischen Verteilung ab, je
grofer p ist.

Wir verwenden nun die zweite Vereinfachung vieler Kredittitel, d.h. n ist sehr
viel grofler als eins bzw. im Grenzwert n — oco. Wir zeigen:

Satz 8.30 Seien F(t) die Ausfallwahrscheinlichkeit, p die Korrelation und ¢ der
Loss-given-default. Sei ferner Ly der formale Grenzwert limy, .o Li/n, dessen
Existenz vorausgesetzt wird. Dann besitzt Ly die Verteilungsfunktion

VI=p®(q) — @‘I(F(t))>
\/ﬁ b

wobei O die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichne.

P(L; < {q) _<1><

Beweis. Wir gehen vor wie in [8]. Fiir einen mathematisch préziseren Beweis ver-
weisen wir auf Abschnitt 3.5.3 in [155]. Dort wird insbesondere gezeigt, dass der
kumulative Verlust unter bestimmten Voraussetzungen im quadratischen Mittel
und in Wahrscheinlichkeit gegen L; konvergiert.
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Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(L;/¢ = k|Y = y) ist wegen (8.94) durch
die Binomialverteilung gegeben. Geméfl den Kigenschaften der Binomialvertei-
lung hat L;/¢ den Erwartungswert np(y;t) und die Varianz np(y;t)(1 — p(y;t)).
Es folgt E(Li|Y = y) = (E(L/l)Y = y) = nlp(y;t) und Var(L|Y = y) =
Var(Li/0)Y = y) = nl?p(y;t)(1 — p(y;t)). Um den formalen Grenzwert n — 0o
durchfiihren zu kénnen, skalieren wir den kumulativen Verlust durch Lg") = L¢/n.
Wir erhalten

E(LMY = y) = n 'E(LY = y) = tp(y; 1),
Var(LM Y = y) = n™2Var(L,|Y = y) = n~ ' @p(y; t) (1 — p(y; 1))

Der bedingte Erwartungswert von Lg") ist unabhéngig von n und im Grenzwert

n — oo verschwindet die bedingte Varianz. Dies bedeutet, dass im Grenzwert L§”)

eine deterministische Gréfle und gleich ihrem Erwartungswert ist. Bezeichnen wir
diesen Grenzwert mit L;, so ergibt sich L; = ¢p(y;t). Daher ist

P(L; < lq) = P(Li/t < q) = P(p(y;t) < q) fiiralle0<q<1.
Nun ist p(Y;t) < g wegen (8.93) dquivalent zu

S1(F () — /pY

<o (q)

oder zu

so dass wir
P(L; < q) =P(Y > G(q)) = 1 — ®(G(q)) = ®(—G(q))

erhalten, da Y standardnormalverteilt ist. Dies beweist die Behauptung. O

Der obige Satz liefert also eine explizite Verlustverteilung im Falle homogener,
grofler Portfolios.

Bemerkung 8.31 Das Ein-Faktormodell von Vasicek und die obige Version fiir
homogene, grofie Portfolios sind in den letzten Jahren in der Literatur erweitert
worden. Wir erwdhnen einige Verallgemeinerungen:

(1) Ein Modell fiir homogene, aber endliche Portfolios (also n < 0o) wurde von
Hull und White vorgestellt [110].

(2) Die Zufallsvariablen Y und ¢; im Vasicek-Modell (8.91) miissen nicht not-
wendigerweise standardnormalverteilt sind. Student-t-Verteilungen werden
von Hull und White [110] sowie Andersen et al. [11] verwendet, wihrend
Schonbucher [192] archimedische Copulas betrachtet.
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(3) Ein-Faktormodelle, die auf Varianz-Gamma- oder Lévy-Prozessen basieren,
werden in [5, 162] untersucht.

(4) In realen Mérkten sind die Portfolios im Allgemeinen nicht homogen. In
heterogenen Portfolios héngen die Korrelation p und die bedingte Ausfall-
wahrscheinlichkeit p(y; t) vom Kredittitel ab. Ein rekursiver Algorithmus zur
Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeiten wurde in [11] entwickelt. Eine
andere Methode, die auf der schnellen Fourier-Transformation basiert, wurde
in [70] vorgestellt.

(5) Es ist in realen Mérkten zu erwarten, dass sich die Ausfallkorrelationen zeit-
lich &ndern, dass also die Zufallsvariablen Y und &; von der Zeit abhéingen.
Burtschell et al. [41] haben das Vasicek-Modell erweitert, indem sie den
Prozess Xi; = \/piYs + /1 — picir mit zeitabhingigen Faktoren Y; und €,
betrachten.

(6) Es ist fraglich, ob ein Faktor alle Korrelationen adéquat beschreibt. In der
Literatur sind daher Multi-Faktormodelle entwickelt worden, um dieser Pro-
blematik zu begegnen. In derartigen Modellen werden die Zufallsgrofien X;
in (8.91) durch

Xit =PV 4+ VokYet + /1 —p1— - — preig
definiert, siehe z.B. [110, 191].

Fiir andere Erweiterungen verweisen wir auf [70, 76]. |

8.5 Quantos und stochastische Korrelation

Im Zuge globalisierter Méarkte hiangt die Wertentwicklung eines Portfolios, ge-
messen in der Heimatwédhrung, nicht nur von der Wertentwicklung der einzelnen
Basiswerte ab, die in einer Fremdw&hrung gepreist sein kénnen, sondern auch
von der Entwicklung des entsprechenden Wechselkurses. Die Absicherung des
Portfolios muss also beide Risiken absichern. Betrachten wir hierzu das folgende
Beispiel.

Beispiel 8.32 Ein Investor besitzt 1000 Aktien eines amerikanischen Unterneh-
mens mit einem momentanen Kurswert von 140 US-Dollar (USD) oder umgerech-
net 100 Euro bei einem Wechselkurs von 1.40 USD/Euro. Er méchte in sechs Mo-
naten ein Haus kaufen. Da er an eine positive Entwicklung des US-Aktienmarktes
glaubt, mochte er die Anteile jetzt nicht verkaufen. Er hat jedoch den heutigen
Wert seiner Anteile in Hohe von 100 000 Euro fest in sein Budget fiir den Hauskauf
eingeplant. Wie kann er sich gegen das Risiko absichern, dass seine US-Aktien in
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einem Jahr weniger als 100000 Euro wert sind? Der Kauf entsprechender Put-
Optionen mit Laufzeit von einem Jahr und einem Ausiibungspreis von 140 USD
wiirde ihm nicht weiterhelfen. Er muss das Haus schliellich in Euro und nicht
in Dollar bezahlen. Was er bendtigt, ist eine Option auf die US-Aktien mit ei-
nem Ausiibungspreis von 140 USD, deren Auszahlung in Euro zum garantierten
Wechselkurs von 1.40 USD erfolgt. Eine derartige Option nennt man Quanto, als
Abkiirzung fiir ,,quantity adjusting option*.

8.5.1 Fairer Preis fiir Quantos bei konstanter Korrelation

Ein Quanto ist also eine Option auf einen Basiswert in einer Fremdwéahrung mit
Auszahlung in der Heimatwihrung zu einem vorab festgesetzten Wechselkurs.
Bezeichnet man den Preis des Basiswertes (in der Fremdw#hrung) mit Sy und
den Wechselkurs zwischen Fremd- und Heimatwahrung mit Fy, so ergibt sich die
Auszahlungsfunktion fiir eine Quanto-Kaufoption zu Cr = Ey(St — K)* und
entsprechend fiir eine Verkaufsoption zu Cp = Eo(K — St)T. Der Optionswert
héngt also von der korrelierten Entwicklung des Basiswertes und des Wechselkur-
ses ab. Fin einfaches Zwei-Faktorenmodell auf Basis geometrischer Brownscher
Bewegungen ist gegeben durch

dS;, = pSSudt + oSS dWS,
dE, = pPEdt+ oPEdWE,

wobei die Korrelation der beiden Wiener Prozesse W;° und W/ durch den Pa-
rameter p € [—1,1] beschrieben sei: dW;° - dW/ = pdt. Wir erinnern uns, dass
diese symbolische Schreibweise den Sachverhalt

EWSWE) = pt (8.95)

ausdriickt. Zwei derartig korrelierte Brownsche Bewegungen wiederum koénnen
wir leicht durch zwei unkorrelierte Brownsche Bewegungen V; und W;° via

W= pWy + /(1 - p)V; (8.96)

erzeugen (sieche Ubungsaufgaben).

Durch Arbitragepreistechnik wird es uns im Folgenden gelingen, den Para-
meter ;° eindeutig durch die risikolosen Zinssiitze " und 7/ im Heimat- und
Fremdwéhrungsmarkt festzulegen: Nehmen wir an, wir haben eine Einheit der
Heimatwahrung zur Verfiigung. Wir kénnen diese sofort in die Fremdwé&hrung
tauschen, dann in einen risikolosen Fremdwéhrungsbond tauschen und nach Lauf-
zeitende den Erlos wieder in die Heimatwidhrung umtauschen. Alternativ kénnen
wir das Geld auch sofort in einem risikolosen Bond in der Heimatwahrung anle-
gen. Um keine Arbitragemdglichkeit zuzulassen, miissen beide Werte gleich sein:
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E <;0 exp (rfT)ET> = E(exp (r"T)), (8.97)

woraus sofort wegen E(E7) = Egexp (uT)
,uE . (8.98)
folgt. Eine analoge Uberlegung fiihrt auf

11 o
B S—OE(STET) =exp (r''T). (8.99)

Mit anderen Worten: Tauschen wir eine Einheit der Heimatw&hrung in die Fremd-
wihrung und investieren den Betrag sofort in den Basiswert, so erwarten wir die-

selbe Auszahlung wie ein risikoloses Investment in einem Heimatwahrungsbond.
Um diese Gleichung auszunutzen, miissen wir E(S7Er) berechnen:

StEr = SoEyexp (((,us + uP) - %((05)2 + (O’E)2)> T+ (c°W2 + UEW:,E))

und damit (sieche Ubungsaufgaben)
E(STET) = S()E() exp ((MS + /LE + pO’SO'E)T).

Daraus ergibt sich

1S + 1 4 poSaf = ot

und mit (8.98)
S h

pd = — (" =l 4 poSot). (8.100)
Da wir den zweiten Teil als kontinuierliche Dividendenzahlung interpretieren
konnen, ergibt sich der risikolose Preis fiir eine Quanto-Kaufoption aus der mo-
difizierten Black-Scholes-Formel (4.50) unter Beriicksichtigung kontinuierlicher
Dividendenzahlungen:

Cauanto(So, K, 7", w,0%, ) = Eo ((So exp (—wT)®(d1) — K exp (—r"T)0(dy))
(8.101)

wobei
0 log (%) + ((ri;j%%— (g5>2/2)/T’ dy = dy — oSVT

und

w=r"—rl + psScF.

Der entsprechende Preis fiir die Verkaufsoption ergibt sich aus der Put-Call-
Paritét.
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8.5.2 Stochastische Korrelation

Sehen wir uns den Markt etwas genauer an, dann sehen wir, dass die Annahme
einer konstanten Korrelation eine sehr starke Vereinfachung der Wirklichkeit ist:

e Die Korrelation ist nicht konstant, sondern zeitabhéingig, wie ein kurzer
Blick auf die historische Korrelation zwischen Dow Jones und dem Euro/US-
Dollar-Wechselkurs fiir das Jahr 2009 in Abbildung 8.13 zeigt.

e Die Korrelation ist nicht einmal deterministisch — ansonsten wiirde die Exi-
stenz von Derivaten auf Korrelationsindizes wie etwa Correlation Swaps am
Markt keinen Sinn machen.
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Abbildung 8.13 Dow Jones (—), um den Faktor 10000 nach unten skaliert, und
USD/Euro-Wechselkurs (- -) im Jahr 2009 (links) sowie (rollierende) Korrelation zwi-
schen Dow Jones und USD/Euro-Wechselkurs iiber jeweils 2 Wochen (rechts).

Welche Effekte aber hat ein stochastisches Korrelationsmodell auf den fairen
Preis von Quantos? Um diese Frage zu beantworten, benotigen wir zunéchst ein
stochastisches Modell fiir p; und eine Verallgemeinerung des Konzeptes zweier
korrelierter Brownscher Bewegungen Z; und W; auf den Fall einer stochastischen
Korrelation. Van Emmerich [221] schlidgt hierzu den folgenden Weg vor: Wir
definieren zunichst die stochastische Korrelation als allgemeinen It6-Prozess (den
wir spéter genauer spezifizieren werden )

dpr = a(t, py)dt + b(t, pt)d Ky, po € [—1,1], (8.102)

mit Brownscher Bewegung K; und geeigneten Funktionen a und b.

Die Korrelation zwischen zwei Brownschen Bewegungen W; und Z; (die beide
von K; unabhéngig sein sollen) kénnen wir wie folgt auf diesen Fall einer stocha-
stischen Korrelation (8.102) iibertragen: Mit einer weiteren Brownschen Bewe-
gung V; (unabhingig von K; und W;) verallgemeinern wir die Definition (8.96)
auf
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t t
Ty = / psdW —I—/ V1= p2dVs, Zy =0,
0 0

und erhalten damit eine weitere Brownsche Bewegung Z; mit der Eigenschaft

E(ZW,) =E < /O t psds> ,

die im Falle einer konstanten Korrelation mit (8.95) dquivalent ist. Van Em-
merich [221] schligt nun als stochastischen Prozess fiir p; den folgenden Mean-
Reverting-Prozess vor, der um den Mittelwert © schwankt:

dpi = k(O — py)dt + ay/1 — p?dKy, po € (—1,1), (8.103)

mit Konstanten o,k > 0 und © € (—1,1). Wahlt man £ > max (%, 14?%)’

so bleibt fiir pg € (—1,1) der Prozess p; fast sicher im Intervall (—1,1) — die
Grenzen —1 und +1 werden nicht erreicht. Die Parameter o, x und © stehen fiir
die Kalibrierung an die jeweiligen Marktdaten zur Verfiigung.

8.5.3 [Fairer Preis fiir Quantos bei stochastischer Korrelation

Wie dndert sich der faire Preis fiir einen Quanto, wenn wir statt konstanter
die stochastische Korrelation gem&f (8.103) annehmen? Gehen wir die beiden
Arbitragepreistechnik-Argumente noch einmal durch, so sehen wir, dass (8.97)
unverdndert auf die Beziehung (8.98) fithrt. Das zweite Argument (8.99) beinhal-
tet jedoch das Produkt aus Basiswert und Wechselkurs und damit deren Korre-
lation. Anstatt (8.100) miissen wir nun

P =" —w, wi=r"—rl 4 5%F / prdt (8.104)

setzen. Das sieht man wie folgt: Um E(SrEr) zu berechnen, bendtigen wir
zunéchst
d(SiEy) = SidE; + EtdSt + dStdEt
= StEt((u + 1 + 0090 F)dt + o%dw + oFaw )

woraus wir mithilfe der It6-Formel d(In(x;)) = da; /¢ — (dx)?/(227), angewendet
auf It = StEt,

— 1((US)Q + ()T + oW + o EWF

In(StEr) — In(SoEo) = p° + p® 5

erhalten. Aus

E <603WT+UEW7E> _ 6((O'S)2+(0'E)2)T/2 ‘B (eO'SO'E fOT ptdt)

(siche Ubungsaufgaben) erhilt man mit (8.104) eine Parameterwahl, die mit
(8.99) konsistent ist.
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8.5.4 Bedingte Monte-Carlo-Simulation mit MATLAB

Der faire Preis einer Quanto-Kaufoption lésst sich nun mittels bedingter Monte-
Carlo-Simulation berechnen: Hierzu berechnen wir M Pfade des stochastischen
Korrelationsmodells (8.103) und setzen diesen Wert in (8.104) ein. Damit erhalten
wir fiir jeden Pfad mittels (8.101) einen Preis, den wir iiber alle Pfade mitteln,
um den fairen Preis zu erhalten.

1. Schritt: Simulation von M Pfaden der stochastischen Korrelation. Fiir
gegebene Daten «, k, © und Anfangswert pg € (—1,1) sind fiir M verschiedene
Brownsche Bewegungen K7 die stochastischen Korrelationen p{ sowie das Integral

, 1 T .

zu berechnen (5 = 1,...,M). Da das Euler-Maruyama-Verfahren die analyti-
schen Grenzen nicht einhalten wird (sieche Abschnitt 8.1.4), verwenden wir das
Milstein-Verfahren. Das Integral werten wir iiber simultane Integration der Dif-
ferentialgleichung

I, = %dt, Ip=0,

bis zum Zeitpunkt ¢ = T aus — eine Alternative wiren numerische Quadratur-
verfahren. Mit konstanter Schrittweite h = T/N, N € N, lautet das Milstein-
Verfahren zur Erzeugung der Pfadapproximationen p; ; und I; j von pJ, und I},
(1=0,1,...,N —1):

2
(6%
pivt = KO —pij)h+ay/l—pl K, — ?pi,j(AKﬁj — h), (8.105)

h
Tivrg = TLij+ pig, (8.106)
wobei AK;; = K(it1)n; — Kinyj. Das ergibt M Approximationen Iy; (j =
1,...,M).
2. Schritt: Berechnung von M Black-Scholes-Preisen C; als bedingte Erwar-
tungswerte. Fiir diese M Pfade kénnen wir

wj = (rh —rf 4 O'SO'EINJ')

und damit den Black-Scholes Preis C; := Cquanto(So, K, rh,wj,as ,T) gemif
(8.101) als bedingten Erwartungswert fiir den Fall berechnen, dass die Dynamik
p! eingetreten ist.

3. Schritt: Berechnung des fairen Preises C'. Der Mittelwert

1 M
C:ZM;Cj
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iiber alle bedingten Erwartungswerte C; liefert nun die Approximation fiir den
fairen Preis der Quanto-Kaufoption unter Zugrundelegung einer stochastischen
Korrelation (8.103).

Eine MATLAB-Implementierung dieses Verfahrens ist in Programm 8.5 gege-
ben. Um zur Berechnung des Black-Scholes-Preises mit kontinuierlicher Dividen-
denzahlung den Befehl blsprice (siehe Kapitel 9) verwenden zu kénnen, miissen
wir den Fall negativer Dividenden ausschliefien. In diesem Fall erfolgt eine Aus-
wertung mittels blsprice durch entsprechende Erhéhung des Heimatzinssatzes.

MATLAB-Programm 8.5 Das Programm stochquanto.m berechnet den fairen Preis
einer Quanto-Kaufoption, wenn wir die stochastische Korrelation (8.103) zugrundelegen.

function price = stochquanto(S0,E0,rho0,K,T,rh,rf,sigmaS,signak,
alpha,kappa,theta,M,N)

% SO: Basiswert heute

% EO: Wechselkurs heute

% K: Ausiibungspreis

% T: Laufzeit

% rh: risikoloser Zinssatz fiir Heimatwdhrung

% rf: risikoloser Zinssatz fiir Fremdwédhrung

% sigmaS: Volatilit&dt im Basiswertmodell

% sigmaE: Volatilit&dt im Wechselkursmodell

% alpha, kappa, Theta: Parameter im stochastischen Korrelationsmodell

% M: Anzahl der Pfade

% N: Anzahl der Zeitschritte

s = randn(’state’); % Initialisierung Zufallszahlengenerator
W = sqrt(dt)*randn(N,M); % Simultane Berechnung der Wiener-Zuw&chse
rho = rhoO*ones(M,1);
I = zeros(M,1); % Initialisierung der Modellgleichungen
dt = T/N; % Schrittweite
% Milsteinverfahren
for i = 1:N
I = I+rho/N;

rho = rho+kappa*(theta-rho)*dt+alpha*sqrt(max(0,1-rho."2)) .*W(i,:)’...
- alpha~2*rho.*(W(i,:)’.*W(i,:)’-dt)/2;
end

w = rh-rf+sigmaS*sigmaE*I; % Simultane Berechnung des Zinsabschlags

% Berechnung des fairen Preises
cl = w<=0;
c2 = w>0;
if (sum(c2)==0)

price = EO*(sum(exp(-w(c1)*T).*blsprice(S0,K,rh-w(cl),T,sigmaS,0)))/M;
elseif (sum(c1)==0)

price = EO*(sum(blsprice(S0,K,rh,T,sigmaS,w(c2))))/M;
else

price = EOx(sum(blsprice(S0,K,rh,T,sigmaS,w(c2))) ...

+ sum(exp(-w(c1)*T) .*blsprice(S0,K,rh-w(c1),T,sigmaS,0)))/M;

end
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In Abbildung 8.14 sind die Preise einer Quanto-Kaufoption fiir verschiedene
Laufzeiten angegeben, wobei wir die stochastische Korrelation (8.103) zugrunde-
gelegt haben. Da wir den Startwert pg und Mittelwert © gleich gew&hlt haben,
ist der Erwartungswert von p; zeitlich konstant und fallt mit © zusammen. Zum
Vergleich sind die Preise fiir eine Quanto-Kaufoption mit konstanter Korrelation
p = O gemif (8.101) angegeben. Wir sehen, dass durch die Verwendung ei-
ner konstanten Korrelation das Korrelationsrisiko vernachléssigt wird, und man
erhélt zu niedrige Preise. Je lénger die Laufzeit, desto gréfer ist der Unterschied
und damit das unterschétzte Korrelationsrisiko.
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Abbildung 8.14 Vergleich der Preise fiir eine Quanto-Kaufoption mit konstanter (—)

und stochastischer (x) Volatilitidt. Als Parameter wurden gewéhlt: Sp = 100, Ey = 1,
po=0 =04, K =120, r" =0.05, rf =0.03,0° =02, 0¥ =04, a =1, k = 1.06.

Ubungsaufgaben

1. Leiten Sie die Darstellung (8.6) fiir die lokale Volatilitit aus der Formel (8.5)
her.

2. Begriinden Sie die Wahl der Randbedingungen (8.17)-(8.20).

3. Zeigen Sie: Das drift-implizite Milstein-Verfahren, angewandt auf (8.25) mit
dem Diffusionsterm vo?P, ist nur dann positivititserhaltend, wenn die kon-
stante Schrittweitenbeschrankung At; > 1/v? erfiillt ist.
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4. Erweiterte LIBOR-Market-Modelle fithren auf Zwei-Faktoren-Modelle fiir
die Forwardraten und die Volatilitdt. Die Forwardraten werden durch die
stochastische Differentialgleichung

dFt = O'(t) ‘/t(p(Ft)th, F(] > 0,

mit positiver analytischer Volatilitit o : RT — R™ und einer Modellfunktion

(07

r+m (displaced diffusion [181])
ple) =93

(constant elasticity of variance [49]),

wobei m € R und a > 0, modelliert. Die Volatilitdt V; wird durch den
Mean-Reversion-Prozess

dV; = k(0 — Vy)dt + vVPdW,, Vo >0,

mit Modellparametern «, 6, v € RT™ und 1/2 < p < 1 beschrieben. Die beiden
Wiener-Prozesse W; und W; koénnen als unabhéngig angenommen werden.

Es lésst sich zeigen, dass fiir die analytischen Losungen des Zwei-Faktoren-
Modells gilt:

(a) Fo > b= P({V; > bVt > 0}) = 1 mit b = —m (displaced diffusion)
und b = 0 (constant elasticity of variance);

(b) Vo >0=P({V, >0Vt >0}) =1.
Zeigen Sie:

(i) Das drift-implizite Milstein-Verfahren, angewandt auf den Mean-Rever-
sion-Prozess zur Bestimmung der Volatilitét, ist nur dann positivitats-
erhaltend, wenn die konstante Schrittweitenbeschrinkung At < 1/v?
eingehalten wird.

(ii) Das Milstein-Verfahren fiir die Forward-Rates (Fall: displaced diffusion)
fithrt auf nach unten beschrinkte numerische Approximationen F; >
—m an F(t;), falls die Schrittweite die Ungleichung

1
Aty < ——55—~
LT o)V (t)

einhlt.

(iii) Das Milstein-Verfahren fiir die Forward-Rates (Fall: constant elasticity
of variance) ist nicht positivitidtserhaltend fir @ < 1/2; es fiihrt auf
positive Approximationen F; > 0 an F(t;) im Fall o > 1/2, falls die
Schrittenbegrenzung

200 — 1

At; <
@20 (t:)2V (t;) FP2

erfiillt ist.
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5.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

Warum erhalten alle numerischen Integrationsverfahren die Positivitit des
Basiswertes, wenn sie auf die transformierte stochastische Differentialglei-
chung (8.32) angewendet werden?

. Zeigen Sie die Ito-Isometrie

E

</0Tg(t)th>2] = /OTQQ(t)dt.

. Beweisen Sie den Euler-Maruyama-Fehler (8.36).

. Zeigen Sie, dass das erweiterte Cox-Ingersoll-Ross-Modell (8.57) die Kali-

brierungseigenschaft (8.56) fiir die Marktdaten erfiillt.

. Beweisen Sie das Lemma von Dubois-Reymond: Fiir eine stetige Funktion

F:Q — R folgt aus fw Fdx = 0 fiir alle offenen Mengen w C €2, dass F' auf
Q identisch verschwindet: F' = 0 in 2.

Zeigen Sie, dass die Matrix QT D?Q + pT aus Gleichung (8.70) symmetrisch
und positiv definit ist.

Beweisen Sie Lemma 8.15.

Bewerten Sie die in Beispiel 8.20 vorgestellte Put-Option, wenn sich die
Wetterstation in Miinchen bzw. Frankfurt (Main) befindet, mit Hilfe von
Monte-Carlo-Simulationen in MATLAB. Die Durchschnittstemperaturen in
Miinchen und Frankfurt erhalten Sie kostenlos bei Xelsius der Deutschen
Borse. Vergleichen Sie Thre Ergebnisse mit der Put-Option fiir Berlin.

Zeigen Sie, dass der kumulierte Verlust L, 4(t) einer CDO-Tranche als eine
Linearkombination der kumulierten Verluste der Equity Tranchen [0, a] und
[0, d] interpretiert werden kann, d.h., bestimmen Sie die Konstanten ¢; und
c2, so dass

Lia,q(t) = c1Ljg q)(t) + c2Ljg g (1)
Sei Fi(x) = P(L: < x) die Verteilungsfunktion des Portfolioverlusts L; mit
Dichte f; = F}. Zeigen Sie:
AN
E((Ly, —dN)") = / P(L; < x)dw.
0

Seien Y, ¢; standardnormalverteilte und unabhéngige Zufallsvariablen, p €
[0,1] und definiere

Xi:\/ﬁY—l—\/l—pé:i, 1=1...,n.

Zeigen Sie: E(X;X;) = p fiir alle i # j.
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16.

17.

18.

19.

Es seien V; und W; zwei unkorrelierte Brownsche Bewegungen. Zeigen Sie:

Mittels

Zy = pWi + /1= p2V;
wird fiir p € [—1,1] eine weitere Brownsche Bewegung definiert mit der
Eigenschaft E(W.Z;) = pt.

FEin europaiischer Call auf den Wechselkurs F; zwischen Euro und US-Dollar
erlaubt es, zum Zeitpunkt T einen Dollar fiir einen Preis von K Euro zu kau-
fen. Ist der Wechselkurs giinstiger, so verfillt die Option, da es giinstiger ist,
den Dollar direkt zu kaufen. Damit ist der Wert der Option zum Zeitpunkt
T gegeben durch

C(T) = (Br — K)".

Zeigen Sie: Gehen wir davon aus, dass der Wechselkurs F; von Euro nach
US-Dollar durch eine geometrische Brownsche Bewegung

dEt = T]Etdt + O'Etth

beschrieben werden kann, so ist der risikoneutrale Preis einer Call-Option
auf den Wechselkurs F; gegeben als

Co(Eo, K,7,0,T) = Egexp (—r"PT)®(dy) — K exp (—rFRT)d(ds)
mit
_log(Ey/K) + ((r¥UR — pUSD) 4 52/2) /T
B o T ’

Hinweis: Verwenden Sie ein Arbitrage-Argument, um zu zeigen, dass gilt:

d1 dQZdl—U\/T.

y = pEUR _ .USD.

Die Aktienkursdynamik S; beziiglich einer n-dimensionalen Brownschen Be-
wegung W; mit Drift p, Volatilitdtsvektor o und Korrelationsmatrix 3 ist
gegeben durch

St = Sp exp <<,u — ;UTEU> t+ O’TWt>.
Zeigen Sie: Fiir den Erwartungswert gilt
E(S;) = So exp (ut).
Zeigen Sie:

E <eaSWT+0'EWZE) _ e((US)2+(O.E)2)T/2 'E (eO’SUE fOT ptdt>

fiir Brownsche Bewegungen W;%, W/ mit stochastischer Korrelation p; und
Parametern o°, c¥ € R.
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9  Eine kleine Einfithrung in MATLAB

In Abschnitt 9.1 stellen wir knapp die Informationen zusammen, die es Lese-
rinnen und Leser ohne MATLAB-Kenntnisse ermoglichen sollen, die in diesem
Buch entwickelten MATLAB-Programme nachzuvollziehen. Alle weiteren, iiber die
Kurzeinfithrung hinausgehenden MATLAB-Befehle werden im Text jeweils an der
Stelle eingefiihrt und erldutert, an der sie benttigt werden. In Abschnitt 9.2 stel-
len wir drei MATLAB-Toolboxen (d.h. Sammlungen von Prozeduren) vor, die fiir
Finanzanwendungen sehr hilfreich sind.

9.1 Grundlagen

MATLAB (fiir Matrix Laboratory) ist ein Softwarepaket fiir numerische Berech-
nungen und Visualisierungen, das seit Ende der siebziger Jahre von C. Moler ent-
wickelt wird. Seinen Ursprung hat es in den Lineare-Algebra-Paketen LINPACK
und E1SPACK. Im Gegensatz zu den mathematischen Softwarepaketen MAPLE
und MATHEMATICA konnen mit kommerziellen MATLAB-Versionen keine symbo-
lischen Berechnungen durchgefiihrt werden.

Auf der Homepage www.mathworks.com von The MathWorks, des Herstellers
von MATLAB und darauf aufbauender Softwarepakete, findet man viele niitzli-
che Informationen zu MATLAB, etwa iiber neue Versionen (die aktuelle tréigt die
Nummer 7.9), und einen Zugang zu sogenannten ,, Webinars“, d.h. netzbasierten
Seminaren, die in die Funktionalitit von MATLAB und den Toolboxen einfiihren.

Start und Befehlseingabe

Durch Eingabe des Befehls matlab unter Unix, Linux, Windows o.4. wird das
Programm MATLAB gestartet. Es erscheint der sogenannte MATLAB-Prompt ,>>“
als Eingabeaufforderung im Kommandofenster. Mit der Eingabe von quit oder
exit wird das Programm beendet. Im Interpreter-Modus werden Eingaben direkt
ausgewertet oder ausgefithrt (Ausnahme: M-Files, auf die wir spéter zu sprechen
kommen):

<command> <CR> Auswertung des Befehls command,
result = <expression> <CR> Zuweisung mit Anzeige des Ergebnisses,

result = <expression>; <CR> Zuweisung ohne Anzeige des Ergebnisses.

M. Giinther, A. Jiingel, Finanzderivate mit MATLAB®, DOI 10.1007/978-3-8348-9786-2_9,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2010
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Das Zeichen ,,<CR>“ (fiir Carriage Return) bezeichnet den Zeilenumbruch (Re-
turn-Taste). Fehlt die explizite Zuweisung des Ergebnisses, so wird das Ergebnis
der Variablen ans (fiir answer) zugewiesen. Es ist zu beachten, dass in MATLAB
die Grof- und Kleinschreibung von Variablen- und Funktionsnamen unterschie-
den wird.

Zum Kennenlernen von MATLAB sind die folgenden Befehle niitzlich:

demo oder expo  zeigen viele Beispiele,
help <command> liefert Informationen zum Befehl command.

Zahldarstellung in MATLAB

Zahlen werden ausschlieflich als doppelt genaue reelle (bzw. komplexe) Zahlen
gemifl dem IEEFE Standard Binary Floating Point Arithmetic dargestellt: 8 Byte
(64 Bit) stehen zur Verfiigung, und zwar 1 Bit fiir das Vorzeichen, 11 Bit fiir den
Exponenten und 52 Bit fiir die Mantisse (normalisiert), zum Beispiel 3.14159e5
fiir die Zahl 3.14159 - 10°. Die kleinste bzw. groBte darstellbare Zahl ergibt sich
daher zu realmin ~ 2.2 - 1073%® bzw. realmax ~ 1.8 - 1038,

Die Genauigkeit einer Rechnung mit reellen Zahlen wird durch die vordefi-
nierte Zahl eps = 2752 ~ 2.2 - 10716 charakterisiert; eps ist der Abstand von der
Zahl Eins zur néchstgréfleren darstellbaren Zahl. Damit ergibt sich als Faustre-
gel eine Genauigkeit von 16 Dezimalstellen. Exponentenunterlauf bzw. -iiberlauf
erfolgt etwa ab 10730 bzw. 10308,

Eine Division durch 0 fiithrt auf das Ergebnis Inf (fiir infinity), und eine
Division von 0 durch 0 auf NaN (fiir Not a Number).

Matrizen

Matrizen stellen die zentrale Datenstruktur in MATLAB mit den Sonderféllen Ska-
lar und (Zeilen- bzw. Spalten-) Vektor dar. Die Dimensionen werden automatisch
iiberwacht; eine Variablendeklaration ist nicht notwendig.

Eingabe und Erzeugung von Matrizen. Skalare werden durch direkte
Zuweisung definiert. Die Anweisungen

X = -2e4;
zZ 10 + 4i;

weisen x als Skalar den Wert —2 - 10* und z die komplexe Zahl 10 4 4i zu. Die
Anweisungen

x = [1, 2, 3];
y = [1; 2; 3];
z =1:0.1:2;
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erzeugen zuerst den Zeilenvektor x mit den Eintrigen 1, 2, 3. Dessen Spalten-
vektor y kann auch einfacher durch die Zuweisung y = x’ mit dem Transponie-
rungsoperator ,,’ “ erzeugt werden. Die letzte Anweisung liefert den Zeilenvektor
z=(1,1.1,1.2,...,1.9,2). Ist eine Anweisung sehr lang, so kann mit drei Punkten
.- - - gekennzeichnet werden, dass die folgende Zeile die vorangehende fortsetzt:

z=1[1, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7,
1.8, 1.9, 2]

Matrizen konnen direkt eingegeben werden:

1 2
A=T[12;34] t A= ,
erzeug (3 4>

wobei die Elemente durch ein Leerzeichen oder ein Komma separiert werden. Ein
Zeilenumbruch wird durch ein Semikolon erzeugt. Matrizen kénnen auch durch
Blocke zusammengesetzt werden:

1 2
B = [A, [5; 6]] erzeugt B = g .
3 4 6

Die Indizierung von Elementen von Matrizen und Vektoren beginnt stets bei 1
(nicht bei null). Beispielsweise bezeichnet A(2,1) das Element as; der Matrix
A = (a;j), und x(5) das fiinfte Element des Vektors .

Mit dem Indexoperator ,,:“ kénnen auf einfache Weise Untermatrizen gebil-
det werden: A(:,1) erzeugt die erste Spalte, A(2,:) hingegen die zweite Zeile

von A. Die Teilmatrix
a1 a2
azr  as2

wird mittels A(2:3,1:2) generiert.
Einige spezielle Matrizen sind bereits vordefiniert:

zeros(n,m) Nullmatrix der Dimension n X m,
ones(n,m) (n x m)-Matrix, bestehend aus Einsen,
eye(n) Einheitsmatrix der Dimension n X n.

Operationen. Die Operatoren ,+%, ,=“, ,*“ und ,,”“ haben die {iblichen
Bedeutungen. Damit sind fiir die Matrizen A und B und den Skalar s definiert:

sxA, AxB, A+B, A"2 und s+A = (s+ ai)i;-

Fiir die Division gibt es zwei Zeichen: ,,/“ und ,\“. Der Befehl x = b/A I6st
das lineare Gleichungssystem z - A = b, x = A\b hingegen A -z = b. Unter-
bzw. iiberbestimmte Systeme sind zugelassen (und werden mit der Methode der
kleinsten Quadrate gelost), solange die Dimensionen von x, b und A zueinander
passen.
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Um elementweise Operationen zu kennzeichnen, wird ein Punkt vor dem Ope-
rator gesetzt. Zum Beispiel ergeben A.*B = (a;; - b;;), A. "B = (a?}j), und analog
fiir ,./“ und ,,.\“. Relationen werden durch die Operationen ,<“ (kleiner-als),
»<=“ (kleiner-gleich), ,>* (grofler-als), ,,>=* (groBer-gleich) und ,,==* (Gleichheit;
nicht zu verwechseln mit der Zuweisung ,,=*) definiert. Die Anweisungen

x =111, 2, 3]; x <=1

liefern beispielsweise als Antwort den booleschen Vektor ans = [1, 0, 0]. Als
logische Operatoren stehen ,&“ (und), ,|“ (oder), ,~* (Negation) und ,xor®
(entweder-oder) zur Verfiigung.

Die Dimension einer Matrix wird mit size (A) bestimmt. Zum Beispiel ergibt
size([1 2 3 4]) als Antwort [1 4] (eine Zeile, vier Spalten). Die Lénge eines
Vektors x erhélt man mit length(x).

Funktionen. In MATLAB sind die iiblichen mathematischen Funktionen wie
sin, exp, sqrt (Quadratwurzel) etc. vordefiniert. Als Argumente sind auch Ma-
trizen zugelassen, d.h., sin(A) = (sin(a;;)) ergibt eine Matrix, bestehend aus den
Werten sin(a;;). Weitere Befehle sind:

max(x)  Maximum iiber alle Vektorelemente x(i),
sum(x)  Summe iiber alle Vektorelemente x (i),
mean(x) Mittelwert des Vektors x,

abs (x) Vektor der Absolutwerte von x.

Auch hier sind als Argumente Matrizen zugelassen. Die entsprechenden Opera-
tionen werden dann fiir jede Spalte durchgefiihrt.

Zusétzlich kann man eigene Funktionen in sogenannten M-Files definieren
(siche unten).

Standardalgorithmen der Linearen Algebra

Als Erbe von LINPACK und EISPACK enthélt MATLAB eine Fiille von Standard-
algorithmen der Linearen Algebra. Wir erwihnen nur drei Beispiele: die LR-
Zerlegung, die QR-Zerlegung und die Cholesky-Faktorisierung. Durch die Befehle

[L,U] = 1u(d);
y = L\b; x = U\y;

wird zuerst eine LR-Zerlegung der Matrix A mit Spaltenpivotsuche durchgefiihrt:
L-U = P- A, wobei P eine Permutationsmatrix ist und L = P~!L. AnschlieBend
wird durch Vorwirts- und Riickwértssubstitution das Gleichungssystem Ax = b
gelost. Die Permutationsmatrix kann man durch [L,U,P] = 1lu(A) mitberech-
nen; in diesem Fall gilt L¥U = P*A. Der Befehl x = A\b liefert fiir reguldre Ma-
trizen A das gleiche Ergebnis. Ist A nicht regulér, so wird eine Losung im Sinne
der kleinsten Quadrate mit dem QR-Verfahren berechnet.
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Die QR-Zerlegung einer Matrix A = @ - R ohne Pivotsuche und Losung des
Gleichungssystems Ax = b wird mit den Anweisungen

[Q,R] = qr(a);
y = Q\b; x = R\y;
durchgefiihrt.

Ist die Matrix A symmetrisch und positiv definit, so kann sie mit dem
Cholesky-Verfahren zerlegt werden. Der Befehl chol (A) erzeugt eine obere Drei-
ecksmatrix C mit der Eigenschaft C’*C = A. Das lineare Gleichungssystem Az = b
wird dann geldst mit den Kommandos

C = chol(A);
y = C’\b; x = C\y;
M-Files

Ein M-File ist eine Datei mit der Endung ,,.m“, die aus einer Folge von MATLAB-
Anweisungen besteht (das nennt man eine Skriptdatei) oder die neue, eigene
Funktionen definieren (eine sogenannte Funktionsdatei). M-Files miissen in einem
Verzeichnis stehen, das in der Variablen MATLABPATH aufgefiihrt ist. Voreingestellt
sind das aktuelle und das MATLAB-Verzeichnis. Wir erldutern im Folgenden beide
Dateitypen.

Nehmen wir an, wir haben eine Skriptdatei solveqr.m erzeugt, die die fol-
genden beiden Zeilen enthélt:

[Q,R] = qr(a)
y = Q\b; x = R\y;

Nach dem Aufruf von solveqr wird die Datei solveqr.m zeilenweise vom MAT-
LAB-Interpreter ausgewertet. Sofern die Variablen A und b bereits definiert sind,
wird das lineare Gleichungssystem Ax = b gelost. Hierbei sind alle Variablen
global, es erfolgt keine Parameteriibergabe.

Das M-File sinquad.m, definiert durch die Zeilen

function y = sinquad(x)
% berechnet sin”~2
y = sin(x).*sin(x);

liefert ein Beispiel fiir eine Funktion, die die Werte sin?(z) komponentenweise
berechnet und der Variablen y zuweist. Als Parameter wird die Matrix x iiber-
geben. Der Dateiname und der Name der Funktion, die in dieser Datei definiert
wird, miissen stets iibereinstimmen. Mit dem Zeichen ,,%*“ konnen Zeilen in ei-
nem M-File auskommentiert werden. Der Aufruf von sinquad([0 pi/2 pil)
beispielsweise liefert als Antwort [0 1 0].

M-Files sind die einzige Moglichkeit, Funktionen oder Prozeduren mit Varia-
blen einzufiihren.
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Bedingte Verzweigungen und Schleifen

Eine if-Abfrage fithrt zu einer bedingten Verzweigung im Programmablauf in
Abhéngigkeit eines Testresultats. Die Vorzeichenfunktion sign.m etwa kann mit-
tels einer if-Abfrage definiert werden durch

function y = sign(x)
if x <0
y =5
elseif x ==
y =
else

y

]
—
-

end

Zur Durchfiithrung von Schleifen stehen die beiden Befehle for und while zur
Verfiigung. Wéhrend man bei einer for-Schleife weiss, wie haufig sie durchlaufen
werden soll, koppelt man dies bei einer while-Schleife an eine Bedingung. Als
Beispiel betrachten wir die Berechnung der Fibonacci-Folge. Die for-Schleife

x(1) = 1; x(2) = 1;
for i = 3:100

x(i) = x(i-1) + x(i-2);
end

liefert die ersten hundert Folgenglieder, wihrend die while-Schleife

x(1) =1; x(2) =1; 1 = 2;
while max(x) < 100
i=1i+1;
x(1) = x(i-1) + x(i-2);
end

alle Folgenglieder (x(1),...,x(i-1)) kleiner als 100 erzeugt.

Grafik in MATLAB

Das zentrale Kommando fiir zweidimensionale Grafiken in MATLAB lautet plot;
mit

plot(x,y)

werden die durch Geradenstiicke verbundenen Punktpaare (x(i),y(i)) gezeich-
net. Optionale Argumente sind zugelassen; so zeichnet beispielsweise

plot(xl,yl,’0’,x2,y2,’--g’)
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die (nicht miteinander verbundenen) Punktpaare (x1(i),y1(i)) mit der Mar-
kierung ,,0* und zusétzlich die Punktpaare (x2(i),y2(1)), die mit gestrichelten
(’-=7), griinen (’g’) Geradenstiicken verbunden sind.

Fiir dreidimensionale Grafiken muss zuerst mit der Anweisung meshgrid ein
Gitter generiert werden:

[X,Y] = meshgrid(-2:0.2:2, -2:0.2:2)
erzeugt ein Gitter im Bereich [—2, 2] x [-2, 2] mit Gitterweite 0.2. Die Anweisung
Z = X.*xexp(-X."2-Y."2)
wertet die Funktion z exp(—z? — y?) auf diesem Gitter aus. Mit
mesh(X,Y,Z) oder surf(X,Y,Z)
wird das Ergebnis als dreidimensionale Grafik dargestellt. Die aktuelle Grafik
kann schliellich mit print grafik.ps in der PostScript-Datei grafik.ps abge-
speichert werden.
Daten einlesen und speichern

Zum Einlesen und Speichern stehen die Befehle 1oad und save zur Verfiigung.
Die Anweisungen

load results.dat

x = results(l,:);
y = results(2,:);
plot(x,y)

beispielsweise lesen die Datei results.dat ein und speichern die erste Zeile der
Daten im Zeilenvektor z, und die zweite Zeile im Zeilenvektor y ab. Anschliefend
wird der Vektor y gegen den Vektor x geplottet. Umgekehrt werden mit

save file.dat x y
die Vektoren x und y in der Datei file.dat gesichert. Allerdings werden die
Variableninhalte bindr und nicht als Text gespeichert. Um eine lesbare Form zu

erhalten, ist der Zusatz —ascii zu verwenden, also

save file.dat x y -ascii
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Weitere Befehle

Die Ausgabe ldsst sich mit den Befehlen disp und fprintf steuern. Die Zeichen-
kette ’text’ wird mit disp(’text’) ausgegeben. Sollen Text und Variablen
ausgegeben werden, empfiehlt sich die Anweisung fprintf. So liefern die Zeilen

x =pi; y=1,;

fprintf (°x = %f, y = %d\n’, x, y)
die Antwort x = 3.141593, y = 1. Das Zeichen ,%f“ ist ein Platzhalter fiir eine
Zahl in Festpunktdarstellung, ,,%d“ ist ein Platzhalter fiir eine Dezimalzahl, und

,»\n“ erzeugt einen Zeilenumbruch.
Auflerdem erweisen sich die folgenden Kommandos als hilfreich:

who bzw. whos zeigt alle Variablen an (in Kurz- bzw. Langform),
clear 16scht alle Variablen,
clf 16scht das Grafikfenster,

tic; <command>; toc definiert die Stoppuhr fiir eine Zeitmessung.

9.2 Toolboxen

In diesem Abschnitt erliutern wir drei Toolboxen, die mit den Finanzanwen-
dungen in diesem Buch im Zusammenhang stehen: die Statistics Toolboz, die
Financial Toolbox und die Financial Derivatives Toolboz.

Statistics Toolbox

Die Statistics Toolboz bietet unter anderem Funktionen zur Analyse von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen, zur Beschreibung von Daten, zur Analyse linearer
und nichtlinearer Modelle (z.B. Varianzanalyse, Parameterschitzung), zum Te-
sten von Hypothesen und zum Darstellen der Ergebnisse. Es werden mehrere
Dutzend verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilungen angeboten, und zwar fiir
jede Verteilung

e die Wahrscheinlichkeitsdichte (englisch: probability density function; iibli-
cherweise als pdf abgekiirzt),

e die Verteilungsfunktion (englisch: cumulative distribution function; iiblicher-
weise als cdf abgekiirzt),

e die Inverse der Verteilungsfunktion,

e cin Pseudo-Zufallszahlengenerator fiir die entsprechende Verteilung und
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e mehrere statistische Befehle.

Wir erldutern nur die Befehle, die im Zusammenhang mit den Wahrschein-
lichkeitsverteilungen stehen, und verweisen fiir weitere Funktionen der Toolbox
auf die MATLAB-Dokumentation. Die Befehle fiir die Verteilungen setzen sich
zusammen aus einer Abkiirzung fiir den Namen der Verteilung und einem der
folgenden Zusétze: pdf fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte, cdf fiir die Verteilungs-
funktion, inv fiir deren Inverse, rnd fiir den Zufallszahlengenerator sowie stat
fiir die Bestimmung des Mittelwertes und der Varianz. Die Abkiirzungen der in
diesem Buch diskutierten Verteilungen lauten: bino fiir die Binomialverteilung,
norm fiir die Normalverteilung, logn fiir die Lognormalverteilung, exp fiir die
Exponentialverteilung und copula fiir verschiedene Copulas.

Als Beipiel betrachten wir die Normalverteilung. Die Befehle

x = [-2:0.1:2], mu = 0; sigma = 1;

y = normpdf (x,mu,sigma)
liefern einen Vektor mit 41 Elementen, definiert durch
. 1 .
y(i) = exp(—(x(1) — u)/207),

V2mo?

wobei ¢4 = mu und ¢ = sigma. Klarerweise erhalten wir aus

y = normcdf (2,mu,sigma) ;
x = norminv(y,mu,sigma)

wieder den Wert x = 2. Anstelle von normcdf (x,mu,sigma) koénnen wir auch
cdf (’norm’ ,x,mu,sigma) schreiben und den Befehl cdf auf die anderen Vertei-
lungen anwenden. Die Verteilungsfunktion ist iibrigens in MATLAB wie in Ab-
schnitt 4.3 mit Hilfe der Fehlerfunktion definiert; die letzte Zeile des Programms
normcdf .m lautet in der Tat

p = 0.5 x erfc(-(x-mu)./(sqrt(2)*sigma));

wobei erfc die komplementéire Fehlerfunktion ist, definiert durch erfc(x) = 1
- erf(x). Der Befehl normrnd (mu,sigma,m,n) liefert eine (m x n)-Matrix aus
N (p, o)-verteilten Pseudo-Zufallszahlen. Die Zufallszahlengeneratoren der in der
Toolbox definierten Verteilungen basieren iibrigens allesamt auf den Generatoren
rand und randn. Der Mittelwert und die Varianz werden mittels

[m,v] = normstat(mu,sigma)

berechnet. In diesem Fall erhalten wir natiirlich m = mu und v = sigma~2. Fiir
die Binomialverteilung ergeben sich gemifl Beispiel 3.9

n = 100; p = 0.5;
[m,v] = binostat(n,p)

die Wertem = 50 und v = 25, dennm = np und v = np(1-p).



328 9 Eine kleine Einfithrung in MATLAB

Financial Toolbox

Die Financial Toolbox bietet verschiedene Funktionen fiir den Umgang mit Fi-
nanzdaten und die Bewertung von Finanzprodukten, und zwar unter anderem

e Umwandlung von Kalenderdaten und Wahrungsformaten,
e Chartanalyse,
e Zeitreihenanalyse,

e Bewertung von festverzinslichen Wertpapieren (englisch: fized-income secu-
rities),

e Bewertung von europdischen und amerikanischen Plain-vanilla-Optionen
und

e Portfoliooptimierung.

Wir erkldren nur die MATLAB-Funktionen, die zu den Algorithmen der vorigen
Kapitel in einem Zusammenhang stehen. Fiir Informationen iiber die anderen
Funktionen dieser Toolbox verweisen wir wieder auf die MATLAB-Dokumenta-
tion.

Der Wert europdischer Optionen wird mit dem Befehl blsprice bestimmt.
Hierbei liefert

[C,P] = blsprice(S,K,r,T-t,sigma,d)

die Preise einer européischen Call-Option C und einer Put-Option P mit Basiswert
S, Ausiibungspreis K, risikoloser Zinsrate r, Restlaufzeit T-t in Jahren, Volatilitéit
sigma und Dividendenrate d. Das letzte Argument ist optional; wird es nicht
angegeben, wird d = 0 gesetzt. Beispielsweise erhalten wir mit

[C,P] = blsprice(80,100,0.1,1,0.4)

die Werte C = 8.8965 und P = 19.3803. Diese Preise werden mit den Black-
Scholes-Formeln wie in Abschnitt 4.2 berechnet. Die Toolbox benutzt den Befehl
normcdf aus der Statistics Toolbox (siche oben). Daher muss diese Toolbox eben-
falls installiert sein.

Die dynamischen Kennzahlen werden mittels blsdelta, blsgamma, blsvega,
blstheta und blsrho berechnet. Die Syntax der Argumente ist wie fiir blsprice.
Beispielsweise ergeben die Befehle

[thetaC,thetaP] = blstheta(1:200,100,0.1,0.2,0.4);
plot(1:200,thetaC)

die dick gezeichnete Linie im vierten Plot der Abbildung 4.4.
Ferner kann die implizite Volatilitéit einer européischen Call-Option mittels
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blsimpv(S,K,r,T-t,C,limit,d,tol,type)

bestimmt werden. Die letzten vier Argumente sind optional: limit stellt die
obere Schranke der implizierten Volatilitdt dar, d ist die Dividendenrate, tol
die Toleranz und type der Optionstyp (call oder put). Werden die letzten Ar-
gumente nicht angegeben, wird 1imit = 10 (entspricht einer jéhrlichen Volati-
litdt von 1000%), d = 0, tol = le-6 und type = {’call’} gesetzt. Der Befehl
verwendet das MATLAB-Programm fzero, mit dem Nullstellen von Funktionen
bestimmt werden. Der Algorithmus ist eine Kombination von Bisektions- und
Sekantenverfahren mit sogenannten inversen quadratischen Interpolationstechni-
ken, basierend auf [79].

Amerikanische Optionen werden in der Financial Toolbox mit der Binomial-
methode berechnet. Der Befehl

[S,V] = binprice(S0,K,r,T-t,dt,sigma,type,d)

erzeugt zwei Binomialbdume, ndmlich den Baum der Basiswerte S und den Baum
der Optionswerte V (siehe Abschnitt 3.1). Das Argument SO ist der anfingliche
Kurs des Basiswerts, dt ist der Wert fiir das Inkrement At und type spezifiziert
den Optionstyp; type = 1 bedeutet Call und type = 0 Put. Das Argument d
der Dividendenrate ist optional. Es ist auch moglich, Dividendenzahlungen zu
diskreten Zeitpunkten zuzulassen; sieche die MATLAB-Dokumentation. Als Bei-
spiel berechnen wir den Wert einer amerikanischen Put-Option. Der Befehl

[S,P] = binprice(5,6,0.04,1,0.2,0.3,0)

liefert die Werte

g =
5.0000 5.7179 6.5389 T.4777 8.5514 9.7792
0 4.3722 5.0000 5.7179 6.5389 T.4777
0 0 3.8233 4.3722 5.0000 5.7179
0 0 0 3.3433 3.8233 4.3722
0 0 0 0 2.9235 3.3433
0 0 0 0 0 2.5564
P =
1.1596 0.7034 0.3190 0.0704 0 0
0 1.6278 1.0935 0.5690 0.1409 0
0 0 2.1767 1.6278 1.0000 0.2821
0 0 0 2.6567 2.1767 1.6278
0 0 0 0 3.0765 2.6567
0 0 0 0 0 3.4436

Der Preis der Put-Option zur Zeit ¢ = 0 lautet also P(1,1) = 1.1596.
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Das Programm binprice benutzt eine — im Vergleich zu der in Abschnitt 3.4
vorgestellten Binomialmethode — leicht abgewandelte Version. Die Parameter wu,
d und p werden (im Fall ohne Dividendenzahlungen) durch

rAt_d

= U\/E d:]_ =
U € ) /u7 p u—d

(9.1)

definiert. Der Zusammenhang zwischen dieser Parameterwahl und der in Ab-
schnitt 3.4 getroffenen ist in Bemerkung 3.16 (2) erldutert.

Financial Derivatives Toolbox

Die Financial Derivatives Toolbox erweitert die Financial Toolboz. Sie erlaubt die
Bewertung von Zinsderivaten und Optionen, basierend auf Binomial- und Trino-
mialmodellen und enthélt Funktionen zum Hedging von Portfolios. Die Preise
und Sensitivitdten (Gamma, Delta bzw. Vega) der Finanzinstrumente konnen
mit den folgenden Zinsmodellen bestimmt werden:

o Interest rate term structure: Mit diesem Modell kénnen Portfolios anhand
von gegebenen Zinsstrukturkurven fiir Null-Coupon-Bonds bewertet und
analysiert werden. Das Portfolio darf Finanzinstrumente wie Bonds und
Swaps enthalten.

e Heath-Jarrow-Morton-Modell: Das Modell erlaubt die Bewertung von Port-
folios aus sogenannten nicht-rekombinierenden Baumen fiir gegebene anfing-
liche Zinsraten und Volatilitéten [99, 113]. In einem nicht-rekombinierenden
Baum wiichst die Zahl der Knotenpunkte exponentiell an (siehe Abbildung
9.1 links).

e Black-Derman-Toy-Modell: In diesem Modell werden Portfolios mit rekom-
binierenden Bidumen bewertet (siehe Abbildung 9.1 rechts). Fiir gegebene
anfiangliche Strukturkurven der Zinsraten und Volatilitdten stellt der Baum
die zeitliche Entwicklung der Zinsraten dar [25].

o Hull-White-Modell: Auch in diesem Modell werden Portfolios mit rekombi-
nierenden Bdumen bewertet, allerdings sind fiir jeden Knoten drei anstatt
zwei Alternativen moglich. Es handelt sich also um ein Trinomialmodell.

e Black-Karasinski-Modell: Dieses Modell ist eine lognormale Version des Hull-
White-Modells, d.h., es wird die Evolution von logr; anstatt r; zum Zeit-
schritt ¢ betrachtet.
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Abbildung 9.1 Ein nicht-rekombinierender Heath-Jarrow-Morton-Baum (links) und
ein rekombinierender Black-Derman-Toy-Baum (rechts). Die Bdume sind mit den Befeh-
len treeviewer (HJMTree) bzw. treeviewer (BDTTree) gezeichnet. Der Heath-Jarrow-
Morton-Baum HJMTree und der Black-Derman-Toy-Baum BDTTree sind in MATLAB be-
reits vordefiniert und kénnen mit load deriv in den Arbeitsspeicher geladen werden.

Fiir jedes der drei Modelle werden MATLAB-Programme zur Konstruktion
von Portfolios und zur Konstruktion und Manipulation der Baume geliefert. Fer-
ner enthélt die Toolbox Modelle fiir die diskrete zeitliche Entwicklung von Akti-
enkursen: das Cox-Ross-Rubinstein-Binomialmodell, das Binomialmodell gleicher
Wahrscheinlichkeiten (Equal Probability Model) und ein implizites Trinomialm-
odell. Basierend auf diesen Aktienkursmodellen kénnen verschiedene Finanzderi-
vate bewertet werden, ndmlich europiische, amerikanische und asiatische Optio-
nen sowie Barrier-, Compound-, Lookback- und Bermuda-Optionen.

Neben den diskreten Baummodellen zur Bewertung von Finanzprodukten
enthélt die Toolbox auch explizite Preisformeln, die die Modelle von Black und
Scholes, von Black, von Roll, Geske und Whaley bzw. von Bjerksund und Stens-
land verwenden. Der Black-Scholes-Preis von européischen Put- und Call-Optio-
nen kann etwa mit optstockbybls berechnet werden. Im Vergleich zu dem Befehl
blsprice aus der Financial Toolbox (siehe vorigen Abschnitt) sind auch diskre-
te Dividendenzahlungen in der Formel implementiert. Asiatische Optionen sowie
Compound- und Lookback-Optionen werden mit den Befehlen asianby<method>,
compoundby<method> bzw. lookbackby<method> bewertet, wobei <method> fiir
das verwendete Baummodell steht: eqp (Equal Probabilities Binomial Tree), itt
(implied trinomial tree) oder crr (Cox-Ross-Rubinstein-Binomialmodell). Die-
se Baummodelle werden in der Arbeit [109] von Hull und White erldutert. Der
Befehl asianbycrr bedeutet also, dass eine asiatische Option mit dem Cox-Ross-
Rubinstein-Modell berechnet wird.
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schlecht konditionier, 76
schwache Konvergenz, 121
selbstfinanzierendes Portfolio, 55
Senior Tranche, 291, 301
Shift-Register-Generator, 108
short call, 9

short put, 9

short selling, 19, 55
Sicherungsgeber, 292
Sicherungsnehmer, 292
o-Algebra, 24
Single-asset-Option, 10
Sobolev-Raum, 202
SOR-Verfahren, 209
Spektralradius, 158, 192
Spekulation, 4
Spline-Funktion

— Ausgleichsspline, 261

— bikubische, 231
Spline-Interpolation, 75
Spotpreis, 289

Spotrate, 255

Spread, 295
Sprung-Diffusions-Modell, 92
Stabilitat, 156, 157

— bedingte, 162

— unbedingte, 162
Stabilitatsfunktion, 177
Standardabweichung, 25
standardnormalverteilt, 27
starke Konvergenz, 119
statische Kennzahlen, 97
steife Differentialgleichung, 173
stochastisch stetig, 280
stochastische Differentialgleichung
— von Ito, 50

— von Stratonovich, 53
stochastischer Prozess, 29

— einfacher, 48

— positiver, 237

stochastisches Runge-Kutta-Verfahren

— erster Ordnung, 127
— fiir Systeme, 131
straddle, 9
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Strafmethoden, 217

Strafterm, 217

strangle, 9

strap, 17

Stratonovich-Integral, 49

strike, 2

strikt diagonaldominant, 156, 226
strip, 17

Stufenzahl, 178
Subtract-with-Borrow-Generator, 108
Super Senior Tranche, 291, 301
Swap, 2

Temperaturmodelle, 277
Temperaturtrend, 278
Terminmarkt, 1
Testfunktion, 201
Theta, 75

f-Verfahren, 154
Tranche, 291, 301
Trapezregel, 176, 243

unabhéngige stationédre Zuwéchse, 280
Unabhéangigkeitscopula, 296
unbedingte Stabilitéit, 162
Ungleichung

— Chebychev, 133, 142

untere Dreiecksmatrix, 115
unvollstdndiger Markt, 283
Upwind-Diskretisierung, 164

Varianz, 25
Varianzreduktion, 133
Variationsungleichung, 201
Vasicek-Modell, 303
Vega, 75

Vektorisierung, 41
Verfahren

— A-stabiles, 176
Verfallstag, 2
Verkaufsoption, 2
Verlust

— des Portfolios, 293

— eines Titels, 293

— kumulativer, 293, 300
Verlustverteilung, 306
Verteilung

— fat tail, 280
Verteilungsfunktion, 26
vertikale Linienmethode, 151
verzogerter Fibonacci-Generator, 107
Volatilitat, 7

— historische, 77

— implizite, 78, 227

— lokale, 228

— nichtlineare, 93

— stochastische, 92

— zeitabhéngige, 86
Volatilitatsflache, 230
Volatilitatsindex, 80
volatility smile, 80
Vorwértsdifferenzen, 152

Wirmeleitungsgleichung, 59, 95
Wahrscheinlichkeit, 24

— risikoneutrale, 21
Wahrscheinlichkeitsdichte, 26
Wahrscheinlichkeitsmaf}, 24
Wahrscheinlichkeitsraum, 24
Wandelanleihe, 254
Wetterderivat, 272

— fiir Energieversorger, 275

— Monte-Carlo-Simulation, 286
— Unterschied zur Versicherung, 277
Wiener-Prozess, 29

Writer, 3

Zentraler Grenzwertsatz, 32
Ziggurat-Algorithmus, 115
Zinsderivate, 254

Zinssatz

— Forward, 256

— risikoloser, 255

— Spotrate, 255

— stochastischer, 92

— zeitabhéngiger, 86
Zinsstrukturkurve, 256
Zinsswap, 2

Zinszahlung

— nachschiissige, 254
Zufallsfeld, 91
Zufallsvariable, 24

— binomialverteilte, 28
— gleichverteilte, 106
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— lognormalverteilte, 27
— normalverteilte, 27
Zufallszahl

— gleichverteilte, 107

— korrelierte, 115

— nach F verteilte, 107
— normalverteilte, 110
— Quasi-, 109
Zwei-Perioden-Modell, 21
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