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Fiir Reinhard Bolling



Vorwort

Dieses Buch gibt eine Einfiihrung in die Grundgedanken der modernen Alge-
braischen Zahlentheorie, einer der traditionsreichsten und gleichzeitig heute
besonders aktuellen Grunddisziplinen der Mathematik. Ausgehend von The-
menbereichen, die iiblicherweise der elementaren Zahlentheorie zugeordnet
werden (Kleiner Fermatscher Satz, Quadratisches Reziprozitdtsgesetz), fithrt
es anhand konkreter Problemstellungen zu den Techniken, die das Herz der
modernen Theorie ausmachen. Der technische Apparat wird nur so weit ent-
wickelt, wie es fiir die konkreten Fragestellungen nétig ist, soll aber auch einen
Vorgeschmack auf die allgemeine Theorie geben.

Alle Fortschritte, die die Algebraische Zahlentheorie in den letzten Jahr-
zehnten erreicht hat, beruhen auf modernen und komplizierten mathemati-
schen Theorien, die zum Teil anderen mathematischen Disziplinen, wie et-
wa der Topologie, Algebraischen Geometrie oder Analysis, entstammen. Dies
bringt fiir die heranwachsende Generation ein Dilemma mit sich. Man kann
(und wird) lange brauchen, um sich mit den Techniken der modernen Zahlen-
theorie vertraut zu machen. Dieser Aufwand wird durch die grofle Eleganz der
Theorie belohnt, die die Einsichten vieler Generationen von Mathematikern in
kondensierter Form aufhebt. Allerdings bleibt auf diesem Wege der Blick auf
die urspriinglichen Fragen lange verstellt. Der Ausgangspunkt ist sozusagen
erst wieder vom Dach des Gebdudes aus sichtbar.

Nun kann man verschiedene Arten von Lehrbiichern schreiben und auch
lesen. Ein systematisches Studium der Zahlentheorie ist unabdingbar fiir je-
den, der den Anspruch, hat tiefer zu dringen und vielleicht spéter selbst zu
forschen. Wer dies anstrebt, dem sei, in dieser Reihenfolge, die Lektiire der
Monographien [Neu] und [NSW] ans Herz gelegt. Das vorliegende Buch ist
als Einfiihrung konzipiert. Es setzt moglichst wenig voraus und entwickelt die
Theorie anhand konkreter Probleme, wie z.B. der Fermat-Gleichung, in lo-
ckerer Form und nicht in groBter Allgemeinheit. Wer dadurch Lust auf mehr
bekommen hat, sei auch auf die Lehrbiicher [BS], [IR] und [Se] hingewiesen.



VIII Vorwort

Wie es bei einem einfithrenden Buch nicht iiberraschen wird, stammt kei-
nes der behandelten Resultate von mir, und auch die gegebenen Beweise sind
nicht neu. Ich habe darauf verzichtet, jeweils die Herkunft zu erwidhnen. Le-
diglich klassische, namhafte Sdtze werden unter dem Namen ihres Entdeckers
gefiihrt.

Unter Auslassung der hinteren Kapitel ist es gut moglich, dieses Buch als
Grundlage fiir einen einsemestrigen Kurs zu nehmen. Aus einem solchen ist es
auch entstanden. Wie weit man dabei im Stoff kommt, wird wesentlich von den
Vorkenntnissen des Publikums abhéngen. Im Text werden nur Schulkenntnis-
se vorausgesetzt und der algebraische Apparat, soweit gebraucht, behutsam
entwickelt. Ab Kapitel 8 werden Kenntnisse in Analysis und linearer Alge-
bra vorausgesetzt, jedoch nicht mehr, als durch die Grundvorlesungen eines
Mathematikstudiums abgedeckt wird. Der Inhalt der letzten beiden Kapitel
eignet sich nach meiner Erfahrung gut fiir ein Seminar.

Bedanken méchte ich mich bei meinen Freunden und Kollegen Anton Deit-
mar, Daniel Huybrechts, Stefanie Knorr, Otmar Venjakob, Denis Vogel, Gabor
Wiese und Kay Wingberg, die eine vorldufige Version gelesen, viele Verbes-
serungen gefunden und wichtige Anregungen gegeben haben. Ein besonderer
Dank geht an Frau Eva-Maria Strobel fiir ihr griindliches Korrekturlesen.

Ich selbst habe den Stoff der vorderen Kapitel bereits als Abiturient kennen
gelernt. Zu danken ist dies Herrn Dr. Reinhard Bolling und seinen damaligen
Kursen in Wissenschaftlich-Praktischer-Arbeit fiir ausgewihlte Schiiler der
Ostberliner Heinrich-Hertz-Oberschule. Mit beeindruckendem paddagogischem
Geschick bereitete Herr Bolling komplizierten mathematischen Stoff so auf,
dass er, hohes Engagement vorausgesetzt, von Schiilern verstanden werden
konnte. Inhalt und Darstellung der ersten sechs Kapitel sind stark an den
damaligen Unterricht angelehnt, und ich hoffe, dass grofie Teile des Buches
auch fiir motivierte Abiturienten lesbar sind.

Regensburg, November 2006 Alexander Schmidt
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Kapitel 1

Rechnen mit Restklassen

In diesem Kapitel wird an grundsétzliche Definitionen, wie die der Teilbar-
keit, erinnert. Wir zeigen, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Auflerdem
zeigen wir den Kleinen Fermatschen Satz und die Existenz primitiver Wurzeln
modulo p. All dies wird oft als ,elementare Zahlentheorie“ bezeichnet.

1.1 Teilbarkeit

Im Zentrum des zahlentheoretischen Interesses stehen die natiirlichen Zahlen
N={1,2,3,4,...}.

Natiirliche Zahlen kann man stets addieren. Die Umkehroperation, die Sub-
traktion n — m, ist in IN nur durchfithrbar, wenn m kleiner als n ist. Man
befreit sich von dieser Einschrinkung, indem man zu den ganzen Zahlen

Z={...,-2,-1,0,1,2,...}

iibergeht. Im Falle der Multiplikation ist das Hindernis fiir die Umkehrung die
Teilbarkeitsrelation.

Definition 1.1.1. Eine ganze Zahl a teilt eine ganze Zahl b (symbolisch: a|b),
wenn eine ganze Zahl ¢ mit ac = b existiert. Man nennt dann a Teiler von b.

Die Zahl 0 teilt offensichtlich nur die 0 (was nicht bedeutet, dass man dem
Quotienten 0/0 einen Sinn geben konnte), und jede Zahl teilt 0. Die Zahlen
+1 teilen jede Zahl und spielen eine Sonderrolle. Man nennt sie Finheiten.
Ist a # 0, so existiert der Quotient ¢ = b/a in Z genau dann, wenn alb,
und ist dann eindeutig bestimmt. Man befreit sich von dieser Einschrinkung
durch Ubergang zu den rationalen Zahlen Q. Dort ist die Division (auBler
durch 0) uneingeschriinkt durchfiihrbar. Die Teilbarkeitsrelation verliert durch
diese Konstruktion jedoch nicht ihre Bedeutung. Wir werden zunéchst einige
FEigenschaften sammeln. Den Beweis des néchsten Lemmas tiberlassen wir dem
Leser.
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Lemma 1.1.2. Fiir a,b,c,m,n € Z gilt:
(i) alb und alc = a|(b+¢),
(i) alb = albe,
(iii) a|n und bjm = ab|nm.

Die Menge der Teiler einer von Null verschiedenen ganzen Zahl a ist nicht leer
(sie enthélt die 1) und endlich (wegen d|a = |d| < |a|). Daher ist die folgende
Definition sinnvoll.

Definition 1.1.3. Der gr63te gemeinsame Teiler zweier von Null verschie-
dener ganzer Zahlen a und b ist die grofte natiirliche Zahl d mit d|a und d|b.
Bezeichnung: d = (a,b). Wir nennen a und b teilerfremd oder auch relativ
prim, wenn (a,b) = 1 gilt. AuBerdem setzen wir (0,a) = (a,0) = |a| fiir
beliebiges ganzes a.

Eine wichtige Eigenschaft des grofiten gemeinsamen Teilers ist seine lineare
Kombinierbarkeit. Diese ist der Inhalt des folgenden Satzes.

Satz 1.1.4. Sei d = (a,b). Dann existieren ganze Zahlen x,y mit d = ax + by.

Beweis. Fiir a = 0 oder b = 0 ist die Aussage trivial, also sei ab # 0. Wir
konnen auflerdem annehmen, dass a und b positiv sind, ansonsten dndern wir
zum Schluss das Vorzeichen von x bzw. y. Des Weiteren sei 0.B.d.A. b < a.
Wir fithren den Euklidischen Algorithmus aus, d.h. wir teilen sukzessive

mit Rest: a=bg +r1, 0<r <b

b=riga+712, 0<rs<r;
ri =r2qgz3+r3, 0<r3<r

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, Tn = 0.
Die Folge b > r1 > re > --- ist eine strikt fallende Folge nichtnegativer
ganzer Zahlen. Daher bricht der Prozess ab, d.h. es gibt ein n mit r, = 0.
Nun gilt r,—1 = d. Das sieht man folgendermafien. Von unten nach oben
durch die Gleichungen gehend sehen wir, dass r,_1 sowohl a als auch b teilt.
Also gilt r,_1 < d. Von oben nach unten gehend sehen wir, dass r,_; durch
d teilbar ist. Hieraus folgt d = r,—1. Starten wir nun von der vorletzten Zeile
Tn—3 = Tp—2qn—1 + d und setzen sukzessive ein, erhalten wir die gewiinschte
Darstellung d = az + by. O

Hieraus folgern wir, dass der grofite gemeinsame Teiler nicht nur beziiglich
der Kleiner-Relation maximal ist, sondern auch im multiplikativen Sinne.

Korollar 1.1.5. e|a und elb = ¢|(a, b).

Beweis. Es existieren z,y € Z mit ax + by = (a,b). Also ist (a,b) durch e
teilbar. 0
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Dies ist die wichtigste Eigenschaft des groffiten gemeinsamen Teilers. Spéter
werden wir in Zahlbereichen arbeiten, in denen keine Kleiner-Relation defi-
niert ist. Die in Korollar 1.1.5 formulierte Eigenschaft wird dort zur Definition
des groBten gemeinsamen Teilers. Man muss sich dann natiirlich Rechenschaft
ablegen, ob ein solcher iiberhaupt existiert (das ist nicht immer der Fall) und
in welchem Sinne er eindeutig ist.

Wir beenden diesen Abschnitt mit zwei einfachen Korollaren aus dem eben
Gesagten.

Korollar 1.1.6. albc und (a,b) =1 = alc.
Beweis. Sei bc = za und axz+by = 1. Dann ist ¢ = caz+cby = a(cx+zy). O
Korollar 1.1.7. a|m, bjm und (a,b) = 1 = ab|m.

Beweis. Wahle z,y mit axz 4+ by = 1. Dann ist m = max + mby. Nun gilt
ablmaz und ab|mby, also ab|m. O

Aufgabe 1. Man zeige: (2,3,7) ist das einzige Tripel natiirlicher Zahlen > 2 mit
der Eigenschaft ,,das Produkt zweier +1 ist durch die dritte teilbar®.

Aufgabe 2. Fiir eine natiirliche Zahl n bezeichnet man das Produkt n-(n—1)---1
mit n! (sprich: ,n Fakultét“). Fiir m,n € IN zeige man (m! - n!)|(m +n)!.

Aufgabe 3. Man zeige, dass fiir eine natiirliche Zahl n die Zahlen n(n + 1) und
n(n + 2) niemals Quadratzahlen sind.

Aufgabe 4. Man zeige, dass zu jeder natiirlichen Zahl n eine natiirliche Zahl m mit
V2-1D"=vVm+1—+vm
existiert.

Aufgabe 5. Fiir eine reelle Zahl = bezeichne [z] die grofite ganze Zahl kleiner
gleich z. Man zeige fiir reelle Zahlen z,y die Ungleichung [z] + [y] < [z + y].

1.2 Primzahlen

Beginnend mit der Zahl 1 lisst sich jede natiirliche Zahl durch sukzessives
Addieren der 1 gewinnen. Also ist 1 der Grundbaustein, aus dem sich durch
Addition alle natiirlichen Zahlen produzieren lassen. Beziiglich der Multiplika-
tion ergibt sich ein anderes Bild. Hier sind die Primzahlen die Grundbausteine.

Definition 1.2.1. Eine ganze Zahl p > 1 heifit Primzahl, wenn 1 und p die
einzigen positiven Teiler von p sind.
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Man beachte, dass 1 keine Primzahl ist. Das sieht zunéchst wie eine willkiirli-
che Festlegung aus, hat aber einen tieferen Sinn: Die 1 teilt jede Zahl und
ist fiir die Teilbarkeitslehre uninteressant. Dass man die negativen Zahlen —2,
—3, —5, —7, ... nicht als Primzahlen bezeichnet, ist eine althergebrachte Kon-
vention, die man auch anders festlegen konnte. Denn auch fiir diese Zahlen
ist die folgende Aussage richtig.

Lemma 1.2.2. Ist p eine Primzahl und gilt p | ab, so folgt p|a oder p|b.

Beweis. Angenommen p t a. Dann ist (a,p) = 1 und nach Korollar 1.1.6 ist b
durch p teilbar. a

Man kann sich leicht iiberlegen, dass eine natiirliche Zahl p > 1 genau dann
Primzahl ist, wenn die Aussage von Lemma 1.2.2 fiir p richtig ist. In allge-
meineren Zahlbereichen wird diese Aussage zur definierenden Eigenschaft fiir
Primelemente.

Den néchsten Satz kennt jeder aus der Schulzeit, hat aber typischerweise
nie einen Beweis dafiir gesehen.

Satz 1.2.3. Jede natiirliche Zahl n ist in, bis auf die Reihenfolge, eindeutiger
Weise das Produkt von Primzahlen.

Beweis. 1. Existenz der Zerlegung per Induktion: n = 1 ist das (leere) Produkt
von 0 Primzahlen. Sei n > 1 und die Aussage sei fiir alle Zahlen m, 1 <m <
n — 1 richtig. Ist n eine Primzahl, so sind wir fertig. Ansonsten lisst sich n in
der Form n = mimeo mit 1 < mq, ms < n — 1 schreiben. Da sich m; und mo
als Produkt von Primzahlen schreiben lassen, ist dies auch fiir n der Fall.

2. Eindeutigkeit der Zerlegung: Fiir n = 1 ist dies klar und wir nutzen wieder
Induktion. Sei n > 1 und

pip2- Pk =N=q1q2" - q-
Nach Lemma 1.2.2 teilt p; eines der ¢;, i = 1,...,[. Nach eventueller Um-
nummerierung kénnen wir p1|g; annehmen. Weil ¢; eine Primzahl ist, folgt
p1 = q1. Dann teilen wir beide Seiten durch p; und wenden die Induktions-
voraussetzung an. O

Typischerweise fasst man mehrfach vorkommende Primzahlen zusammen,
so dass jede natiirliche Zahl n eine bis auf Reihenfolge eindeutige Zerlegung

der Form o o ]
n=pi--pf, e>1i=1,...k,

mit paarweise verschiedenen Primzahlen pq, ..., pg hat.

Korollar 1.2.4. Es gibt unendlich viele Primzahlen.
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Beweis. Angenommen, es gibe nur endlich viele und P sei ihr Produkt. Dann
wire P + 1 grofler als 1 und durch keine Primzahl teilbar. Dies widerspréche
der Aussage von Satz 1.2.3. Daher gibt es unendlich viele Primzahlen. a

Es ist wohlbekannt, dass die Reihe
oo
e
n=1 n
divergiert, d.h. die Partialsummen 25:1 % iibersteigen fiir hinreichend grofles
N jede gegebene Schranke. Das néchste Theorem sagt uns, dass es ,,sehr viele“
Primzahlen gibt, d.h. wenn man die Nichtprimzahlen aus dieser Reihe entfernt,

divergiert sie immer noch. Der bekannten (und erstaunlichen) Formel

2T g
—n 6
entnehmen wir, dass es in einem wohlbestimmten Sinne mehr Prim- als Qua-
dratzahlen gibt.

Theorem 1.2.5 (Euler). Die Reihe

>

p Primaz.

D=

divergiert.

Beweis. Zunéchst setzen wir als bekannt voraus, dass die Folge (1+ £)" von
1

unten gegen die Eulersche Zahl e konvergiert Also gilt (1 + L)p_ < e und

. 1 11 1 1
somltlog(l—i-pfl)<pfl—p+ (p - _%—1—|—p71
erhalten wir somit fiir jedes N

logH Zlog 1+— Z Z

p<N p<N p<N p<N

Unter Beachtung von ;

Erinnern wir uns an d1e geometrische Reihe

LIRS S
1-1 p P

hS]

und bezeichnen mit p4(n) den gréBten Primteiler einer natiirlichen Zahl n
(Vereinbarung: p; (1) = 0, p4+(0) = o0), so erhalten wir andererseits durch
Ausmultiplizieren

11 lil :H(1+%+Z%+-~-)= > %> Z%

p<SN "~ P p<N p+(M)<N n<N
Zusammen ergibt dies

N D S

n<N p<N p<N
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Wiirde nun 3_ ) % konvergieren, so auch 3 m, d.h. die rechte Seite der
Ungleichung bliebe bei N — oo beschrénkt. Die linke Seite wird aber beliebig
grof}, weil die Reihe ) % divergiert. Dieser Widerspruch zeigt, dass auch die

Reihe ) % divergiert. O
Andererseits haben wir den

Satz 1.2.6. In der Folge der natiirlichen Zahlen gibt es beliebig grofie prim-
zahlfreie Teilabschnitte.

Beweis. Fiir jedes n > 1 ist unter den n aufeinanderfolgenden Zahlen
m+D+2,(n+1)+3,...,(n+ 1)+ (n+1)

keine Primzahl, denn die erste Zahl ist durch 2 teilbar, die zweite durch 3,
usw. O

Bemerkung: Die Anzahl 7(N) der Primzahlen kleiner gleich N verhiilt

sich nach dem Primzahlsatz (siehe [FB], Kap.VII, Thm. 4.5) asymptotisch wie
N

——, d.h.

st i TV log ()

Unter Annahme der Riemannschen Vermutung kann eine noch feinere Aussage

getroffen werden.

=1

Aufgabe 1. Sei p eine Primzahl und n eine natiirliche Zahl. Sei p*, k > 0, die
hochste p-Potenz, die in n! aufgeht. Man zeige

T BBl

(m+n-1)!
m! - n!
Man gebe ein Gegenbeispiel im Fall (m,n) # 1 an.

Aufgabe 2. Man zeige

(m,n) =1= eZ.

FEine Funktion f : IN — C heif$t zahlentheoretische Funktion. Man nennt f multi-
plikativ, wenn fiir (m,n) =1 stets f(mn) = f(m)f(n) gilt.
Aufgabe 3. Man zeige, dass die Funktion

7(n) = Anzahl der positiven Teiler von n

multiplikativ ist.
Aufgabe 4. Man zeige, dass die Funktion
o(n) = Summe der positiven Teiler von n

multiplikativ ist.
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Aufgabe 5. Man zeige, dass die Mobius-Funktion
1, n=1,
u(n) = 0, n ist durch eine Quadratzahl > 1 teilbar,
(fl)k, n ist Produkt von k paarweise verschiedenen Primzahlen,

multiplikativ ist.

Aufgabe 6. Man zeige, dass fiir eine natiirliche Zahl n die Zahl n(n + 1)(n + 2)
niemals eine Quadratzahl ist.

Aufgabe 7. Es seien a,n > 2 natiirliche Zahlen. Man zeige: Ist a™ —1 eine Primzahl,
so gilt @ = 2 und n ist eine Primzahl.

1.3 Kongruenzen

In diesem Abschnitt wird das Rechnen mit Restklassen modulo einer natiirli-
chen Zahl eingefiihrt. Im , wirklichen“ Leben machen wir das oft intuitiv, so
betrachten wir Wochentage modulo 7, Monate modulo 12, Uhrzeiten modulo
12 oder 24, usw.

Sei m > 1 eine fixierte natiirliche Zahl.

Definition 1.3.1. Zwei ganze Zahlen a und b heiflen kongruent modulo m
(symbolisch: a = b mod m), wenn m|(a — b).

Bei gegebenem m wollen wir ganze Zahlen, die kongruent modulo m sind, als
gleich ansehen. Der formale Weg, dies zu tun, ist der Ubergang zu Aquiva-
lenzklassen beziiglich einer Aquivalenzrelation. Wir erinnern an die relevan-
ten Definitionen. Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Teilmenge
R C M x M der Menge der geordneten Paare (z,2’) von Elementen aus M.
Man schreibt & ~ 2’ genau dann, wenn (z,2’) € R, und bezeichnet die Rela-
tion suggestiv auch mit ~

Eine Relation ~ heift Aquivalenzrelation, wenn die folgenden drei Be-
dingungen erfiillt sind:

Reflexivitét: Es gilt  ~ x fiir alle z € M.
Symmetrie: Es gilt  ~ 2’ genau dann, wenn ' ~ x.

Transitivitéit: Aus x ~ 2’ und 2’ ~ z” folgt x ~ z”.

Sei auf M die Aquivalenzrelation ~ gegeben. Fiir jedes € M heiBt die
Teilmenge
{z eM|z~a'}yC M

die Aquivalenzklasse von z bzgl. ~. Insbesondere ist das Element z selbst
in seiner Aquivalenzklasse enthalten, und man sagt, = sei ein Reprisentant
oder auch Vertreter seiner Aquivalenzklasse. Man sieht leicht ein, dass zwei
Aquivalenzklassen entweder disjunkt oder gleich sind. Daher zerfillt die Men-
ge M in die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen. Will man nun Ele-
mente aus M, die die ~-Relation miteinander eingehen, als gleich betrachten,
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so geht man von M zur Menge der Aquivalenzklassen bzgl. ~ iiber. Das ma-
chen wir nun mit der Menge Z der ganzen Zahlen und der Relation kongruent
modulo m‘.

Lemma 1.3.2. Die Relation a ~ b <= a = b mod m ist eine Aquivalenzrela-
tion auf Z.

Beweis. Wir haben die folgenden Eigenschaften nachzuweisen:

Reflexivitdt: ¢ = a mod m fiir jedes a € Z.
Symmetrie: ¢ = b mod m = b = a mod m.
Transitivitit: (¢ = b mod m und b = ¢ mod m) = a = ¢ mod m.

Das ist ganz einfach und sei dem Leser iiberlassen. a

Definition 1.3.3. Die Aquivalenzklassen beziiglich der Relation a ~ b <=
a = b mod m heiflen Restklassen modulo m. Bei fixiertem m wird die Rest-
klasse einer ganzen Zahl a mit a bezeichnet. Die Menge aller Restklassen
modulo m wird mit Z/mZ bezeichnet.

Die Restklasse @ modulo m einer ganzen Zahl a besteht genau aus der
Menge
a+mZ={a+mb|beZ}CZ.
Es gibt genau m Restklassen modulo m. Diese werden durch die ganzen Zah-
len 0,1,...,m — 1 vertreten. Man kann sich natiirlich auch andere Vertreter
wéhlen.

Wir wollen nun mit Restklassen modulo m rechnen. Dass dies moglich ist,
zeigt das néchste Lemma, dessen elementarer Beweis dem Leser iiberlassen
sei.

Lemma 1.3.4. Gilt a = b mod m und ¢ = d mod m, so gelten die Kongruen-
zena+c=b+dmodm, a—c=b—dmodm und ac = bd mod m.

Daher kann man Restklassen modulo m addieren, subtrahieren und multipli-
zieren, indem man beliebige Vertreter addiert, subtrahiert bzw. multipliziert
und dann wieder zur Restklasse iibergeht. Eine Division von Restklassen ist
im Allgemeinen nicht moéglich.

Bemerkung: Die Menge Z/mZ der Restklassen modulo m wird mit diesen
Operationen ein kommutativer Ring mit 1 (siehe Abschnitt 4.1).

Kongruenzen modulo dem Produkt paarweise teilerfremder Zahlen kann
man simultan 16sen. Dies ist der Inhalt des Chinesischen Restklassensatzes:
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Satz 1.3.5 (Chinesischer Restklassensatz). Seien ry,...,1; € Z und
seien my, ..., my paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen gréfer als 1. Dann
hat das System von Kongruenzen

z=7ry modmy

T =1y mod mo

=7, modmy

eine Losung x € Z und x ist eindeutig bestimmt modulo mims - - - M.

Beweis. Der Fall £k = 1 ist offensichtlich. Betrachten wir zunichst den Fall
k = 2. Wegen (mq,ms) = 1 existieren a,b € Z mit amy + bms = 1. Fiir die
Zahl
T = roami + ribms

gilt nun x = r1bmo mod my. Aber bme = 1 — am; = 1 mod my, also x =
r1 mod my. Analog erhélt man x = rqamq = ro(1 — bma) = r9 mod ma. Dies
zeigt die Existenz von x im Fall k = 2.

Wir fahren per Induktion iiber k fort. Ist £ > 2 und der Satz fiir 2, ..., k—1
schon bewiesen, so wenden wir die Induktionsvoraussetzung fiir £k — 1 an und
erhalten ein y € Z mit

1 mod my
9 mod ma

Yy=rp—1 mod mg_1.

Dann wenden wir die Induktionsvoraussetzung fiir £ = 2 an und erhalten ein

r € Z mit .
r=y modmq---mi_1

T =7, mod myg.
Dieses z erfiillt die gewiinschte Bedingung. Es bleibt die Eindeutigkeit modulo
myq - - - my zu zeigen. Erfiillen 1 und x5 beide die gegebenen Kongruenzen, so
ilt
& r1 =9 modm; firi=1,... k.
Daher gilt m;|(z1 — z2) fiir i = 1, ..., k. Da die m; paarweise teilerfremd sind,
ergibt eine induktive Anwendung von Korollar 1.1.7 die Teilbarkeitsrelation
my - my | (X1 — x2), d.h. £1 = 9 mod myq - - - my,. O

Bemerkung: Eine dquivalente Formulierung des Chinesischen Restklassen-
satzes ist die folgende: Fiir paarweise teilerfremde my, ..., my ist die natiirli-
che Abbildung
o: Zf(my-mp)l — (Z])miZ) X - x (Z]mpZ)
amod my ---my — (amod my,...,amod mg)
bijektiv. Sie ist auflerdem mit Addition und Multiplikation vertréiglich, d.h.
ein Ringisomorphismus (siche Abschnitt 4.1).
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Definition 1.3.6. Die Menge (Z/mZ)* der primen Restklassen modu-
lo m ist die Teilmenge der Restklassen in Z/mZ, die beziiglich Multiplika-
tion ein Inverses haben. D.h. fiir eine Klasse a € Z/mZ gilt genau dann
a € (Z/mZ)*, wenn eine Klasse b € Z/mZ mit ab = 1 existiert.

Die inverse Klasse einer primen Restklasse a ist eine eindeutig bestimmte
prime Restklasse. Dies ist ein Standardargument: Sind by, by zwei Inverse zu
a, so gilt by = by(abe) = (b1a)ba = by. Ublicherweise bezeichnet man das

Inverse zu @ mit a!.

Lemma 1.3.7. Die Menge (Z/mZ)* der primen Restklassen modulo m ist
unter Multiplikation abgeschlossen.

Beweis. Es seien a, b prime Restklassen und c, d Restklassen mit a¢ = 1 = bd.
Dann gilt (ab)(éd) = 1, d.h. ab ist auch eine prime Restklasse. O

Bemerkung: Mit der Multiplikation als Operation wird (Z/mZ)* zu einer
abelschen Gruppe (siche Abschnitt 4.1).

Korollar 1.3.8. Ist ab = 0 mod m, so ist @ oder b eine nicht-prime Restklasse.

Beweis. Ansonsten wire 0 = ab auch eine prime Restklasse, was niemals der
Fall ist. O

Nun fragt man sich, wann Gleichungen Losungen modulo m haben. Dieses
Problem wird uns im weiteren Verlauf noch oft beschéftigen. Den einfachsten
Fall einer linearen Gleichung in einer Unbestimmten koénnen wir sofort losen.

Satz 1.3.9. Es seien a,b € Z gegeben. Die Kongruenz
ar=b modm

ist genau dann in Z lésbar, wenn (a,m) | b gilt.

Beweis. Seiax = b mod m mit x € Z. Dann gibt es ein y € Z mit ax = b+ym.
Also teilt (a,m) die Zahl b = axz — ym. Gelte nun umgekehrt (a, m)|b. Nach
Satz 1.1.4 finden wir ganze Zahlen ¢, d mit ac + md = (a,m). Dann gilt

b b
d =b
“am) " am)
und folglich ist b
r=c @m)
eine Losung der Kongruenz. a

Korollar 1.3.10. Die Restklasse modulo m einer ganzen Zahl a ist genau
dann prim, wenn a teilerfremd zu m ist, d.h. a € (Z/mZ)* < (a,m) = 1.



1.3 Kongruenzen 11

Beweis. Offenbar ist @ genau dann prime Restklasse, wenn die Kongruenz
ax = 1 mod m eine ganzzahlige Losung hat. Nach Satz 1.3.9 ist dies dquivalent
zu (a,m)|1, d.h. zu (a,m) = 1. O

Ist m = p eine Primzahl, so ist (a,p) = 1 dquivalent zu p t a und wir
erhalten das

Korollar 1.3.11. Ist p eine Primzahl, so gibt es genau p—1 prime Restklassen
modulo p und genau eine (die 0) nicht-prime Restklasse.

Eine ganze Zahl a # 0 definiert eine prime Restklasse modulo fast aller Prim-
zahlen.

Korollar 1.3.12. Ist m = p eine Primzahl, so folgt aus ab = 0, dass a = 0
oder b =0 ist.

Dies ist eine direkte Konsequenz aus Korollar 1.3.8. Man beachte, dass
die Primzahlvoraussetzung notwendig ist, z.B. gilt modulo 15 die Gleichung
3:5=0.

Definition 1.3.13. Fiir m > 1 sei ¢(m) 1= #(Z/mZ)* die Anzahl der pri-
men Restklassen modulo m. Man setzt ¢(1) = 1. Die Funktion n — ¢(n)
heifit Eulersche -Funktion.

Satz 1.3.14. Die Eulersche p-Funktion ist eine multiplikative zahlentheo-
retische Funktion, d.h. fiir n,m € IN mit (n,m) =1 gilt

p(nm) = @(n)p(m).

Beweis. Nach dem Chinesischen Restklassensatz ist eine Restklasse modulo
nm durch ihre Reste modulo n und modulo m eindeutig gegeben und um-
gekehrt. Ist nun a eine ganze Zahl, so erhalten wir nach Korollar 1.3.10 die
Aquivalenzen a € (Z/nmZ)* < (a,nm) = 1< (a,n) =1 und (a,m) =1 &
a € (Z/nZ)* und a € (Z/mZ)*. O

Wegen ihrer Multiplikativitdt miissen wir, um die Eulersche p-Funktion zu
berechnen, nur noch ihre Werte auf Primzahlpotenzen bestimmen.

Lemma 1.3.15. Sei p eine Primzahl und e eine natiirliche Zahl. Dann gilt
e(p°) = (p—1p~"

Beweis. Die Restklassen modulo p® werden durch die p® natiirlichen Zahlen
1,...,p° reprisentiert. Nach Korollar 1.3.10 werden die primen Restklassen
genau durch die nicht durch p teilbaren Zahlen unter diesen reprisentiert.
Unter den Zahlen 1,...,p¢ gibt es genau p°~! durch p teilbare. Daher gilt

pp°) =p°—pt=(p- 1) O
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Satz 1.3.16. Ist n = p{'---p*, mit paarweise verschiedenen Primzahlen
Pp1,...,pr und natiirlichen Zahlen e, ..., ey, so gilt
k
p(n) =[] — g
i=1

Wir haben nun die Eulersche ¢-Funktion berechnet. Allerdings ist diese Be-
rechnung rein theoretischer Natur. Beim praktischen Rechnen scheitert man
daran, eine gegebene grofle natiirliche Zahl in ihre Primfaktoren zu zerlegen.
Die Schwierigkeit, diese Zerlegung zu finden, hat aber auch ihr Gutes: Ein
weitverbreitetes kryptographisches Verfahren (RSA) basiert darauf. Bemer-
kenswerterweise ist es hier die Unfdhigkeit, ein Problem zu lésen, die zur
praktischen Anwendung fiihrt.

Wir beenden diesen Abschnitt mit der folgenden Aussage.

Satz 1.3.17. Fiir jede natiirliche Zahl m gilt die Gleichung
> eld) =m,
dlm

wobei sich die Summation iiber die positiven Teiler d von m erstreckt.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion iiber die Anzahl der verschiede-
nen Primteiler von m. Fiir m = 1 ist die Aussage ist trivial. Sei nun m = np°®,
(n,p) = 1 und fiir n sei alles schon bewiesen. Jeder Teiler von np® hat eine
eindeutige Darstellung der Form dp’ mit d|n und 0 < i < e. Daher erhalten

e D dnpe P(d) = 21, 0(d) + D gy, 0(dp) + -+ 32y, 0 (dp°)
=n+np(p) + - npp°)
=n(l+p(p)+ -+ o))
=n(l+@-1p"+---+@-1FE))
= np® =m. a

Aufgabe 1. Die Folge (a,) ganzer Zahlen sei rekursiv durch die Regel
a1 =2, anp+i1 zai—an—l—?)
gegeben. Man zeige, dass keines der Folgenglieder durch 19 teilbar ist.
Aufgabe 2. (Bruchrechnung modulo m) Fiir a € Z/mZ und b € (Z/mZ)* be-
zeichne ¢ die eindeutig bestimmte Restklasse ¢ modulo m mit bc = a. Unter der

Voraussetzung, dass alle Nenner in (Z/mZ)* sind, verifiziere man die folgenden
Rechenregeln:

a c_ac
b d_dbd’b

a c aa + bc

v taT e
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1.4 Der Kleine Fermatsche Satz

Der folgende Satz bietet ein (vom numerischen Standpunkt unbrauchbares)
Kriterium, um zu entscheiden, ob eine gegebene natiirliche Zahl Primzahl ist.

Satz 1.4.1 (Satz von Wilson). Eine natiirliche Zahl p ist genau dann eine

Primzahl, wenn
(p—1)!'=-1 mod p.

Beweis. Sei n keine Primzahl und sei n = p7* - - - p* die Primfaktorzerlegung.
Ist & > 2, so sind die Zahlen p;' paarweise verschieden und kleiner als n.
Also ist (n — 1)! durch n teilbar. Ist & = 1,e7 > 2, so ist p; < n und also
(n — 1)! durch p; teilbar. Also ist (n — 1)! keine prime Restklasse modulo
n. Dies zeigt die Notwendigkeit. Sei nun p eine Primzahl. Dann werden die
primen Restklassen modulo p durch die natiirlichen Zahlen 1,2,...,p — 1
reprasentiert. Es gibt zu jeder primen Restklasse a eine eindeutig bestimmte
inverse Restklasse a—!, die selbst wieder prim ist. Es gilt a =b < a~' = b~ L.
AuBerdem ist fiir @ # 1 auch a~! # a, weil aus a~! = a sofort a*> = 1 und
also p|(a? — 1) = (a + 1)(a — 1) folgt. Also heben sich im Produkt

I -
Te(Z/pZ)*

alle Faktoren bis auf +1 auf, und wir erhalten (p — 1)! = —1 mod p. a

Erhebt man eine prime Restklasse modulo m in die p(m)-te Potenz, so
erhélt man 1. Dies ist der Inhalt des folgenden klassischen Satzes.
Satz 1.4.2 (Kleiner Fermatscher Satz). Fiir (a,m) =1 gilt

a?™ =1 mod m.

Zum Beweis benétigen wir das folgende
Lemma 1.4.3. Ist a € (Z/mZ)*, so induziert die a-Multiplikation b — ab
eine bijektive Abbildung

(Z/mZ)* 25 (Z/mZ)*.

Beweis. Injektjvitéit: @BL: @BQ = 61 = &_1@1 = &_1@52 = BQ.
Surjektivitit: b = a(a='b). o

Beweis von Satz 1.4.2. Nach Lemma 1.4.3 erhalten wir
H 7= H (aF) = aem . H 7
Fe(Z/mZ)* Fe€(Z/mZ)* Fe(Z/mZ)*
Multiplizieren wir beide Seiten mit dem Inversen der primen Restklasse
_ « T, erhalten wir
Hré(Z/mZ) EL‘P(m) 1

Gilt nun (a,m) = 1 fiir ein a € Z, so liegt nach Korollar 1.3.10 die Restklasse
a von a modulo m in (Z/mZ)*. Aus a¥™) =1 folgt a*™ =1 modm. 0O
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Korollar 1.4.4. Ist p eine Primzahl, so gilt fiir jedes a € Z

a’ =a mod p.

Beweis. Ist a nicht durch p teilbar, so gilt a?~! = a#® = 1 mod p. Multipli-
zieren wir diese Kongruenz mit a, erhalten wir das Gewiinschte. Ist a durch
p teilbar, so gilt a = 0 = a? mod p. a

Aufgabe: Sei p eine Primzahl. Man zeige die Kongruenz

(a+b)Pf =a?’+b" modp
und nutze diese, um fiir m = p einen alternativen Beweis des Kleinen Fermatschen
Satzes mit Hilfe von vollstdndiger Induktion nach a zu geben.

1.5 Primzahlen mit vorgegebener Restklasse I

Wir haben gelernt, dass es unendlich viele Primzahlen gibt. Fiir m > 2 ist es
interessant zu fragen, ob prime Restklassen modulo m durch unendlich viele
Primzahlen reprisentiert werden. Wir werden diese Frage im Verlauf des Bu-
ches immer wieder aufgreifen und entsprechend dem jeweiligen Kenntnisstand
unser Wissen erweitern. Im Moment haben wir noch nichts Tiefliegendes zur
Verfligung, kénnen aber in wenigen Féllen den Beweis dafiir, dass unendlich
viele Primzahlen existieren, geeignet modifizieren, um genauere Aussagen zu
erhalten.

Satz 1.5.1. Es gibt unendlich viele Primzahlen kongruent —1 modulo 3.

Beweis. Wir nehmen an, dass es nur endlich viele Primzahlen kongruent —1
modulo 3 gibt und fithren diese Annahme zum Widerspruch. Sei P das Pro-
dukt dieser endlich vielen Primzahlen. Dann gilt 3P — 1 = —1 mod 3. An-
dererseits ist 3P — 1 weder durch 3 noch durch eine Primzahl kongruent —1
modulo 3 teilbar, hat also ausschliefllich Primteiler kongruent 1 modulo 3 und
wére daher selbst kongruent 1 modulo 3. Dieser Widerspruch widerlegt die
Annahme. a

Satz 1.5.2. Es gibt unendlich viele Primzahlen kongruent —1 modulo 4.

Beweis. Wir nehmen an, es gébe nur endlich viele solche Primzahlen. Sei P ihr
Produkt. Dann gilt 4P — 1 = —1 mod 4. Andererseits ist 4P — 1 ungerade und
durch keine Primzahl kongruent —1 modulo 4 teilbar. Also sind alle Primteiler
von 4P — 1 kongruent 1 modulo 4, und folglich 4P — 1 = 1 mod 4. Dieser
Widerspruch widerlegt die Annahme. O

Aufgabe: Man zeige, dass es unendlich viele Primzahlen p = £+3 mod 8 gibt.
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1.6 Polynomkongruenzen

Nachdem wir Restklassen ganzer Zahlen betrachtet haben, betrachten wir nun
Restklassen von Polynomen. Wir betrachten Polynome in Z[X], d.h. Aus-

driicke der Form 1
f=a, X"+ap, 1 X" "+ +ag

mit ganzen Zahlen ag,as,...,a,, die man die Koeffizienten von f nennt.
Die ganze Zahl grad(f) := max(i|a; # 0) heifit der Grad von f. Dem Null-
polynom wird der Grad —oco zugeordnet. Polynome werden entsprechend den

Regeln
ZanerXl Zal—i-b‘)Xi
ZW szz >3

i jt+k=1
addiert und multipliziert. Setzt man fiir die Variable X eine Zahl a ein, erhélt
man eine Zahl f(a), den Wert von f in a. Wie zuvor sei m > 1 eine fixierte
natiirliche Zahl.

Definition 1.6.1. Zwei Polynome f,g € Z[X] heiflen kongruent modu-
lo m (symbolisch: f = g mod m), falls alle Koeffizienten des Polynoms f — g
durch m teilbar sind.

Den Beweis des folgenden Lemmas iiberlassen wir dem Leser.

Lemma 1.6.2. Gilt f; = fo mod m und g; = g2 mod m, so gilt
fl+gl£f2+92 modm,
fi—g1 = fa—g2 modm,

flgl = f292 mod m.

Mit anderen Worten: Polynomkongruenzen kénnen addiert, subtrahiert und
multipliziert werden.

Es ist wohlbekannt, dass man Nullstellen von Polynomen als Linearfakto-
ren abspalten kann. Gleiches gilt auch fiir Nullstellen modulo m.

Satz 1.6.3. Es sei f € Z[X] ein Polynom vom Grad n. Ist a € Z eine Null-
stelle von f modulo m, d.h.

fl@)=0 mod m,
so existiert ein Polynom f1 € Z[X] vom Grad n — 1 mit

f=fi-(X—a) modm.
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Beweis. Sei f = ap X"+ -+ ag. Wir setzen h; = a, X" ! und erhalten eine

Gleichun
° f=hi-(X—a)+g,

wobei g1 € Z[X] einen kleineren Grad als f hat. Es gilt g1(a) = 0 mod m.
Wir fithren den Prozess mit g; fort und erhalten eine Gleichung

g1 = hy- (X —a) + ga.

In jedem Schritt fillt der Grad um mindestens 1, weshalb dieser Prozess ab-
bricht. Folglich gibt es ein n, so dass

gn = hn+1 : (X - a) + 9nt1,
wobei g,4+1 ein konstantes Polynom, d.h. eine ganze Zahl b ist. Nun ist
gn+1(a) = 0mod m, d.h. m|b, und wir erhalten mit f; = hy + -+ + hpt1
die Kongruenz

f=Mhi+ - +hpt1)(X —a)+b
=f1-(X—a) modm.

Das beendet den Beweis. O

Ist a eine Nullstelle von f modulo m, dann ist jedes b = a mod m auch
Nullstelle von f modulo m. Daher fasst man die Nullstellen von f mod m
als Elemente in Z/mZ auf. Die Anzahl der Nullstellen modulo m eines Po-
lynoms f kann im Allgemeinen den Grad von f iibersteigen. Z.B. hat das
quadratische Polynom f = X2 — 1 modulo 8 die vier verschiedenen Nullstel-
len 1,3, 5, 7. Einfacher ist die Situation, wenn m eine Primzahl ist:

Satz 1.6.4. Sei p eine Primzahl und f € Z[X] ein Polynom vom Grad n,
dessen Koeffizienten nicht alle durch p teilbar sind. Dann hat f héchstens n
verschiedene Nullstellen modulo p.

Beweis. Angenommen, das Polynom f hétte die n+ 1 verschiedenen Nullstel-

len by, ..., b,41 modulo p. Nach Satz 1.6.3 kénnen wir Linearfaktoren abspal-
ten und finden also ein Polynom f; vom Grad n — 1 mit

f=/f-(X=b) modp.
Wegen b; # by fiir i > 1 sind nach Korollar 1.3.12 die Zahlen bo, ..., b,41
Nullstellen modulo p von f;. Fiihren wir diesen Prozess fort, erhalten wir eine
ganze Zahl ¢ (ein Polynom vom Grad 0) mit
f=c (X =b1) (X —=b,) modp.
Dann ist
0= f(bn+1) =c- (bpg1 —b1) - (bng1 — bn) mod p.

Firr ¢ = 1,...,n gilt nach Voraussetzung (b,+1 — b;) Z 0 mod p, weshalb ¢
nach Korollar 1.3.12 durch p teilbar ist. Aber dann sind alle Koeffizienten von

f durch p teilbar, was ausgeschlossen war. Dieser Widerspruch zeigt, dass f
hochstens n Nullstellen modulo p hat. O
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Aufgabe 1. Es sei p eine Primzahl. Man finde ein Polynom f € Z[X], so dass
f #Z 0mod p, aber f(a) =0 mod p fir alle a € Z gilt.

Aufgabe 2. Sei p eine Primzahl und n eine p-Potenz. Man zeige die Polynomkon-
gruenz

(X+1D)"=X"+1 mod p.

Aufgabe 3. Sei p eine Primzahl. Man zeige: Gilt die Polynomkongruenz
(X+1)"=X"4+1 mod p,

so ist n eine p-Potenz.

Hinweis: Sei n = p*m, (m,p) = 1. Dann gilt

X+1)" =X+ " =X 1 )" = X" +mx” ™V ... mod p.

1.7 Primitive Wurzeln

Additiv bauen sich die Restklassen modulo m auf die denkbar einfachste Art
auf: Man erhilt alle Restklassen, indem man die Klasse 1 hinreichend oft
zu sich selbst addiert. Multiplikativ stellt sich diese Frage fiir die primen
Restklassen und wird im Primzahlfall m = p in diesem Abschnitt beantwortet.
Wir fithren zunédchst den Begriff der Ordnung einer Restklasse ein.

Definition 1.7.1. Sei p eine Primzahl und sei a € (Z/pZ)* eine prime Rest-
klasse. Die Ordnung von @ (symbolisch: ord(a)) ist die kleinste natiirliche

Zahl mit -
am‘d(a) -1

Der Kleine Fermatsche Satz impliziert ord(a) < ¢(p) = p — 1, insbesondere
ist die Ordnung wohldefiniert. Als Néchstes zeigen wir, dass die auftretenden
Ordnungen sogar Teiler von p — 1 sein miissen.

Satz 1.7.2. Sei a eine prime Restklasse modulo p. Dann gilt fiir r € IN
a" =1<«= ord(a)|r.

Insbesondere gilt: ord(a)|(p — 1).

Beweis. Die Richtung < ist trivial. Sei nun r eine natiirliche Zahl mit a” = 1.
Wir setzen d = (r, ord(a)) und wéhlen geméf Satz 1.1.4 ganze Zahlen x, y mit
ra 4 ord(a)y = d. Dann gilt

C_Ld _ C—Lrw—i-ord(&)y _ (C—Lr)w(aord(a))y -1

Folglich gilt ord(a) < d, also ord(a) = d und ord(a)|r. Dies zeigt die Impli-
kation =. SchlieBlich gilt nach dem Kleinen Fermatschen Satz a?~! = 1, also
ord(a)|(p — 1). O

Lemma 1.7.3. Sei d ein positiver Teiler von p—1. Dann gibt es entweder keine
oder genau (d) verschiedene prime Restklassen modulo p der Ordnung d.
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Beweis. Angenommen es existiert ein a € (Z/pZ)* der Ordnung d. Dann ist
a Nullstelle modulo p des Polynoms

f=Xx%-1

Die Restklassen a,a?,...,a% sind wegen der Minimalitit von d paarwei-
se verschieden. Auflerdem sind sie sdmtlich Nullstellen von f mod p. Nach
Satz 1.6.4 ist daher {a,a?,...,a%} die genaue Nullstellenmenge von f mo-
dulo p. Jede Restklasse der Ordnung d ist Nullstelle von f und somit von
der Form a’, 1 < i < d. Genau die Potenzen @' mit (i,d) = 1 haben

die Ordnung d. Das sieht man folgendermafen ein: Ist (i,d) > 1, so ist

(Zzi)ﬁ = ZLﬁf = (sz)ﬁ =1, also ord(a’) < d. Gilt andererseits (i,d) = 1

und ist (a*)" = 1, so ist @ = 1, also d | ir und folglich d | r. O

d

Definition 1.7.4. Eine Restklasse a € Z/pZ heifit primitive Wurzel mo-
dulo p, wenn a die (maximal mégliche) Ordnung p — 1 hat.

Satz 1.7.5 (Gauf3). Sei d ein positiver Teiler von p — 1. Dann gibt es genau
©(d) verschiedene prime Restklassen modulo p der Ordnung d. Insbesondere
gibt es genau ¢(p — 1) verschiedene primitive Wurzeln modulo p.

Beweis. Fiir d|(p — 1) bezeichne A(d) die Anzahl der primen Restklassen
modulo p der Ordnung d. Jede prime Restklasse hat eine Ordnung, also gilt

> A(d)=p-1.
d|lp—1

Unter Ausnutzung von Lemma 1.7.3 und Satz 1.3.17 erhalten wir

p—1= Y Ad)< > od=p-1

d|lp—1 d|lp—1
Also ist A(d) = ¢(d) fiir alle d|(p — 1). Insbesondere gilt A(p—1) = p(p—1),
d.h. es gibt genau ¢(p — 1) verschiedene primitive Wurzeln modulo p. O

Korollar 1.7.6. Sei a eine primitive Wurzel modulo p. Dann durchliuft die

Menge der Potenzen 9 1
a,a’,....a""

alle primen Restklassen modulo p. Mit anderen Worten: Jede prime Restklasse

modulo p ist von der Form @™ fiir ein eindeutig bestimmtes n, 1 <n <p— 1.

Beweis. Die primen Restklassen
a,a,..., a1

sind paarweise verschieden: Ansonsten wiirde man durch Dividieren ein 7j,
1<j <p—2,mit @ = 1 erhalten, was im Widerspruch dazu stiinde, dass a
primitive Wurzel ist. Es gibt aber nur p — 1 prime Restklassen und daher sind
die angegebenen Restklassen bereits alle. a
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Aufgabe 1. Sei p eine Primzahl. Wie viele verschiedene Funktionen

mit der Eigenschaft f(ab) = f(a)f(b) fiir alle a,b gibt es?

Aufgabe 2. Sei p eine Primzahl. Man zeige: Hat @ in Z/pZ die Ordnung 3, so hat
a + 1 die Ordnung 6.

Hinweis: Man zeige zuerst die Kongruenz (a + 1)?

= a mod p.






Kapitel 2

Das Quadratische Reziprozititsgesetz

Das Quadratische Reziprozititsgesetz (QRG) wurde von EULER vermutet und
zuerst von GAUSS bewiesen. Es ist einer der wichtigsten Sétze der klassischen
Zahlentheorie. Es setzt die Frage, ob eine Primzahl p quadratischer Rest mo-
dulo einer Primzahl ¢ ist, in Beziehung zu der ,reziproken“ Frage, ob ¢ qua-
dratischer Rest modulo p ist. Ein solcher Zusammenhang ist erstaunlich und
tiefliegend, da eine Aussage iiber Reste modulo ¢ mit einer iiber Reste mo-
dulo p verkniipft wird. Das Quadratische Reziprozitiatsgesetz ist von globaler
Natur, d.h. nicht durch Rechnen mit Restklassen modulo einer festen Zahl zu
verstehen. Ein tieferes Verstéindnis des QRG erhélt man erst im Rahmen sei-
ner modernen Verallgemeinerung, der sogenannten Klassenkorpertheorie, die
z.B. in [Neu] behandelt wird.

2.1 Quadratische Reste modulo p
Im Folgenden bezeichne p stets eine von 2 verschiedene Primzahl.

Definition 2.1.1. Eine ganze Zahl a (bzw. ihre Restklasse mod p) heifit qua-
dratischer Rest modulo p, wenn p { a und @ = b®> € Z/pZ fiir ein b € Z.
Wenn p t a und a kein quadratischer Rest ist, dann heifit a quadratischer
Nichtrest.

Lemma 2.1.2. Sind a und b quadratische Reste modulo p, so ist dies auch ab.
Ist a quadratischer Rest und b quadratischer Nichtrest, so ist ab ein Nichtrest.

Beweis. Zunichst ist mit ¢ und b auch ab prim zu p. Ist @ = ¢? mod p und
b = d? mod p, so gilt ab = (cd)? mod p, was die erste Aussage zeigt. Nun sei
a quadratischer Rest und b quadratischer Nichtrest. Sei a = ¢? mod p. Wire
ab = €% mod p fiir ein e € Z, so wiire b = a~'ab = ¢ 2e% = (¢~ '€)?, und somit
b ein quadratischer Rest. Widerspruch. 0O



22 Kapitel 2. Das Quadratische Reziprozititsgesetz

Definition 2.1.3. Fiir a € Z ist das Legendre-Symbol (%) folgendermafien
definiert:
- 0, wenn p|a,

(a) +1, wenn a quadratischer Rest mod p,
—1, wenn a quadratischer Nichtrest mod p.

p

Aus a = bmod p folgt offenbar (%) = (%). Wir benutzen daher auch

die Notation ( %), d.h. wir fassen das Legendre-Symbol als Funktion auf den
Restklassen modulo p auf. Wir sagen, eine ganze Zahl g sei primitive Wurzel
modulo p, wenn ihre Restklasse g € Z/pZ eine primitive Wurzel ist.

Lemma 2.1.4. Sei g eine primitive Wurzel modulo p. Dann gilt fiir r € IN

(5)-cr

Beweis. Zu zeigen ist: g" ist quadratischer Rest <= 2|r.

(=): Sei " = h% Dann ist h = g" fiir ein n. Also ist §" = g*". Nach
Satz 1.7.2 gilt somit p — 1 = ord(g) | (r — 2n) und folglich ist r gerade.
(«<=): Ist 7 gerade, so gilt g" = (g"/?). O

Korollar 2.1.5. In Z/pZ gibt es genau ”2;1 quadratische Reste und %
quadratische Nichtreste.

Beweis. Nach Korollar 1.7.6 durchlaufen die Werte g", r =1,...,p—1, genau
die primen Restklassen modulo p. Nach Lemma 2.1.4 sind die quadratischen
Reste genau die Werte mit geradem Exponenten und die quadratischen Nicht-
reste genau die Werte mit ungeradem Exponenten. a

Eine Quadratzahl n? ist offenbar quadratischer Rest modulo aller Prim-
zahlen p mit p 1 n. Fiir eine feste ganze Zahl a, die keine Quadratzahl ist,
stellt sich die Frage, ob a quadratischer Rest (bzw. Nichtrest) modulo unend-
lich vieler Primzahlen ist. Wir werden diese Frage spéter positiv beantworten.
Zunéchst zeigen wir die Multiplikativitéit des Legendre-Symbols.

ey @)

Beweis. Es gilt die Implikation plab = p|a oder p|b. Daher ist die linke
Seite der Gleichung genau dann gleich Null, wenn es die rechte ist. Sei g eine
primitive Wurzel modulo p. Sind a und b nicht durch p teilbar, so existieren
r,s mit a = g", b= g°, und es gilt

(5)=(5) = =crer=(5)(5) - G)G)

a
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Korollar 2.1.7. Das Produkt zweier quadratischer Nichtreste ist ein quadra-
tischer Rest.

Beweis. Sind a und b quadratische Nichtreste, so gilt (%’) = (%)(%) =
(—1)(—1) = 1. Daher ist ab quadratischer Rest. O

Mit Hilfe des Legendre-Symbols kénnen wir das Losungsverhalten quadra-
tischer Gleichungen modulo p angeben.

Satz 2.1.8. Die quadratische Gleichung X? 4+ aX + b = 0 hat modulo p

. . . 2_
e genau zwei verschiedene Lésungen, wenn (anlb) = +1,
. .. 27
e genau eine Losung, wenn (%) = 0,
. .. 27
e keine Lésung, wenn (‘l p4b) - _1.

Beweis. Da p als ungerade vorausgesetzt ist, konnen wir Restklassen modulo p
durch 2 teilen. Die gegebene Gleichung ist dquivalent zu

2

aN? a
<X+§> *I+b:0 mod p

bzw. zu 9 9
(2X +a)*=a"—4b mod p.

Hieraus folgt die Behauptung. 0O

Wegen p > 2 sind die Restklassen modulo p der Zahlen —1, 0 und 1
paarweise verschieden. Daher ist das Legendre-Symbol bereits durch seine
Restklasse modulo p eindeutig bestimmt. Diese berechnet sich wie folgt.

Satz 2.1.9 (Euler). Fiir a € Z gilt

(ﬂ) —a in Z/pZ.
D

Beweis. Ist a durch p teilbar, so sind beide Seiten gleich Null. Also kénnen
wir p f a annehmen. Wegen (2”2 )2 = a?~! = I nimmt a"= nur die Werte

— — —1
+1,—1 an, und wir miissen zeigen: (%) =le=a>z =1

(=): Ist (%) =1, so ist @ = b? fiir ein b. Also ist a’z =l =1
(«<): Sei g eine primitive Wurzel und @ = g". Dann ist grprl = 1, also
(

p— 1)|r25+, weshalb r gerade ist. Dann ist (%) =(-1)"=1. O
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2.2 Das Quadratische Reziprozititsgesetz

Theorem 2.2.1 (Quadratisches Reziprozitédtsgesetz). Es seien p,q > 2

Primzahlen. Dann gilt
p p—lg—1 [ (¢
| =(=1) 2 p) = 1.
( q ) =1) <p )

Mit anderen Worten: Ist eine der beiden Primzahlen p und q kongruent 1

modulo 4, so gilt (%) = (%). Im verbleibenden Fall gilt (%) = 7(%).

Bevor wir das QRG beweisen, formulieren wir noch seine zwei sogenannten

Ergianzungssitze. Mit Hilfe des QRG und seiner Ergidnzungsséitze kann man
dann die Legendre-Symbole ( %) bequem ausrechnen.

Theorem 2.2.2 (1. Ergiinzungssatz zum QRG).

)=

Mit anderen Worten: —1 ist genau dann quadratischer Rest modulo einer
Primzahl p, wenn p kongruent 1 modulo 4 ist.

Theorem 2.2.3 (2. Ergiinzungssatz zum QRG).

({)-cv

Mit anderen Worten: 2 ist genau dann quadratischer Rest modulo einer Prim-
zahl p, wenn p kongruent +1 modulo 8 ist.

Zum Beweis des QRG bendétigen wir das sogenannte Gaufl-Lemma. Sei

=T
H=<12...,— 7.
{77 ) 2}

Dann hat jedes Element aus (Z/pZ)* die Gestalt +h mit h € H. Sei nun a €
(Z/pZ)* ein fixiertes Element. Dann erhalten wir Gleichungen der folgenden
Form

a-1 = 81'77,1, ﬁleH,ale{+1,—1}
a-2 = 82'77,2, EQEH,EQE{—FI,—l}
C_L'p2;1:€pT—1'f_Lp51, }_lpTAGH,€pT—1€{+1,71}.

p—1
B

Lemma 2.2.4 (Gauf3-Lemma). (E) = H &;.
p i=1
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Beweis. Zuniichst zeigen wir, dass die h; paarwelse verschleden sind. Wére
ndmlich. h = h], so schlieBt man a%i? = a@2j2, also i2 = j2, also i = =+j.
Wegen i,j € H folgt i = j. Also taucht jedes Element aus H genau einmal

als h; auf, und wir erhalten

p_1 p_1 P_*l _ p—1

2 z 2
_p—1 - -
a= - Jli=II= H H aik

=1 =1 i=1 i=1 i=1

—1

Teilen wir beide Seiten durch [[,2, 7 und wenden Satz 2.1.9 an, erhalten wir

(E) —a"7 = (H gi> in Z/pZ,
p i=1

was wegen p > 3 die Behauptung zeigt. O

IS

Beweis des QRG und seiner Ergédnzungssétze.

1. Schritt: Satz 2.1.9 fiir a = —1 impliziert die Behauptung des 1. Ergdnzungs-
satzes.

2. Schritt: Wir schreiben fiir 1 < i < 251
a-1=¢;-hi+e-p
mit 1 < h; < %, g; € {1} und e; € Z. Ist ¢; = +1, so gilt 2ai = 2h; + 2e;p

und daher 2i  Oh:
P p
Folglich gilt )
2a1
2]
p
und [%] ist in diesem Fall eine gerade ganze Zahl. Ist ¢; = —1, so gilt
2ai = p — 2h; + (2e; — 1)p, und daher
2ai — 2h;
2ai _p—2hi o _
p p
Folglich gilt 2ai
[ﬂ} =2 — 1,
p

und [@] ist in diesem Fall eine ungerade ganze Zahl. Zusammen erhalten

wir die Gleichung

2ai ]

e = (-
3. Schritt: Nach dem Gauf-Lemma (2.2.4) und Schritt 2 gilt

(%) = (-)ZE[F,

. 1 .
wobei p; = F5= ist.
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4. Schritt: Sei a ungerade. Dann gilt

(2)-(2)-()- (%)

Beachtet man nun ( %) = 1, so folgt unter Verwendung der wohlbekannten

Formel fiir die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen aus Schritt 3 die Formel

<2_a) — (1) ]

p .
= (—1)Zi+ 2L (8]

= (~1)" Y]
Setzt man in dieser Gleichung a = 1, so erhilt man die Aussage des
2. Ergénzungssatzes.

5. Schritt: Aus der Multiplikativitit des Legendre-Symbols, dem 2. Ergén-
zungssatz und der letzten Gleichung in Schritt 4 erhélt man fiir ungerades a

die Gleichung u (2]
—_ = (—1 iél % .
(5)-c

6. Schritt: Von nun an sei a = ¢ eine von p verschiedene Primzahl grofler als
2 und ¢ = qg—l. Wir setzen

S1=#{(1,7) 11 <i<p1,1<j<q,q>pj}

So=#{(i,j) |1 <i<p1,1 <j<qu,qi <pj}.

Weil stets qi # pj ist, gilt
S1+ S2 =piq1.

Fiir ein fest gewéhltes ¢ ist g2 > pj dquivalent zu j < [%]. Also gilt
b1 qz
Sp=> [—}
i1 LP
Analog erhélt man @ .
Sp=Y [fﬂ} :
= b
Zusammen mit Schritt 5 zeigt dies

(2)(2) = CoEmmErmniih - aes) — o,

und der Beweis des QRG ist erbracht. a

Mit Hilfe dieser Sétze ist das Legendre-Symbol (%) schnell ausgerechnet.
Zum Beispiel:

(5)-(%)- (%) -+
3)-G)E) @) (DG



2.3 Primzahlen mit vorgegebener Restklasse 11 27
2.3 Primzahlen mit vorgegebener Restklasse 11

Jetzt wenden wir das Quadratische Reziprozitéitsgesetz an. Wir beginnen mit
einem Lemma.

Lemma 2.3.1. Fiir beliebiges a € Z hat die Zahl n = 4a® + 1 nur Primteiler
kongruent 1 modulo 4.

Beweis. Zunéchst ist n stets positiv und ungerade. Ist p ein Primteiler von n,
so ist —1 quadratischer Rest modulo p. Nach dem ersten Ergidnzungssatz zum
QRG folgt p =1 mod 4. ]

Satz 2.3.2. Es gibt unendlich viele Primzahlen kongruent 1 modulo 4.

Beweis. Angenommen es gédbe nur endlich viele. Sei P ihr Produkt. Dann ist
die Zahl 4P? + 1 durch keine Primzahl kongruent 1 modulo 4 teilbar. Nach
dem obigen Lemma hat sie aber nur solche Primteiler. Widerspruch. O

Dieses Vorgehen kann verallgemeinert werden.

Satz 2.3.3. Zu jeder ganzen Zahl a # 0 existieren unendlich viele Primzah-
len p, so dass a quadratischer Rest modulo p ist.

Beweis. Wir nehmen an, dass es nur endlich viele (ungerade) Primzahlen

a

Ply--.,Pn Mit (E) = 1 gdbe. Wir wihlen eine ganze Zahl A prim zu a.

Ist @ ungerade, so wihlen wir A gerade und umgekehrt. Ferner sei A so grof3
gewdhlt, dass die ganze Zahl

N= (- pad) —a

grofler als 1 ist. Entsprechend unseren Wahlen ist N ungerade, durch keines
der p; teilbar und es gilt (IV,a) = 1. Sei ¢ ein Primteiler von N. Dann ist a
quadratischer Rest modulo q. Widerspruch. 0O

Satz 2.3.4. Es gibt unendlich viele Primzahlen kongruent 1 modulo 3.

Beweis. Nach dem letzten Satz gibt es unendlich viele Primzahlen p mit

(%3) = 1. Daher folgt alles aus dem néchsten Lemma. 0O

Lemma 2.3.5. Fine ungerade Primzahl p ist genau dann = 1 mod 3, wenn
-3
p

Beweis. Zunéchst ist ( %3) = 0, so dass wir p > 3 annehmen konnen. Dann

" @R 0)-()

Nun ist aber (§) =41 <= p=1mod 3. O
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Satz 2.3.6. Sei a € Z kein Quadrat. Dann existieren unendlich viele Prim-
zahlen p mit (%) =—1.
Beweis. Sei zundchst a = —1. Nach dem 1. Ergidnzungssatz zum QRG ist
(_71) = —1 &quivalent zu p = —1 mod 4. Nach Satz 1.5.2 gibt es unendlich
viele solche Primzahlen. Im Fall a = 2 miissen wir nach dem 2. Ergénzungssatz
zum QRG zeigen, dass es unendlich viele Primzahlen kongruent £3 modulo 8
gibt. Angenommen es gébe nur endlich viele. Seien p; = 3,p2,...,p, diese
Primzahlen und sei
N =8py---pp+3.

Dann ist N > 1 ungerade und durch keines der p; teilbar, d.h. N hat nur
Primteiler kongruent £1 mod 8. Das widerspricht N = 3 mod 8. Daher gibt
es unendlich viele Primzahlen p mit (%) =—1.

Im Fall a = —2 schlieflen wir so: Seien p; = 5,p2,...,p, alle ungeraden
Primzahlen mit (’72) = —1 (das sind die kongruent —1, —3 mod 8). Sei

N =8py--pn+5.

Dann ist N > 1 ungerade und durch keines der p; teilbar. Daher hat N nur
Primteiler kongruent 1,3 mod 8. Das widerspricht N = —3 mod 8. Daher gibt
es unendlich viele Primzahlen p mit ( _72) =—1.

Da sich das Legendre-Symbol nicht &ndert, wenn wir ¢ um ein Quadrat
abindern, kénnen wir nun annehmen, dass a = (—1)€2¢¢; - - - ¢, mit paarweise
verschiedenen ungeraden Primzahlen ¢; und n > 1, e,e € {0,1} gilt. Wir
nehmen nun an, dass pi,...,pmn alle Primzahlen mit (9) = —1 sind. Dann
gilt insbesondere p; # g; fiir beliebige ¢, j. Sei o ein quadratischer Nichtrest
modulo g,,. Mit Hilfe des Chinesischen Restklassensatzes finden wir ein N € IN

mit N =1 modS8,
N=1 modpi,...,Pm,
N=1 modaq,...,qn_1,
N=a mod gq,.

Sei

N=t -1,

die Primfaktorzerlegung von N. Da N weder durch 2 noch durch eines der
p; oder g; teilbar ist, sind die ¢; sdmtlich ungerade und von den p; und ¢;
verschieden. Daher gilt

n()-n) ey e

2%
Wegen N = 1 mod 4 ist eine gerade Anzahl der ¢; kongruent 1 modulo 4,
weshalb der erste Faktor gleich 1 ist. Wegen N = 1 mod 8 ist eine gerade
Anzahl der ¢; kongruent £3 modulo 8. Also ist der zweite Faktor gleich 1. Fiir

festes ¢; gilt p
AR s AR
()11 ()

2
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Entsprechend unserer Wahl von N erhalten wir die Gleichung

()1 -0

i 2] J

Daher muss (éi) = —1 fiir mindestens ein ¢ gelten. Widerspruch. a

i

Aufgabe 1. Man zeige, dass es unendlich viele Primzahlen kongruent 5 modulo 6
gibt.

Aufgabe 2. Man zeige, dass es unendlich viele Primzahlen kongruent 1 modulo 6
gibt.

Aufgabe 3. Man zeige: Fiir jedes a € Z hat die Zahl n = 9a®+3a+ 1 nur Primteiler
kongruent 1 modulo 3.

2.4 Quadratsummen I

Wir wollen mit Hilfe des Quadratischen Reziprozititsgesetzes Darstellungen
von Primzahlen als Quadratsummen herleiten. Der folgende Satz ist ein Klas-
siker.

Satz 2.4.1 (Lagrange). Eine ungerade Primzahl ist genau dann als Summe
zweier Quadrate darstellbar, wenn sie kongruent 1 modulo 4 ist.

Da die Summe zweier Quadrate stets = 0, 1,2 mod 4 ist, ist die gegebene
Bedingung notwendig. Auch die Primzahlbedingung ist notwendig, wie das
Beispiel der Zahl 21 zeigt (aber siehe Satz 4.4.1). Um die wesentlich tieferlie-
gende Tatsache zu zeigen, dass die Bedingung auch hinreichend ist, brauchen
wir den

Satz 2.4.2 (Satz von Thue). Ist p eine Primzahl und sind e, f natiirliche
Zahlen mit ef > p, so existieren zu jedem r € Z ganze Zahlen x,y mit
0<z<e 1<y<fund(py) =1, sodass gilt

P— mod p.
Y

Beweis. Ist e > p, so finden wir zu y = 1 schon das gesuchte x. Ist f >
p, so setzen wir x = 0, y = 1, falls p|r. Ansonsten ist r mod p eine prime
Restklasse und wir finden zu x = 1 ein passendes y. Daher kénnen wir ohne
Einschrinkung annehmen, dass e, f < p gilt. Wir betrachten die Differenzen

yr—z, x=1,...;e,y=1,...,f.

Mindestens zwei dieser ef > p Zahlen sind kongruent modulo p. Sei also
Y11 — T1 = Yor — o mod p mit x1 # xo oder Y3 # yo. Wire y1 —ya =0



30 Kapitel 2. Das Quadratische Reziprozititsgesetz

mod p, dann wire auch 21 — 3 = r(y; — y2) =0 mod p und wegen e, f < p
erhielten wir 1 = x2, y1 = y2. Also ist y1 — y2 Z0 mod p. Nun ist

T, — T1— T

r= 2=+ 21 2
Y1 — Y2 ly1 — y2|

und Zahler und Nenner des letzten Bruches liegen offensichtlich im geforderten

Bereich. O

Beweis von Satz 2.4.1. Es verbleibt zu zeigen, dass die Bedingung hinreichend
ist, also sei p = 1 mod 4 eine Primzahl. Nach dem ersten Ergénzungssatz zum
QRG existiert ein r € Z mit r? = —1 mod p. Wir setzen nun e = f = [\/p] +1
und wenden den Satz von Thue an. Da ,/p keine ganze Zahl ist, existieren
r,y€Z,0<x<,/p,1<y<,/p mit

2

r=+2 mod p :>71£r22x—2 mod p.
Y Y
Also ist 22 + y? = 0 mod p. Aber 0 < 22 + 3% < 2p, also 2% + y? = p. a

In ganz analoger Weise zeigt man die folgende Aussage.

Satz 2.4.3. Eine Primzahl p > 3 ist genau dann von der Form
p=a”+3y°

mit ganzen Zahlen x und y, wenn p = 1 mod 3.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. Ist p = 1 mod 3, dann
gilt nach Lemma 2.3.5 die Gleichung (_73) = 1, also existiert ein r € Z mit
r? = —3 mod p. Wir setzen wieder e = f = [,/p]+ 1. Nach dem Satz von Thue
existieren z,y € Z, 0 <z < /p, 1 <y < /p, mit

_.Z _a_ 2
r=x— modp = -3=r"=-— modp.
Y Y

Also ist 22 4+ 3y? = 0 mod p. Aber 0 < 22 + 3y? < 4p, also 22 + 3y? = cp, mit
c€{1,2,3}. Ist ¢ = 1, sind wir fertig. Ist ¢ = 2, betrachten wir die Gleichung
22 4 3y? = 2p modulo 4. Die linke Seite nimmt nur die Werte 0, 1,3 und die
rechte Seite nur den Wert 2 an. Also kann dieser Fall nicht auftreten. Bleibt
der Fall ¢ = 3. Dann ist & durch 3 teilbar, x = 32’. Dann gilt > + 322 = p
und wir sind auch in diesem Fall fertig. a

Eine etwas kompliziertere Variante dieser Art der Argumentation ergibt
die folgende Aussage.

Satz 2.4.4. Eine Primzahl p # 163 hat genau dann eine Darstellung der Form
p =22+ zy + 41y>

mit ganzen Zahlen x,y, wenn p quadratischer Rest modulo 163 ist.
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Bemerkung: 163 = (—1)2 + (—1) - 2 + 41 - 22.

Beweis. Ist p quadratischer Rest modulo 163, so ist p # 2 und es gilt

163 p
(7)) (%) -
Daher finden wir ein r € Z mit > = —163 mod p. Jetzt wenden wir den Satz
von Thue an und setzen e = [v/163,/p] + 1 sowie f = [(v/163)~!,/p] + 1. Dann
erhalten wir z,y € Z, 0 < z < e, 1 <y < f mit 22 + 163y%? = cp. Wegen
22 4+163y% < 2pV/163 < 26p folgt ¢ € {1,...,25}. Angenommen, ¢ hiitte einen
ungeraden Primteiler . Dann ist ¢ € {3,5,7,11,13,17,19, 23}. Wir berechnen

(F9) = (F) =1, ()= (&) =1

)

() -1 G- -0
()= () =-1 ([F)=F)=F) =1
(F)-F -1 (F)-F--F) -1

Also ist —163 kein quadratischer Rest modulo ¢ und deshalb folgt aus 2% +
163y = 0 mod ¢, dass = y = 0 mod ¢. Mit = = qa’, y = qy’ folgt ¢*|cp und
wegen (%) =1 gilt p # q. Daher gilt ¢ = ¢?¢ mit ¢ € Z. Wir erhalten
z'2 4+ 163y"2 = ¢/p und haben unser gegebenes ¢ verkleinert. Infolge dessen
kénnen wir annehmen, dass ¢ eine 2-Potenz ist, ¢ = 2¢, 0 < i < 4. Der Fall
i = 1 kann nicht auftreten, was man modulo 8 einsieht, weil die Quadrate
modulo 8 genau 0, 1,4 sind. Daher kann 22 + 163y? modulo 8 nur die Werte
0,1,3,4,5,7 annehmen. Aber 2p ist stets kongruent 2 oder 6 modulo 8. Ist
i >3, so folgt aus 2% 4+ 163y = 22 + 3y2 = 0 mod 8, dass 22 = y?> = 0 mod 4
gilt. Also sind z und y gerade, und wir kénnen ¢ = 2% durch ¢’ = 272 ersetzen.
Insgesamt haben wir nun eine Gleichung der Form
z? + 163y = cp

mit ¢ € {1, 4} erreicht. Indem wir gegebenenfalls 2 und y verdoppeln, erreichen
wir eine Darstellung mit ¢ = 4. Nun ist # = y mod 2, d.h. z = 5% € Z und
wir erhalten die Gleichung 4p = (22 + )2 + 163y2, also

p =22+ zy + 419>

Es bleibt die andere Richtung zu zeigen. Ist p = 2% 4 2y + 41y2, so ist p # 2
und es gilt

4p = (2z +y)* + 163y>.

Also ist 4p = (22 + y)? mod 163 und fiir p # 163 folgt (ﬁ) = (14—”) =1. O

Wir nennen eine ganze Zahl Quadratzahl, wenn sie das Quadrat einer gan-
zen Zahl ist, d.h. wir z&hlen die Zahl 0 mit zu den Quadratzahlen.
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Theorem 2.4.5 (Lagrange). Jede natiirliche Zahl ist Summe von vier Qua-
dratzahlen.

Zentral fiir den Beweis ist die folgende Bemerkung, die besagt, dass das
Produkt zweier Summen von vier Quadraten wieder eine Summe von vier
Quadraten ist.

Lemma 2.4.6 (Euler-Identitit). Fiir x1, 22, %3, Z4,Y1,Y2,Y3,Ya € Z gilt
die Identitéit

(23 + a3+ 23 +23)(UF +v3 +y3 +vi) = 2

(T1y1 + w2y2 + T3Yy3 + Taya)
(x1y2 — T2y1 + T3ys — Tays3)
( )
( )

NN

T1Y3s — T2Y4 — T3Y1 + T4y2
T1Y4 + T2Ys — T3Y2 — T4Y1

[

+
+
+

Zum Beweis ist nichts zu sagen, man multipliziert einfach aus. Thren Ursprung
hat diese Gleichung in den Quaternionen. Eine Quaternion (oder auch hy-
perkomplexe Zahl) ist ein Ausdruck der Form z = x1 + x2i 4+ x3j + 24k,
wobei 1, T2, x3, x4 reelle Zahlen und ¢, j, £ Symbole sind, die den Rechenre-
geln —1=i2=32=k?>undij=—ji=k, jk=—kj=iund ki = —ik = j
geniigen. Die Norm einer Quaternion ist durch N(z) = 2% + 23 + 23 + 23
definiert und die obige Identitéit entspricht genau dem Multiplikationsgesetz
N(2)N(z') = N(z22') fiir die Quaternionennorm.

Beweis von Theorem 2.4.5. Wegen der Euler-Identitdt geniigt es zu zeigen,
dass jede Primzahl Summe von vier Quadratzahlen ist. Sei p eine Primzahl,
die wir ohne Einschrinkung als ungerade annehmen koénnen. Es gibt (p+1)/2
Quadrate modulo p, also auch genauso viele Restklassen der Form —1—z2. Da
es insgesamt nur p verschiedene Restklassen gibt, muss unter diesen wenigstens
ein Quadrat sein, d.h. die Gleichung 22 +y?+41 = 0 hat eine Losung modulo p.
Wihlen wir Repriisentanten x,y mit —p/2 < x,y < p/2, so folgt
0<x2+y2+1<3<g>2<p2.

Also gibt es ein n € IN, n < p, so dass np Summe von drei, also insbesondere
auch von vier Quadraten ist. Sei m die kleinste natiirliche Zahl, so dass mp
Summe von vier Quadraten ist. Offenbar gilt m < p. Wir zeigen m = 1.
Angenommen m wére echt grofler als 1 und

mp =z} + o3 + 23 + 7. (%)
Sei nun x; = y; mod m mit —m/2 < y; < m/2 fiir i = 1,2,3,4. Dann gilt
y? +y3 +y3 + y7 = 0 mod m, also existiert ein r € Z, r > 0, mit

rm =yt + 3 + 3 + i ()
Wegen yi +y3+y3+y3 < m?/4+m?/4+m?/4+m? /4 = m?, gilt r < m. Mul-
tiplizieren wir die Gleichungen (*) und (%), so erhalten wir eine Darstellung
von rpm? als Summe von vier Quadraten
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rpm? = A% + B? + C? + D?, (%)
wobei A, B, C und D gerade die Terme auf der rechten Seite der Euler-

Identitédt sind. Wegen x; = y; mod m sind B, C' und D durch m teilbar.
AuBlerdem gilt

A:xlyl + X2Y2 + T3Y3 + T4Ya EI%+I§+I§ eri = mp = 0 mod m.
Folglich ist auch rp = (A/m)?+ (B/m)*+ (C/m)?+ (D/m)? Summe von vier
Quadraten. Wir zeigen nun, dass r weder gleich 0 noch gleich m sein kann:
Aus r = 0 folgt y1 = y2 = y3 = y4 = 0. Daher sind z1, x2, 23,24 durch m
teilbar und (**) impliziert m?|mp, also m|p.

Aus r = m folgt y; = m/2 fiir i = 1,2, 3,4, insbesondere ist m gerade. Es gilt
x; =m/2+ ¢;m mit ¢; € Z, i = 1,2,3,4. Wir erhalten 22 = m?/4 + ¢;m? +

c2m? = m?/4 mod m?. Durch Aufsummieren folgt mp = 23 + 23 + 23 + 22 =

m? mod m?, woraus wieder m|p folgt.

In beiden Fillen haben wir m|p erhalten, was, da p eine Primzahl ist, im
Widerspruch zu 1 < m < p steht. Daher gilt 1 < r < m — 1. Dies steht
wiederum im Widerspruch zur Minimalitdt von m. Die Annahme m > 1 ist
damit zum Widerspruch gefiihrt. Es folgt m = 1, und der Beweis ist beendet.

0

Schlussbemerkung: Wir haben gezeigt, dass jede natiirliche Zahl Summe
von vier Quadraten ist. Der Beweis benutzte zum einen die entsprechende
Aussage iiber Primzahlen und zum anderen die von den Quaternionen her-
kommende Euler-Identitét. Die Normgleichung N (2)N(z') = N(zz') fiir kom-
plexe Zahlen z = z1 + iza, 2’ = y; + iyo impliziert die Identitét

(@ +a3) (47 +93) = (2192 + 2201)? + (2131 — 2292)%,

und zeigt uns, dass auch das Produkt von Summen zweier Quadrate wie-
der Summe zweier Quadrate ist. Nach Satz 2.4.1 ist daher jedes Produkt von
Primzahlen inkongruent 3 modulo 4 Summe zweier Quadrate. Um alle natiirli-
chen Zahlen zu bestimmen, die Summe zweier Quadrate sind, brauchen wir
allerdings mehr Einsicht. Hier wird uns die Arithmetik der Gaufischen Zahlen
weiterhelfen (siehe Abschnitt 4.4). Die Frage, welche natiirlichen Zahlen sich
als Summe dreier Quadrate darstellen lassen, ldsst sich nicht durch Normglei-
chungen behandeln. Sie wird im allgemeinen Kontext quadratischer Formen
erst in Abschnitt 10.6 beantwortet.

Aufgabe: Eine ungerade Primzahl p ist genau dann von der Form p = 22 + 2y mit
ganzen Zahlen x und y, wenn p kongruent 1 oder 3 modulo 8 ist.

Hinweis: Man benutze die Aquivalenz (%2) =+1<=p=1,3mod8.






Kapitel 3

Diophantische Gleichungen

Diophantische Gleichungen sind Polynomgleichungen mit ganzen (oder ra-
tionalen) Koeffizienten, bei denen man nach ganzzahligen (oder rationalen)
Loésungen sucht.

3.1 Hindernisse

Manchmal ist es einfach festzustellen, dass eine Gleichung keine ganzzahligen
Losungen besitzt, weil es ein offensichtliches Hindernis gegen die Existenz von
Losungen gibt. Im Wesentlichen sind dies zwei Arten von Hindernissen.

Reelle Hindernisse: Hat eine Gleichung keine reellen Lisungen, so hat sie
auch keine rationalen und keine ganzzahligen Losungen.

Zum Beispiel hat die Gleichung
X4+ XY 4+Y?4+1=0

wegen X2+ XY +Y2+1=(X+1Y)?+2Y%+1 > 0 keine reellen Losungen.
Bei sehr einfach gebauten Gleichungen (z.B. Polynomen in einer Variablen)
kann man manchmal auch (Zwischenwertsatz) die Bereiche eingrenzen, in de-
nen sich die reellen Nullstellen befinden. Liegt in diesen Bereichen keine ganze
Zahl, so gibt es keine ganzzahligen Losungen. Ein Beispiel hierfiir ist die Glei-
chung
f(X)=2X?+5X*-1=0.

Wegen f(—3) = —10, f(—=2) =3, f(—1) =2, f(0) = =1 und f(1) = 6 liegen
die drei Losungen in den offenen Intervallen (—3,—2), (—1,0) und (0,1) und
konnen daher nicht ganzzahlig sein. Auf diese Art kann man natiirlich niemals
die Existenz rationaler Losungen ausschlielen.

Grundsétzlich verschieden zu den reellen Hindernissen sind die
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Hindernisse modulo m: Hat eine Gleichung keine Lisungen modulo einer
natirlichen Zahl m, so hat sie auch keine ganzzahligen Losungen.

Dies wendet sich zum Beispiel auf die Gleichung X? + 3Y?2 = 23242 an, die
keine Losung modulo 4 hat.

Im Folgenden werden wir die Phrase ,fast alle’ oder ,(fast jede‘ als Synonym
fiir ,alle bis auf endlich viele’ verwenden. So sagen wir beispielsweise, dass
eine Gleichung Losungen modulo fast jeder Primzahl hat, wenn es hochstens
endlich viele Primzahlen gibt, modulo derer die Gleichung keine Losungen be-
sitzt. Ein Beispiel, in dem das Ausbleiben von Hindernissen schon hinreichend
fiir die Existenz von ganzzahligen Losungen ist, ist das folgende.

Satz 3.1.1. Fiir a € Z hat die Gleichung
X2 -—a=0

genau dann eine ganzzahlige Losung, wenn sie eine Lésung modulo fast jeder
Primzahl hat.

Beweis. Wire die Gleichung in Z nicht losbar, so gidbe es nach Satz 2.3.6
unendlich viele Primzahlen p mit (9) = —1. Das bedeutet aber, dass die

Gleichung keine Losungen modulo p fiir unendlich viele Primzahlen p hat. O

Allerdings gibt es, wie wir bald sehen werden, Gleichungen, bei denen
es kein direktes Hindernis gegen die Existenz ganzzahliger Losungen gibt, die
aber trotzdem keine solchen Lésungen haben. Der Nachweis der Nichtexistenz
fordert dann aber deutlich mehr mathematische Einsicht.

Ublicherweise ist man an der Existenz simultaner Losungen einer endlichen
Anzahl f; =0, ..., f, = 0 ganzzahliger Polynomgleichungen in einer oder vor
allem auch mehreren Variablen interessiert. Nun kann es sein, dass man eine
Anzahl simultaner ganzzahliger Losungen gefunden hat und nachweisen will,
dass dies alle sind. Ein hinreichendes Kriterium ist das folgende.

Lemma 3.1.2. Sei AX1, . X)) =0

fu(X1,..., X)) =0
ein System ganzzahliger diophantischer Gleichungen, d.h. f,..., f, sind Po-
Iynome mit Koeffizienten in Z, und sei k eine natiirliche Zahl. Angenommen,
es gibt zu jeder natiirlichen Zahl N eine natiirliche Zahl m > N, so dass
das gegebene Gleichungssystem modulo m hdéchstens k verschiedene Losun-
gen besitzt. Dann hat das Gleichungssystem auch héchstens k verschiedene
ganzzahlige Losungen.
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Beweis. Seien (!L‘Z(-Z),.’Bg), . ,xﬁ”), i =1,...,k + 1, verschiedene ganzzahlige
Losungen. Dann sind diese fiir hinreichend grofles m auch modulo m verschie-
den und geben also k + 1 verschiedene Losungen modulo m. Wir wissen aber,
dass es beliebig grofie m gibt, so dass héchstens k verschiedene Losungen mo-
dulo m existieren. Widerspruch. O

Aufgabe 1. Man zeige, dass fiir p = 2, 3,5 die Fermat-Gleichung
XP+YP=27P
keine ganzzahlige Losung (z,y, z) mit p { zyz besitzt.

Aufgabe 2. Man betrachte die folgenden Beweise fiir die Irrationalitit von v/2 und
lege sich Rechenschaft dariiber ab, welche Art von Hindernis benutzt wird.

Beweis 1: Wire v/2 € ®, so giibe es ein minimales ganzes k > 1 mit kv/2 € Z. Wir
betrachten die ganze Zahl ¢ = (\/Q — 1)k. Wegen 0 < V2—-1<1list1</¢<kund
es gilt £v/2 = 2k — kv/2 € Z. Widerspruch.

Beweis 2: Angenommen,, v/2 = a/b, a,b € Z. Durch Kiirzen des Bruches erreichen
wir, dass a oder b ungerade ist. Durch Quadrieren erhalten wir 2b* = a2. Also ist a
gerade und b ungerade. Nun ist b2 = 1 mod 4 und die Gleichung 2 = X? hat keine
Losungen modulo 4. Widerspruch.

Beweis 3: Angenommen, v2 = a/b, a,b € Z, und es sei p eine Primzahl mit p =
+3 mod 8. Durch Kiirzen des Bruches erreichen wir, dass a oder b nicht durch p
teilbar ist. Durch Quadrieren erhalten wir 2b% = a?. Also sind a und b nicht durch p
teilbar. Nach dem zweiten Ergénzungssatz zum QRG ist 2 kein quadratischer Rest
modulo p. Nach Lemma 2.1.2 ist folglich auch a? kein quadratischer Rest modulo p.
Widerspruch.

Aufgabe 3. Ist p eine Primzahl mit p = 4+1 mod 8, so gibt es kein Hindernis
modulo p gegen die Existenz einer Quadratwurzel aus 2. Kann es ein Hindernis
modulo p? geben?

3.2 Lineare Gleichungssysteme

Wir betrachten nun ein lineares Gleichungssystem der Form

a1 X1+ -+ amXm =01
a1 X1+ -+ azmXm = b2

an1X1 +---+ anme = bn
mit ganzen Zahlen a;;, b;.
Wir suchen nun nach ganzzahligen Losungen des Systems (S), d.h. nach
Losungen (21,...,Zy,) € Z™. Im Fall n = m = 1 ist das einfach: Die Glei-

chung a X = b ist genau dann 16sbar, wenn b durch a teilbar ist. Am einfachs-
ten wire es, wenn ein lineares Gleichungssystem genau dann eine ganzzahlige
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Losung hitte, wenn es eine Losung in IR und eine Lésung modulo p fiir jede
Primzahl p hétte. Das ist aber nicht richtig, wie man am Beispiel der Glei-
chung DX = p
sieht, die ja offensichtlich keine ganzzahlige Losung aber eine eine Losung in IR
und eine Losung modulo jeder Primzahl hat. Wir miissen daher Hindernisse
modulo beliebiger Primpotenzen oder, was auf das gleiche hinauslauft, modulo
beliebiger natiirlicher Zahlen betrachten. Tun wir das, ist sogar das reelle
Hindernis entbehrlich:

Satz 3.2.1. Das lineare Gleichungssystem (S) hat genau dann eine ganzzah-
lige Losung, wenn es eine Losung modulo jeder natiirlichen Zahl hat.

Zum Beweis des Satzes vereinfachen wir das Gleichungssystem, d.h. wir for-
men es zu einem anderen (,dquivalenten“) Gleichungssystem um, dessen
Losungen sich auf einfache Weise aus den Losungen des urspriinglichen Sys-
tems ergeben und umgekehrt. Erlaubte Umformungen der nx(m + 1)-Matrix

ai - aim b1
a1 -+ A2m by
anl *** Anm bn

sind die folgenden:

1) Vertausche zwei Zeilen (nichts passiert).

2) Multipliziere eine Zeile mit —1 (nichts passiert).

3) Ziehe fiir i # j ein ganzzahliges Vielfaches der i-ten Zeile von der j-ten
Zeile ab (nichts passiert).

4) Vertausche fiir 1 <i < j < m die i-te mit der j-ten Spalte (entspricht der
Substitution X; — X;, X; — X,).

5) Ziehe fiir 1 < 4,5 < m, i # j, ein ganzzahliges Vielfaches der i-ten Spalte
von der j-ten Spalte ab (entspricht der Substitution X; — X; — aX;).

Lemma 3.2.2. Mit Hilfe der Umformungen 1) — 5) kann man jede gegebene
Matrix in eine Matrix der Form

er 0 0 0 0 ¢
0 €y - 0 0 0 C2
0 0 e 0 - 0 ¢
00 00 -+ 0 ¢y
00 - 00 -+ 0 ¢,

mit 0 < r < min(n,m), einander sukzessive teilenden natiirlichen Zahlen
e1|ez]| -+ | e, und ganzen Zahlen cy, ..., ¢, umwandeln.
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Bevor wir das Lemma beweisen, zeigen wir, wie sich der Satz daraus ableitet.

Beweis von Satz 3.2.1. Hat das lineare Gleichungssystem (S) eine ganzzah-
lige Losung, so hat es auch Losungen modulo N fiir jedes N € IN. Um die
nichttriviale Aussage zu beweisen, formen wir das System in ein dquivalentes
System um, dessen Matrix die in Lemma 3.2.2 beschriebene Form hat. Die
Existenz einer Losung modulo N impliziert ¢,41 = -+ = ¢, = 0 mod N und,
weil N beliebig war, folgt ¢,41 = -+ = ¢, = 0. Ist r = 0, so beendet dies
den Beweis. Sei nun r» > 1. Wegen der Existenz einer Losung modulo e; er-
halten wir ¢; = 0 mod e; fiir 1 < ¢ < r. Hieraus erhalten wir eine ganzzahlige
Losung. 0O

Beweis von Lemma 3.2.2. Wir bringen mit Hilfe der Operationen 1)-5) den
Teil der Matrix, der von den a;; gebildet wird, auf die gewiinschte Form. Bei
Umformungen der Art 1)-3) miissen wir auch die rechte Spalte entsprechend
mit umformen. Sind alle a;; = 0, ist nichts zu tun. Ansonsten erreichen wir
durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen, dass links oben der betragsméfig
kleinste Wert ungleich Null steht, d.h. a11 # 0 und |a11| < |ay] fir alle ¢, 7 mit
ai; # 0. Ist nun eines der von Null verschiedenen Elemente der ersten Spal-
te nicht durch a1y teilbar, so erreichen wir durch Abziehen eines Vielfachen
der ersten Zeile einen kleineren Absolutbetrag an dieser Stelle und bringen
durch Zeilenvertauschung diesen Wert nach links oben. Bei jedem Schritt ver-
ringert sich der Absolutbetrag von aj;. Nach endlich vielen Schritten sind
alle von Null verschiedenen Elemente der ersten Spalte durch aq; teilbar und
durch Abziehen von Vielfachen der ersten Zeile erreichen wir a;; = 0, fir
1 = 2,...,n. Mit Hilfe des analogen Prozesses erreichen wir dann auch a;; = 0,
fir j=2,...,m.

Ist nun eines der a;;, 2 < 7 < n, 2 < j < m, nicht durch a;; teilbar,
so addieren wir die erste Spalte zur j-ten und ziehen dann ein geeignetes
Vielfaches der ersten Zeile von der i-ten ab, um an der Stelle a;; ein von Null
verschiedenes Element zu erhalten, das betragsmafig kleiner als a1; ist. Dies
bringen wir nach links oben und rdumen dann wieder die erste Spalte und
Zeile aus. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir eine Matrix mit a1 # 0,
a1; =0 fir 2 <j <m, an =0 fiir 2 <i <n und ai1]a;; fiir alle 4, j. Falls
a11 negativ ist, multiplizieren wir noch die erste Zeile mit —1. Dann machen
wir in gleicher Weise mit der Manipulation der Restmatrix weiter, die durch
Streichen der ersten Zeile und Spalte entsteht. Alle Manipulationen an dieser
Restmatrix dndern nichts daran, dass ihre Eintrage samtlich durch a1 teilbar
sind. Jetzt gehen wir induktiv voran. Am Ende dieses Prozesses bekommt die
Matrix die gewiinschte Form. ]

Die Frage nach rationalen Losungen ist nun einfach zu beantworten. Wir
erhalten die beiden folgenden Kriterien.

Satz 3.2.3. Das lineare Gleichungssystem (S) hat genau dann eine rationale
Loésung, wenn es eine reelle Losung hat.
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Beweis. Hat das lineare Gleichungssystem (.5) eine rationale Lsung, so hat es
auch eine reelle Losung. Um die nichttriviale Aussage zu beweisen, formen wir
das System in ein dquivalentes System um, dessen Matrix die in Lemma 3.2.2
beschriebene Form hat. Hinreichend und notwendig fiir die Existenz reeller,
wie auch rationaler Losungen ist dann die Bedingung ¢,41 =+ =¢, =0. O

Bemerkung: Satz 3.2.3 bleibt richtig, wenn wir im Gleichungssystem (.5) ra-
tionale Koeffizienten erlauben. Wir kénnen namlich das Gleichungssystem mit
einer geeigneten natiirlichen Zahl multiplizieren, um ein dquivalentes System
mit ganzzahligen Koeffizienten zu erhalten. Auch kann man in der Aussage
von Satz 3.2.3 die reellen Zahlen durch einen beliebigen Kdérper (sieche Ab-
schnitt 4.1) ersetzen, der die rationalen Zahlen enthilt. Der Beweis bleibt
wortlich der gleiche.

Satz 3.2.4. Das lineare Gleichungssystem (S) hat genau dann eine rationale
Losung, wenn fiir unendlich viele Primzahlen p eine Losung modulo p existiert.

Beweis. Das Gleichungssystem (S) habe die rationale Losung (z1,...,%m).
Wir wihlen N € IN mit (Nz1,...,Nx,,) € Z™. Sei p eine Primzahl mit
(p, N) = 1. Dann existiert ein M € Z mit NM = 1 mod p. Eine Losung von
(S) modulo p ist dann durch das Tupel (M Nz1,..., MNz,,) € Z™ gegeben.
Also hat (S) eine Losung modulo fast jeder Primzahl, insbesondere modu-
lo unendlich vieler Primzahlen. Wir nehmen nun an, dass (S) eine Losung
modulo p fiir unendlich viele Primzahlen p hat. Wir formen das System in
ein dquivalentes System um, dessen Matrix die in Lemma 3.2.2 beschriebene

Form hat. Die Existenz einer Losung modulo p impliziert ¢,11 = --- =¢, =
0 mod p. Da diese Kongruenz fiir unendlich viele Primzahlen p erfiillt ist, folgt
Cr+1 = --- = ¢, = 0. Daher existiert eine rationale Losung. a

3.3 Diophantische Gleichungen modulo p

Wir betrachten ein System diophantischer Gleichungen
filXy,..., X)) =0

: - (S)
fu(X1,..., X)) =0

mit ganzzahligen Polynomen f; € Z[X4,...,X,], und suchen nach simulta-
nen Losungen modulo einer Primzahl p. Infolge dessen kénnen wir die Ko-
effizienten der Polynome f; auch als Elemente in Z/pZ auffassen, weil das
Ersetzen eines Polynoms f; durch ein Polynom g; = f; mod p die Losungs-
menge modulo p invariant ldsst. Das heifit, wir sehen die f; als Elemente
von Z/pZ[X;,...,X,] an und lassen insbesondere Monome, deren Koeffizient
durch p teilbar ist, weg. Die Losungsmenge L(S) modulo p ist eine Teilmenge
von (Z/pZ)".
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Bezeichnen wir mit A(S) die Méchtigkeit von L(S), so gilt trivialerweise
0<A(S) <p"

Fiir ein Monom der Form X4 X%? .- XFr heifle u = py + - - - + p, der Grad
des Monoms. Fiir ein Polynom f ist der Grad als das Maximum der Grade
der in f auftretenden Monome definiert.

Unser néchstes Ziel ist der Satz von Chevalley-Warning, welcher eine Aus-
sage iiber A(S) macht, wenn in (S) vergleichsweise , viele* Variablen auftau-
chen.

Theorem 3.3.1 (Chevalley-Warning). Es seien von Null verschiedene Po-
lynome fi,...,fn € Z/pZ[X1,...,X,] gegeben. Ist Y"1 | grad(f;) < r, so
gilt fiir die Anzahl A(S) der Losungen des Gleichungssystems (S) in (Z /pZ)"

die Kongruenz
A(S)=0 mod p.

Wir werden das Theorem im Verlauf des Abschnitts beweisen. Zunéichst geben
wir ein Korollar an.

Korollar 3.3.2. Sind die konstanten Terme von f1,..., f, sdmtlich gleich 0
und gilt Y| grad(f;) < r, so hat das System (S) in Z /pZ eine von (0, .. .,0)
verschiedene, d.h. eine nichttriviale Losung.

Beweis. Weil es die triviale Losung (0,...,0) gibt, gilt A(S) > 1. Auflerdem
ist A(S) durch p teilbar, weshalb es mindestens noch p — 1 weitere Losungen
geben muss. O

Beispiel: Die Gleichung X? + X7 + X2 = 0 hat eine nichttriviale Losung
modulo jeder Primzahl p.

Nun beweisen wir Theorem 3.3.1. Zunéchst betrachten wir fiir jedes u € IN
das Monom X* (also eine Variable, Grad w). Wir setzen die iibliche Konven-
tion, dass X° das konstante Monom 1 ist.

Lemma 3.3.3. Die Summe

s(X"Y) = Z x*

Tr€Z/pZ

ist gleich O fiir v = 0 und wenn uw > 1 und nicht durch p — 1 teilbar ist. Fiir
u>1und (p—1)|u ist die Summe gleich —1.

Beweis. Fiir u = 0 gilt offensichtlich }°, 7/, 72" =p-1=0.Ist u= (p—1)v

mit v > 1, so gilt
DI

T€Z/pZ x€Z/pZ
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Auf der rechten Seite sind p — 1 Summanden gleich 1 und einer 0. Also ist die
Summe gleich p—1 = —1 € Z/pZ. Tst nun v > 1 und nicht durch p—1 teilbar,
so gibt es eine prime Restklasse xg € Z/pZ mit z§ # 1. Multiplizieren wir
Y owcz IpZ " mit z§, so permutieren sich nach Lemma 1.4.3 die Summanden

und wir erhalten
g X )= ¥ e

Tr€Z/pZ x€Z/pZ

Daher gilt (2§ — 1)(3_,cz/pz *") = 0. Wegen zf # 1 folgt hieraus, dass die
Summe gleich 0 ist. O

Beweis des Satzes von Chevalley-Warning. Zunéchst kénnen wir annehmen,
dass keines der von Null verschiedenen Polynome f1,..., f,, konstant ist. In
diesem Fall gilt ndmlich A(S) = 0 und die Kongruenz A(S) = 0 mod p ist
trivialerweise erfiillt.

Wir setzen P = [[I",(1 — f7"). Ist « = (x1,...,,) eine simultane
Nullstelle der f;, so gilt P( ) 1€ Z/pZ. Ist fi(x) # 0 fiir ein 4, so ist
fi(z)P~1 =1, also 1 — fi(x)P~! = 0 und folglich auch P(z) = 0. (Man sagt,
dass P die charakterlstlsche Funktion von L(S) ist.) Daher gilt

A(S) = Z P(z) mod p.
z€(Z/pZ)"
Es bleibt daher zu zeigen, dass }° ¢ z/,z)- P(x) = 0 gilt. Der Grad des
Polynoms (1— fP~") ist gleich (p— 1) - grad(f;). Nach Voraussetzung ist P ein
Polynom in r Variablen vom Grad echt kleiner als r(p—1). Wir kénnen daher P
als Linearkombination von Monomen der Form X4 -+ XA v mit g +- - +p, <

r(p — 1) schreiben. Insbesondere ist in jedem dieser Monome mindestens ein
w; kleiner als p — 1. Nun gilt

S oaprear=( Y a) o X o)
ze(Z/pZ)" 1€Z/pZ x.€Z/pZ

Nach Lemma 3.3.3 ist mindestens einer der Faktoren und damit auch das
Produkt gleich 0. Daher ist }_, 7,7 P(z) eine Summe von Nullen und
selbst gleich 0. a

Sind die Bedingungen des Satzes von Chevalley-Warning nicht erfiillt, so
kann man oft zeigen, dass fiir hinreichend grofles p Losungen existieren. Als
ein Beispiel sei der folgende Satz angegeben.

Satz 3.3.4. Sei p eine Primzahl kongruent 1 modulo 4 und seien a, b, c ganze
Zahlen, die nicht durch p teilbar sind. Dann hat die Gleichung

aX*+ bVt =c
fiir p > 41 stets eine Lésung modulo p.

Den Beweis werden wir spéter fithren (siche Theorem 8.3.4).
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Aufgabe 1. Man zeige: Fiir jede Primzahl p hat die Gleichung 2X? +3X2+4X% =0
eine nichttriviale Losung modulo p.

Aufgabe 2. Fiir welche Primzahlen p hat die Gleichung X7 + X7 = 0 eine nicht-
triviale Losung modulo p ?

3.4 Diophantische Gleichungen modulo Primpotenzen

Bei Gleichungen in einer Variablen zeigt sich, dass die Existenz einer Lésung
modulo einer hinreichend hohen (von der Gleichung abhéngenden) p-Potenz
die Existenz von Losungen modulo beliebig hoher p-Potenzen impliziert.
Dies wird mit einer Variation iiber das aus der Numerik bekannte , Newton-
Verfahren“ gezeigt. Dieses Verfahren erweckt ein wenig den Anschein, als ob
sich Baron Miinchhausen am eigenen Zopf aus dem Sumpf ziehe. Wie von
Zauberhand wird die Losung besser und besser. Wir benutzen im Folgenden

die Notation L
p"||a, wenn p" | @ und p" " ¢ a.

Satz 3.4.1. Sei f = a4 X™ + -+ ag € Z[X] ein Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten und f' = a,,mX™ ! + ... 4 a; seine Ableitung. Sei n > 1 und
es existiere ein x € Z mit

f(z)=0 mod p".
Gilt p*||f'(x) mit 2k < n, so gibt es ein y € Z mit
f@)=0 mod p"*,
so dass auBerdem p*||f'(y) und y = x mod p"~F gilt.

Beweis. Sei f(x) = p"a und f'(x) = p*b mit a,b € Z, (b,p) =1, und 2k < n.
Dann existiert eine ganze Zahl s mit sb = —a mod p. Wir setzen y = x+p"*s.
Nach der binomischen Formel gilt fir ¢ =1,...,m

aiy’ = a;x’ + ajix " p"Fs +p? RSP R, R, € Z.
Summieren wir diese Gleichungen auf und addieren aq, erhalten wir die ,, Tay-
lorentwicklung*
fly) = fx) +p" Fsf'(x) +p* *s’R, ReZ.

Einsetzen ergibt
f(y) =p"(a+sb) +p*"*Fs°R.

Nun gilt p|(a + sb) und 2n — 2k > n, also f(y) = 0 mod p"*!. Die Aussage
y = x mod p"~* folgt nach Konstruktion. Es bleibt die Behauptung iiber die
Ableitung zu zeigen. Entwickeln wir f’(y) = f'(x+ p"~*s) wie oben, erhalten

wir
f/(y) — f/(!E) +pn_k8f”($) +p2n_2kS2Q, Q cZ.
Wegen n — k > k und 2n — 2k > k ist f'(y) genau k mal durch p teilbar. O
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Ist im letzten Satz k = 0, d.h. ist f'(z) zu p teilerfremd, so gilt y = x mod p"
und f'(y) ist auch zu p teilerfremd.

Korollar 3.4.2. Ist 1 € Z eine Losung von der Kongruenz f(X) = 0 mod p,
so dass f'(x1) #Z 0 mod p gilt, so existieren ganze Zahlen xo, xs3, ... mit
f(z,) =0 mod p"

und x,41 = x, mod p" fiir allen > 1.

Dies lésst sich jetzt leicht auf den Fall einer Gleichung in mehreren Varia-
blen ausdehnen.

Definition 3.4.3. Sei F € Z[X1,...,X,] und x = (z1,...,2,) € Z" mit
F(zx1,...,2.) = 0mod p, so dass

OF

e () 20 mod p

fiir mindestens einen Wert i, 1 < i < r gilt. Dann heifit x primitive Lésung
der Gleichung F(X1,...,X,) = 0 modulo p.

Korollar 3.4.4. Sei F € Z[X1,...,X,] und 2V = (gcgl), 2t ) € Z" eine
primitive Losung von F(X1,...,X,) =0 modulo p. Dann ex1st1ert eine Folge
von r-Tupeln 2 2®) ... € Z", so dass

F(z™)=0 mod p"
und ™Y = £ mod p" fiir alle n > 1.

Beweis. Sei i so gewihlt, dass gf; (M) # 0 mod p. Indem wir alle bis auf die

i-te Variable festhalten, erhalten wir ein Polynom in einer Variablen
1 1 1
f(X):F(ch),... E)l,X xEJr)l,...,xg,l)).

)

Die ganze Zahl x;’ ist Nullstelle von f modulo p und erfiillt die Bedingung

f’(gcl(l)) # 0 mod p. Nun folgt die Behauptung aus dem letzten Satz, sogar
(n)

mit der Zusatzinformation, dass wir =, = xg-l) fiir j # i und alle n setzen
konnen. a

Aufgabe 1. Man zeige: Fiir jede Primzahl p # 2 und jedes n € IN hat die Gleichung
X? 4 X3 4+ X3 = 0 eine Losung (1, 22, x3) modulo p”, so dass 21,22, x3 nicht alle
durch p teilbar sind.

Aufgabe 2. Man finde alle Primzahlen p fiir die die folgende Aussage richtig ist:
Fiir jedes n € IN hat die Gleichung X? 4+ X3 = 0 eine Losung (z1, z2) modulo p",
so dass p{ z1x2.
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3.5 Anwendung des QRG auf diophantische Gleichungen

Unter Zuhilfenahme der Ergebnisse des letzten Abschnitts findet man dio-
phantische Gleichungen, bei denen es kein offensichtliches Hindernis gegen die
Existenz einer ganzzahligen Losung gibt. Im Allgemeinen folgt daraus aller-
dings nicht, dass eine solche existiert. Eines der ersten bekannten Beispiele
war das folgende.

Theorem 3.5.1 (Lind, Reichardt). Die Gleichung
Xt —17=2v"?

hat sowohl Losungen in IR als auch Lésungen modulo jeder natiirlichen Zahl
m > 1. Aber es existieren keine rationalen, also insbesondere auch keine ganz-
zahligen Lésungen.

Wir fithren den Beweis in mehreren Schritten.
Lemma 3.5.2. Die Gleichung von Lind und Reichardt hat eine Lisung in IR.
Beweis. Das ist offensichtlich. O

Lemma 3.5.3. Die Gleichung von Lind und Reichardt hat eine Losung mo-
dulo p, wenn p kongruent 1, 3 oder 7 modulo 8 ist.

Beweis. Nach den Ergénzungssétzen zum QRG folgt (_72) =1 oder (%) =1
Ist (’72) =1 und b? = —2 mod p, so ist 1* — 17 = 2(2b)? mod p.

Ist (£) =1 und b* =2 mod p, so ist 3* — 17 = 2(4b)* mod p. ]

Lemma 3.5.4. Die Gleichung von Lind und Reichardt hat eine Losung mo-
dulo p, wenn p kongruent 5 modulo 8 ist.

Beweis. Nach Satz 3.3.4 haben wir fiir p > 41 immer eine Losung. Es verblei-

ben die Fille p = 5, 13,29, 37. In jedem Fall ist (%) = —1 und (’71) = 1. Falls
(177) = —1, 80 ist —17 = 2¢? modulo p l6sbar und z = 0, y = ¢ ist eine Losung
modulo p. Wir berechnen

()= @)=L
() = (#) = (5
() = (37) = (%) = 1.
Es verbleibt der Fall p = 13. Hier findet man wegen 4* —17 =239 =5= 18 =
2-3%2mod 13 die Losung = = 4, y = 3. 0O

Lemma 3.5.5. Die Gleichung von Lind und Reichardt hat fiir jede ungerade
Primzahl p eine primitive Lésung modulo p.
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Beweis. Ist 2% — 17 —2y? = 0 und 423 = 0 = —4y mod p, so folgt p|x und ply,
d.h. p|17. Folglich ist fiir p # 17 jede Losung modulo p primitiv. Fiir p = 17
ist x = 3, y = 7 eine primitive Losung modulo p. a

Korollar 3.5.6. Fiir ungerades p und n > 1 hat die Gleichung von Lind und
Reichardt eine Lésung modulo p™.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 3.5.5 und Korollar 3.4.4. a

Lemma 3.5.7. Die Gleichung von Lind und Reichardt hat Losungen modu-
lo 2™ fiir alle n.

Beweis. Wir setzen y = 4 und suchen Losungen von X* = 17 + 2-42 =
49 mod 2". Modulo 2° = 32 ist z = 3 eine Losung und die Ableitung 4 - 33 ist
genau zweimal durch 2 teilbar. Daher sind die Voraussetzungen von Satz 3.4.1
mit £ = 2 und n = 5 erfiillt und wir erhalten sukzessive Losungen x,, der
Gleichungen x4 = 49 mod 2" fiir jedes n. Dann ist x = x,,, y = 4 eine Losung
modulo 2". O

Korollar 3.5.8. Die Gleichung von Lind und Reichardt hat Lésungen modulo
jeder natiirlichen Zahl m > 1.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 3.5.6, Lemma 3.5.7 und dem Chinesischen
Restklassensatz 1.3.5. m]

Satz 3.5.9. Die Gleichung
Xt —17v*t =227

hat keine von (0,0, 0) verschiedene ganzzahlige Losung.

Beweis. Sei (z,y,z) eine von (0,0,0) verschiedene ganzzahlige Losung. Ist
z = 0, so impliziert z* = 17y* sofort = y = 0. Entsprechend kann man fiir
x = 0 oder y = 0 argumentieren. Also sind x, y und z von Null verschieden. Die
Tripel (£, £y, £2) sind auch Lésungen, also kénnen wir 0.B.d.A. annehmen,
dass x,y,z > 1. Sind die drei Zahlen x, y, z nicht paarweise teilerfremd, so
konnen wir die Losung verkleinern. Gibt es z.B. eine Primzahl p mit p|z und
p|z, so gilt p?|17y*, also p|y. Dann gilt p*|222 und folglich p?|z. Wir erhalten
mit (x/p,y/p, z/p?) eine kleinere Losung. Also kénnen wir annehmen, dass
die drei Zahlen z, y, z paarweise teilerfremd sind. Wir sehen insbesondere,
dass z nicht durch 17 teilbar sein kann, weil sonst auch x durch 17 teilbar
wiére, und dass x nicht durch 17 teilbar sein kann, weil sonst auch z durch 17
teilbar wére.

Wir nehmen fiir einem Moment z > 1 an. Sei z = p* ---p¢~ die Prim-
zahlzerlegung. Fiir p;, i = 1,...,r, gilt dann * = 17y* mod p;. Daher ist 17
quadratischer Rest modulo jedem ungeraden p;. Nach dem QRG folgt



3.5 Anwendung des QRG auf diophantische Gleichungen 47

()= (o) -

AufBlerdem gilt (12—7) = 1, und aus der Multiplikativitéit des Legendre-Symbols

folgt
) =1
(%)

Fir z = 1 gilt diese Gleichung trivialerweise auch. Sei nun t € Z mit
z = t? mod 17 gewihlt. Dann erhalten wir nacheinander die folgenden Kon-

ruenzen:
& zt — 17yt = 2¢4 mod 17,

2t =2t mod 17,
z'6 =246 mod 17.
Nach dem Kleinen Fermatschen Satz gilt 2'® = 1 = ¢! mod 17. Aus der

letzten Kongruenz folgt also 1 = 16 mod 17, und wir erhalten den gesuchten
Widerspruch. m]

Korollar 3.5.10. Die Gleichung von Lind und Reichardt hat keine ganzzah-
ligen Losungen.

Beweis. Man setze y = 1 in Satz 3.5.9. a
Der folgende Satz vervollstandigt den Beweis von Theorem 3.5.1.

Satz 3.5.11. Die Gleichung von Lind und Reichardt hat keine rationalen
Losungen.

Beweis. Angenommen, es giibe z,y € Q mit 2% —17 = 2y2. Seien z = Y=
(a,b,c,d € Z, b,d > 0) die gekiirzten Darstellungen. Durch Multiplizieren m
den Nennern erhalten wir die Gleichung
a*d® — 17b*d* = 27"
Also gilt d?|2¢?b%. Wegen (c,d) = 1 folgt d?|2b*, also d|b?. Andererseits gilt
bla*d? und wegen (a,b) = 1 folgt b*|d?, also b?|d. Folglich ist d = b* und
durch Kiirzen erhalten wir die Gleichung
at — 176" = 262

Nach Satz 3.5.9 folgt a = b = ¢ = 0, aber b ist von Null verschieden. Wider-
spruch. O

c
'd
it






Kapitel 4

Die Gaufischen Zahlen

Jede komplexe Zahl ldsst sich eindeutig in der Form x + yi mit reellen Zahlen
x,y schreiben. Komplexe Zahlen der Form
a+bi, abeZ,

heiflen Gaufische Zahlen. Man sieht leicht, dass die Summe und das Produkt
Gauflscher Zahlen wieder Gaufische Zahlen sind, d.h. die Gauflschen Zahlen
bilden einen Ring, der mit Z[i] oder auch mit Z[/—1] bezeichnet wird. Be-
stimmte Schliisse, die wir gleich auf die Gaulschen Zahlen anwenden werden,
sind auch fiir allgemeinere Ringe richtig. Der Effektivitét halber beginnen wir
mit einigen abstrakten algebraischen Definitionen.

4.1 Abelsche Gruppen, Ringe und Korper

Definition 4.1.1. Ein Paar (A,+) bestehend aus einer Menge A und einer
bindren Operation +: A x A — A, (a,b) — a + b, heifit abelsche Gruppe,
wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

(i) a4+ (b+c¢) = (a+b) + ¢ fiir alle a,b,c € A,
(ii) a+b=>b+a fiir allea,b e A,
(iii) es existiert ein Element 0 € A mit a + 0 = a fiir alle a € A,
(iv) fiir alle a € A existiert ein b € A mit a + b = 0.

Die in (i) und (ii) geforderten Eigenschaften der Operation + heiflen Asso-
ziativitdt und Kommutativitét. Das Element 0 in (iii) ist eindeutig bestimmt
(sieche Aufgabe 1). Man nennt es das neutrale Element. Das Element b in
(iv) ist auch eindeutig bestimmt, heifit das zu a inverse Element und wird
mit —a bezeichnet. Wenn es der Kontext nahelegt, schreibt man die Operati-
on manchmal auch in multiplikativer Form als (a,b) — ab. Dann bezeichnet
man das neutrale Element mit 1 und das inverse Element zu a € A mit a1

Beispiele: (Z,+), (Z/nZ,+), (Z/nZ)*,-), (Q,+), (R,+), (C,+),
((R~{0}), ), (IRso, -) sind abelsche Gruppen.
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Man kann Elemente einer abelschen Gruppe mit ganzen Zahlen multipli-
zieren. Dies geschieht nach der Regel 0-a =0,

n-a=a+---+a firn>0
—_———
n-mal

und n-a=—(-n)-a firn <0.

Ein Homomorphismus abelscher Gruppen ist eine Abbildung
fr A— A

die mit den Gruppenoperationen +4 und + 4/ von A und A’ kompatibel ist,
d.h. es gilt f(a+4b) = f(a)+ar f(b) fiir alle a,b € A. Wegen f(04) = f(04+
04) = f(04) + f(04) erhilt man f(04) = 04/, d.h. jeder Homomorphismus
bildet das neutrale Element 04 von A auf das neutrale Element 04, von A’ ab.
Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus und man nennt zwei
abelsche Gruppen isomorph, wenn es einen Isomorphismus zwischen ihnen
gibt. Eine nichtleere Teilmenge B C A heifit Untergruppe von A, wenn fiir
alle a,b € B auch —a und a + b in B enthalten sind. B ist dann insbesondere
selbst eine Gruppe.

Wie im Abschnitt 1.3 im Fall der Untergruppe mZ C Z geschehen, kann
man ganz allgemein von einer abelschen Gruppe A zur Menge der Restklassen
modulo einer Untergruppe B iibergehen und mit den Restklassen rechnen. Das
geschieht folgendermafien:

Sei B C A eine Untergruppe und a,a’ € A. Man sagt, dass a und o
kongruent modulo B sind (symbolisch: @ = o’ mod B), wenn a — a’ € B
gilt. Man verifiziert leicht, dass Kongruenz modulo B eine Aquivalenzrelation
ist. Die Aquivalenzklassen haben die Form

a+B={a+b|beB}CA

und heiflen Restklassen modulo B. Es gilt genau dann a + B = a’ + B,
wenn a — a’ € B. Die Menge aller Restklassen modulo B in A wird mit A/B
bezeichnet. Die Operation +: A/B x A/B — A/B

(a1 + B)+ (a2 + B) :== (a1 + a2) + B
ist wohldefiniert, d.h. unabhingig von der Auswahl der die Restklassen re-

prisentierenden Elemente a;,as € A und macht A/B in natiirlicher Weise zu
einer abelschen Gruppe. Man nennt A/B die Faktorgruppe von A nach B.

Definition 4.1.2. Ein Tripel (A,+, -) bestehend aus einer Menge A und
Operationen +,- : A x A — A heift (kommutativer) Ring (mit 1-Element),
wenn (A,+) eine abelsche Gruppe ist und auflerdem die folgenden Axiome
erfiillt sind:

(i) a(bc) = (ab)c fiir alle a,b,c € A,

(ii) ab = ba fiir alle a,b € A,

(iii) es existiert ein Element 1 € A mit al = a fiir alle a € A,

(iv) a(b+ ¢) = ab + ac fiir alle a,b,c € A.
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Fiir jedes a € Agilt a-0 =a(l —1) = a —a = 0. Das Element 1 € A ist
eindeutig bestimmt (siehe Aufgabe 1).

Bemerkung: Allgemeiner kann man auch Ringe betrachten, in denen die
Multiplikation nicht notwendig kommutativ ist (d.h. Axiom (ii) wird nicht
gefordert), und man kann auch auf die Existenz der 1 (Axiom (iii)) verzichten.
In diesem Buch werden wir nur kommutative Ringe mit 1-Element betrachten.

Beispiele: 1. Z, Z/nZ, Q, R, C mit der iiblichen Addition und Multiplika-
tion sind Ringe.

2. Die einelementige Menge A = {0} mit 04+ 0 =0, 0-0 = 0 heifit Nullring.
Im Nullring ist 0 = 1. Dies ist aber der einzige Ring, fiir den das der Fall ist,
weil aus 0 = 1 fiir ein beliebiges Element a € A folgt: a = al = a0 = 0.

3. Ist A ein Ring, so ist die Menge A[X] der Polynome mit Koeffizienten in A
auch wieder ein Ring.

Definition 4.1.3. Ein Ring A heifit nullteilerfrei, wenn aus ab = 0 stets
a =0 oder b =0 folgt.

Beispiele: 1. Z, Q, R, C sind nullteilerfrei.
2. Z/nZ ist nullteilerfrei <= n ist Primzahl.
3. Ist A nullteilerfrei, so gilt dies auch fiir A[X].

Ist A nullteilerfrei, und ab = ac mit a # 0, so folgt a(b — ¢) = 0, daher
b—c =0, also b = c. Mit anderen Worten: In nullteilerfreien Ringen kann
man Gleichungen kiirzen.

Definition 4.1.4. Die Menge A* der Einheiten eines Ringes A besteht aus
den Elementen, die ein Inverses beziiglich Multiplikation haben. D.h. fiira € A
gilt genau dann a € A*, wenn ein b € A mit ab = 1 existiert. Die Multipli-
kationsabbildung macht A* zu einer abelschen Gruppe mit 1 als neutralem
Element. Man nennt (A%, -) die Einheitengruppe von A.

Beispiele: 1. Z* = {+1}.

2. Q* =Q~ {0}

3. (Z/nZ)* ist die in Kapitel 1 definierte Gruppe der primen Restklassen
modulo n.

4. In C[X] sind die Einheiten gerade die von Null verschiedenen konstanten
Polynome.

Definition 4.1.5. Ein Ring K heifit Kérper, wenn K* = K ~ {0}.
Beispiele: 1. Q, IR, C sind Korper.

2. Z/nZ ist ein Korper <= n ist Primzahl.
3. Der Nullring ist kein Korper.
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Definition 4.1.6. Sei A ein Ring und a,b € A. Man sagt, dass b durch a
teilbar ist (symbolisch: alb), wenn ein ¢ € A mit b = ac existiert.

Definition 4.1.7. Wir nennen zwei Elemente a,b € A assoziiert (symbo-
lisch: a = b), wenn a|b und bla gilt.

Assoziiertheit ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation.

Lemma 4.1.8. Ist A nullteilerfrei, so gilt a = b dann und nur dann, wenn
eine Einheit u € A* mit a = ub existiert.

Beweis. Ist a = 0, so ist auch b = 0. Ist a # 0 und @ = ub und b = va, so gilt
a(uv — 1) = 0. Wegen der Nullteilerfreiheit gilt uv = 1, also u,v € A*. Gilt
umgekehrt a = ub mit u € A*, so folgt a|b und bla, also a = b. O

Definition 4.1.9. Ein Element d € A heifit gréoB3ter gemeinsamer Teiler
von a und b, wenn die folgenden zwei Eigenschaften erfiillt sind.

(i) d|a und db,

(ii) aus (e|la und e|b) folgt e|d.

Im Ring Z ist die in (1.1.3) definierte Zahl d = (a, b) ein grofiter gemeinsamer
Teiler von a und b, siehe Korollar 1.1.5. Ein weiterer ist durch —d gegeben.
Im allgemeinen miissen grofite gemeinsame Teiler nicht existieren.

Lemma 4.1.10. Es seien d und d’ gréfite gemeinsame Teiler der Ringelemente
a,b € A. Dann gilt d = d'. Ist A nullteilerfrei, so existiert eine Einheit u € A
mit d' = ud.

Beweis. Nach Definition gilt d|d’ und d’|d, also sind d und d’ assoziiert. Der
zweite Teil der Aussage folgt aus Lemma 4.1.8. a

Definition 4.1.11. Ein Element 7w € A heifit irreduzibel, wenn es von Null
verschieden und keine Einheit ist (d.h. m € A~ (A* U{0})) und die folgende
Implikation gilt: m = ab = a € A* oder b € A*.

Mit m € A sind auch alle Elemente der Form mwu, u € A%, irreduzibel.

Beispiele: 1. In Z sind die irreduziblen Elemente gerade die von der Form
+p mit p Primzahl.

2. In C[X] sind die irreduziblen Elemente die Polynome vom Grad 1 (Haupt-
satz der Algebra).

3. Das Polynom X? + 1 ist irreduzibel in IR[X].

Definition 4.1.12. Ein nullteilerfreier Ring heifit faktoriell, wenn jede von
Null verschiedene Nichteinheit a € A~ (A* U{0}) eine, bis auf Einheiten und
Reihenfolge, eindeutige Zerlegung in ein Produkt irreduzibler Elemente hat.
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Das heifit, jedes a € A~ (A* U{0}) kann als Produkt irreduzibler Elemente
geschrieben werden, und ist

a:ﬂlonnﬂn:ﬂionnﬂ’;’q‘,
mit irreduziblen Elementen 7y, . .., 7, und 7, ... 7, , so gilt n = m und nach

. . o ;
geeigneter Umnumerierung m; = m, fiir alle i.

Beispiele: 1. Z ist faktoriell (siche Satz 1.2.3).
2. C[X] ist faktoriell (siehe Satz 4.2.4 unten).
3. Allgemeiner gilt (GauB): Ist A faktoriell, so ist auch A[X] faktoriell.

Definition 4.1.13. Ein Element m € A heifit Primelement, wenn es von
Null verschieden und keine Einheit ist (d.h. m € A~ (A* U {0})) und die
folgende Implikation gilt: wlab = w|a oder |b.

Lemma 4.1.14. In einem nullteilerfreien Ring ist jedes Primelement irreduzi-
bel. In einem faktoriellen Ring ist jedes irreduzible Element auch Primelement.

Beweis. Ist 7 ein Primelement im nullteilerfreien Ring A und 7 = ab, so gilt
insbesondere |ab, also 7|a oder w|b. Nehmen wir ohne Einschrinkung 7|a an,
so folgt wegen a|r aus Lemma 4.1.8, dass = = au fiir ein u € A* gilt. Durch
Subtrahieren erhalten wir 0 = a(u — b) und deshalb b = v € A*. Also ist 7
irreduzibel.

Ist nun A faktoriell und = irreduzibel, so folgt aus w|ab, dass m (bzw.
ein zu 7 assoziiertes Element) entweder in der Zerlegung von a in irreduzible
Elemente oder in der von b auftauchen muss. Also gilt w|a oder 7|b und = ist
deshalb ein Primelement. O

Aufgabe 1. Man zeige, dass das 0-Element in einer abelschen Gruppe und das
1-Element in einem Ring eindeutig bestimmt sind.

Aufgabe 2. Man bestimme die Einheitengruppen der Ringe Z[X] und Q[X].

Aufgabe 3. Sei A ein nullteilerfreier Ring. Man zeige: Ist jede von Null verschiedene
Nichteinheit a € A\ (A* U{0}) Produkt von Primelementen, dann ist A faktoriell.

4.2 Euklidische Ringe

Die einfachsten unter den faktoriellen Ringen sind die euklidischen Ringe,
die durch die Existenz eines euklidischen Algorithmus zur Berechnung eines
grofiten gemeinsamen Teilers charakterisiert sind. Der Abbruch des Algorith-
mus wird durch einen ,,absteigenden Zahler“ erzwungen, den man euklidische
Normfunktion nennt.
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Definition 4.2.1. Ein nullteilerfreier Ring A heifit euklidisch, wenn es eine
Abbildung (,euklidische Normfunktion®) v : A~ {0} — IN gibt, so dass es zu
a,be A, b+#0, stets q,r € A mit

a=gb+r und (v(r) <v(b) oderr=0)
gibt.

Beispiele: 1. Der Ring Z der ganzen Zahlen ist euklidisch. Eine Normfunktion
ist durch den Absolutbetrag gegeben.

2. Fiir jeden Korper k ist der Polynomring k[X] euklidisch. Als Normfunktion
verwendet man v(f) = grad(f) + 1. Man findet zu a,b € k[X] die gesuchten
Elemente ¢,r € k[X], indem man so lange Vielfache des Polynoms b vom
Polynom a abzieht, bis der Rest einen Grad echt kleiner als grad(b) hat.

Auf einem Ring kénnen verschiedene euklidische Normfunktionen existie-
ren. Der néchste Satz zeigt, dass jeder euklidische Ring eine euklidische Norm-
funktion besitzt, die einer zusétzlichen Bedingung geniigt. Manche Autoren
fordern diese Zusatzbedingung schon in der Definition, so dass der folgen-
de Satz zeigt, dass die in der Literatur vorkommenden Definitionen fiir die
Euklidizitdt eines Ringes dquivalent sind.

Satz 4.2.2. Essei A ein euklidischer Ring. Dann gibt es auf A eine euklidische
Normfunktion v: A~ {0} — IN mit

v(ab) > v(a)

fiir alle von Null verschiedenen a,b € A.

Beweis. Sei pi: A~ {0} — IN eine euklidische Normfunktion. Wir setzen
v(a) = min w(a').

Wir zeigen zunéchst, dass auch v eine euklidische Normfunktion ist. Seien
also a,b € A, b # 0, gegeben und sei b’ unter den zu b assoziierten Elementen
eines, fiir das p(b') minimal ist, d.h. v(b) = p(b'). Nach Voraussetzung gibt es
¢,r € Amit a =g+ r und r = 0 oder p(r) < p(b'). Nun gilt b’ = be mit
einer Einheit e € A%, und wir erhalten a = geb + r mit r = 0 oder v(r) <
p(r) < p(b') = v(b). Also ist v eine euklidische Normfunktion. Um die im Satz
formulierte Eigenschaft zu zeigen, sei 0 # a € A beliebig und 0 # b € A so
gewéhlt, dass v(ab) minimal ist. Angenommen, es wire v(ab) < v(a). Weil v
auf assoziierten Elementen gleiche Werte annimmt, ist dann b keine Einheit.
Wir schreiben a = abq + r mit ¢, € A und r = 0 oder v(r) < v(ab). Wegen
r = a(l—qgb) gilt r # 0, sonst wire b eine Einheit. Also gilt v(a(1—gb)) < v(ab)
im Widerspruch zur Wahl von b. a

Analog wie in Kapitel 1 fiir den Ring Z der ganzen Zahlen zeigt man nun,
dass euklidische Ringe stets faktoriell sind.
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Lemma 4.2.3. In einem euklidischen Ring existieren zu beliebigen Elementen
a,b € A grofite gemeinsame Teiler. Jeder grofite gemeinsame Teiler d von a
und b ldsst sich in der Form d = ax + by mit x,y € A darstellen. In einem
euklidischen Ring ist jedes irreduzible Element ein Primelement.

Beweis. Es seien a,b € A gegeben. Wir miissen zeigen, dass ein grofiter ge-

meinsamer Teiler existiert und dass sich jeder grofite gemeinsame Teiler linear

aus a und b kombinieren lésst. Fiir a = 0 oder b = 0 ist die Aussage trivial,

also sei ab # 0. Wir fithren den Euklidischen Algorithmus aus, d.h. wir teilen
sukzessive mit Rest:

a=bq +r, v(ry) <v(b

b=r1g2+12, v(re) <v(r)

r1=raq3+ 713, v(rs) <wv(r)

— =

Tn—2 = "n—1Gqn + Tn, rn = 0.

Die Folge v(b) > v(r1) > v(rg) > --- ist eine strikt fallende Folge natiirlicher
Zahlen. Daher bricht der Prozess ab, d.h. es gibt ein n mit r, = 0. Wir
behaupten, dass d := r,_1 ein grofiter gemeinsamer Teiler von a und b ist.
Das sieht man folgendermafien. Von unten nach oben durch die Gleichungen
gehend sehen wir, dass d sowohl a als auch b teilt. Starten wir nun von der
vorletzten Zeile 7, 3 = r,_2qn_1 + d und setzen sukzessive ein, erhalten wir
eine Darstellung d = ax + by mit z,y € A. Ist nun e € A ein Element mit e|a
und e|b, so folgt e|(ax + by) = d. Daher ist d ein grofter gemeinsamer Teiler
von ¢ und b. Ist nun d’ ein weiterer grofiter gemeinsamer Teiler, so gilt nach
Lemma 4.1.10 d’ = du mit v € A*. Folglich gilt d’ = uza + uyb, d.h. jeder
grofite gemeinsame Teiler lésst sich linear kombinieren.

Es bleibt zu zeigen, dass jedes irreduzible Element ein Primelement ist.
Sei m € A irreduzibel und seien ab € A mit w|ab. Wir miissen zeigen, dass 7
eines der Elemente a, b teilt. Angenommen, 71 a. Dann ist 1 € A ein grofiter
gemeinsamer Teiler von 7 und a. Wir wéhlen z,y € A mit 7x +ay = 1. Dann
gilt b = bz + aby und folglich 7|b. Daher ist 7 ein Primelement. O

Satz 4.2.4. Fuklidische Ringe sind faktoriell.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jedes Element a € A\ (A* U {0}) eine bis
auf Reihenfolge und Assoziiertheit eindeutige Zerlegung in irreduzible Ele-
mente hat. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer Zerlegung. Es sei v eine
euklidische Normfunktion auf A, die der Bedingung von Satz 4.2.2 geniigt.
Wir nehmen an, dass es Elemente a € A~ (A* U {0}) gibt, die sich nicht als
Produkt irreduzibler Elemente schreiben lassen, und fithren diese Annahme
zum Widerspruch. Unter diesen Elementen sei a ein Element mit minimalem
Wert v(a). Da a selbst nicht irreduzibel ist, gibt es b,c € A ~ (A% U {0})
mit a = be. Da sich a nicht als Produkt irreduzibler Elemente schreiben ldsst,
muss dies auch fiir b oder ¢ gelten. Sei 0.B.d.A. b nicht als Produkt irreduzibler
Elemente darstellbar. Wir zeigen v(b) < v(a).
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Wegen ¢ ¢ A* gilt a 1 b. Da A euklidisch ist, existieren ¢,r € A, r # 0,

mit
b=aq+r, v(r)<v(a).

Wir erhalten r = b — aqg = b(1 — ¢q) und daher v(r) > v(b). Wir erhalten
v(b) < v(a), im Widerspruch zur Wahl von a. Daher ldsst sich jedes a €
A~ (A% U {0}) als Produkt irreduzibler Elemente schreiben.

Es verbleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Ein Element a € A~ (A* U{0})
habe die zwei Zerlegungen

a=p1...pr=q1...Gs

mit irreduziblen Elementen p1,...,pr, q1, ..., ¢s. Zu zeigen: Es gilt r = s und,
nach eventueller Umnummerierung, p; = ¢q;, t = 1,...,7.
Sei ohne Einschrankung r < s. Nach Lemma 4.2.3 sind p;,...,p, Prim-

elemente. Aus pila = ¢ ---¢s folgt pi|g; fiir ein j. Nach Umnummerierung
sei dies ¢q1. Also gilt g1 = e1p; fiir ein €7 € A. Da ¢; irreduzibel und p; keine
Einheit ist, gilt e € A* und p; = ¢;. Kiirzen durch p; ergibt

P2 Pr=¢€1492...4s.

Da py ein Primelement und daher keine Einheit ist, gilt po t 1. Folglich
gilt palgz ... qs. Jetzt fahren wir induktiv fort und erhalten, nach eventueller

Umnummerierung, die Gleichungen ¢; = e;p; = pi, s € AX, i = 1,...,r,
sowie

l=¢1 & Qg1 Gs.
Die irreduziblen Elemente ¢, 1, . . ., ¢s sind daher Einheiten, was nicht moglich
ist. Folglich gilt r = s. O

4.3 Primzerlegung in den Gauflschen Zahlen

Nach diesen allgemeinen und ganz abstrakten Vorbereitungen wenden wir uns

dem Rin,
& Z[i] = {a+bi, a,be Z}

der Gaujschen Zahlen zu. Wir bestimmen zun#chst die Einheitengruppe.
Dann zeigen wir, dass Z[i] euklidisch, also insbesondere faktoriell ist und
charakterisieren die Primelemente.

Definition 4.3.1. Fiir eine komplexe Zahl z = x + yi, =,y € IR, heifit
N(z) = [z]* = 2® + 3

die Norm von z.

Bezeichnen wir mit Z = = — yi die zu z komplex-konjugierte Zahl, so gilt
N(z) = zZ.

Insbesondere gilt fiir 2,2’ € € die Identitdt N(zz') = N(2)N(2'). Man sieht

leicht, dass die Norm einer Gauflschen Zahl stets eine nichtnegative ganze Zahl

ist. Ferner ist N(z) = 0 #quivalent zu z = 0. Als Néchstes bestimmen wir die
Einheitengruppe von Z[].
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Satz 4.3.2. Es gilt
Z[i]* = {+i,+1}.

Die Einheiten in Z[i] sind genau die Elemente der Norm 1.

Beweis. Ist 1 = N(u) = ui, so ist u eine Einheit. Ist v eine Einheit und
wv =1, so gilt N(u)N(v) =1 und deshalb N(u) = N(v) = 1. Daher sind die
Einheiten genau die Elemente der Norm 1. Setzt man v = a + bi, a,b € Z, so
impliziert a®+b? = N(u) = 1, dass u € {#i, £1}. Daher sind die angegebenen
Elemente die einzigen Einheiten. O

Satz 4.3.3. Die Norm auf Z]i] ist eine euklidische Normfunktion.

Beweis. Zunéchst ist die Norm einer von Null verschiedenen Gauflschen Zahl
von Null verschieden, d.h. die Norm nimmt auf Z[i] \ {0} Werte in IN an.
Seien a,b € Z[i], b # 0. Die komplexe Zahl ¢ hat rationalen Real- und
Imaginérteil, d.h. es gibt u,v € Q mit

% =u + vi.
Nun wiéhlen wir ganze Zahlen z,y € Z mit |u —z| < 1, [v —y| < 1. Mit
q = x + yt erhalten wir

a 9 9 1 1
Z — _ _ < 4z .
N(b q) (=) + -y < +<1
Setzen wir r = a — bq € Z][i], so gilt
N(r) = NN (3 —q) < N().
Also erfiillen ¢ und r das Gewiinschte. O

Aus den Satzen 4.3.3 und 4.2.4 erhalten wir:

Satz 4.3.4. Der Ring Z[i] der Gaufischen Zahlen ist euklidisch, insbesondere
faktoriell. Jedes irreduzible Element in Z|[i] ist ein Primelement.

Wir wollen nun die Primelemente in Z[4] genauer kennenlernen. Insbeson-
dere interessieren wir uns dafiir, ob eine Primzahl p € Z in Z[i] prim bleibt
oder ob sie (und wenn, dann wie) in Primfaktoren zerfillt.

Lemma 4.3.5. Ist m € Z[i] mit N(w) = p mit p Primzahl, so ist © Primele-
ment in Z[i].

Beweis. Ist m1 = ab, so ist p = N(xw) = N(a)N(b). Daher gilt N(a) = 1
oder N(b) = 1 und nach Korollar 4.3.2 ist a oder b eine Einheit. Daher ist 7w
irreduzibel und, da Z[i] faktoriell ist, ein Primelement. O
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Wegen N(1+41i) = N(1—4)=2sind 1+ und 1 — ¢ Primelemente und
2= (1+4)(1—1i)
ist eine Primelementzerlegung von 2 € Z[:]. Allerdings haben nicht alle Prim-

elemente in Z[7] eine Primzahl als Norm. Zum Beispiel ist 3 € Z[i] irreduzi-
bel, also ein Primelement, und es gilt N(3) = 9.

Satz 4.3.6. Sei m € Z[i] ein Primelement. Dann tritt genau einer der beiden
folgenden Fille auf:

(a) N(rm) = p? fiir eine Primzahl p und 7 = p.
(b) N(w) =77 = p ist eine Primzahl.

Umgekehrt ist jede Primzahl p entweder Primelement in Z[i] oder von der
Form p = m7 mit einem Primelement © der Norm p.

Beweis. Sei p =7y - -7, eine Primelementzerlegung der Primzahl p in Z[i].
Dann gilt 5
p-=N(p) = N(m)- - N(mn).

Nach Satz 4.3.2 gilt N(7;) > 1 fiir j = 1,...,n. Folglich ist n < 2. Im Fall
n = 1 ist p Primelement. Im Fall n = 2 gilt p = N(m) = m71. Sei nun
7w € Z[i] ein Primelement. Dann teilt 7 die natiirliche Zahl N(7) > 1 und
deshalb auch eine Primzahl p. Ist p Primelement in Z[4], so folgt # = p und
N(mw) = N(p) = p%. Gilt p = 771 mit einem Primelement 7; der Norm p, so
ist, wegen der Eindeutigkeit der Primzerlegung, 7 assoziiert zu 71 oder zu 7.
In jedem Fall gilt 77 = N(7) = N(m) = p. O

Es verbleibt zu klaren, wann welcher Fall eintritt.

Satz 4.3.7. Eine Primzahl p ist genau dann ein Primelement in Z[i], wenn
p kongruent 3 modulo 4 ist.

Beweis. Zunéchst ist 2 kein Primelement in Z[i]. Sei p # 2 und kein Primele-
ment. Nach Satz 4.3.6 gilt p = 77 fiir ein Primelement 7. Setzt man m = a+bi,
a,b € Z, so folgt p = a® + b2, also p = 1 mod 4. Dies zeigt eine Richtung. Ist
p = 1 mod 4, so existiert nach dem 1. Ergénzungssatz zum QRG ein z € Z
mit 22 = —1 mod p. Es gilt p | (z? +1) = (z +1i)(z — ). Aber x +i und x — i
sind nicht durch p teilbar und p daher kein Primelement. O

Wir schlielen, dass eine ungerade Primzahl p genau dann von der Form
p =77 = (a+bi)(a—bi) = a®+b? ist, wenn sie kongruent 1 modulo 4 ist. Dies
gibt einen neuen und strukturelleren Beweis von Theorem 2.4.1! Wir kénnen
jetzt sogar zeigen, dass die Darstellung als Summe zweier Quadrate eindeutig
ist (siehe Aufgabe 2).

Ist p von der Form 77 und gilt 7=7, so erhalten wir mit 7 = a + bs
a+bi=ula—0bi), wue{£l,£i}.
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Aus u = £1 wiirde folgen, dass p ein Quadrat ist, also scheidet diese Moglich-
keit aus. Fiir u = 4 erhalten wir a = £b. Aus p = N(rm) = 2a? folgt dann
p=2.In der Tat gilt 2= (14¢)(1 —4) und (1 — ) = (—4)(1 +9).

Zusammenfassend erhalten wir das

Theorem 4.3.8 (Zerlegungsgesetz in Z[¢]). Eine Primzahl p ist in Z[1i]

Produkt zweier assoziierter Primelemente = p=2,
Produkt zweier nicht assoziierter Primelemente <= p = 1 mod 4,
Primelement <= p =3 mod 4.

Wir haben gesehen, dass die Arithmetik der Gaufischen Zahlen Z[i] sich nur
unwesentlich von der des gewohnten Ringes Z unterscheidet. Dass es vier an-
stelle von nur zwei Einheiten gibt, stellt kein wirkliches Problem dar. Der
entscheidende Punkt unserer Betrachtungen ist das gerade bewiesene Zerle-
gungsgesetz, das die Schnittstelle zwischen der Arithmetik von Z und der
von Z[i] ist. Wir werden es ausnutzen, um mit Hilfe des Umwegs iiber die
Gauflschen Zahlen Eigenschaften gewohnlicher ganzer Zahlen nachzuweisen.

Aufgabe 1. Man gebe eine Primelementzerlegung der Zahl 30 € Z[i] an.

Aufgabe 2. Es sei p =1 mod 4 eine Primzahl. Man zeige, dass die nach Satz 2.4.1
existierende Darstellung von p als Summe zweier Quadratzahlen bis auf Vertau-
schung der Summanden eindeutig ist.

Hinweis: Man schreibe p = a® + b2 in der Form p = N(a + bi) = (a + bi)(a — bi).

4.4 Quadratsummen II
Als direkte Anwendung des Zerlegungsgesetzes in Z[i] zeigen wir den

Satz 4.4.1. Eine nattirliche Zahl ist genau dann Summe zweier Quadratzah-
len, wenn in ihrer Primfaktorzerlegung jede Primzahl kongruent 3 modulo 4
in gerader Vielfachheit vorkommt.

Beweis. Eine natiirliche Zahl ist genau dann Summe zweier Quadrate, wenn
sie als Norm einer GauBschen Zahl o € Z[i] vorkommt. Sei nun n = N(«)
und
o = 7T1 e 'ﬂ'r
eine Primzerlegung von « in Z[4]. Dann gilt
n = N(a)=N(m)---N(m).

Nach Satz 4.3.6 und dem Zerlegungsgesetz ist fiir ein Primelement = € Z[ 4]
die Norm N (7) entweder gleich 2, eine Primzahl kongruent 1 modulo 4 oder
das Quadrat einer Primzahl kongruent 3 modulo 4. Dies zeigt, dass die gege-
bene Bedingung notwendig ist.
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Sei nun o

n=(pi-pr)-(n)
mit Primzahlen p; Z 3 mod 4,7 =1,...,r. Nach dem Zerlegungsgesetz finden
wir Primelemente m; € Z[i] mit N(m;) = ps, ¢ = 1,...,r. Wir erhalten
n=N(a) mtaoa=m-m -n. O

Eine weitere Anwendung des Zerlegungsgesetzes ist der folgende Satz.

Satz 4.4.2. Die einzige ganzzahlige Losung der Gleichung

X?+1=Y?
ist x = 0, y = 1. Mit anderen Worten: Fiir eine natiirliche Zahl n ist die Zahl
n? + 1 niemals eine Kubikzahl.

Beweis. Seien z,y € Z mit x? + 1 = y3 gegeben. Wir betrachten im Ring
Z[i] die Gleichung ) )
(x +i)(x —1i) = 9>

Wegen 2i = (z + 1) — (x — ) ist der grofite gemeinsame Teiler von z + ¢ und
x — i (bis auf Assoziiertheit) eine Potenz des Primelements (1 + ¢). Ist 7 ein
Primelement ungerader Norm mit 7|(z + ¢), so folgt 7 4 (z — ¢). Daher ist die
Vielfachheit, mit der 7 das Element x4+ 1 teilt, gleich der Vielfachheit, mit der
7 das Element 2 teilt. Folglich ist diese Vielfachheit durch 3 teilbar. Sei r die
Vielfachheit, mit der 1+ ¢ das Element x + 1 teilt. Da 14 ¢ und 1 — ¢ assoziiert
sind, ist auch x — % genau » mal durch 1 + i teilbar. Folglich ist y> genau 2r
mal durch 1+ teilbar, d.h. 3| r. Da nun jeder Primfaktor von « + ¢ in durch
drei teilbarer Potenz auftritt, existieren « € Z[4] und w € Z[¢]* mit

r+i=a> u.

Setze a = a + bi, a,b € Z. Dann gilt o = a(a? — 3b%) + b(3a? — b?)i. Im Fall
u = +1 erhalten wir b(3a? — b?) = +1. Hieraus folgt b = 1 und a = 0, daher
z = 0. Im Fall u = 4 erhalten wir a(a? — 3b%) = £1. Hieraus folgt a = +1
und b = 0. Wieder folgt z = 0. Das beendet den Beweis. a

Aufgabe: Es sei n eine ungerade, quadratfreie natiirliche Zahl, die sich als Summe
zweier Quadratzahlen schreiben ldsst. Man zeige: Diese Darstellung ist genau dann,
bis auf Vertauschung der Summanden, eindeutig, wenn n eine Primzahl ist.

Hinweis: Sind zwei Darstellungen n = a? 4+ b*> = ¢ 4+ d* bis auf Reihenfolge die
gleichen, so folgt a + bi = (c + di)u oder a + bi = (¢ — di)u fiir eine Einheit u €
Z[i]*. Ist n keine Primzahl, so benutze man die Primzerlegung von n in Z[4], um
verschiedene Darstellungen zu erhalten.
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4.5 Pythagoriische Tripel

Ein Tripel ganzer Zahlen (a,b,c) mit a® + b? = ¢? heifit pythagoriisches
Tripel. Das Tripel (3,4,5) ist wohl das populirste Beispiel. Der Name ist
vom Satz des Pythagoras abgeleitet, da man zu einem solchen Tripel (a, b, ¢)
mit a, b, ¢ > 0 ein ebenes rechtwinkliges Dreieck mit den Seitenléngen a, b und

¢ findet:

a

In diesem Abschnitt wollen wir alle pythagoréischen Tripel bestimmen. Tri-
viale Tripel sind solche, in denen a oder b gleich 0 ist, und diese wollen wir aus
der Betrachtung ausschlieflen. Mit (a, b, ¢) sind auch die Tripel (£a, +b, +¢),
und fiir jedes d € Z auch (da, db, dc) pythagoriische Tripel. Wir werden uns
bei der Bestimmung aller pythagoréischen Tripel auf nicht kiirzbare Losungen
beschrinken. Auch nehmen wir an, dass a, b, ¢ > 0 sind. SchlieBlich kann man
noch a und b vertauschen. Da modulo 4 nur 0 und 1 Quadrate sind, muss
bei einer nicht kiirzbaren Losung ¢ ungerade und genau eine der Zahlen a, b
gerade sein. Wir vermeiden Vieldeutigkeit, indem wir annehmen, dass a ge-
rade ist. Ein pythagoriisches Tripel (a,b,c) mit a,b,¢c > 0, g9T(a,b,c) = 1
und geradem a nennt man primitiv, und offensichtlich kennt man alle pytha-
gordischen Tripel, wenn man alle primitiven kennt.

Indem wir die Gleichung a? +b? = ¢? durch ¢? teilen, werden wir zuniichst
auf die Frage nach den rationalen Losungen der Gleichung

X2 +v?=1
gefithrt, d.h. wir suchen alle Punkte auf der Einheitskreislinie {(z,y) € R? |

22+41y? = 1} mit rationalen Koordinaten (z,y). Wir interpretieren diese Punk-
te als komplexe Zahlen der Form

z+yi, z,y€qQ.
Die Menge solcher komplexer Zahlen ist abgeschlossen unter Addition, Multi-
plikation und Division und bildet daher einen Koérper. Dieser heifit der Kérper

der rationalen Gaufischen Zahlen und wird mit Q(¢) bezeichnet. Unser
erstes Ziel ist die Bestimmung aller z = x 4 yi € Q(4) mit

N(z)=zz=2?+y* = 1.
Eine wichtiges Hilfsmittel in der Zahlentheorie ist Hilberts Satz 90. Dies ist
ein Satz aus Hilberts berithmtem Zahlbericht von 1897 [Hi] und war in der
dortigen Nummerierung Satz 90. Alle spéiter gefundenen Verallgemeinerungen
des Hilbertschen Satzes wurden stets auch mit diesem Namen bezeichnet. Fiir
die Klassifizierung der pythagordischen Tripel brauchen wir den folgenden
Spezialfall.
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Satz 4.5.1 (Hilberts Satz 90 fiir Q(¢)/Q). Eine rationale GauBische Zahl
z € Q(i) hat genau dann die Norm 1, wenn sie von der Gestalt

z=y-y !

fiir ein von Null verschiedenes y € Q(i) ist.

Beweis. Ist z von der angegebenen Gestalt, so gilt
y Yy _

N(z) =2z 7y 1.
Die Bedingung ist also hinreichend. Ist z = —1, so gilt z = _LZ Fiir z # —1
mit N(z) =1 gilt 2(142) = 2+ 2z = 1+ 2. Also hat y = 1+ z die gewiinschte
Eigenschaft. ad

Nun sind wir in der Lage, unser Hauptergebnis zu formulieren, welches
eine vollstindige Auflistung aller pythagorédischen Tripel beinhaltet.

Theorem 4.5.2. Ist (a, b, ¢) ein primitives pythagoréisches Tripel, so existie-
ren eindeutig bestimmte ganze Zahlen A > B > 0, (A, B) = 1, A und B nicht
beide ungerade, mit

a=2AB, b=A?>—-B? und c= A?+ B%

Umgekehrt ist fiir jedes solche Paar A, B das Tripel (a,b,c) ein primitives
pythagordéisches Tripel.

Beweis. Seien A, B mit den angegebenen Eigenschaften gegeben. Dann rech-
net man leicht die Gleichung a? +b? = ¢? nach. Auch gilt a, b, ¢ > 0. Sei p eine
Primzahl, die a, b und c teilt. Dann gilt p|2A2 und p|2B2. Wegen (A, B) = 1
verbleibt nur die Moglichkeit p = 2. Aber A und B sind nicht beide ungerade,
also ist ¢ ungerade. Folglich ist (a, b, ¢) primitiv.
Sei nun (a, b, ¢) ein primitives pythagoriisches Tripel und sei z =

Dann gilt N(z) = 1 und nach Satz 4.5.1 existieren a, 8 € Q mit

b a a+ g a? — 32 2003 .

-+ t=z= - = L.

c a—0i a?2+p32 o+ 32
Wegen a/c # 0 sind « und § von Null verschieden. Indem wir « und £ mit
einer geeigneten rationalen Zahl multiplizieren erreichen wir, dass a und (3
ganzzahlig, teilerfremd und nicht beide negativ sind. Wegen a/c > 0 haben «
und (3 dasselbe Vorzeichen und sind folglich beide positiv. Aus b/c > 0 folgt
a > 3. Wiren a und § beide ungerade, so wire der Bruch

203
a? + 32

einmal durch 2 kiirzbar und danach unkiirzbar. Wegen 2a3/(a? + 3%) = a/c
wiirde hieraus a = a3 folgen, aber a ist als gerade vorausgesetzt. Daher sind «
und ( nicht beide ungerade. Wir haben am Anfang des Beweises gesehen, dass

ol

a
+Cz.

—14
c
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die Briiche (a? — 3?)/(a? + 3?) und 2a3/(a? + %) dann bereits in gekiirzter
Form sind. Daher sind a, b, ¢ von der angegebenen Gestalt fir A = o, B = .

SchlieBlich bleibt die Eindeutigkeit von A und B zu zeigen, was leicht aus
2A? = b+ cund 2B? = ¢ — b folgt. Das beendet den Beweis. O

4.6 Erweiterte Zahlringe

Wir betrachten nun allgemeinere Zahlbereiche. Sei d € Z quadratfrei (d.h.
durch keine Quadratzahl > 1 teilbar) und von 0 und 1 verschieden. Mit v/d
bezeichnen wir eine (willkiirlich, aber fest gewiihlte) komplexe Losung der
Gleichung X? = d (die andere ist dann —\/E) Die Menge der komplexen

Zahlen
a+bVd, abeZ,

ist ein Ring und wird mit Z[v/d] bezeichnet. Da d als quadratfrei angenommen
ist, ist v/d keine rationale Zahl. Ist a + bv/d = o’ + ¥'V/d, so gilt (b’ — b)V/d =
(a — a’) und daher a = o/ und b = ¥’ d.h. die Darstellung ist eindeutig. Wir
betrachten nun die folgende Normfunktion auf Z[v/d):

N(a+bVd) = (a+bVd)(a — bVd) = a® — db*.
Ist d negativ, so ist N(z), wie im Falle der Gaufischen Zahlen, gerade das
Quadrat des Absolutbetrages von z als komplexe Zahl. Fiir positives d ist
das nicht richtig, die Norm kann sogar negativ sein. So hat v/2 — 1 € Z[/2]
die Norm (—1)? — 212 = —1. Unabhiingig vom Vorzeichen von d verifiziert
man leicht die Regel N(zz') = N(2)N(z'). Ist N(z) = 0, so folgt aus der
Quadratfreiheit von d, dass z = 0 ist.

Satz 4.3.3 verallgemeinert sich in folgender Weise.

Satz 4.6.1. Die Funktion
v:ZNVd ~ {0} — N, z+— |[N(2)|,
ist eine euklidische Normfunktion, falls
|z — dy?| < 1
fiir alle rationalen Zahlen z,y € Q mit |z| < 3, |y| < 1 gilt.

Beweis. Der Beweis ist im Prinzip der gleiche wie der von Satz 4.3.3. Wir
bemerken zunichst, dass fiir komplexe Zahlen z,y € C der Form « = a+bV/d,
y = a' +bVd mit a,a’,b,b’ € Q auch die komplexen Zahlen z + y, zy und
x/y von dieser Gestalt sind. Fiir den Quotienten (wir nehmen natiirlich y # 0
an) sieht man das durch

z  a+b/d  (a+bVd)(a —VVd) ad —bV'd a'b—al/ Vi

Y a + b,\/g a2 — db'2 - a2 — db'2 + a2 — db'2 :

Seien a,b € Z[Vd], b # 0. Wie wir gerade gesehen haben, hat die komplexe
Zahl a/b die Gestalt
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%:quv\/E

mit u,v € Q. Nun wihlen wir ganze Zahlen z,y € Z mit |u — x| < 1/2,
lv —y| < 1/2. Mit ¢ =  + yv/d erhalten wir nach Voraussetzung

‘N(%—q)‘ =|(u—=)*—dv -y’ <1
Setzen wir r = a — bq € Z[V/d], so gilt
v(r) = N0 = [NON (5~ a)| < IN®)| = v(b).

Also erfiillen ¢ und r das Gewiinschte. O

Korollar 4.6.2. Fiird = —2, —1,2, 3 ist der Ring Z[v/d] euklidisch und daher
auch faktoriell.

Beweis. Es gilt in den verschiedenen Féllen:
d=—2: \x2+2y2\§%<1; d=—1: |x2+y2\§%<1;
d=+2 [22-2y%| <L <14 d=+43: [22-3y?|<3<1. O

Leider ist der Ring Z[v/d] oft nicht faktoriell (und damit insbesondere nicht
euklidisch). So haben wir beispielsweise im Ring Z[v/—5] die Zerlegung

(1+v=5)(1—v=5)=6=2-3.
Die Elemente 1++/—5, 1—+/—5, 2, 3 sind sdmtlich irreduzibel, also ist Z[/—5]

nicht faktoriell. Ein weiteres, ganz praktisches Problem ist das folgende. Die
dritte Einheitswurzel

. 1 1
Gz = /3 = 3 + 5\/ -3
liegt nicht im Ring Z[/—3]. Wir wiirden aber gerne mit (3 arbeiten, um zum
Beispiel zur Losung der Fermat-Gleichung X2 + Y3 = Z3 die Identitét
X34Y3 = (X 4+Y)(X +GY)(X -GY)

heranziehen zu kénnen. Wir werden uns diesem Problem in Kapitel 6 widmen.

Aufgabe 1. Man zeige: o € Z[\/E] ist genau dann eine Einheit, wenn N(a) = +1.

Aufgabe 2. Es sei p eine Primzahl. Man zeige, dass die Elemente /p € Z[,/p] und
v/—p € Z|\/—p] irreduzibel sind.

Aufgabe 3. Man zeige: n = 26 ist die einzige natiirliche Zahl mit der Eigenschaft
»n — 1 ist Quadratzahl und n + 1 ist Kubikzahl“.

Hinweis: Man betrachte die Gleichung (z + v—2)(z — v/—2) = %® im euklidischen
Ring Z[v/—2] und analysiere die Primzerlegung beider Seiten.

Aufgabe 4. Es sei d ungerade und kleiner als —2. Man zeige, dass 2 € Z[\/E]
irreduzibel, aber kein Primelement ist. Insbesondere ist Z[/d] nicht faktoriell.



Kapitel 5

Algebraische Zahlen

In diesem Kapitel betrachten wir algebraische Zahlen. Das sind die komplexen
Zahlen, die als Nullstelle eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten auftre-
ten. Eine algebraische Zahl heifit ganz-algebraisch, wenn sie Nullstelle eines
normierten Polynoms mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Als Teilmenge der
algebraischen Zahlen spielen die ganz-algebraischen eine analoge Rolle wie die
ganzen Zahlen in den rationalen. Um grundsitzliche Eigenschaften algebrai-
scher und ganz-algebraischer Zahlen elegant nachweisen zu kénnen, beginnen
wir mit vorbereitenden Betrachtungen iiber Polynomringe und endlich erzeug-
te abelsche Gruppen.

5.1 Polynomringe

Sei A ein Ring. Wir betrachten den Polynomring A[X], dessen Elemente
formale Ausdriicke der Form
an X"+ apn 1 X" 14+ day, n>0, ag,...,a, € A,

mit den iiblichen Rechenregeln (siehe Abschnitt 1.6) fiir Addition und Multi-
plikation sind. Wir fassen A als Teilring von A[X] auf, indem wir einem a € A
das konstante Polynom a zuordnen. Wir haben z.B. bereits Polynome mit
ganzzahligen Koeffizienten untersucht. Betrachtet man, wie in Abschnitt 1.6,
ganzzahlige Polynome modulo einer natiirlichen Zahl m, so ist es sinnvoll,
diese als Elemente im Polynomring Z/mZ[X| aufzufassen.

Lemma 5.1.1. Ist A nullteilerfrei, so ist auch A[X] nullteilerfrei und es gilt
(A[X])* = A~

Beweis. Offensichtlich ist das konstante Polynom a mit a € A* eine Einheit
in A[X]. Seien f = a, X"+ -+ag, an # 0, und g = b, X™ +- - -+ bg, by, # 0,
von Null verschiedene Polynome. Dann gilt

fg = anby,X™T™ + Terme kleineren Grades .
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Aus fg = 0 folgt daher a,b,, = 0 im Widerspruch zur Nullteilerfreiheit von
A. Also ist A[X] nullteilerfrei. Ist (mit den gleichen Bezeichnungen) fg = 1,
so wiirde, wenn n oder m verschieden von 0 wéren, a,b,, = 0 folgen. Dies ist
aber wegen der Nullteilerfreiheit von A nicht moglich. Also gilt m = n =0
und agbg = 1. O

Wir nennen ein von Null verschiedenes Polynom f € A[X] vom Grad n
normiert, wenn der hochste Koeffizient a,, gleich 1 ist, d.h. f ist von der
Form

f:X"+an_1X"_1+~-~+a0, a; €A, i=0,....,n—1.

Ist A = k ein Korper, so ist wegen des letzten Lemmas fiir jedes Polynom
f=a, X"+ -+ ap € k[X], a, # 0, das Polynom

~ Gp—1 oy a

f:Xn+—1X 1+...+a_0
das eindeutig bestimmte normierte Polynom f mit f = f . Wir haben schon
gesehen (Beispiel 2, Seite 54), dass k[X] euklidisch und damit nach Satz 4.2.4
auch faktoriell ist. Daher hat jedes Polynom f # 0 aus k[X] eine eindeutige
Zerlegung der Form

f=a-P---P

mit einer Einheit a € k* und normierten Primpolynomen P, ..., P.. Ist f
selbst normiert, so gilt a = 1.

Lemma 5.1.2. Seien f, g € Q[X|] normierte Polynome. Sind alle Koeffizienten
ihres Produktes fg ganzzahlig, so sind auch schon alle Koeffizienten von f
und g ganzzahlig, d.h. f,g € Z[X].

Beweis. Sei f = X"4a,_ 1 X" '+ - Fapund g = X" +b, 1 X™ 14 by.
Sei M die kleinste natiirliche Zahl (das kleinste gemeinsame Vielfache der
Nenner von ag,...,an—1 in gekiirzter Schreibweise) mit M f € Z[X]. Wir
setzen A; = Ma; € Z,i=0,...,n. Analog sei N die kleinste natiirliche Zahl
mit Ng € Z[X] und B; = Nb;, j =0,...,m. Es gilt

MNfg=A,Bp X "™ + (AnBp—1 + Ap1Bp) X" oo+ Ay Bo.

Wegen fg € Z[X] sind samtliche Koeffizienten auf der linken und daher auch
auf der rechten Seite durch M N teilbar. Wir zeigen M N = 1, indem wir
die Annahme M N > 1 zum Widerspruch fithren. Angenommen, p wére eine
Primzahl, die M N teilt. Wegen der Minimalitét der Wahl von M und N gibt
es Koeflizienten A;, Bj, die nicht durch p teilbar sind. Seien 4o, jo die jeweils
groBiten darunter vorkommenden Indizes. Dann hat der Koeffizient vor X% +Jo
die Gestalt
Ai,Bj, + p - Rest,

ist also insbesondere nicht durch p teilbar. Aber dieser Koeffizient ist durch
MN teilbar, was einen Widerspruch ergibt. Folglich gilt M N = 1 und daher
M = N = 1. Nach Definition von M und N folgt f, g € Z[X].
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Variante: Etwas abstrakter hétte man eben auch folgendermafien schlieflen
kénnen: (N f)(Mg) = 0 € Z/pZ[X], also Nf = 0 oder Mg = 0 wegen der
Nullteilerfreiheit von Z/pZ[X]. O

Mit Hilfe vollstdndiger Induktion folgt hieraus der

Satz 5.1.3. Sei f € Z[X] ein normiertes Polynom und sei
f=P P,

seine Zerlegung in normierte Primpolynome in Q[X]. Dann sind alle Koeffizi-
enten der Polynome P; ganzzahlig, d.h. Py,..., P, € Z[X].

Korollar 5.1.4. Ein normiertes irreduzibles Polynom in Z[X] bleibt in Q[X]
irreduzibel, ist also ein Primelement in Q[X].

Auf diese Weise kann man Polynome in Q[X] als irreduzibel erkennen.

Satz 5.1.5 (Eisensteinkriterium). Sei f = X" + a,—1 X" ' + -+ + ap ein
normiertes Polynom mit ganzzahligen Koeflizienten. Gibt es eine Primzahl p
mit p|a; fiiri =0,...,n—1, aber p® { ag, so ist f ein Primpolynom in Q[X].

Beweis. Sei f =ghmit g = XF+b_ 1 XF 14 4by, h=X" 4+ X1 +
-+ 4 co, k,1 > 1. Nach Satz 5.1.3 liegen g und h in Z[X]. Sei ig der kleinste
Index mit p t b; und jo der kleinste Index mit p { ¢;. Dann gilt fiir den
Koeffizienten a;,j, vor Xt/ in f
Qig+50 = biocjo +p . Rest,

weshalb dieser nicht durch p teilbar ist. Aus der gemachten Voraussetzung an
f folgt igp + jo = n und daher ig = k, jo = [. Insbesondere gilt p| by und p | co.
Hieraus folgt p?| ag im Widerspruch zur Annahme. Also kann sich f nicht in
der angegebenen Form zerlegen und ist daher irreduzibel. O

Beispiele: Die Polynome X2 + 3X 4+ 6 und X° + 2X* 4 10, X% — 5 sind
Primpolynome in Q[X].

5.2 Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Eine abelsche Gruppe A heifit endlich erzeugt, wenn es endlich viele Ele-
mente ai,...,a, € A gibt, so dass jedes Element a € A eine (nicht notwendig
eindeutige) Darstellung der Form a = aya; + -+ + apa, mit aq,...,a, € Z
hat. Eine abelsche Gruppe, die bereits von einem Element erzeugt wird, heifit
zyklische Gruppe. Sind ayq,...,a; Elemente einer abelschen Gruppe A, so
heifit die Untergruppe

(a1, ...,ar) ={a€Ala=ma1+ -+ agag, a1,...,a, EZ} C A
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die von aj ...,a in A erzeugte Untergruppe. Per Konvention ist die von der
leeren Menge von Elementen erzeugte Untergruppe die Nullgruppe.

Beispiele: 1. Die abelsche Gruppe (Z,+) ist zyklisch, sie ist ndmlich durch
das Element 1 erzeugt. Ein anderer Erzeuger ist —1.

2. Fiir m € IN ist (Z/mZ,+) eine zyklische Gruppe. Ein Erzeuger ist die
Restklasse der 1. Allgemeiner ist fiir a € Z die Restklasse a genau dann ein
Erzeuger von Z/mZ, wenn (a, m) = 1 gilt.

3. Ist p eine Primzahl, so ist die Gruppe ((Z/pZ)*, -) zyklisch. Als Erzeu-
ger kann man eine beliebige primitive Wurzel modulo p wihlen (vgl. Ab-
schnitt 1.7).

Die einfachsten Beispiele endlich erzeugter abelscher Gruppen sind endli-
che abelsche Gruppen, d.h. solche, die aus endlich vielen Elementen bestehen.

Definition 5.2.1. Es sei A eine endliche abelsche Gruppe. Die Anzahl ihrer
Elemente heifit ihre Ordnung und wird mit # A bezeichnet.

Satz 5.2.2. Es sei A eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung n = #A.
Dann gilt n - a = 0 fiir jedes a € A.

Beweis. Sei a € A fixiert. Fiir b1,b2 € A folgt durch Addition von —a aus
a+ by = a+ by, dass by = b gilt. Auch gilt b = a + (b — a) fir jedes b € A.
Daher ist die Abbildung A — A, b — a+b, eine Bijektion. Durch Aufaddieren
aller Elemente von A ergibt sich die Gleichung

Zb:Z(a—i—b) :n-a—l—Zb.
bEA bEA bEA
Zieht man von dieser Gleichung , 4 b ab, so erhilt man n-a = 0. O

Hieraus folgt beispielsweise der Kleine Fermatsche Satz 1.4.2: Fiir m € IN
ist (Z/mZ)* eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung ¢(m). Die Gruppen-
operation wird multiplikativ geschrieben. Nach Korollar 5.2.2 gilt z#("™) = 1
tir jedes x € (Z/mZ)*.

Als n#chstes untersuchen wir die Untergruppen von Z.

Lemma 5.2.3. Sei B C (Z,+) eine von Null verschiedene Untergruppe.
Dann gilt
B=mZ={ma|acZ},

wobei m die eindeutig bestimmte kleinste natiirliche Zahl in B ist.

Beweis. Da mit b auch —b in B liegt, enthélt B mindestens eine natiirliche

Zahl. Sei
m=min(b € IN | b € B).
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Zunéchst ist mit m auch jedes ganzzahlige Vielfache von m in B, also mZ C B.
Angenommen, es giibe ein b € B, b ¢ mZ. Dann gibt es ein n € Z mit
nm < b < (n+1)m, also 0 < b—nm < m. Weil b und m in B liegen, gilt dies
auch fiir b — nm, was im Widerspruch zur Minimalitdt von m steht. Also gilt
B=mZ. O

Wichtig fiir uns ist der folgende

Satz 5.2.4. Jede Untergruppe einer endlich erzeugten abelschen Gruppe ist
endlich erzeugt. Genauer: Kann man die abelsche Gruppe A durch n Elemente
erzeugen, so kann man jede Untergruppe B C A durch n oder weniger Ele-
mente erzeugen. Insbesondere ist jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe
wieder zyklisch.

Beweis. Sei A endlich erzeugt, d.h. A = (ay,...,a,) fir Elemente a1, ...,a, €
A, und B C A eine Untergruppe. Fiir ¢ =0, ..., n setzen wir A; = (a1, ...,a;)
sowie B; = BN A;, und zeigen per Induktion, dass B; durch i oder weniger
Elemente erzeugt werden kann. Im Fall ¢ = 0 gilt By = 0 und die Aussage ist
trivial. Wir nehmen nun an, dass fiir 0 < ¢ < n die Untergruppe B; durch i
oder weniger Elemente erzeugt werden kann und betrachten die Menge

H={aeZ|3a,...,0; € Z mit ayay + -+ ;a; + aa;41 € B}.

Man iiberlegt sich leicht, dass H eine Untergruppe von Z ist, also gilt H =0
oder H = mZ, wobei m die kleinste natiirliche Zahl in H ist. Im ersten Fall gilt
B;+1 = B; und der Induktionsschritt ist beendet. Sei also H = mZ, m € IN.
Wir wahlen mq,...,m; € Z mit bi+1 =maag + -+ mia; + mai4 € Bi+1.
Fiir jedes b € B,y gibt es ein n € Z mit b — na;+1 € A;. Dann gilt n € H,
also m|n. Folglich gilt

n n
b— — bi+1 = (b* nai+1) - — (m1a1 —+ .- erlal) € Al
m m

Daher gilt b — > b1 € Bit1 N A; = B;. Wir konnen daher jedes b € B;y1
als Summe eines Elements aus B; und eines ganzzahligen Vielfachen von ;11
schreiben. Nach Induktionsvoraussetzung wird B; durch ¢ oder weniger Ele-
mente erzeugt, also kann man B,y durch i + 1 oder weniger Elemente erzeu-
gen. O

SchlieBlich wollen wir endlich erzeugte abelsche Gruppen bis auf Isomor-
phie bestimmen. Hat man endlich viele abelsche Gruppen Ay, ..., A, gegeben,
so ist ihr Produkt

AlX....xAn:{(al,...,an)|ai€Ai, 1:1,771}

mit komponentenweiser Addition eine abelsche Gruppe. Das r-fache Selbst-
produkt einer abelschen Gruppe A wird mit A" bezeichnet, wobei man die
Konvention A° = 0 setzt, d.h. das nullfache Selbstprodukt ist die triviale
Gruppe.
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Satz 5.2.5 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen).
Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann existieren ganze Zahlen
r,s > 0, einander sukzessive teilende natiirliche Zahlen 1 < ey | es| - -+ | es und
ein Isomorphismus abelscher Gruppen

A2 7" XZ/eyZ x - xZ]eZ.

Insbesondere ldsst sich jede endlich erzeugte abelsche Gruppe als Produkt
endlich vieler zyklischer Gruppen schreiben.

Beweis. Es sei A = (ay,...,a,). Wir betrachten die Untergruppe B in Z",
B={(a1,...,an) €EZ" | anay + - + ana, = 0}.

Weil A durch aq,...,a, erzeugt wird, ist die Abbildung Z"/B — A, die die
Restklasse (o, . . ., ap, )+ B auf das Element a1+ - -+aya, in A abbildet, ein
Isomorphismus, d.h. wir kénnen A mit der Faktorgruppe Z" /B identifizieren.
Als Untergruppe von Z™ kann B nach Satz 5.2.4 durch n (oder weniger) Ele-
mente erzeugt werden. Wir finden daher by,...,b, € Z" mit B = (by,...,b,).
Wir betrachten die nxn-Matrix, in deren i-ter Spalte gerade b; steht. Nach
Lemma 3.2.2 kénnen wir diese Matrix durch elementare Umformungen auf die

Gestalt 1 0 - 00 - 0
0e - 00 --- 0
00 - es 0 -+ 0
00 ---00 ---0
00 ---00 ---0
mit natiirlichen Zahlen e;|- - - |es bringen. Die erlaubten Umformungen 1)-5)

aus Abschnitt 3.2 entsprechen Wechseln der Basis von Z". Wegen A =~ Z" /B
erhalten wir somit einen Isomorphismus

AXZ/e\Z X - x Lfe L X Z"°.

Schlielich erhalten wir das Ergebnis, indem wir aus dieser Darstellung die
(redundanten) Einsen unter den e; entfernen. O

Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass die Zahlen r, s, sowie ey, . .., 5 eindeutig
bestimmt sind. Siehe die untenstehenden Aufgaben 1 und 2.

Aufgabe 1. Man nennt Elemente a1,...,a, € A in einer abelschen Gruppe linear
unabhdngig, wenn fiir ganze Zahlen a1, ..., o, das Element anas + -+ + ara, € A
genau dann gleich dem neutralen Element 0 € A ist, wenn a1 = --- = a,, = 0 gilt.

Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Man zeige: Die Zahl r in Satz 5.2.5 ist
die Maximalanzahl linear unabhéngiger Elemente in A. Insbesondere ist r eindeutig
bestimmt.
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Aufgabe 2. Man zeige, dass die Zahl s und die natiirlichen Zahlen ei1]---|es in
Satz 5.2.5 eindeutig bestimmt sind.

Hinweis: Man betrachte fiir jede natiirliche Zahl n die n-Torsionsuntergruppe
nA={a€A|n-a=0}

von A und berechne die Zahlen e; aus den Ordnungen dieser endlichen abelschen

Gruppen.

Aufgabe 3. Es sei A eine endliche abelsche Gruppe und a € A. Die Ordnung ord(a)
ist als die kleinste natiirliche Zahl n mit n - a = 0 definiert. Man zeige, dass #A
durch ord(a) teilbar ist.

Hinweis: Man verallgemeinere den Beweis von Satz 1.7.2.

5.3 Ganze algebraische Zahlen
In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit (ganzen) algebraischen Zahlen.

Definition 5.3.1. Eine komplexe Zahl o heifit algebraisch, wenn es ein nor-
miertes Polynom

f=X"+a, 1 X" '+ +ap € QX]

mit f(a) = 0 gibt. Die Zahl o heifit ganz-algebraisch, wenn man f mit
ganzzahligen Koeffizienten wéhlen kann. Eine nicht algebraische komplexe
Zahl heifit transzendent.

Beispiele: 1. Jede rationale Zahl ist algebraisch. Jede ganze Zahl ist ganz-
algebraisch.

2. +v/d ist algebraisch fiir d € Q und ganz-algebraisch fiir d € Z.

3. Es ist bekannt, dass e und 7 transzendent sind.

Lemma 5.3.2. Die Menge der algebraischen Zahlen ist von der Kardinalitét
abzéhlbar-unendlich.

Beweis. Da es nur abzédhlbar-unendlich viele rationale Zahlen gibt, gibt es
zu jedem Grad n nur abzihlbar-unendlich viele Polynome vom Grad n mit
rationalen Koeffizienten. Daher gibt es iiberhaupt nur abzéhlbar-unendlich
viele Polynome in Q[X]. Jedes dieser Polynome hat nur endlich viele Null-
stellen, also gibt es hochstens abzéhlbar-unendlich viele algebraische Zahlen.
Schliefllich sind alle rationalen Zahlen algebraisch, d.h. es gibt unendlich viele
algebraische Zahlen. O

Korollar 5.3.3. Es gibt iiberabzdhlbar viele transzendente komplexe Zahlen.

Beweis. Die Kardinalitit von C ist iiberabzahlbar. 0
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Wir sehen also, dass eine willkiirlich gew&hlte komplexe Zahl mit der Wahr-
scheinlichkeit 1 transzendent ist. Trotzdem ist es schwierig, von einer gegebe-
nen komplexen Zahl nachzuweisen, dass sie transzendent ist.

Satz 5.3.4. Eine rationale Zahl ist genau dann ganz-algebraisch, wenn sie in
Z liegt.

Beweis. Elemente von Z sind ganz-algebraisch. Sei @ € Q ~\ Z und sei a =

& a,b € Z, b > 1, in gekiirzter Schreibweise. Ist f = X" + a, 1 X" +

-+~ +ag, ag,...,an—1 € Z, ein Polynom mit f(a) = 0, so erhalten wir durch
Multiplizieren mit b” die Identitét

a® +bap_1a™ + -+ b"ap = 0.

Folglich ist a™ durch b teilbar, was der Teilerfremdheit von a und b wider-
spricht. 0O

Bemerkung: Dies gibt einen ,neuen“ Beweis fiir die Irrationalitit von v/2.
Wire namlich 2 € Q, so wiirde auch V2 e Z gelten. Aber 2 ist keine
Quadratzahl.

Lemma 5.3.5. Fine komplexe Zahl « ist genau dann algebraisch, wenn ein
m € IN existiert, so dass ma ganz-algebraisch ist.

Beweis. Sei
Oif:Xn+anlen71+"'+a07 aOv"'aanfleQ

ein Polynom mit f(a) = 0. Wihlen wir ein m € IN mit ma,; € Z fiir i =
0,...,n— 1. Dann gilt

(ma)™ 4+ ma,_1(ma)* ' + -+ m"ag = 0,

also ist ma ganz-algebraisch. Der umgekehrte Schluss zeigt, dass aus ma ganz-

algebraisch folgt, dass o algebraisch ist. ad
Fiir komplexe Zahlen aq, ..., a, bezeichnen wir mit
anq,...,an}

die Menge aller komplexen Zahlen der Form

i i . .
z= E Qi 0,00 oyl 0<%1,...,in €Z, ai,. ., €Z.
endl.
Diese Menge ist offensichtlich ein Ring.

Satz 5.3.6. Z[a, ..., ay] ist (beziiglich Addition) genau dann eine endlich
erzeugte abelsche Gruppe, wenn o, . . ., &, ganz-algebraische Zahlen sind.
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Beweis. Seien ag, ..., a, ganz-algebraisch und sei firi=1,...,n
fom X)X o
ein normiertes Polynom mit ganzen Koeffizienten, so dass f;(a;) = 0 gilt. Mit

Hilfe der Relationen

N; _ (4) N;—1 (2)
@ = T0N, 1% TG

konnen wir jede Summe von Produkten von Potenzen der «; so umformen,
dass «a; hochstens in der Potenz N; — 1 auftaucht. Daher ist Z[aq, ..., a,] als
abelsche Gruppe von den Nj --- N, Elementen o' ---a%, 0 <e; < N; — 1,
erzeugt. Dies zeigt eine Richtung.

Nun nehmen wir an, dass Z[aq, ..., a,] endlich erzeugt ist. Sei a = «;
fiir ein ¢. Die Inklusion Z[a] C Z[ay, . . ., a,] zusammen mit Satz 5.2.4 zeigt,
dass auch Z[a] endlich erzeugt ist. Wir wihlen ein endliches System von
erzeugenden Elementen und wihlen N € IN grof genug, so dass alle gewéahlten
Erzeuger Summen von a-Potenzen vom Exponenten kleiner N sind. Dann

ist auch 1,q,...,aN~! ein Erzeugendensystem. Daher gibt es ganze Zahlen
ag, . ..,any—1 mit

aN = ag+aia+--- +aN_1aN_1.
Folglich ist a ganz-algebraisch. O

Korollar 5.3.7. (i) Die Summe und das Produkt ganz-algebraischer Zahlen
sind wieder ganz-algebraisch.

(ii) Die Summe und das Produkt algebraischer Zahlen sind wieder algebra-
isch. Das Inverse einer von Null verschiedenen algebraischen Zahl ist wieder
algebraisch.

Beweis. Sind a und § ganz-algebraisch, so ist Z[«, 5] endlich erzeugt. Wegen

o+ f € Zla, §] gilt Z|(a + B)] C Z|o, B).

Daher ist auch Z[(« + )] endlich erzeugt und « + 3 ganz-algebraisch. Das
Argument fiir das Produkt ist das gleiche. Sind o und [ algebraisch, so exis-
tieren von Null verschiedene n,m € Z, so dass na und mf ganz-algebraisch
sind. Dann sind auch nma und nmg ganz-algebraisch. Daher ist nm(a + )
ganz-algebraisch und « + (§ algebraisch. Das Argument fiir das Produkt ist
wieder das gleiche. Ist a # 0 algebraisch und gilt

-1
o +ap_1a” +--+ao =0, aOa-~-7an—1€Q7

so konnen wir diese Gleichung so oft durch « teilen, bis der konstante Term
von Null verschieden ist, also 0.B.d.A. ag # 0. Teilen wir durch apa™, erhalten

wir n
1 Ay — 1 1
<_) +...+ o (_>+_0
(0] an « Qg

und somit ist auch 1/« algebraisch. |
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Nach Korollar 5.3.7 ist die Menge der ganz-algebraischen Zahlen ein Ring,
und wir bezeichnen diesen mit O. Die Menge der algebraischen Zahlen ist ein
Korper, der mit Q bezeichnet wird. Wir haben einen Turm von Kérpern

QcQcC
Wichtig ist der folgende Satz.

Satz 5.3.8. Ist eine komplexe Zahl v Nullstelle eines Polynoms

X" +a, 1 X" 4 4ag
mit ag,...,an—1 € Q, so gilt auch o € Q. Sind ag,...,a,_1 € O, so gilt
ae 0.

Bemerkung: Der sogenannte Hauptsatz der Algebra (siehe z.B. [Bo|, Ab-
schnitt 6.3) besagt, dass jedes nicht konstante Polynom mit komplexen Koef-
fizienten eine komplexe Nullstelle hat. Daher zerfiillt jedes Polynom f € C[X]
in Linearfaktoren. Man sagt, der Korper C sei algebraisch abgeschlossen.
Der erste Teil von Satz 5.3.8 besagt, dass auch der Korper @ algebraisch
abgeschlossen ist. Die im zweiten Teil des Satzes beschriebene Eigenschaft
bezeichnet man als die Ganzabgeschlossenheit von O.

Beweis von Satz 5.3.8. Sind aq, .. .,a,_1 € O, so sicht man wie im Beweis von
Satz 5.3.6, dass

Zlayag, ..., 0n-1]
eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist. Also ist a € O. Sind ag, ..., a,—1 €
Q, so finden wir ein m € Z, m # 0, so dass mag, . . ., ma,_1 in O liegen. Daher
ist ma Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten in O. Nach dem ersten Teil
des Beweises gilt ma € O und daher a € Q. ad

Definition 5.3.9. Sei « eine algebraische Zahl. Ein normiertes Polynom
f € Q[X] mit f(a) = 0 heift Minimalpolynom von «, wenn es unter den
Polynomen mit dieser Eigenschaft minimalen Grad hat.

Satz 5.3.10. Das Minimalpolynom einer algebraischen Zahl « ist eindeutig
bestimmt, irreduzibel und es teilt jedes Polynom g € Q[X] mit g(a)) = 0. Das
Minimalpolynom einer ganz-algebraischen Zahl liegt in Z[X].

Beweis. Seien f,g € Q[X] mit f(a) = 0 = g(a) gegeben und sei h = (f, g)
der grofite gemeinsame Teiler von f und g. Da h sich aus f und ¢ linear
kombinieren lisst, gilt auch h(a) = 0. Hat f minimalen Grad, so folgt f = h,
also f|g. Ist g auch von minimalem Grad, so folgt g|f, also f = g, was die
Eindeutigkeit des (normierten) Minimalpolynoms zeigt. Wir sehen auch, dass
das Minimalpolynom f, von « jedes Polynom g mit g(a) = 0 teilt. Ware f,
nichttrivial zerlegbar, so wére o Nullstelle mindestens eines der Faktoren, im
Widerspruch zur Minimalitdt des Grades von f,. Ist a ganz-algebraisch, so
existiert ein normiertes f € Z[X] mit f(«) = 0. Das Minimalpolynom f,, teilt
f und ist daher einer der Faktoren in der Primpolynomzerlegung von f. Nach
Satz 5.1.3 liegt dann auch f, in Z[X]. O



5.4 Kreisteilungspolynome 75
5.4 Kreisteilungspolynome

Definition 5.4.1. Sei n eine natiirliche Zahl. Eine komplexe Zahl ¢ heif3t
n-te Einheitswurzel, wenn (" =1 gilt.

Die n-ten Einheitswurzeln sind gerade die Nullstellen des Polynoms X" — 1,
daher gibt es hochstens n verschiedene. Wegen |¢|” = |¢"| = 1 haben Ein-
heitswurzeln den Betrag 1. Offensichtlich ist das Produkt n-ter Einheitswur-
zeln wieder eine n-te Einheitswurzel. Eine spezielle n-te Einheitswurzel ist die
komplexe Zahl )
Cn = 2™/ = cos(27/n) + isin(27/n).

Die Potenzen C,’f, k=0,...,n—1, sind paarweise verschieden, also gibt es ge-
nau n verschiedene n-te Einheitswurzeln. Die einzigen reellen Einheitswurzeln
sind +1.

Definition 5.4.2. Eine n-te Einheitswurzel ¢ heif3t primitiv, wenn alle n-ten
Einheitswurzeln Potenzen von ( sind.

Lemma 5.4.3. Die n-te Einheitswurzel (,, ist primitiv. Fiir k € Z ist ¥
genau dann primitiv, wenn (k,n) =1 gilt.

Beweis. (, ist offensichtlich primitiv. Ist (k,n) = 1, so existieren a,b € Z mit
ak +bn = 1 und daher ist ((¥)? = 2+t = (,. In diesem Fall ist ¢, und
damit auch jede n-te Einheitswurzel eine Potenz von ¢¥. Ist d = (k,n) > 1,

so sind die Potenzen von ¢* gerade die Einheitswurzeln (¥, j = 1,..., e
In diesem Fall ist ¢* keine primitive n-te Einheitswurzel (aber eine primitive
Z-te Einheitswurzel). O

Korollar 5.4.4. Es gibt genau ¢(n) verschiedene primitive n-te Einheitswur-
zeln.

Die Zuordnung
Z/nZ — {n-te Einheitswurzeln}
a +— Ch

ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen. Die primen Restklassen modulo n
werden gerade auf die primitiven n-ten Einheitswurzeln abgebildet.

Definition 5.4.5. Das Polynom

5= I x-0

=1

¢ primitiv
heift das n-te Kreisteilungspolynom.

Beispiele: &, = X — 1, $y = X +1, I3 = X’ + X +1, &, = X% +1,
P =X+ X34+ X2+ X +1,P5=X2-X+1.
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Lemma 5.4.6. Fiir n € IN gilt
X" —1=]]%a
d|

wobei sich das Produkt auf der rechten Seite iiber alle natiirlichen Teiler d
von n erstreckt.

Beweis. Jede n-te Einheitswurzel ( ist fiir genau einen Teiler d von n primitive
d-te Einheitswurzel (d ist die kleinste natiirliche Zahl mit (¢ = 1). Daher sind
X" —1und [],, @ normierte Polynome in C[X], die die gleichen Nullstellen
haben. Hieraus folgt die Aussage. O

Bemerkung: Ein Vergleich der Grade gibt uns einen neuen Beweis der Formel
> P(d) = n (siehe Satz 1.3.17).

Satz 5.4.7. Die Kreisteilungspolynome haben ganzzahlige Koeffizienten, d.h.

fiir jedes n € IN gilt
/ & b,  Z|X).

Beweis. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber n. Es gilt &1 = X — 1,
was den Induktionsanfang liefert. Sei nun n > 1 und &, € Z[X] fiir jedes
m < n. Wir betrachten die Gleichung

X”f1:q‘>n-Hq‘>d.
d|

d<n
Mit Hilfe dieser Identitit konnen wir die Koeffizienten von &,, sukzessive aus
den (ganzzahligen) Koeffizienten der Polynome @4, d|n, d < n, berechnen.
Da dabei Divisionen durchgefithrt werden, erhalten wir zunéchst, dass alle
Koeflizienten von @,, rational sind. Ihre Ganzzahligkeit folgt dann aus Lem-
ma 5.1.2. O

Sei k ein Korper und seien f, g € k[X] zwei Polynome, nicht beide Null.
Dann enthilt die Menge der grofiten gemeinsamen Teiler von f und g eindeu-
tig bestimmtes normiertes Polynom. Dieses werden wir mit (f, g) bezeichnen.
Sind f und g normiert und in Z[X], so haben nach Lemma 5.1.2 alle nor-
mierten Primfaktoren von f und g in Q[X] ganze Koeffizienten und damit
gilt auch (f,g) € Z[X].

Definition 5.4.8. Sei A ein Ring und f = a, X" + ... + a9 € A[X] ein
Polynom. Die Ableitung f’ von f ist durch

ff=amnX" ' 4a, 1(n—DX" 2+ 4
definiert.

Eine einfache, rein formale Rechnung gibt uns die Produktregel

(f9)' =flg+ fg"
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Definition 5.4.9. Ein Polynom f € Q[X], heifit separabel, wenn (f, f') =1
gilt. Ein Polynom f € Z[X] heifit separabel modulo einer Primzahl p,
wenn (f, f') =1 € Z/pZ[X] gilt.

Beispiele: 1. Das Polynom X — 1 ist separabel und separabel modulo p fiir
jede Primzahl p.

2. Das Polynom X™ ist fiir n > 1 inseparabel (d.h. nicht separabel).

3. Ist p eine Primzahl, so ist das Polynom XP? — 1 separabel, aber inseparabel
modulo p, da (X? — 1)’ = pXP~! modulo p gleich dem Nullpolynom ist.

Lemma 5.4.10. Ein Polynom f # 0 in Q[X] ist genau dann separabel, wenn
in seiner normierten Primzerlegung

f=aP--- P, acQ,

kein Faktor zweimal auftaucht. Ein Polynom f € Z[X] ist genau dann sepa-
rabel modulo p, wenn nicht alle Koeffizienten durch p teilbar sind und in der
normierten Primzerlegung in Z /pZ[X]

f=0bP---P,, be(Z/pZ)*,

kein Faktor zweimal auftaucht.

Beweis. Aus der Produktregel folgt
f'=aP{Py---P.+aPPsPs---P.+---+aP,---P._1 P,

Taucht ein Faktor P; doppelt auf, so teilt er auch f’, also (f, f’) # 1, und
f ist inseparabel. Nehmen wir an, dass die P; paarweise verschieden sind.
Wegen grad(P}) < grad(P;) ist P und damit auch Py ---P;_1P/Piy1--- P,
nicht durch P; teilbar. Die anderen Summanden sind durch P; teilbar, also ist
f! prim zu P; fir ¢ = 1,...,r und folglich (f, f’) = 1. Die Aussage iiber die
Separabilitdt modulo p folgt vollkommen analog. O

Lemma 5.4.11. Das Polynom X™ — 1 ist separabel und es ist genau dann
separabel modulo p, wenn (p,n) =1 ist.

Beweis. Fiir das Polynom f = X" — 1 gilt f/ = nX""!, und die Gleichung
(=1)(X"—1)+ (1 X)nX""1 =1 zeigt, dass f separabel ist. Gilt (p,n) =1, so
existiert % € Z/pZ, und mit dem gleichen Argument sehen wir, dass X™ — 1
separabel modulo p ist. Im Fall p|n ist f/ = 0 mod p und daher X" — 1
inseparabel modulo p. O

Fiir eine Primzahl p sind die Binomialkoeffizienten

(?), i=1,...,p—1,
1

durch p teilbar. Auflerdem gilt nach dem Kleinen Fermatschen Satz: of =
a mod p fiir jedes ganze a. Zusammenfassend erhalten wir fiir ein Polynom
g=0a,X"+ -+ ag die Kongruenz
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g(X)P = a?l XP" 4+ aﬁle”("’l) + -+ ab
= an(Xp)n + anfl(Xp)n_l + - +ao
= ¢g(X?) mod p.

Jetzt haben wir alles zum Beweis des folgenden Theorems vorbereitet.

Theorem 5.4.12. Die Kreisteilungspolynome sind als Elemente von Q[X] ir-
reduzibel. Somit ist ®,, das Minimalpolynom jeder primitiven n-ten Einheits-
wurzel.

Beweis. Sei @,, = fg eine Zerlegung in normierte Polynome, und sei (, eine
Nullstelle von (0.B.d.A.) f. Wir nutzen die folgende Aussage:

Behauptung: Ist eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ Nullstelle von f, so ist
fiir jede Primzahl p t n auch (P Nullstelle von f.

Aus der Behauptung folgt, dass mit ¢, fiir jedes k € IN, (k,n) = 1, auch
¢* Nullstelle von f ist, d.h. jede primitive n-te Einheitswurzel ist Nullstelle
von f. Aus Gradgriinden gilt dann f = &,,.

Es bleibt die Behauptung zu zeigen. Ist (P keine Nullstelle von f, so gilt
g(¢P) = 0. Folglich ist ¢ eine Nullstelle modulo p von g(X)? = g(X?) und
damit auch eine Nullstelle modulo p von g. Das heiflt, f und g haben eine
gemeinsame Nullstelle modulo p. Wegen der linearen Kombinierbarkeit des
groBten gemeinsamen Teilers kann (f,g) € Z/pZ[X] nicht 1 sein. Deshalb
haben f und § einen gemeinsamen Primfaktor und nach Lemma 5.4.10 ist
&,, = fg nicht separabel modulo p. Wegen @,,|(X™ — 1) ist dann auch X™ —1
inseparabel modulo p. Nach Lemma 5.4.11 folgt p|n, und wir erhalten einen
Widerspruch. a

Korollar 5.4.13. Ist eine primitive n-te Einheitswurzel Nullstelle eines Po-
Iynoms mit rationalen Koeffizienten vom Grad kleiner oder gleich 2, so gilt
n € {1,2,3,4,6}. Umgekehrt ist fiir diese Werte von n jede primitive n-te Ein-
heitswurzel Nullstelle eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten vom Grad
kleiner oder gleich 2.

Beweis. Sei f(¢) = 0. Da @,, das Minimalpolynom von ¢ ist, gilt @,|f. Insbe-
sondere ist ¢(n) = grad(®,) < grad(f) < 2. Hieraus folgt n € {1,2,3,4,6}.
Andererseits gilt grad(®,,) < 2 fir n € {1,2,3,4,6}. O

Aufgabe 1. Ist p > 3 eine Primzahl, so ist @3 genau dann irreduzibel modulo p,
wenn p primitive Wurzel modulo 3 ist.

Aufgabe 2. ®13 ist modulo jeder Primzahl reduzibel.
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5.5 Primzahlen mit vorgegebener Restklasse III
Mit Hilfe der Kreisteilungspolynome zeigen wir nun das folgende

Theorem 5.5.1. Zu jedem n > 1 gibt es unendlich viele Primzahlen p mit
p=1 mod n.

Wir beginnen mit einem Lemma.

Lemma 5.5.2. Sei a € Z und p eine Primzahl. Ist n € IN nicht durch p
teilbar, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) @p(a) =0 mod p.

(ii) m ist die Ordnung von a modulo p.

Beweis. Angenommen « ist Nullstelle von @,, modulo p. Wegen
X" —1=]]%4
d|

gilt a® =1 € Z/pZ. Nach Satz 1.7.2 erhalten wir ord(a)|n. Wire k = ord(a)
echt kleiner als n, so folgt aus

Xt —1=]]%a

dlk

dass a Nullstelle modulo p eines weiteren Kreisteilungspolynoms @4, mit dg|n,
do # n ist. Sel g € Z/pZ[X] der groBite gemeinsame Teiler von @4, und P, als
Polynome in Z/pZ[X] aufgefasst (als solche sind sie nicht notwendig irreduzi-
bel). Wegen der linearen Kombinierbarkeit des groiten gemeinsamen Teilers
ist @ dann auch eine Nullstelle von g, weshalb g nicht konstant ist. Daher
taucht in der Primpolynomzerlegung modulo p von X™ — 1 mindestens ein
Faktor doppelt auf, und nach Lemma 5.4.10 ist X™ — 1 modulo p inseparabel.
Dies widerspricht dem Ergebnis von Lemma 5.4.11. Also ist n = ord(a).

Ist nun umgekehrt n = ord(a), so gilt a* — 1 = 0 € Z/pZ und a ist
Nullstelle von @, modulo p fiir ein d|n. Wire @4(a) = 0 fiir ein d|n, d < n,
so wire schon @ — 1 = 0 im Widerspruch zu Minimalitit von n. Also gilt
d,(a)=0. O

Korollar 5.5.3. Ist n nicht durch p teilbar, so sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(i) @n(a) =0 mod p fiir eina € Z.

(ii) p =1 mod n.

Beweis. Ist a Nullstelle von @,, modulo p, so ist nach Lemma 5.5.2 die Ord-
nung von @ gleich n, und insbesondere folgt aus Satz 1.7.2, dass n|(p — 1). Ist
umgekehrt p = 1 mod n, so gibt es wegen der Existenz einer primitiven Wur-
zel modulo p ein Element @ der Ordnung n in (Z/pZ)*. Nach Lemma 5.5.2
gilt @, (a) = 0. O
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Beweis von Theorem 5.5.1. Angenommen es gibe nur endlich viele Primzahlen
kongruent 1 modulo n und sei P ihr Produkt. Sei r eine beliebige natiirliche
Zahl.

Behauptung: Die Zahl &,,(nrP) hat nur Primteiler kongruent 1 modulo n.

Sei p ein solcher Primteiler. Dann ist nrP eine Nullstelle von @,, modulo p.
Ist p # 1 mod n, so folgt aus Korollar 5.5.3, dass p|n. Der konstante Term des
Polynoms @,, ist gleich

II -9

¢r=1
¢ primitiv
und daher eine Einheitswurzel. Der konstante Term liegt aber auch in Z und
ist daher gleich £1. Aus p|n folgt somit &, (nrP) = +1 mod p, was einen
Widerspruch darstellt. Dies zeigt die Behauptung.

Jetzt setzen wir auf die bereits iibliche Weise fort. Da &,, ein normiertes
Polynom ist, gilt @, (rnP) — oo fiir r — oo. Insbesondere ist &,,(rnP) > 1 fiir
hinreichend grofles r. Ist nun p eine Primzahl, die @, (nrP) teilt, so ist p =1
mod n, also p|P. Folglich teilt p auch den konstanten Koeffizienten von &,,. Da
wir diesen schon als +1 erkannt haben, erhalten wir einen Widerspruch. 0O



Kapitel 6

Quadratische Zahlkorper

Viele zahlentheoretische Probleme lassen sich besser verstehen, wenn man
den gegebenen Zahlbereich (iiblicherweise Z bzw. Q) geeignet erweitert, z.B.
durch die Hinzunahme von Einheitswurzeln oder anderen algebraischen Zah-
len. Es bietet sich daher an, gleich im Ring O der ganz-algebraischen Zahlen
zu arbeiten. Das hiefle jedoch, tiber das Ziel hinauszuschieflen. O selbst ist
viel zu grofl. Jede Erweiterung des Zahlbereichs geht ndmlich auch immer
mit Informationsverlust einher. Daher m6chte man nur so viel hinzunehmen,
wie fiir ein gegebenes Problem sinnvoll ist, iiblicherweise endlich viele (ganz-)
algebraische Zahlen. Sei K der kleinste Teilkorper von @, der endlich viele
gegebene algebraische Zahlen aq, ..., a, enthélt. Man schreibt dann

K=Q(a1,...,q).
Der Korper K hat endlichen Grad iiber Q, d.h. K ist als Q-Vektorraum end-
lichdimensional. Kérper von endlichem Grad iiber @ heiflen Zahlkorper. Ist
K ein Zahlkorper, so nennt man

Ok =KnNnO

den Ring der ganzen Zahlen oder auch den Ganzheitsring von K. Er
besteht aus allen Elementen von K, die ganz-algebraische Zahlen sind. Die
Untersuchung der Ganzheitsringe von Zahlkorpern ist ein zentrales Thema
der algebraischen Zahlentheorie.

Quadratische Zahlkorper sind, nach Q selbst, die einfachsten Zahlkorper.
Sie entstehen aus den rationalen Zahlen durch Hinzunahme einer Quadrat-
wurzel. Alle grundsitzlichen Phdnomene, denen man beim Studium von
Zahlkorpern begegnet, tauchen schon bei quadratischen Zahlkérpern auf. In
diesem Kapitel werden wir sie griindlich studieren. Am Ende jedes Abschnitts
erlautern wir, ohne Beweise zu geben, wie sich die Ergebnisse auf allgemeine
Zahlkorper ausdehnen.
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6.1 Quadratische Zahlkorper

Sei d € Z im Folgenden quadratfrei und von 0 und 1 verschieden, insbesondere
ist d kein Quadrat in Q. Mit v/d bezeichnen wir eine (willkiirlich, aber fest
gewiihlte) komplexe Losung der Gleichung X2 = d (die andere ist dann —v/d).

Wir betrachten die folgende Teilmenge der komplexen Zahlen
QVd) ={zeClz=c+yVd, zyecQ})
Ist +yvd = &’ +y/'V/d, so folgt wegen der Irrationalitit von v/d, dass z = 2/,
y = y'. Also ist die Darstellung eindeutig. Mit anderen Worten, Q(v/d) ist ein
zweidimensionaler Q-Vektorraum mit Basis (1, v/d). Offensichtlich ist Q(v/d)
abgeschlossen unter Addition und Multiplikation. Ist z = = + yv/d # 0, so

gilt auch z — y/d # 0 und daher 22 — dy? = (z + yvd)(x — y/d) # 0. Wir
erhalten

1 1 z —yvd T Y Nz
- = = = — de \/E .
z  x4yvd rrP—dy? 22 —dy? 2% —dy? Qvd)
Folglich ist Q(\/E) mit den von C geerbten algebraischen Operationen ein
Korper. Auch iiberlegt man sich leicht, dass jedes Element von Q(\/E) Null-
stelle eines Polynoms von Grad < 2 mit rationalen Koeffizienten ist. Daher ist

jedes Element von Q(v/d) algebraisch. Wir haben einen Turm von Kérpern

QCQVdcQcce
Offensichtlich erhalten wir den gleichen Kérper Q(v/d), wenn wir am Anfang

die andere komplexe Losung der Gleichung X2 = d auswiihlen, d.h. der Koérper
Q(V/d) ist unabhiingig von der getroffenen Auswahl.

Definition 6.1.1. Ein Kérper der Form Q(v/d) heiBt quadratischer Zahl-
korper. Ist d > 0, so nennt man Q(\/g) reell-quadratisch, im Fall d < 0
imaginir-quadratisch.

Von nun an sei d fixiert und K = Q(v/d).

Definition 6.1.2. Fiir z = = 4+ y\/d € K heifit 0(z) = = — yv/d das konju-
gierte Element zu z.

Im Fall d < 0 gilt o(z) = z (komplexe Konjugation). Man verifiziert leicht
die folgenden Eigenschaften:

Lemma 6.1.3. Fiir z,2' € K gilt
(i) o(z+2") =0c(z) + o(2).
(ii) o(z2") = o(2)a(2).

(111% o(o(z)) = z.

(iv) z€ Q<= z=10(2).
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Die Rolle von Z in Q iibernimmt in K der Ring O, der wie folgt definiert
ist.

Definition 6.1.4. Der Ring der ganzen Zahlen Ok von K ist die Menge
aller Elemente von K, die ganz-algebraisch sind.
Nach Korollar 5.3.7 ist Ok ein Ring. Nach Satz 5.3.4 gilt
OxnNQ=4%Z.
Elemente der Form a + bV/d, a,b € Z, sind stets ganz. Daher haben wir eine

Inklusion von Ringen
Z|Vd) € Oy )-
Beide Ringe miissen aber nicht notwendig iibereinstimmen. So gilt zum Bei-
spiel
M ~14/-3
Gs = 9 € Oq(v=9);
aber (3 ¢ Z[v/-3].

Wir werden jetzt den Ring Ok genau bestimmen. Hierzu fithren wir Norm
und Spur eines Elements aus K ein.

Definition 6.1.5. N(z) = o(z)z heifit die Norm von z und Sp(z) = o(z) + =
heifit die Spur von z.

Lemma 6.1.6. Norm und Spur eines Elementes aus K liegen in Q.

Beweis. Nach Lemma 6.1.3 (i) und (ii) gilt o(N(z)) = o(0(2)z) = z0(z) =
N(z) und o(Sp(z)) = o(0(z) + z) = z + 0(2) = Sp(z). Die Behauptung folgt
daher aus Lemma 6.1.3 (iv). O

Lemma 6.1.7. Ein z € K liegt genau dann in O, wenn Spur und Norm in
Z liegen.

Beweis. Sei z € Og. Dann ist z Nullstelle eines normierten Polynoms f €
Z[X]. Nach Lemma 6.1.3 gilt

f(o(2)) = a(f(2)) = (0) = 0.
Folglich liegt mit z auch o(z) in Ok und daher N(z), Sp(z) € Ox N Q = Z.
Liegen fiir z € K Norm und Spur in Z, so ist z Nullstelle des Polynoms

FX) = (X = 2)(X — 0(2)) = X* = Sp(2) X + N(2) € Z[X],
und deshalb ganz-algebraisch. O

Satz 6.1.8. Ist d # 1 mod 4, so sind die Elemente von Ok genau die von der
Form
a+bVd, abeZ.

Ist d = 1 mod 4, so sind die Elemente von Ok genau die von der Form

a+bvd

5 a,b € Z, a =bmod 2.
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Beweis. Sei z = a + bv/d mit a,b € Q. Dann gilt nach Lemma 6.1.7

2 € Ok < N(2),5(2) e Z
— q? —db*,2a € Z.

Fiir beliebiges d und a,b € Z ist die letzte Bedingung offensichtlich erfiillt.
Ist d=1mod4 und a = 14, b= 1B mit A, B € Z, A = Bmod 2, so ist
a? —dv? = (A% —dB?) € Z und 2a = A € Z. Die angegebenen Elemente
sind daher ganz. Es bleibt zu zeigen, dass dies alle sind. Wegen 2a € Z ist
4db? = (2a)? — 4(a® — db®) € Z. Da d quadratfrei ist, folgt 2b € Z. Daher gibt
es A,B € Z mit 2a = A, 2b = B. Aus a® — db* € Z folgt 4|A? — dB2. Fiir
d # 1 mod 4 ist dies nur fiir gerades A und B mdoglich, d.h. in diesem Fall gilt
a,b € Z. Im Fall d =1 mod 4 ist die Bedingung dquivalent zu A = B mod 2.

O

Definition 6.1.9. Ein n-Tupel (aq,...,a,) von Elementen eines Ringes A
heift Ganzheitsbasis von A, wenn jedes Element a € A eine eindeutige
Darstellung der Form

a=aoia1 + -+ aan

mit gy, ...,q, € Z besitzt.

Natiirlich braucht ein Ring keine Ganzheitsbasis zu besitzen, und wenn
eine Ganzheitsbasis existiert, ist sie nicht eindeutig bestimmt. Sei nun K =
Q(V/d) ein quadratischer Zahlkorper und

Y Vd, wenn d Z 1 mod 4,
N %(1+\/E), wenn d = 1 mod 4.
Aus Satz 6.1.8 folgt sofort der

Satz 6.1.10. Ist K = Q(\/E) ein quadratischer Zahlkorper, so ist

(1,w)
eine Ganzheitsbasis des Ringes Ok .

Der Fall allgemeiner Zahlkoérper:

Sei K ein Zahlkorper und Og der Ring der ganzen Zahlen. Ist n der Grad von
K iiber @ (d.h. n = dimg K), so hat Ok eine Ganzheitsbasis der Lange n, die
im Allgemeinen jedoch schwer zu bestimmen ist. Spur und Norm kénnen auch
fiir Elemente aus K definiert werden und liegen in @ (bzw. in Z fiir Elemente
aus Ok). Allerdings kann im allgemeinen Fall aus der Ganzzahligkeit von
Spur und Norm noch nicht auf die Ganzzahligkeit des Elementes geschlossen
werden.
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Ein Automorphismus eines Korpers K ist eine bijektive Abbildung 7: K — K, die
mit Addition und Multiplikation vertréglich ist.

Aufgabe 1. Sei 7: K — K ein Kérperautomorphismus. Man zeige:
(i) 7(0) =0, 7(1) =1,
(ii) 7(—a) = —7(a),
(iti) 7(a™') = 7(a)”" fiir a # 0.
Aufgabe 2. Sei K = Q(\/a) ein quadratischer Zahlkorper. Man zeige, dass es genau
zwei Korperautomorphismen von K gibt, ndmlich idg: K — K, a+bvVd — a+bVd,
und o: K — K, a+bvd— a—bVd.

Aufgabe 3. Sei K = Q(\/a) ein quadratischer Zahlkorper. Eine Ganzheitsbasis der
Form (z,0(z)) heilt Normalbasis. Man zeige: Ok hat genau dann eine Normalba-
sis, wenn d = 1 mod 4 gilt.

6.2 Rechnen mit Idealen

Wir wollen nun Elemente von Ok in ihre Primfaktoren zerlegen. Wir haben
am Beispiel Q(v/—5) aber schon gesehen, dass es keine eindeutige Zerlegung
geben muss. Einen Ausweg aus diesem Problem bietet die folgende Idee, die
auf KUMMER zurtickgeht, und die besagt, dass es einen grofieren Bereich ,idea-
ler Zahlen“ gibt, in den sich Ok abbildet und in dem die Eindeutigkeit der
Primzerlegung wieder richtig ist. Im Beispiel

6=2-3=(1++v-51+v-5) inQ(v-5)
wird die Eindeutigkeit der Primzerlegung auf die folgende Weise wieder herge-
stellt. Es gibt ,,ideale Primzahlen* p, q1, g2, so dass die folgenden Gleichungen

gelten:
2= p27 3= di192,

(1++v=5) =par, (1-V=5)=pg.

Es ist dann 9
6 =p-q192 = (pq1)(pd2)

die eindeutige Zerlegung der Zahl 6 in ,ideale Primzahlen“. Was sind nun
aber diese ,,idealen Zahlen“? Sie sind jedenfalls nicht Elemente eines grofieren
Ringes, in dem Ok enthalten ist. In ihrer urspriinglichen Form waren idea-
le Zahlen Elemente in einer abelschen Gruppe, deren Definition jedoch von
gewissen Auswahlen abhing. Heutzutage erklirt man sich die idealen Zah-
len eleganter und konzeptioneller mit Hilfe der von DEDEKIND eingefiihrten
Ideale.

Sei im Folgenden K entweder ein quadratischer Zahlkorper oder gleich @
(Oq = 2Z).
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Definition 6.2.1. Eine nichtleere Teilmenge a von O heifit Ideal, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) mit a,b€ aist aucha+b € a.
(ii) fiir « € Ok und a € a ist auch aa € a.

Aus (ii) folgt, dass das Element 0 in jedem Ideal enthalten ist. Offensicht-
liche Beispiele von Idealen sind das Nullideal (0), das nur aus dem Element 0
besteht, und der Ring Ok selbst. Dies sind Beispiele des allgemeineren Kon-
zepts eines Hauptideals.

Definition 6.2.2. Fiir ein Element a € O ist die Menge
a0k ={aala € Ok}

ein Ideal. Es heifit das von a erzeugte Hauptideal und wird mit (a) be-
zeichnet. Ein Ideal a C Ok heift Hauptideal, wenn es ein a € Ok mit
a = (a) gibt.

Das Nullideal ist ein Hauptideal und der ganze Ring Ox = (1) ist auch
ein Hauptideal. Das erzeugende Element eines Hauptideals ist nicht eindeutig
bestimmt, aber es gilt

Lemma 6.2.3. Die von Elementen a,b € O erzeugten Hauptideale (a) und
(b) sind genau dann gleich, wenn a und b assoziiert sind, d.h.

(@) =(b) < a=0b.

Beweis. Aus a € (b) folgt, dass ein @ € Ok mit a = ab existiert. Also gilt b|a.
Analog schliefit man a|b, also a = b. Die Riickrichtung ist offensichtlich. O

Lemma 6.2.4. Ist a ein Ideal und a € a, so gilt (a) C a.

Beweis. Nach Bedingung (ii) von Definition 6.2.1 liegen mit a auch alle Ele-
mente ac, a € O, in a. a

Um mit dem Begriff des Ideals etwas vertrauter zu werden, schauen wir
uns den Fall K = @) genauer an.

Satz 6.2.5. In Z ist jedes Ideal ein Hauptideal. Genauer: Jedes Ideal a in Z
hat eine eindeutige Darstellung der Form a = (m), m € Z, m > 0.

Beweis. Ideale sind insbesondere Untergruppen. Nach Lemma 5.2.3 sind die
Untergruppen von Z samtlich von der Form mZ, m € Z, m > 0. Diese

Untergruppen sind bereits Ideale, und zwar Hauptideale. O

Wir fithren die folgenden Operationen auf der Menge der Ideale in Ok ein.
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Definition 6.2.6. Seien a,b C Ok Ideale. Ihre Summe und ihr Produkt
sind in folgender Weise definiert:

at+b={a+blacabeb}, ab={) ab;|a; €a, b cb}
endl.

Man verifiziert leicht, dass a+b und ab wieder Ideale sind. Die Notwendigkeit,
bei der Definition des Produktes beliebige endliche Summen zuzulassen, ergibt
sich daraus, dass die Menge der Produkte ab, a € a, b € b, im Allgemeinen kein
Ideal ist. Die Summe von Hauptidealen (a1) + - - - + (a,) wird typischerweise
mit (aq,...,a,) bezeichnet. Schauen wir uns am Beispiel K = Q an, was die
gegebenen Definitionen bedeuten.

Satz 6.2.7. Fiir natiirliche Zahlen n, m gelten die folgenden Identitdten von
Idealen in Z:

(n)(m) = (nm),  (n) + (m) = (99T (n,m)).

Beweis. Die Aussage iiber das Produkt und die Inklusion (n) + (m) C
(99T (n,m)) sind offensichtlich. Die verbleibende Inklusion folgt aus der linea-
ren Kombinierbarkeit des grofiten gemeinsamen Teilers (Satz 1.1.4). Es exis-
tieren némlich x, y € Z mit d = ggT'(n, m) = xn+ym. Daher ist d € (n)+(m),
also (d) C (n) + (m). 0

Wir sehen, dass die Multiplikation von Idealen genau der Multiplikation
von Zahlen entspricht, die Addition von Idealen aber nichts mit der Addition
von Zahlen zu tun hat, sondern der Bildung des gréfiten gemeinsamen Teilers
entspricht.

Lemma 6.2.8. Sei a C Ok ein Ideal. Dann ist a eine endlich erzeugte abel-
sche Gruppe. Jedes Ideal ist Summe endlich vieler Hauptideale.

Beweis. Ein Ideal ist insbesondere eine Untergruppe von (Og,+). Nach
Satz 6.1.10 ist Ok eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Nach Satz 5.2.4 ist
daher auch jedes Ideal endlich erzeugt. Ist das Ideal a durch seine Elemente
ai,...,a, als abelsche Gruppe erzeugt, so gilt insbesondere a = (a1, ...,a,) =
(a1) +---+ (ar). O

Definition 6.2.9. Man sagt, dass O ein Hauptidealring ist, wenn jedes
Ideal in Ok ein Hauptideal ist.

Satz 6.2.10. Ist Ok euklidisch, so ist O ein Hauptidealring.

Beweis. Nach Lemma 6.2.8 ist jedes Ideal endlich erzeugt. Daher geniigt es
(Induktion iiber die Anzahl der Erzeuger) zu zeigen, dass fiir beliebige a,b €
Ok das Ideal (a,b) = (a) + (b) ein Hauptideal ist. Da O euklidisch ist,
existiert ein grofiter gemeinsamer Teiler d € Ok von a und b und es existieren
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r,s € Og mit d = ra + sb. Wegen dla und d|b gilt (d) C (a,b). Wegen
der linearen Kombinierbarkeit von d gilt aber auch (d) D (a,b). Daher ist
(a,b) = (d) ein Hauptideal. O

Bemerkung: Der Ring Ok ist nicht immer ein Hauptidealring. Es kann auch
vorkommen, dass Ok ein Hauptidealring, aber nicht euklidisch ist (siehe Ab-
schnitt 6.10).

Analog wie mit Restklassen modulo einer Zahl kann man mit Restklassen
modulo eines Ideals rechnen.

Definition 6.2.11. Sei a C Ok ein Ideal. Man sagt, dass zwei Elemente
a,b € Ok kongruent modulo a (symbolisch: a = b mod a) sind, wenn
a—be€agilt.

Man verifiziert leicht, dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Im Fall K = @
ilt
8 a=bmodm <= a=bmod (m).
Aus der Definition eines Ideals folgen in einfacher Weise die folgenden Re-
chenregeln.

Lemma 6.2.12. Gilt a = bmod a und ¢ = dmod a, so gilt auch a + ¢ =
b+ d mod a und ac = bd mod a.

Also kénnen Restklassen modulo a addiert und multipliziert werden. We-
gen a — b = a+ (—1)b existieren auch Differenzen. Man bezeichnet die Menge
der Restklassen modulo a mit O /a. Dies ist ein Ring. Fiir a = (1) = Ok ist
Ok /a der Nullring.

Definition 6.2.13. Man sagt, dass zwei Ideale a,b C Ok teilerfremd oder
auch relativ prim sind, wenn a + b = (1) = Og gilt.

Nach Satz 6.2.7 sind zwei ganze Zahlen genau dann teilerfremd, wenn
die von ihnen in Z erzeugten Hauptideale teilerfremd im Sinne der obigen
Definition sind.

Lemma 6.2.14. Flir teilerfremde Ideale a,b C Ok gilt ab =anNb.

Beweis. Zunichst ist jedes Element der Form Y a;b;, a; € a, b; € b, sowohl
in a also auch in b enthalten. Daher gilt ab C anb. Wegen a +b = (1)
existieren ein x € a und ein y € b mit z +y = 1. Ist nun a € aN b, so gilt

a=axr+ ay € ab. a

Ganz analog zur Situation in Z gilt der Chinesische Restklassensatz.
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Satz 6.2.15 (Chinesischer Restklassensatz). Seien rq,...,r; € Og und
seien ai,...,a; paarweise teilerfremde Ideale in Og. Dann hat das System
von Kongruenzen

r=r; mod ag
T =719 mod as
Tz =7, mod ag

eine Losung © € Ok und x ist eindeutig bestimmt modulo ajas - - - a.

Beweis. Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis des klassischen Chi-
nesischen Restklassensatzes (Satz 1.3.5). Der Kiirze halber beschrinken wir
uns auf den Fall k = 2. Wegen a; 4+ az = (1) existieren a € a; und b € ay mit
a + b = 1. Fiir das Element

T =r9a +11b

gilt nun = r1bmod a;. Aber b = 1 —a = 1 mod ay, also z = r; mod a;.
Analog erhilt man x = rea = r2(1 — b) = ro mod as. Es bleibt die Eindeu-
tigkeit zu zeigen. Erfiillen z und 2’ beide die geforderten Kongruenzen, so ist
x — 2’ € a; Nas. Nach Lemma 6.2.14 gilt daher x = 2’ mod ajas. O

Zur spiateren Verwendung stellen wir noch das folgende Lemma bereit.

Lemma 6.2.16. Jede aufsteigende Kette
ap Caxs Cag C--- C Ok

von Idealen in O wird stationér, das heifit, es gibt eine natiirliche Zahl N
mitay =anyy1 =0an42 ="

Beweis. Wir setzen 0
b:= U Oy
n=1

Die Menge b ist ein Ideal in Ok. Nach Lemma 6.2.8 existieren by,...,b. € b
mit b = (by,...,b,). Fiir hinreichend grofies N € IN gilt by,...,b, € ay, also
b:aN:aNJrl:.... O

Der Fall allgemeiner Zahlkorper:

Alle Aussagen dieses Abschnitts iibertragen sich wortlich auf den Fall eines
allgemeinen Zahlkorpers, siehe [Neu|, Kap.I.

Aufgabe 1. Fiir o, § € Ok zeige man (o) (8) = (). Ist 7y ein groBter gemeinsamer
Teiler von « und S, so gilt () + (8) C (7).
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Aufgabe 2. Man zeige, dass mit a,b C Og auch anNb ein Ideal ist. Im Fall K = Q,
Ok = Z, zeige man fiir natiirliche Zahlen n,m € IN die Gleichung

(n) N (m) = (kgV(n,m)),
wobei kgV(n, m) das kleinste gemeinsame Vielfache von n und m bezeichnet.

Aufgabe 3. Man zeige:
a(b+c¢) = ab + ac.

Aufgabe 4. Man zeige in Verallgemeinerung von Lemma 6.2.14
(a+b)(anb) Cab Canb.

6.3 Primideale

Sei im Folgenden K entweder ein quadratischer Zahlkorper oder gleich @
(Oq = Z). Ist K = Q und p € Z eine Primzahl, so folgt fur a,b € Z aus
ab € (p), dass a € (p) oder b € (p) ist. Das motiviert die folgende

Definition 6.3.1. Ein Ideal p C Ok heiit Primideal, wenn aus ab € p stets
a € p oder b € p folgt.

Den Fall p = O haben wir ausgeschlossen, nicht aber den Fall p = (0).
In der Tat ist, wegen der Nullteilerfreiheit von O, das Nullideal stets ein
Primideal. Das ist in unserem Kontext etwas storend, aber in allgemeineren
Zusammenhéngen ist es unabdinglich, das Nullideal eines nullteilerfreien Rin-
ges als Primideal zu betrachten. Daher machen wir das hier auch so.

Lemma 6.3.2. Sei 0 # 7 € Ok. Dann ist das Hauptideal () genau dann ein
Primideal, wenn 7 ein Primelement ist.

Beweis. Es gilt a € (7) dann und nur dann, wenn 7|a. Daher folgt die Aussage
direkt aus den Definitionen von Primideal und Primelement. O

Im Hauptidealring Z = Og, ist daher jedes von (0) verschiedene Primideal
von der Form pZ mit einer Primzahl p.

Lemma 6.3.3. Es sei (0) # p C Ok ein Primideal. Dann gilt
PNZ =pZ

fiir eine Primzahl p.

Beweis. Im Fall K = Q ist die Aussage trivial, also sei K = Q(v/d). Zunéchst
liest man direkt aus den entsprechenden Definitionen ab, dass pNZ ein Prim-
ideal in Z ist. Es verbleibt zu zeigen, dass p N Z nicht das Nullideal ist. Dazu
geniigt es, ein Element # 0 in p N Z zu finden. Sei x € p, z # 0. Dann ist
N(z) = zo(z) von Null verschieden und in p N Z enthalten. O
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Definition 6.3.4. Ein Ideal m C Op heifit Maximalideal, wenn es kein
Ideal a mit m C a C Ok gibt.

Lemma 6.3.5. Jedes Ideal a C Ok ist in einem Maximalideal enthalten.

Beweis. Ist a maximal, so ist nichts zu zeigen. Anderenfalls gibt es ein Ideal
a; mit a = a3 C ay € Ok. Ist as maximal, so sind wir fertig. Ansonsten
machen wir weiter und erhalten eine Kette von Idealen

mCamG o GOk

Nach Lemma 6.2.16 muss dieser Prozess abbrechen. 0
Satz 6.3.6. Jedes Maximalideal ist ein Primideal.

Beweis. Sei m ein Maximalideal und a,b € O mit ab € m. Ist a ¢ m, so ist
das Ideal m + (a) echt groBer als m. Wegen der Maximalitidt von m gilt

m+ (a) = (1).
Daher existieren ein m € m und ein o € O mit m + cwa = 1. Dann gilt
b=1-b=mb+ cab € m. O

Korollar 6.3.7. Jedes Ideal a C Ok ist in einem Primideal enthalten.

Beweis. Jedes Ideal ist in einem Maximalideal enthalten, und Maximalideale
sind Primideale. O

Die Umkehrung von Satz 6.3.6 gilt fast, wie der néchste Satz zeigt.
Satz 6.3.8. Jedes von (0) verschiedene Primideal von O ist maximal.

Beweis. Sei zunéchst K = Q, Og = Z. Die von (0) verschiedenen Primideale
in Z sind genau die von der Form (p) mit einer Primzahl (p). Nach Lem-
ma 6.3.5 ist (p) in einem Maximalideal m enthalten. Da jedes Maximalideal
ein Primideal ist, gilt m = (g) fiir eine Primzahl ¢. Aus p € m folgt ¢|p, also
p = ¢, (p) = m. Daher ist (p) ein Maximalideal.

Sei nun K = Q(V/d) ein quadratischer Zahlkérper und sei p ein von (0)
verschiedenes Primideal in Og. Nach Lemma 6.3.3 gilt

PNZ=pZ
fiir eine Primzahl p. Angenommen p sei nicht maximal. Dann existiert ein
Maximalideal m mit p C m. Wir haben die Inklusionen pZ = pNZ C mNZ C

Z. Wegen der Maximalitat von pZ folgt m N Z = pZ. Nun sei a € m \ p.
Dann liegt « nicht in Z. Die Norm von « liegt in mNZ = pNZ. Die Identitéit

o? — Spa)a+ N(a) =0
zeigt dann a(a — Sp(a)) € p. Wegen a ¢ p folgt o — Sp(a) € p. Wegen o € m
folgt Sp(a) € mNZ = p N Z. Damit erhalten wir
o = 5p(0) + (a — Spl(a)) € p

und somit einen Widerspruch. O
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Lemma 6.3.9. Zu jedem von (0) verschiedenen Ideal a C O gibt es von (0)
verschiedene Primideale p1,...,p,, so daBl a deren Produkt umfasst, d.h.

pl...pnCa_

Beweis. Sei a ein Ideal, fiir das die Aussage des Lemmas falsch ist. Offenbar
gilt weder a = Ok, noch ist a ein Primideal. Daher gibt es Elemente b1, by €
Ok, die beide nicht in a enthalten sind, aber b1by € a. Wir betrachten die
echt grofieren Ideale a; = a+ (by) und az = a + (bg). Es gilt

araz = (a+ (b1))(a+ (b2)) = a® + a(b1) + a(ba) + (b1b2) C a.

Wiirde sowohl a; als auch as ein Primidealprodukt enthalten, so wiirde dies
auch fiir a;as und damit auch fiir a gelten. Wir finden daher ein echt groferes
Ideal, fiir das die Behauptung des Lemmas auch falsch ist. Wenn wir diesen
Prozess iterieren, erhalten wir eine nicht stationir werdende aufsteigende Ket-
te von Idealen in O . Dies widerspricht der Aussage von Lemma 6.2.16. O

Lemma 6.3.10. Sei p ein Primideal und seien a4, ..., a, Ideale mit
ap---a, Cp.

Dann gilt a; C p fiir ein i.

Beweis. Anderenfalls kénnten wir fiir jedes i = 1,...,n ein a; € a; \ p wihlen
und es wiirde a; - - - a, € p gelten. Aber p ist ein Primideal. O

Der Fall allgemeiner Zahlkorper:

Alle Aussagen dieses Abschnitts iibertragen sich wortlich auf den Fall eines
allgemeinen Zahlkorpers.

6.4 Gebrochene Ideale

Um das Theorem {iber die Primidealzerlegung zu beweisen, brauchen wir noch
eine Technik, Ideale auch durch einander dividieren zu kénnen. Der Quotient
ist natiirlich nicht mehr notwendig ein Ideal, sondern ein ,,gebrochenes Ideal®.
Diese Erweiterung des Idealbegriffs ist notig, denn ein Ideal a C Og hat
beziiglich Multiplikation niemals ein Inverses, da ab C a C O fiir jedes Ideal
b C Ok gilt.

Definition 6.4.1. Eine Teilmenge a C K heifit gebrochenes Ideal in K,
wenn es ein a € Ok, a # 0, gibt, so dass die Menge

aa={aa|a € a}

ein Ideal in Oy ist.
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Beispiel: Fiir eine natiirliche Zahl n ist die Menge a aller rationalen Zahlen
der Form a/n, a € Z, ein gebrochenes Ideal in Q. In der Tat gilt na = Z.

Insbesondere ist jedes Ideal in Ok ein gebrochenes Ideal in K (setze o = 1).
Der besseren Unterscheidung halber nennen wir Ideale in Ok von jetzt ab
ganze Ideale.

Lemma 6.4.2. (i) Ist a C K ein gebrochenes Ideal, so existiert ein n € IN,
so dass na ein ganzes Ideal ist.

(ii) Jedes gebrochene Ideal ist (beziiglich Addition) eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe.

Beweis. (i) Nach Definition existiert ein o € Ok, a # 0, so dass aa C O
ein ganzes Ideal ist. Wegen o(a) € Ok ist auch o(a)aa C O ein ganzes
Ideal. AuBlerdem gilt 0 # ao(a) = N(«) € Z. Daher erfiillt n = |N(«)| die
gewiinschte Bedingung.
(ii) Nach (i) existiert ein n € IN mit na C Og. Nach Lemma 6.2.8 finden
wir Elemente a1, ..., a, € na, die das ganze Ideal na erzeugen. Die Elemente
n~tay,...,n"ta, erzeugen dann a. O
Nach Lemma 5.3.5 existiert zu jedem « € K ein n € IN mit nz € Ok. Es
ist (nz)Ok ein ganzes Ideal und daher ist die Menge {za|a € O} C K ein
gebrochenes Ideal.

Definition 6.4.3. Fiir ein x € K heifit
20k = {zala € Ok}

das von x erzeugte gebrochene Hauptideal.

Gebrochene Ideale werden nach exakt den gleichen Regeln addiert und
multipliziert wie ganze Ideale, d.h.

a+b={a+blacabeb}, ab={) abi|a;€ca, b €b}.
endl.
Beziiglich der Multiplikation ist das Ideal (1) = Ok ein neutrales Element,
d.h. es gilt (1)a = a fiir jedes gebrochene Ideal a. Fiir Hauptideale verifiziert
man einfach die Regel

(20K )(yOk) = (zy)Ok.

Wegen (xO)(x710k) = O impliziert dies die Existenz eines Inversen fiir
von (0) verschiedene gebrochene Hauptideale. Dass auch fiir beliebige von
(0) verschiedene gebrochene Ideale ein Inverses existiert, ist der Inhalt des
folgenden Theorems.
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Theorem 6.4.4. Die Menge der von (0) verschiedenen gebrochenen Ideale
bildet beziiglich Multiplikation eine abelsche Gruppe. Das Inverse von a ist
durch 1

a " ={be K|baC Ok}

gegeben.

Beweis. Sei a # (0) ein gebrochenes Ideal in K. Wir betrachten die Menge
a*={beK|baC Ok} CK.

Schritt 1: a* ist ein gebrochenes Ideal # (0).
Beweis: Sei a € a ~ {0}. Dann ist nach Definition die Menge aa* ein Ideal
# (0) in Ok. Nach Lemma 5.3.5 existiert ein m € IN mit ma € Og. Da
(ma)a* = m(aa*) ein von (0) verschiedenes ganzes Ideal ist, ist a* C K ein
gebrochenes Ideal # (0).
Schritt 2: Aus a C b folgt b* C a*.
Beweis: Die Implikation kann direkt aus der Definition abgelesen werden.
Schritt 3: Aus a* D Ok folgt a C Ok.
Beweis: Gilt a* D Ok, soist 1 € a* und folglicha=1-a C Og.
Schritt 4: Fiir ein von (0) verschiedenes Primideal p C O gilt p* 2 Ok.
Beweis: Sei a € p, a # 0. Nach Lemma 6.3.9 finden wir von (0) verschiedene
Primideale py,...,p, mit p;---p, C (a) C p. Ohne Einschrinkung kénnen
wir annehmen, dass r» minimal gew#hlt ist. Nach Lemma 6.3.10 muss eines
der Primideale (0.B.d.A. p1) in p enthalten sein. Nach Satz 6.3.8 gilt dann
p1 = p. Wegen po---p,. ¢ (a) gibt es ein b € pa---p, mit b ¢ aOg, also
a=1b ¢ Og. Aber bp C aOk und daher a=1b € p*.
Schritt 5: Aus a* = Ok folgt a = Ok.
Beweis: Es sei a* = Og. Nach Schritt 3 gilt a C Og. Wire a C O, so wiirde
nach Korollar 6.3.7 ein Primideal p mit a C p C O existieren. Nach Schritt 2
gilt dann Og C p* C a* = Ok, also p* = Ok im Widerspruch zu Schritt 4.
Schritt 6: Fiir ein ganzes Ideal a C Ok, a # (0), gilt a*a = Ok.
Beweis: Das Ideal b = a*a C Ok ist ein ganzes Ideal. Wir miissen nachweisen,
dass b gleich O ist. Es gilt

a(a*b*) = bb* C Ok.
Hieraus schlieflen wir a*b* C a*. Sei nun 8 € b* beliebig. Wegen 1 € a*
folgt 8™ € a* fiir alle m > 1. Folglich ist Z[3] C a* als Untergruppe einer
endlich erzeugten abelschen Gruppe selbst endlich erzeugt. Nach Satz 5.3.6
gilt B € Og. Dies zeigt b* C Og. Wegen b C Ok folgt Ox C b*, also
b* = Ok. Nach Schritt 5 folgt b = Ok.
Letzter Schritt: Fiir jedes gebrochene Ideal a # (0) gilt a*a = Ok.
Beweis: Fiir x € K, x # 0, verifiziert man leicht die Regel

a* = (z)(za)”.

Waéhlen wir x so, dass xa ganz ist, so folgt hieraus und aus Schritt 6 die Formel
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a*a = (z)(za)"a = (za)*(za) = Ok.
Das beendet den Beweis. 0

Wir sagen, dass ein ganzes Ideal a ein ganzes Ideal b teilt, wenn ein ganzes
Ideal ¢ mit ac = b existiert.

Korollar 6.4.5. Fiir ganze Ideale a,b C Ok gilt
alb<=bCa.

Beweis. Die Implikation = ist offensichtlich. Das Nullideal teilt nur sich
selbst, also konnen wir im Weiteren a # (0) voraussetzen. Ist b C a, so ist
c=albcala=0g

ein ganzes Ideal und ac = b. Dies zeigt die andere Richtung. O

Korollar 6.4.6. Fiir ein ganzes Ideal a C Oj ist a®*! C a™ fiir alle n € IN.
Das heif3t, wir erhalten eine strikt fallende Folge von Idealen

Ogk2ala?Da®D---.

Beweis. Aus a” = a"*! folgt durch Multiplikation mit a=" die Gleichheit
a= Ok. Ist a # Ok, so ist daher auch a™ # a™*! fiir alle n € IN. a

Jetzt konnen wir den Satz iiber die eindeutige Primidealzerlegung bewei-
sen.

Theorem 6.4.7. Jedes von (0) und (1) verschiedene Ideal a C Ok hat eine
bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutige Zerlegung in ein Produkt von
Primidealen

a=9p;-Pn-

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Existenz. Sei a von (0) und (1) verschieden.
Nach Korollar 6.3.7 und Lemma 6.3.9 finden wir Primideale p, p1,...,p, mit
pr--prCaCp.

Nach Lemma 6.3.10 ist eines der p; (0.B.d.A. p;) in p enthalten und nach

Satz 6.3.8 ist p = p1. Dann ist
p2---pr CpylaC Ok.

Ist p;'a = Ok, dann ist a = p;. Anderenfalls ist p; 'a in einem Primideal
enthalten und wir setzen den Prozess fort. Nach n < r Schritten erhalten wir
Po ety la = Ok

und daher a = p; - - - p,,. Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien
a=9pr---Pr=4q1---qs

zwei Primzerlegungen des ganzen Ideals a. Es gilt a C p; und nach Lem-

ma 6.3.10 ist eines der ¢; (0.B.d.A. g1) in p; enthalten. Nach Satz 6.3.8 ist
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g1 = p1. Jetzt multiplizieren wir beide Seiten mit pfl und setzen den Prozess
fort. Im Endeffekt erhalten wir » = s und, nach eventueller Umnummerierung,
pi:qifﬁrizl,...,r. O

Fassen wir mehrfach vorkommende Primideale zusammen und setzen fiir
ein Primideal p die Konvention p® = O, so konnen wir jedes ganze Ideal
a # (0) eindeutig in der Form

a= H per
p

schreiben. Das Produkt erstreckt sich iiber alle von Null verschiedenen Prim-
ideale in Ok, die Exponenten ey, sind nichtnegative ganze Zahlen und es gilt
ep = 0 fiir alle bis auf endlich viele p.

Mit Hilfe der eindeutigen Primidealzerlegung definieren wir nun den
grofiten gemeinsamen Teiler zweier ganzer Ideale.

Definition 6.4.8. Fiir ganze Ideale a = [[, p°» und b =[], pfr heiBt

geT(a,b) = [[pminter )
p

der gro3te gemeinsame Teiler von a und b.

Nach Theorem 6.4.7 ist das Ideal ggT(a, b) durch die folgenden beiden Eigen-
schaften eindeutig bestimmt:

(i) ggT(a,b)[a und ggT(a,b)]b.
(ii) Sei ¢ ein ganzes Ideal. Aus ¢|a und ¢| b folgt ¢ |ggT(a, b).

Satz 6.4.9. Es gilt ggT(a,b) = a+ b. Insbesondere sind a und b genau dann
teilerfremd (im Sinne von Definition 6.2.13), wenn ggT(a,b) = (1) gilt.

Beweis. Nach Korollar 6.4.5 ist ggT(a, b) das kleinste Ideal, das sowohl a als
auch b enthélt, also gleich a + b. O

Mit Hilfe der eindeutigen Primidealzerlegung erhalten wir das folgende
Resultat.

Satz 6.4.10. Fiir jedes ganze Ideal a C Ok gilt
ﬂ a” = (0).
n=1

Beweis. Das Ideal b = N22;a™ ist durch beliebige Potenzen des Ideals a teil-
bar. Fiir b # (0) widerspricht dies der eindeutigen Primidealzerlegung. a
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Der Fall allgemeiner Zahlkorper:

Alle Aussagen dieses Abschnitts iibertragen sich wortlich auf den Fall eines
allgemeinen Zahlkérpers, siehe [Neu], Kap.I.

Aufgabe 1. Sei Ok ein Hauptidealring. Man zeige, dass jedes irreduzible Element
ein Primelement ist.

Aufgabe 2. Man zeige: Jedes gebrochene Ideal a C K, a # (0), hat eine eindeutige
Produktdarstellung
a=]]pr.
p

Das Produkt erstreckt sich tiber alle von Null verschiedenen Primideale in Ok, die
Exponenten e, sind ganze Zahlen und es gilt e, = 0 fiir alle bis auf endlich viele p.
Das Ideal a ist genau dann ganz, wenn e, > 0 fiir alle p gilt.

6.5 Das Zerlegungsgesetz

Fiir Anwendungen ist es nun wichtig zu wissen, auf welche Weise sich eine
ganze Zahl n, als Element in Ok aufgefasst, in Primelemente zerlegt. Da
Ok nicht notwendig faktoriell ist, ist diese Frage allerdings nicht sinnvoll.
Anstelle dessen werden wir uns fiir die Primidealzerlegung des Hauptideals (n)
interessieren. Nun haben wir eine Notationsdoppelung, weil fir n € Z das
Symbol (n) sowohl das von n erzeugte Hauptideal in Z, als auch das von n in
Ok erzeugte Hauptideal bedeuten kann. Wir werden diese Ideale daher mit
nZ und nOk bezeichnen. Das néchste Lemma klért die Beziehung zwischen
diesen Idealen.

Lemma 6.5.1. Fiir n € Z gilt
nOg NZ =nZ.
Insbesondere gilt fiir n,m € Z: nOxg = mQOk <= nZ = mZ.

Beweis. Fiir n = 0 ist die Aussage trivial. Sei n # 0. Die Inklusion nZ C
nOx NZ ist offensichtlich. Fiir ein beliebig gewéhltes Element a € nOx NZ
existiert nach Definition ein o € O mit @ = na. Nun liegt o = a/n in Q.
Nach Satz 5.3.4 folgt o € Z, und daher gilt a € nZ. O

Wir kénnen daher mit Hilfe der Zuordnung nZ — nQOyk die Menge der
Ideale in Z als Teilmenge der Ideale von Ok auffassen. Diese Zuordnung
respektiert Produkte. Fiir eine natiirliche Zahl n interessieren wir uns fiir die
Primidealzerlegung von n in O, d.h. fiir die Primidealzerlegung des ganzen
Ideals nOg. Da wir n zunéchst in Z zerlegen kénnen, konnen wir uns auf den
Fall n = p mit einer Primzahl p beschranken.

Sei (1,w) die in Abschnitt 6.1 konstruierte Ganzheitsbasis des Ringes O,
d.h. w=+/d, wenn d # 1 mod 4, und w = %(1 + \/E), wenn d = 1 mod 4.
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Lemma 6.5.2. Sei n € Z. Die Zahl a + bw, a,b € Z, liegt genau dann in
nOk, wenn a und b in nZ liegen. Insbesondere gibt es fiir n € Z, n # 0,
genau n? viele Restklassen modulo nOg.

Beweis. Jedes Element von O hat eine eindeutige Darstellung der Form
a+Pw, a, B € Z. Daher hat jedes Element in nOg eine eindeutige Darstellung
der Form na + nfw, a, 3 € Z. Folglich sind die n? Elemente

k+tw, k=0,1,...,n—-1,£=0,1,...,n—1,

paarweise inkongruent modulo nOg. Jedes Element z = a + fw € Ok ist
zu einem der obigen Elemente kongruent. Daher gibt es genau n? Restklassen
modulo nOg. O

Satz 6.5.3. Sei a # (0) ein ganzes Ideal. Die Anzahl der Restklassen modu-
lo a, d.h. die Anzahl der Elemente des Ringes O /a ist endlich.

Beweis. Sei a € a ein von Null verschiedenes Element. Dann liegt N(a) =
ac(a) in a N Z und ist von Null verschieden. Daher gilt N(a)Ox C a und
es gibt mehr Restklassen modulo N(a)Og als Restklassen modulo a. Nach
dem letzten Lemma gibt es fiir n € Z, n # 0, genau n? Restklassen modulo
nOk. O

Definition 6.5.4. Die Zahl #(Ox/a) heifit die Norm von a und wird mit
N(a) bezeichnet. Wir setzen M((0)) = 0.

Korollar 6.5.5. Fiir n € Z gilt: N(nOk) = n?.

Die Aussage des nichsten Lemmas folgt direkt aus dem Chinesischen Rest-
klassensatz 6.2.15.

Lemma 6.5.6. Fiir teilerfremde ganze Ideale a und b gilt
N(ab) = N(a)N(b).

Um die Voraussetzung der Teilerfremdheit zu eliminieren, brauchen wir
den folgenden, in vielerlei Hinsicht niitzlichen Satz.

Satz 6.5.7. Seien a und b ganze, von Null verschiedene Ideale. Dann existiert
ein zu a teilerfremdes ganzes Ideal ¢, so dass be ein Hauptideal ist.

Beweis. Seien a " by b
a=pr P b=py - py
die nicht notwendig minimalen (d.h. wir lassen a; = 0 bzw. b; = 0 zu) Prim-

idealzerlegungen. Nach Korollar 6.4.6 existiert fiir jedes ¢ ein «; € pli“ ~ pli“ﬂ.

Nach dem Chinesischen Restklassensatz existiert ein @ € O mit o =
a; mod p?”l fir ¢ = 1,...,n. Die Primidealzerlegung von « sieht folgen-
dermafien aus:
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() =Py opi -,
wobei ¢ ein Produkt von Primidealen ist, die weder in der Primidealzerlegung

von a, noch in der von b vorkommen. Wir erhalten bc = (a), und ¢ ist zu a
teilerfremd. 0O

Seien nun (0) # b C a C Ok ganze Ideale und sei
Cl/b C OK/[J
die (additive) Untergruppe der Restklassen modulo b, die durch ein Element

in a repriisentiert werden. Die offensichtliche Aquivalenz o = fmod b <=
(o = modaund o — =0 € a/b) zeigt das folgende Lemma.

Lemma 6.5.8. Seien (0) # b C a C Ok ganze Ideale. Dann zerfillt jede
Restklasse modulo a in #(a/b) Restklassen modulo b, d.h.

#(Ok /b) = #(Ox /a)#(a/b).

Lemma 6.5.9. Fiir von (0) verschiedene ganze Ideale a,b gilt

#(Ok /a) = #(b/ab).

Beweis. Nach Satz 6.5.7 finden wir ein ganzes zu a teilerfremdes Ideal ¢, fiir
das bc = () mit einem o € O gilt. Wir betrachten die Abbildung

Ok/a — b/ab
a +—— aa
und weisen folgendes nach:

Die Abbildung ist wohldefiniert: Wegen bc = (a) gilt @ € b. Daher ist fur
a € Ok die Restklasse von aa modulo ab in b/ab enthalten. Es bleibt die
Reprisentantenunabhéngigkeit nachzuweisen. Ist a1 — as € a, so ist aay —
aaz = ala; — az) in ab. Das zeigt das Gewiinschte.

Die Abbildung ist injektiv: Ist aa € ab, so gilt
ab| (a)(a) = be(a).
Folglich teilt a das Ideal ¢(a), und da a und c teilerfremd sind, gilt a € a.

Die Abbildung ist surjektiv: Sei b € b. Wir miissen die Existenz eines a € Ok

mit
aa=0b mod ab

nachweisen. Da ¢ zu a teilerfremd ist, ist der grofite gemeinsame Teiler von
(o) = be und ab gleich b, und es gilt

(o) +ab=b.

Hieraus erhalten wir die Existenz eines a € Ok mit ac — b € ab. 0

Satz 6.5.10. Fiir ganze Ideale a,b gilt: (ab) = J(a)N(b).
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Beweis. Fiir a = (0) oder b = (0) ist die Aussage des Satzes trivialerweise
richtig. Seien a,b # (0). Nach Lemma 6.5.9 gilt:

N(ab) =#(Ox /ab) = #(Ox /b)#(b/ab) = #(Ox /b)#(Ok /a) = N(a)N(b).
O

Genauso, wie wir vorher bei den Gaufschen Zahlen mit Elementen gear-
beitet haben, konnen wir jetzt mit Idealen argumentieren und erhalten die
folgenden Sétze.

Lemma 6.5.11. Gilt 9M(p) = p, mit p Primzahl, so ist p ein Primideal.

Beweis. Wire p als Ideal in Ok zerlegbar, so wiirde dies nach Anwendung
der Norm eine Zerlegung von p = 91(p) in Z implizieren. O

Lemma 6.5.12. Fiir eine Primzahl p ist pO entweder ein Primideal oder
das Produkt zweler (nicht notwendig verschiedener) Primideale der Norm p.

Beweis. Dies folgt aus M(pOy) = p2. O

Definition 6.5.13. Eine Primzahl p heifit in K
trige, wenn pOk ein Primideal ist,
zerlegt, wenn pOg = p1po mit Primidealen p1 # ps2 in Ok,
verzweigt, wenn pOx = p? fiir ein Primideal p in Of.

Sei nun f,, das Minimalpolynom von w, d.h.

fo(X) = X2 —d, wenn d #Z 1 mod 4,
@ T X?-X -4, wennd=1mod 4.

Das Verhalten einer Primzahl p kann man wie folgt ablesen.

Satz 6.5.14. Eine Primzahl p ist in K

trdge, wenn f, irreduzibel modulo p ist,
zerlegt, wenn f,, modulo p in zwei verschiedene Linearfaktoren zerféllt,
verzweigt, wenn f, modulo p eine doppelte Nullstelle hat.

Beweis. Sei f € Z[X] so, dass f ein Primteiler von f,, in Z/pZ[X] ist. Wir
betrachten das ganze Ideal p = pOx + f(w)Ok-.

Behauptung: p # Ok.

Beweis: Anderenfalls wire 1 € pOg + f(w)Ok, d.h. es gibe o, € Ok mit
ap + ff(w) = 1. Sei g € Z[X] ein lineares Polynom mit o« = g(w) und
sei h € Z[X] ein lineares Polynom mit § = h(w). Die Polynome g und h
existieren, weil (1,w) eine Ganzheitsbasis ist. Dann gilt

g(w)p + h(w)f(w) —1=0.
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Daher gilt
fol(gp+hf—1),

und modulo p betrachtet erhalten wir: f|f,|(hf — 1). Also gilt f|1 in
Z/pZ[X], im Widerspruch dazu, dass f ein Primpolynom ist. Also ist p ein
echtes Ideal.
Behauptung: p ist ein Primideal.
Beweis: Seien «, 8 € Ok mit a8 € p. Es existieren (lineare) Polynome F,G €
Z[X] mit a = F(w), B = G(w). Wire (f, FG) = 1 € Z/pZ[X], so gibe es
Polynome h, g € Z[X] mit hf + gFG = 1. Hieraus folgt

1=h(w)f(w)+g(w)F(w)G(w) mod pOk.
Wegen pOr C p, f(w) € p und F(w)G(w) = aff € p erhalten wir den Wider-
spruch 1 € p. Damit wird f von einem der beiden Primpolynome F' oder G
geteilt. Je nachdem folgt o € p oder B € p. Also ist p ein Primideal.

Nehmen wir nun an, dass f, modulo p irreduzibel ist. Dann kénnen wir
[ = fu setzen und es gilt 0 = f(w), folglich p = pOk. Zerfillt f, modulo p in
die Linearfaktoren f; und fo, dann gilt

0= fu(w) = filw)fo(w) mod pOk.
Bilden wir die Primideale p1, po wie oben, so folgt, dass

p1p2 = p°Ok + pfi(w)Ok + pfo(w)Ok + f1(w) fo(w)Ok C pOk-.

Daher gilt pOk|p1p2 und es verbleiben die Moglichkeiten pOx = p1, pa, p1p2.
Wire pOg = p1, so wire fi(w) € pOgk. Also existiert ein Polynom g € Z[X]
mit f1(w) = pg(w). Es folgt f,|(f1 — pg) und modulo p erhalten wir den
Widerspruch f,|fi. Analog schlieBen wir die Moglichkeit pOx = po aus und
erhalten
POk = p1pa.

Hat f,, modulo p eine Doppelnullstelle, so kénnen wir f; = fo wihlen und
erhalten p; = py. Es bleibt zu zeigen, dass fi # fo auch p; # po impliziert.
Dies folgt aus der linearen Kombinierbarkeit des grofiten gemeinsamen Teilers.
Wir wihlen Polynome g, h € Z[X] mit fig + foh = 1 € Z/pZ[X]. Dann gibt
es ein Polynom F € Z[X] mit f19 + foh — pF = 1. Einsetzen von w ergibt

filw)g(w) + fa(w)h(w) — pF(w) = 1.

Wiére nun p; = po, so wire der Ausdruck auf der linken Seite in p; und wir
erhalten einen Widerspruch. O

Erinnern wir uns an die Abbildung 0: K — K, o(z + yVd) = z — yV/d.
Fiir z € Ok ist auch o(z) € Ok und umgekehrt. Ist a ein gebrochenes Ideal,
so ist

o(a) ={o(a)|a € a}

auch ein gebrochenes Ideal und a ist genau dann ganz, wenn o(a) ganz ist.



102 Kapitel 6. Quadratische Zahlkorper

Definition 6.5.15. Die Zahl

(10t

heifit die Diskriminante des quadratischen Zahlkorpers K.

2 {4d, wenn d % 1 mod 4,
Ay = -

d, wenn d=1mod 4,

Satz 6.5.16. Eine Primzahl p ist genau dann in K verzweigt, wenn sie die
Diskriminante A von K teilt.

Beweis. Angenommen, die Primzahl p ist verzweigt in O, pOx = p?. Dann
gilt o(p)? = o(p)Ox = pOk = p2. Wegen der Eindeutigkeit der Primideal-
zerlegung folgt p = o(p). Angenommen, fiir jedes a + bw € p wire b € pZ.
Dann wiére jedes auftretende a € pNZ = pZ. Hieraus wiirde p = pOg folgen.
Also findet man a,b € Z, 0 < b < p mit a + bw € p. Wegen o(p) = p ist auch
a-+bo(w) € p. Wir schlieflen b(w — o(w)) € p und b?*Ax € pNZ = pZ. Wegen
0 <b<pfolgt p| Ak.

Sei umgekehrt Ax durch p teilbar. Wir betrachten zunéchst den Fall d #
1 mod 4. Dann gilt f, = X2 — d. Fiir ungerades p folgt aus p| Ax auch
p|d und £, hat modulo p eine doppelte Nullstelle. Modulo 2 hat X2 — d fiir
ungerades d die Doppelnullstelle 1 und fiir gerades d die Doppelnullstelle 0.
Nun betrachten wir den Fall d = 1 mod 4. Dann gilt Ay = d und f, =
X2 — X — (d — 1)/4. Ein Diskriminantenteiler p ist notwendig ungerade und
modulo p gilt f, = (X —1/2)% 0

Korollar 6.5.17. Mindestens eine und héchstens endlich viele Primzahlen
verzweigen in K.

Beweis. Das folgt aus Satz 6.5.16 und daraus, dass der Betrag von Ay stets
grofer als 1 ist. O

Als ni#chstes bestimmen wir das Zerlegungsverhalten von Primzahlen
in K. Das Ergebnis formuliert sich am elegantesten in Termen des Legendre-
Symbols.

Theorem 6.5.18 (Zerlegungsgesetz in K). Sei K = Q(v/d) ein quadrati-
scher Zahlkérper mit Diskriminante Ay . Dann gilt:

(i) Eine ungerade Primzahl p ist in K

>

trdge, wenn (TK) = —1,
zerlegt, wenn (ATK) = 41,
verzweigt, wenn (ATK) = 0.

(ii) Die Primzahl 2 ist in K
tridge, wenn Ag =5 mod 8,
zerlegt, wenn Ag =1 mod 8,

verzweigt, wenn Ax = 0 mod 2.
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Beweis. Sei p ungerade. Ist d # 1 mod 4, so ist das Minimalpolynom f, =
X? — d genau dann irreduzibel modulo p, wenn d kein quadratischer Rest
modulo p ist. Wenn d = 1 mod 4 ist, so gilt f, = X? — X — (d — 1)/4. Die
Substitution f,,(X +1/2) = X? — d/4 zeigt dann das gleiche Ergebnis.

Nun betrachten wir den Fall p = 2. Ist d Z 1 mod 4, so ist Ax = 4d
gerade und 2 ist verzweigt. Sei Ax = d = 1 mod 4. Dann ist f, genau dann
irreduzibel modulo 2, wenn (d — 1)/4 ungerade ist. O

Korollar 6.5.19. Zerlegt sich p in Ok in der Form pOg = p1ps, so gilt
p2 = o(p1).

Beweis. Wegen o(p1)|o(pOk) = pOk gilt o(p1) = p;, i = 1 oder 2. Wir
wéhlen, wie im Beweis von Satz 6.5.16, a,b € Z, 0 < b < p mit a + bw € p;.
Wiire o(p1) = p1, schlieBt man a + bo(w) € p; und deshalb ¥*Ax € pyNZ =
pZ. Also p| Ak, was ausgeschlossen war. a

Satz 6.5.20. Fiir jedes ganze Ideal a gilt ac(a) = N(a)Ok.

Beweis. Beide Seiten sind multiplikativ, und so kénnen wir annehmen, dass
a = p ein Primideal ist. Sei p N Z = pZ. Ist p verzweigt, so gilt p = o(p),
sowie N(p) = p und po(p) = p? = pOk. Ist p zerlegt, so gilt N(p) = p und
pOk = po(p). Ist p triige, so gilt p = pOk, N(p) = p?, N(p)Ok = p?Ok =
p? = po(p). O

Jetzt verstehen wir, wie die Norm eines Hauptideals mit der Norm eines
erzeugenden Elementes zusammenhéngt.

Satz 6.5.21. Fiir « € Ok gilt: N(aOk) = |N(a)|.

Beweis. Es gilt M(aOk )0k = aOko(aOk) = (ao(a))Ox = N(a)Ok. Nach
Lemma 6.5.1 folgt M(aOk)Z = N(a)Z. O

Schlielich erhalten wir den wichtigen Endlichkeitsatz:

Satz 6.5.22. Zu jeder natiirlichen Zahl n existieren nur endlich viele ganze
Ideale a C Ok mit

N(a) <n.
Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass zu jeder natiirlichen Zahl n nur endlich
viele Ideale a mit 91(a) = n existieren. Nach Satz 6.5.20 gilt a | M(a)Ok fiir
jedes ganze Ideal a. Das Ideal nOg hat aber nur endlich viele Teiler, daher
gibt es auch nur endlich viele ganze Ideale der Norm n. O

Wir definieren nun die Eulersche ¢p-Funktion auf ganzen, von (0) ver-
schiedenen Idealen von Ok durch

p(a) == #(Ox /a)”.
Der Chinesische Restklassensatz impliziert fiir teilerfremde ganze Ideale a, b
die Regel ¢(a)p(b) = ¢(ab).
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Lemma 6.5.23. Die Restklasse modulo a eines Elements a € O ist genau
dann eine prime Restklasse, wenn (a) + a = (1) gilt.

Beweis. Gilt fa = 1 € Ok /a, so existiert ein a € a mit Ba 4+ a = 1. Daher
gilt (o) +a = (1). Ist umgekehrt () +a = (1), so existieren ein 3 € Ok und
ein a € a mit S+ a = 1. Dann gilt fa =1 € Ok /a. O

Satz 6.5.24 (Verallgemeinerter Kleiner Fermatscher Satz). Ist («)

rim zu a, so gilt
P 8 a?® =1 mod a.

Beweis. Es ist (O /a)* eine endliche abelsche Gruppe der Ordnung ¢(a).
Nach Satz 5.2.2 gilt 29" = 1 fiir jedes 2 € (O /a)*. Ist nun (a) prim zu
a, so liegt nach Lemma 6.5.23 die Restklasse von a modulo a in (Og/a)*.
Hieraus folgt a?(® =1 mod a. a

Wir wollen unsere neugewonnenen Fertigkeiten anwenden, indem wir zei-
gen, dass Ok fiir d = —163 ein Hauptidealring ist. Dieses Beispiel ist aus
zwei Griinden interessant. Zum einen ist Og nicht euklidisch (siehe Ab-
schnitt 6.10). Zum anderen ist d = —163 die betragsmiflig grofite negative
Zahl, fiir die O, K = Q(v/d), iiberhaupt ein Hauptidealring ist.

Satz 6.5.25. Der Ganzheitsring O von K = Q(+/—163) ist ein Hauptideal-
ring.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass jedes Primideal ein Hauptideal ist. Es
geniigt also zu zeigen, dass sich jede Primzahl in das Produkt von Haupt-
primidealen zerlegt. Nach dem Zerlegungsgesetz ist 2 triage und jede ungerade
Primzahl p mit (%) = —1 ist trage. Daher geniigt es zu zeigen, dass jede
ungerade Primzahl p mit (%) # —1 sich in Ok in das Produkt zweier
Hauptprimideale zerlegt. Fiir p # 2 gilt (%) = (1%). Daher miissen wir
die Fille p = 163 und p ungerade und quadratischer Rest modulo 163 be-
trachten. Wir haben schon in Satz 2.4.4 gesehen, dass jede dieser Primzahlen
von der Form a? + ab + 41b% mit a,b € Z ist. Wegen —163 = 1 mod 4 gilt
w = 3(1++/—163). Fiir & = a + bw erhalten wir

24 + b)? b2
%+163Z:a2+ab+41b2:p.

(p) = (@) (o()).

Die Hauptideale auf der rechten Seite haben Norm p, sind also Primideale. O

N(a) =
Daher gilt

Der Fall allgemeiner Zahlkorper:

Sei K ein Zahlkorper von Grad n. Dann zerfillt jede Primzahl in O in das
Produkt von hochstens n Primidealen. Man sagt, dass p verzweigt ist, wenn
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einer der Primfaktoren doppelt vorkommt. Die verzweigten Primzahlen sind
genau die Teiler der Diskriminante Ag. Auch kann man das Zerlegungsver-
halten einer Primzahl p an der Primzerlegung eines geeigneten Polynoms mo-
dulo p ablesen. Die Norm ist auch in der allgemeinen Situation multiplikativ
und es gelten die Sétze 6.5.22 und 6.5.24. Siehe [Neu], Kap. 1.

Aufgabe 1. Man zeige die Gleichung

p(a) =N(a)- [T~

pla

1

)

Aufgabe 2. Ist die Zuordnung
(Ideale in Ox) — (Ideale in Z)
a — anNZ

mit Produkten vertréglich?

Aufgabe 3. Man zeige

3" o (b) = N(a).

bla

Aufgabe 4. Sei K = Q(v/d) mit d = np, n > 0, p Primzahl. Angenommen es gilt
(p) = (a)? in Ox. Man zeige, dass eine von £1 verschiedene Einheit in Ok existiert.

Aufgabe 5. Man gebe die Primidealzerlegung von (6) in Q(+/—5) an.
Aufgabe 6. Man gebe die Primidealzerlegung von (p) in Q(,/p) und Q(y/—p) an.

Aufgabe 7. Man zeige: Sind fiir zwei quadratische Zahlkérper K, K’ die Mengen
der zerlegten Primzahlen die gleichen, so gilt K = K'.

6.6 Die Idealklassengruppe

Will man sich die Idealarithmetik fiir das Rechnen mit Zahlen nutzbar ma-
chen, so steht man vor den folgenden Problemen:

e nicht jedes Ideal ist ein Hauptideal,
e cine Zahl « ist durch das Ideal («) nur bis auf Assoziiertheit bestimmt.

Dem ersten Problem wenden wir uns in diesem, dem zweiten im néchsten
Abschnitt zu. Unser Vorgehen ist ,typisch algebraisch“. Wir definieren eine
abelsche Gruppe, die Idealklassengruppe, die die Differenz zwischen belie-
bigen Idealen und Hauptidealen misst. Ist diese Gruppe trivial, so ist O ein
Hauptidealring. Ansonsten gibt uns die Struktur dieser Gruppe weitere Infor-
mationen. Es ist eine bemerkenswerte Tatsache, dass die Idealklassengruppe
stets endlich ist, d.h. der Ubergang von Zahlen zu Idealen hat uns nicht ins
Uferlose gefiihrt.
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Wir fithren die folgende Aquivalenzrelation auf der Menge der von (0)
verschiedenen gebrochenen Ideale eines Zahlkorpers K ein:

a~ b <= a'bist ein gebrochenes Hauptideal.

Aquivalenzklassen beziiglich ~ multipliziert man, indem man Vertreter mul-
tipliziert und wieder zur Aquivalenzklasse iibergeht. Man iiberlegt sich leicht,
dass diese Definition vertreterunabhiingig ist.

Definition 6.6.1. Die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich ~ zusammen
mit der durch die Multiplikation gebrochener Ideale induzierten Verkniipfung
heifit die Idealklassengruppe von K und wird mit Cl(K) bezeichnet.

Mit anderen Worten: CI(K) ist die Faktorgruppe der Gruppe der von (0)
verschiedenen gebrochenen Ideale von K nach der Untergruppe der von (0)
verschiedenen gebrochenen Hauptideale von K.

Satz 6.6.2. Es sei K ein quadratischer Zahlkorper. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

(i) CU(K) =1,
(ii) Ok ist ein Hauptidealring,
(ill) Oy ist faktoriell.

Bemerkung: Die Implikation (iii)=-(ii) gilt fiir allgemeine Ringe nicht, so ist
z.B. der Polynomring Z[X] faktoriell, aber kein Hauptidealring.

Beweis. (i)==(ii). Sei CI(K) = 1. Das Nullideal ist stets ein Hauptideal. Ist
a C Ok ein von (0) verschiedenes Ideal, so gilt a ~ (1), also a = (a) fiir ein
a € K. Da a ganz ist, folgt a € Ok, d.h. a ist ein ganzes Hauptideal.
(il)==(i). Sei Ok ein Hauptidealring und a C K ein von (0) verschiedenes
gebrochenes Ideal. Nach Definition existiert ein oo € O, so dass aa ein ganzes
Ideal ist. Dann existiert ein a € Ox mit aa = (a), also ist a = (a™'a)
ein gebrochenes Hauptideal. Wir schlieflen a ~ (1) und, weil a beliebig war,
ClI(K)=1.
(iii)==(ii). Sei Ok faktoriell, a C O ein von (0) verschiedenes Ideal und 9i(a)
seine Norm. Es sei M(a) = 7y - - - m,, die (im wesentlichen eindeutige) Zerlegung
des Elementes M(a) € Ok in irreduzible Elemente. Nach Lemma 4.1.14 sind
die Elemente 7;, i = 1,...,n, Primelemente in Ok . Daher sind die Ideale (7;),
i =1,...,n, Hauptprimideale und
(N(a)) = (m1) -+ (7n)
ist die eindeutige Zerlegung von (9(a)) in Primideale. Wegen a|(91(a)) folgt
a=[])
icJ
mit einer Teilmenge J C {1,...,n}. Insbesondere ist a ein Hauptideal. Folglich
ist jedes Ideal in Ok ein Hauptideal.
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(il)==(iii). Sei Ok ein Hauptidealring und a € Ok \ (O} U {0}). Dann ist
das Ideal (a) von (0) und (1) verschieden. Sei

(a) =p1-Pa
seine eindeutige Zerlegung in Primideale. Da Ok ein Hauptidealring ist, gilt
p; = (m), ¢ =1,...,n, mit Primelementen m; € Ok. Nach Lemma 6.2.3 gilt

a=m - Th.
Nach Lemma 4.1.8 gibt es eine Einheit e € OIX( mit a =e-my - - - m,. Ersetzen

wir 1 durch em, erhalten wir eine Darstellung a = 77 - - - m,, von a als Produkt
von Primelementen, die nach Lemma 4.1.14 auch irreduzibel sind. Sei nun

a=qGm
eine weitere Darstellung von a als Produkt irreduzibler Elemente. Wegen 1 |a
gilt m1|g; fiir ein ¢, nach Umnumerierung sei dies ¢;. Da ¢ irreduzibel ist,
folgt m1 = q1, d.h. g1 = e;71 mit einer Einheit e;. Nun teilen wir beide Seiten
der Gleichung 71 -+ 7, = ¢1---¢m durch m; und fahren induktiv fort. Wir
erhalten n = m und, nach eventueller Umnumerierung, m; = ¢;, i = 1,...,n.
Daher ist Ok faktoriell. O

Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden, fundamentalen Theo-
rems.

Theorem 6.6.3. Die Idealklassengruppe CI(K) eines quadratischen Zahlkér-
pers K ist endlich.

Zum Beweis brauchen wir zunéchst eine explizitere Kenntnis der Ideale
in OK.

Satz 6.6.4. Sei a C Ok ein von (0) verschiedenes Ideal und a € IN durch
aZ = aNZ gegeben. Es sei as die kleinste natiirliche Zahl unter den y € IN,
die in einem Element r+yw € a, © € Z, auftauchen. Ferner sei a; die kleinste
nichtnegative ganze Zahl, so dass a1 + asw in a liegt. Dann hat jedes Element
in a eine eindeutige Darstellung der Form

aa + fay + asw)

mit «, 8 € Z. Alle Elemente dieser Form liegen in a. Es gilt as|a und aslay,
sowie a1 < a.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die folgende

Behauptung: Fir x,y € Z folgt aus x + yw € a, dass as|z und asy.

Beweis der Behauptung: Sei y = gas + r mit 0 < r < ay — 1. Dann gilt
x —qar +rw = (¢ + yw) — q(a1 + agw) € a. Wegen der Minimalitét von ag
folgt r = 0, daher as|y. Fiir d £ 1 mod 4 gilt w? = d € Z. Aus yd + 2w =
w(z + yw) € a folgt nach dem eben Bewiesenen as|z. Fiir d = 1 mod 4 gilt
w? =w+ L Aus Sy + (2 + y)w = w(z + yw) € a folgt as|(z + y) und
daher as|x. Dies zeigt die Behauptung.
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Wegen a, a1 + asw € a sind insbesondere a und aq durch as teilbar. Wegen
der Minimalitét von ap gilt aulerdem 0 < a1 < a. Sei nun x+yw € a beliebig.

Wir erhalten
a
T —y— = (z+yw) — i(al +aw) €anNZ =al.
az az
Daher existiert ein a € Z mit « — y¢ = aa, und wir erhalten
T+ yw = aa+ ai(al + asw).
2

Nun setzen wir § = ;’—2 und erhalten das Gewiinschte. Umgekehrt liegen alle
Elemente der Form aa + (a1 + asw), o, 8 € Z, in a, weil a und a1 + asw in
a liegen. Die Darstellung ist eindeutig, weil (1,w) eine Ganzheitsbasis ist. O

Definition 6.6.5. Die eben konstruierte Darstellung
a=aZ+ (a1 + aw)Z

heifit die kanonische Darstellung von a.

Satz 6.6.6. Es sei a = aZ + (a1 + agw)Z die kanonische Darstellung des von
(0) verschiedenen Ideals a C Ok . Dann gilt 9(a) = aas.

Beweis. Es gilt 2+yw = 2'4+y'w mod a & z—2'+ (y—y')w = aa+B(a1+asw)
fir o, 8 € Z < y =y’ mod az und z = 2’ + £ (y — y') mod a. Daher gibt es
genau aay Restklassen modulo a. O

Zum Beweis von Theorem 6.6.3 werden wir den Minkowskischen Git-
terpunktsatz bendtigen. Seien vi, vy € IR? zwei linear unabhiingige Vekto-
ren. Die Menge I aller Vektoren av; + bvs € R? mit a,b € Z heifit Gitter
im IR? und (v, vg) heifit Basis von I'. Ein Gitter hat viele Basen, so sind mit
einer Basis (v1,v2) z.B. auch (—v1,v2) und (v1, vy 4 2v1) wieder Basen von I

Ist nun (v1,v2) eine Basis des Gitters I', so heifit die Menge aller Vektoren
avy + Buy mit «, 8 € [0,1] eine Grundmasche des Gitters. Ist v1 = (21, 91)
und v = (22, y2), so gilt bekanntermafen die folgende Formel fiir den Flidchen-
inhalt I(I") der Grundmasche:

I(I') = |det (Il @)’ = |T1Yy2 — T2y

Y1 Y2
Ist (vi,v5) mit v = (zf,¥}) und v5 = (2%, 95) eine weitere Basis von I, so
existieren 2x2 Matrizen A und B mit ganzzahligen Eintrigen, so dass gilt

CGH-G) )G
Y1 Y2 Yi Y2 )’ Y1 Y2 Y1 Y2
Man schlieit A- B = (1 O), also det(A) - det(B) = 1. Weil diese Determi-

01
nanten ganze Zahlen sind folgt, | det(A)| = |det(B)| = 1. Die Produktformel
fiir Determinanten liefert
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/ /
det [ “1 72 )| = |det x,l x? .
Y1 Y2 Y1 Y2

Mit anderen Worten: Die Grundmasche selbst hingt von der Auswahl einer
Basis des Gitters I' C R? ab, nicht aber der Flicheninhalt I(I') der Grund-
masche.

Beispiel: Sei K ein imaginédr-quadratischer Zahlkorper. Identifizieren wir in
der iiblichen Weise die komplexe Zahlenebene mit dem IR?, so wird Ox zum
Gitter. Fiir den Grundmascheninhalt gilt die Formel

I(0k) = 3|4k,

wobei Ak die Diskriminante von K ist. Dies werden wir in Satz 6.6.9 in
allgemeinerer Form beweisen.

Definition 6.6.7. Eine Teilmenge X C IR? heift konvex, wenn zu v,w €
X mit jedem t € [0,1] auch tv + (1 — t)w in X liegt. Die Menge X heifit
zentralsymmetrisch, wenn mit jedem v € X auch —v in X liegt.

Theorem 6.6.8 (Minkowskischer Gitterpunktsatz). Sei I' C IR? ein
Gitter und sei X C IR? eine konvexe und zentralsymmetrische Teilmenge, fiir
deren Flicheninhalt I(X) die Ungleichung

I(X) > 4I(I)

gilt. Dann existiert ein von (0,0) verschiedener Gitterpunkt in X.

Beweis. Es geniigt, die Existenz zweier verschiedener Gitterpunkte ~v1,vo € I’

mit
AX+m)N(EX+7) o
zu zeigen. Liegt ndmlich ein Punkt
3T+ = 532+ 72, 21,22 € X,
in diesem Durchschnitt, so erhalten wir den von (0, 0) verschiedenen Punkt
T=7— 72 = 5Tz — 511
in X N I'. Waren die Mengen %X + 7, v € I', paarweise disjunkt, so wiirde
das auch fur ihren Durchschnitt mit jeder Grundmasche M gelten. Also wére

II)=IM)>> T(Mn(3X+7)).

Verschiebt man die Menge M N (3X + ) um —v, erhélt man die Menge
gleichen Flidcheninhalts (M —v) N 2 X. Die Mengen M — ~ iiberdecken den
ganzen IR?, daher erhalten wir
(1) > S5 (M—7)n3X =1 (3X) = 41(%).
yel’
Dies widerspricht der Annahme des Satzes. O
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Jetzt betrachten wir die folgende Einbettung von K = Q(v/d) in den IR*:
b: K — R?
2= a+ bVd— 6(2) = (a,by/H]),
wobei die Quadratwurzel /|d| auf der rechten Seite positiv gewéhlt sei. Diese
Einbettung héingt von der Wahl der komplexen Zahl v/d ab. Beim Wechsel zur

anderen komplexen Losung der Gleichung X? = d #ndert sich das Vorzeichen
der zweiten Komponente von ¢(z). Die Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus.

Satz 6.6.9. Fiir ein ganzes Ideal a # (0) ist ¢(a) C IR? ein Gitter mit Grund-
mascheninhalt
I(¢(a)) = 39M(a)V/[Ak].

Beweis. Ist a = aZ + (a1 + asw)Z die kanonische Darstellung von a, so ist

o(a) = Zo(a) + Zo(a1 + asw).
Der Vektor ¢(a) hat die Gestalt (a,0). Ist d ;i_ 1 mod 4, so ist qS(al + agw)

(a1,a2+/|d|) und daher gilt in diesem Fall I(¢ = aa2\/|d —aa2\/|A
Ist d = 1 mod 4, so gilt ¢(a1 + agw) = (M L \/\d\) und daher I(¢(a )) =
taaz\/|d| = 3aaz\/|A|. Schlieflich gilt 9M(a) = aaz nach Satz 6.6.6. O

Satz 6.6.10. Jedes ganze Ideal a # (0) enthélt ein Element « # 0 mit

a)y/|Ax|, wenn Ag >0,
2N(a)/|Ak|, wenn Ak <O0.

Beweis. Sei zuniichst Ax > 0. Ist ¢(a) = (z,y), so gilt N(a) = 22 — y2.
Fiir beliebiges R > 0 enthiilt die Menge {(z,y) € R?; |2® — y?| < R} das
(konvexe und zentralsymmetrische) Quadrat [—v'R, vV R] x [-vR,+/R] vom
Inhalt 4R. Fiir R > I(¢(a)) gibt es nach dem Minkowskischen Gitterpunktsatz
ein Element a € a, a # 0, so dass ¢(«) in diesem Quadrat liegt. Daher existiert
zu jedem € > 0 ein 0 # o € a mit
IN(e)] < 39(a)VIAK| + e

Nun ist [N ()| fiir alle « € a eine ganze Zahl. Da € > 0 beliebig klein gewihlt
werden kann, finden wir ein o € a, a # 0, mit |N(a)| < $9(a)/|Ak].

Wir betrachten nun den Fall Ax < 0. Fiir ¢(a) = (z,) gilt N(a) = 2% + y2.
Der Bereich {(z,y) € IR?; |2? + y?| < R} ist gerade die Kreisscheibe vom
Radius vR um (0,0) und hat den Fliicheninhalt 7R. Wie oben schlieft man
aus dem Minkowskischen Gitterpunktsatz die Existenz eines o € a, a # 0,

mit [N (a)| < 29(a)\/|Ak|. O
Theorem 6.6.11. Jede Idealklasse enthélt ein ganzes Ideal a # (0) mit

N(a) < 3(3)°VIAxk],

wobel s = 0 fiir Ax > 0 und s = 1 fiir Ag < 0 ist. Insbesondere ist die
Idealklassengruppe CI(K) endlich.

[N(a)] <
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Beweis. Sei b # (0) ein beliebiges gebrochenes Ideal und v € Ok, so dass
7571 C Ok.
Nach Satz 6.6.10 existiert ein o € Y671, o # 0, mit

IN(@)] < 3(3)"Nv67)V]AKk].

Wegen (o) C yb~1 ist das Ideal a := (y)"'b(a) ganz, und es gilt

N(a) = N(vb~") 7' N((@) < 3(3)°VIAK]-
Nach Satz 6.5.22 existieren nur endlich viele solche ganzen Ideale und daher
ist CI(K) endlich. O

Definition 6.6.12. Die Ordnung der Gruppe CI(K) heifit die Klassenzahl
von K und wird mit hx bezeichnet.

Satz 6.6.13. Fiir jedes gebrochene Ideal a ist das Ideal a"* ein Hauptideal.

Beweis. Nach Satz 5.2.2 ist die hx-te Potenz jedes Elements in CI(K) trivial.
Daher ist die h-te Potenz jedes Ideals ein Hauptideal. O

Korollar 6.6.14. Ist (n,hx) = 1 und a™ ein Hauptideal, so ist a schon ein
Hauptideal.

Beweis. Wegen der linearen Kombinierbarkeit des gréfiten gemeinsamen Tei-
lers existieren a,b € Z mit an + bhx = 1, also a = (a")%(a"*)". Nach Vor-
aussetzung ist a” ein Hauptideal und nach Satz 6.6.13 ist a"¥ ein Hauptideal.
Daher ist auch a ein Hauptideal. O

Es war schon Gauf bekannt, dass die Klassenzahl von Q(v/d) fiir die ne-
gativen Werte

d=—1,-2,-3,—7,—11,-19, —43, —67, —163

gleich 1 ist. Seit 1967 weifl man, siehe [St], dass dies alle sind, d.h. es gibt genau
neun imaginér-quadratische Zahlkorper der Klassenzahl 1. Merkwiirdigerweise
wusste man schon seit 1934, siehe [HL], dass es hochstens 10 davon geben
kann. Man vermutet, dass es unendlich viele reell-quadratische Zahlkorper
der Klassenzahl 1 gibt.

Theorem 6.6.11 liefert uns nicht nur die Endlichkeit der Idealklassengrup-
pe, sondern auch einen konstruktiven Weg zu ihrer Berechnung. Zunéchst
muss man alle ganzen Ideale a mit MN(a) < 2(2)*\/|Ak| finden. Wegen
N(a) = aay verbleiben fiir die kanonische Darstellung solcher Ideale nur end-
lich viele Moglichkeiten, so dass man diese auffinden kann. Dann muss man
feststellen, welche von diesen Idealen in der gleichen Idealklasse liegen und die
Multiplikationstabelle aufstellen.
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Beispiel: K = Q(v/=5). Nach Satz 6.6.11 enthilt jede Idealklasse ein ganzes Ideal
der Norm kleiner als %%m < 3. Das einzige ganze Ideal der Norm 1 ist (1) = Ok.
Jedes ganze Ideal der Norm 2 ist ein Teiler des Ideals (2). Nach Satz 6.5.18 gilt
(2) = p? mit einem Primideal p. Daher ist p das einzige ganze Ideal der Norm 2.
Alternativ kann man auch iiber die kanonische Darstellung argumentieren: 9(a) =
aaz = 2 ldsst wegen az|a nur die Méglichkeit a2 = 1,a = 2 zu. Fiir a1 = 0 erhilt
man die Untergruppe 2Z + +/—5Z, die kein Ideal in O ist. Wegen a1 < a verbleibt
nur noch der Fall a; = 1. In der Tat ist p := 2Z + (1++/—5)Z ein Ideal der Norm 2.
Also gibt es hochstens zwei Idealklassen. Wiire p dquivalent zur Klasse der (1), dann
wire es ein Hauptideal, p = (a) mit einem a € Og. Aus N(p) = 2 folgt N(a) = 2,
aber in Q(v/—5) gibt es kein Element der Norm 2, weil die Gleichung 2 4 5y = 2
keine ganzzahlige Losung besitzt. Folglich ist p kein Hauptideal und es gibt zwei
Idealklassen, also hg = 2. Fiir die Gruppenstruktur auf der zweielementigen Menge
CI(K) besteht kein Spielraum. CI(K) ist isomorph zur Gruppe ({£1},-), wobei die
Klasse von p auf —1 abgebildet wird.

Der Fall allgemeiner Zahlkoérper:

In analoger Weise wird auch die Endlichkeit der Klassenzahl eines beliebigen
Zahlkorpers bewiesen, siehe [Neu], Kap.I. Man weifl bis heute nicht, ob es
unendlich viele Zahlkorper der Klassenzahl 1 gibt.

Aufgabe 1. Man zeige, dass fir d = —7,—-3,—-2,—1,2,3,5,13 der Ring Ok fiir
K = Q(v/d) ein Hauptidealring ist.

Aufgabe 2. Man zeige hx = 1 fiir K = Q(+/6).

Aufgabe 3. Man zeige hx = 1 fir K = Q(v/d) und d = 21, 29.
Aufgabe 4. Man zeige hx = 1 fiir K = Q(V/7).

Aufgabe 5. Man zeige, dass Qv/—23 die Klassenzahl 3 hat.

6.7 Einheiten in quadratischen Zahlkoérpern

Nun wenden wir uns dem zweiten der am Anfang des letzten Abschnitts an-
gesprochenen Probleme zu, ndmlich der Frage, inwieweit ein Element o € O
durch das Hauptideal («) bestimmt ist. Nach den Lemmata 4.1.8 und 6.2.3
ist a durch («) bis auf Multiplikation mit einer Einheit bestimmt. Die Menge
der Einheiten in Ok werden wir jetzt untersuchen. Zunéchst fragen wir uns,
welche Einheitswurzeln in O liegen kénnen.

Lemma 6.7.1. Fiir d # d’ ist
QWA NQWVI) =@,

wobei der Durchschnitt in Q (oder in C) gebildet wird.
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Beweis. Es seien d # d' quadratfrei und von 0 und 1 verschieden. Gegeben
seien x, 2, y,y" € Q mit

z+yVd=a'+y'Vd.

Wir miissen zeigen, dass y = 0 = g/ gilt. Sei y # 0. Eine elementare Umfor-

mung zeigt
& rele y2d = (x —2')? 4 2(x — 2 )yVd + y2d.
Aus der Irrationalitit von v/d folgt & — 2’ = 0. Daher gilt
y/Zd/ _ y2d.
Insbesondere ist dann auch 3’ von Null verschieden und dd’ wire ein Quadrat

in Q. Das ist aber nur fiir d = d’ méglich, was aber ausgeschlossen war. Den
Fall ¢ # 0 behandelt man analog. O

Satz 6.7.2. Der quadratische Zahlkérper Q(v/d) enthélt genau die

6-ten Einheitswurzeln <= d = —3,
4-ten Einheitswurzeln <— d = —1,
2-ten Einheitswurzeln <= d # —1,—3.

Beweis. Jeder quadratische Zahlkorper enthélt die zweiten Einheitswurzeln
+1. Dies sind auch die einzigen Einheitswurzeln in Z und damit auch in
Q (siehe Satz 5.3.4). Sei ¢ € Q(v/d) eine primitive n-te Einheitswurzel. Da
jedes Element in Q(v/d) Nullstelle eines Polynoms kleiner gleich zweiten Gra-
des ist, zeigt Korollar 5.4.13, dass n € {1,2,3,4,6} ist. Fiir n # 1,2 zeigt
Lemma 6.7.1, dass ¢ ¢ Q(v/d') fiir jedes d’ # d. Nun miissen wir nur noch

bemerken, dass ¢4 € Q(v/—1) und ¢ = & + Y53 € Q(v=3) gilt. O

Jetzt bestimmen wir die Einheitengruppe von Ok, die man (nicht ganz
korrekt, aber ohne wirkliche Gefahr einer Verwirrung) die Einheitengruppe
von K nennt und mit Ex bezeichnet. Fiir imagindr-quadratische Zahlkorper
kann EFx leicht bestimmt werden.

Satz 6.7.3. In einem imaginédr-quadratischen Zahlkérper K sind alle Einhei-
ten Einheitswurzeln. Insbesondere ist Ex endlich und fiir d # —1,—3 gilt
Ex = {£1}.

Beweis. Die Norm N(e) = o(e)e einer Einheit in e € Ok ist offensichtlich
eine Einheit in Z, also gleich £1. Im Fall d < 0 gilt o(e) = & (komplexe
Konjugation) und folglich ist N(e) = ée das Quadrat des komplexen Absolut-
betrages. Daher hat jede Einheit e den komplexen Absolutbetrag 1 und es gilt
N(e) = 1. Fiir die Spur Sp(e) = e + € folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung
|Sp(e)| < 2. Die Gleichung e? — Sp(e)e + N(e) = 0 zeigt, dass e Nullstelle
eines der Polynome X2 +aX + 1 mit a € {—2,—1,0, 1,2} ist. Daher ist e eine
Einheitswurzel. O
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Fiir reell-quadratische Zahlkorper ist das Problem der Einheitenbestim-
mung schwieriger. Die einzigen Einheitswurzeln in einem reell-quadratischen
Zahlkorper sind +1, aber z.B. ist wegen (1 + v/2)(—1 4+ v/2) = 1 die Zahl
(1 ++/2) eine Einheit in Q(v/2). Wir beginnen mit einem Lemma.

Lemma 6.7.4. Seid > 0 und K = Q(\/g) als Teilkérper von IR aufgefasst.
Sei M > 1 eine beliebige reelle Zahl. Dann existieren hoéchstens endlich viele
FEinheiten e € Og mit 1 <e < M.

Beweis. Fiir eine Einheit e gilt ec(e) = N(e) = £1. Aus 1 < e folgt daher
—1 < o(e) < +1. Fiir e < M liegt Sp(e) = e + o(e) zwischen 0 und M + 1.
Daher kommen fiir Spur und Norm von e nur endlich viele Werte in Frage.
Also ist e eine der endlich vielen Nullstellen der endlich vielen Polynome
X? —aX +bmitae {1,2,...,M}, be {£1}. O

Lemma 6.7.5. Sei K ein reell-quadratischer Zahlkoérper. Angenommen, es
gibt eine von 1 verschiedene Einheit. Dann gibt es eine von £1 verschiedene
Einheit €, so dass jede Einheit e € Ex eine eindeutige Darstellung der Form

e==xe% a€Z,
hat.

Beweis. Mit e sind auch —e, e™! und —e~! Einheiten. Also kénnen wir an-

nehmen, dass eine Einheit > 1 existiert. Nach Lemma 6.7.4 existiert dann

eine kleinste Einheit ¢ > 1. Um zu zeigen, dass jede Einheit von der Form

+e® a € Z, ist, geniigt es zu zeigen, dass jede Einheit e > 1 von der Form

g™, n > 0 ist. Angenommen, e wére nicht von dieser Form. Dann existiert ein

n > 0 mit

" <e< et

Hieraus folgt, dass ee™" eine Einheit mit 1 < es™" < ¢ ist. Aber wir haben

angenommen, dass € minimal ist. Die Eindeutigkeit der Darstellung ist klar.
O

Eine Einheit € wie in Lemma 6.7.5 heiflit Grundeinheit von K. Die in
Lemma 6.7.5 gemachte Voraussetzung ist stets erfiillt. Das ist der Inhalt des
folgenden Theorems.

Theorem 6.7.6. Jeder reell-quadratische Zahlkérper besitzt eine Grundein-
heit, d.h. eine Einheit €, so dass jede Einheit e € Ex eine eindeutige Darstel-
Iung der Form x
e=(—1)%" a€eZ, ke{0,1},

besitzt.
Beweis. Nach Lemma 6.7.5 gentigt es zu zeigen, dass eine von £1 verschiedene

Einheit existiert. Die Strategie ist die folgende. Wir konstruieren eine Folge
a1, qs,... von Elementen in Ok so, dass
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(i) |eig1] < |l und

(i) [N(a)| < VAK
fiir alle i« € IN gilt. Da es nur endlich viele Ideale der Norm < /A gibt,
existieren i # j mit (o;) = (). Daher ist o; ' eine Einheit. Bedingung (i)
impliziert, dass diese von +1 verschieden ist. Wir kommen nun zur Konstruk-
tion der Folge a;. Zuniichst bemerken wir, dass die Menge der (z,y) € IR?
mit

a1z + a2yl < b1, |aziz + azzy| < bo,

aij,b; € R, b; > 0, eine zentralsymmetrische konvexe Teilmenge im IR* vom
Flacheninhalt 4b1 b2

| det(ai;)]
ist. Wir fassen die Elemente w und o(w) iiber die Einbettung K C IR auch
als reelle Zahlen auf. Das Gebiet M; der (z,y) € IR? mit

e —wyl <1, |z —o(w)yl < VAK
hat den Flicheninhalt I(M;) = 4y/Ax |det (1,—w,1,—0(w))| "' = 4. Nach
dem Minkowskischen Gitterpunktsatz existieren aq,b; € Z mit (a1,b1) € M,
und (aq,b1) # (0,0). Wir setzen a3 = a; — byjw € Ok. Offenbar gilt |a;| < 1
und [N (a1)| = [(a1 = biw)| - [(a1 — bio(w))] < VAk.
Nehmen wir nun an, wir hitten a; mit (i) und (ii) konstruiert. Dann
betrachten wir das Gebiet M;,; der (z,y) € IR* mit

i 2
\x—wy|§ ‘05‘7 |x—a(w)y\§ ‘Oé| AK'
Nach dem Minkowskischen Gitterpunktsatz existieren a;y1,b;+1 € Z mit
(ai+1,bi+1) € M1 und (ai+1,bi+1) 75 (0,0) Wir setzen Qi1 = Qi41 — bi+1w.
Offenbar gilt ;41| < ‘0‘2—’| < || und
IN(ctis1)] = [(ait1 = bigaw)] - [(ait1 — bipr0(w))] < VAk.
Das beendet den Beweis. ]

In einem reell-quadratischen Zahlkorper existieren genau vier Grundein-
heiten. Ist € eine Grundeinheit, so sind die anderen Grundeinheiten gerade —¢,
e~! und —e~!. Etwas nachlissig spricht man oft auch von der Grundeinheit

von K.

In der Praxis kann es schwer sein, die Grundeinheit zu finden. Z.B. ist fiir
K = Q(v94) die Grundeinheit durch

€ = 2143295 + 221064v94

gegeben. Wenn die Grundeinheit Norm 1 hat, dann hat jede Einheit die
Norm 1. Es tauchen aber auch Grundeinheiten der Norm —1 auf, z.B. 1+ /2
in Q(v/2). Die Werte 1 < d < 100, fiir die die Grundeinheit von Q(v/d) die
Norm —1 hat, sind die folgenden:

2,5,10,13,17,26, 29,37, 41,53, 58, 61, 65, 73, 74, 82, 85,89, 97.
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Das nachstehende Kriterium werden wir in Abschnitt 10.7 beweisen.

Satz 6.7.7. Sei p = 1 mod 4 eine Primzahl. Dann hat die Grundeinheit von
K = Q(/p) die Norm —1.

Ein Algorithmus, der nacheinander Grundeinheiten fiir alle reell-quadra-
tischen Zahlkorper auswirft, ergibt sich aus dem Beweis von Lemma 6.7.4.
Man testet fiir a = 1,2, 3, ... die Nullstellen von X2 — aX + 1 darauf, ob sie
eine Einheit > 1 in einem reell-quadratischen Zahlkorper sind. Wenn ja, hat
man eine Grundeinheit gefunden. Wir rechnen bis zum dritten Schritt, um
das Prinzip zu erldutern:

a = 1: Die Gleichung X? — X + 1 = 0 hat keine reellen Losungen. Die Gleichung
X? — X —1 = 0 hat die Lésungen (1 ++/5). Wir finden die Grundeinheit
e = 1(1+ /5) des Korpers Q(v/5).

a = 2: Die Gleichung X? — 2X + 1 = 0 hat die rationale Doppellésung X = 1.
Die Gleichung X2 — 2X — 1 = 0 hat die Losungen 1 & /2. Wir finden die
Grundeinheit ¢ = 1 + v/2 des Kérpers Q(v/2).

a = 3: Die Gleichung X*—3X+1 = 0 hat die Losungen 3(3£+/5). Die Grundeinheit
von Q(v/5) haben wir aber schon gefunden. Die Gleichung X? —3X — 1 = 0 hat
die Lésungen (3 +1/13). Wir erhalten die Grundeinheit e = (3 + V/13) des
Korpers Q(v/13).

und so weiter ...

Der Fall allgemeiner Zahlkorper:

Sei K ein Zahlkorper vom Grad n. Dann gibt es (nach Galoistheorie, siehe
z.B. [Bo], Kap.4) genau n verschiedene Kérpereinbettungen 7 : K <— C. Sei
r1 die Anzahl der 7 mit 7(K) C IR. Die verbleibenden Einbettungen tauchen
paarweise auf, weil die Nachschaltung der komplexen Konjugation eine weitere
Einbettung von K nach C erzeugt. Die Anzahl der komplexen Einbettungen
sei gleich 279, so dass wir die Formel ry + 279 = n erhalten.

Beispiele: K imagindr-quadratisch: 11 =0, ro =1, n = 2.
K reell-quadratisch: 1y =2, 7o =0, n = 2.
K:Q(\B/i):hzl,rgzl,n:?).

Die Einheitengruppe Fx von K hat nach dem Dirichletschen Finheitensatz
die folgende Struktur: Es gibt s = r; 4+ r9 — 1 Grundeinheiten €1, ...,e5 und
jede Einheit e € Ex hat eine eindeutige Darstellung der Form

e= (el el
mit aq,...,as € Z und einer Einheitswurzel ¢ aus K. Die Menge der Einheits-
wurzeln in K ist endlich. Fiir Beweise dieser Aussagen siche [Neu], Kap.I.
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Aufgabe 1. Man finde eine Grundeinheit des Korpers Q(v/3).
Aufgabe 2. Man finde Grundeinheiten der Koérper Q(v/21) und Q(+/29).

Aufgabe 3. Man zeige: Ist d > 0 durch eine Primzahl p = 3 mod 4 teilbar, so hat
jede Einheit in Q(+v/d) die Norm +1.

Aufgabe 4. Man zeige, dass unter den Summen 1+ 2 + --- 4+ n unendlich viele
Quadratzahlen vorkommen.

Hinweis: Man benutze die Kenntnis der Einheitengruppe von Q(\/g)

6.8 Anwendung auf diophantische Gleichungen

Als Beispiele dafiir, wie sich die in diesem Kapitel erarbeiteten Techniken
anwenden lassen, zeigen wir nun die folgenden Sétze.

Satz 6.8.1. Die Gleichung ) 3
X°+5=Y

hat keine ganzzahlige Losung.

Bemerkung: Diese Gleichung hat Losungen modulo n fiir jedes n > 1 und
(offensichtlich) auch reelle Losungen.

Beweis. Wir nehmen an, dass x,y € Z mit 2 + 5 = y> existieren. Wire
x durch 5 teilbar, so auch y. Dann wire 2 + 5 durch 53 teilbar, ist aber
kongruent 5 modulo 25. Also 51 z. Im Kérper K = Q(1/—5) erhalten wir die

Gleichung
(x +V=5)(x —V/-5) = >
Sei @ = z + /=5, also o(a) = © — v/—5. Die Primzahlen 2 und 5 sind in K
verzweigt. Sei p = (2,1 + /=5) das Primideal mit p? = (2) und q = (v/=5)
das Primideal mit g% = (5). Wir zeigen
(o, 0()) =p°, miti=0oderi=1.
Zunichst gilt (a, o(a)) D (a—o(«)) = (24/—5). Daher kommen als Primteiler
des Ideals (o, 0(a)) nur p und q in Frage. Aus q|(«) folgt q|(z), also 5|z,
was wir schon ausgeschlossen haben. Also gilt (a,o(a)) = p? fiir ein i > 0.
Wegen 2 { (z + +/—5) gilt i € {0,1}. Ist & gerade, so ist N(a) = 22 +5
ungerade, also p 1 («) und deshalb gilt i« = 0. Ist z ungerade, so folgt aus
a=(zx—1)+(1++v-5), dass p|(a) und p|(o(a)), und daher gilt i = 1. Als
néchstes zeigen wir die Existenz eines Ideals a mit
a® = ().

Um das einzusehen, geniigt es zu zeigen, dass die Vielfachheit jedes Primideals
in der Zerlegung von («) durch 3 teilbar ist. Ist 8 ein in (), aber nicht in
(0(a)) aufgehendes Primideal, so muss wegen (a)(o(a)) = (y)* die Vielfach-
heit von B durch 3 teilbar sein. Es verbleibt der Fall, dass  ungerade und
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B = p ist. Sei p¥||(a). Dann gilt p¥||(o(a)) und p*||(y)?, woraus 3|2k, also
3|k folgt.

Es gilt hx = 2 (siche Abschnitt 6.6, Seite 112) und a3 ist ein Hauptideal.
Nach Korollar 6.6.14 ist somit a selbst schon ein Hauptideal. Sei 8 € Ok mit
a = (B). Dann gilt () = (8)3, und daher existiert eine Einheit u € Ex mit
(3% = ua. Nach Satz 6.7.3 gilt u = %1. Stellen wir nun 3 in der Form a+by/—5
dar, so erhalten wir durch Betrachten der Terme vor /=5 die Identitit

(3a® — 5b%)b = £1.

Daher gilt b = £1 und 3a® — 5 = £1. Die letzte Gleichung wird offensichtlich
fiir keine ganze Zahl a erfiillt, und wir erhalten den gewiinschten Widerspruch.
O

Mit Hilfe des Einheitensatzes kann man alle Losungen der sogenannten
Pellschen Gleichung X? — dY2 = 1 fiir d > 0 angeben.

Satz 6.8.2. Fiir quadratfreies d > 0 hat die Pellsche Gleichung
X?—dy?=1

unendlich viele ganzzahlige Lésungen. Es gibt eine Losung (x1, 1), so dass alle
anderen Losungen von der Form +(x,,,y,) mit x, + ynVd = (1 + ¥ \/E)",
n € Z, sind.

Beweis. (x,y) ist offenbar genau dann eine Losung der Pellschen Gleichung,
wenn z+yvd € K = Q(v/d) ein Element der Norm 1 ist. Da 2+ y+/d ganz ist,
sind die auftretenden Losungen gerade die Einheiten, die Norm 1 haben und
in Z[\/d] C Ok liegen. Sei d # 1 mod 4. Hat die Grundeinheit ¢ die Norm 1,
so sind dies alle Einheiten. Gilt N(e) = —1, so sind dies gerade die Einheiten
von der Form +(g2)", n € Z. Es verbleibt der Fall d = 1 mod 4. Die Menge

I={meZ|N(£e™) =+1,+e™ € Z|Vd]}

ist ein Ideal in Z. Wir zeigen zunéchst, dass I nicht das Nullideal ist. Dazu
geniigt es, ein b > 0 mit e* € Z[V/d] zu finden, weil dann 2b € T ist. Sei fiir

n >0 1
on— i(an + b, Vd), an,bn € Z, a, = by, mod 2.

Wegen N(g) = +1 gilt e ™" = £2(a, —b,V/d). Da es nur endlich viele Moglich-
keiten fiir die Restklassen von a; und b; modulo 4 gibt, findet man n > m mit
Un = A, by = by, mod 4. Dann gilt
gn—m = :I:i(an + bn\/E)(am - bm\/E)
= £1(anam — bpbmd + (ambn — anbm)Vd) € Z[Vd).

Folglich gilt I = aZ fiir ein a # 0. Ist €* = z; + y1V/d, so ist (z1,y1) die
gesuchte Grundlosung. O
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Aufgabe: Man finde eine nichttriviale ganzzahlige Losung (z,v, z) € Z* der Glei-
chung X? + 5Y2 = Z% (nichttrivial bedeutet xyz # 0).

6.9 Kriterien fiir hxg > 1

Sei K = Q(V/d) ein quadratischer Zahlkérper. Wie iiblich nehmen wir an, dass
d ganz und quadratfrei ist. In diesem Abschnitt werden wir Folgerungen aus
hx = 1 ziehen. Im Umkehrschluss erhalten wir hinreichende Kriterien fiir die
Nichttrivialitit der Idealklassengruppe. Basis unserer Uberlegungen sind die
folgenden einfachen Lemmata.

Lemma 6.9.1. Sei hxg = 1. Dann ist fiir jede Primzahl q, die nicht trége in
K ist, g oder —q Norm eines Elementes aus Ok .

Beweis. Es gilt (¢) = gq192 mit Primidealen q1,q2 C Og. Wegen hg = 1
gilt 1 = (o) fiir ein Primelement @ € Ok und g2 = (o(a)). Folglich gilt
N(a) = +gq. O

Lemma 6.9.2. Ist a € Z Norm eines Elementes aus O, so gilt

()

fiir jeden ungeraden Primteiler p von d.

Beweis. Ist d # 1mod 4, so gilt a = N(b+ ¢V/d) fiir b,c¢ € Z. Folglich ist
a = b? — dc? durch p teilbar oder quadratischer Rest modulo p. Im Fall d =
1 mod 4 erhalten wir 4a = b® — dc?, b, c € Z, und damit das gleiche Ergebnis.

O

Im Beweis der néchsten Sidtze werden wir den Dirichletschen Primzahlsatz
benutzen, den wir erst in Abschnitt 8.6 mit analytischen Methoden beweisen
werden. Er besagt, dass es zu teilerfremden natiirlichen Zahlen a und n stets
unendlich viele Primzahlen kongruent ¢ modulo n gibt.

Satz 6.9.3. Es seid < 0 und hg = 1. Dann ist d = —1 oder d = —p fiir eine
Primzahl p # 1 mod 4.

Beweis. Angenommen, —d hétte mehr als einen Primteiler, also —d = p1pad’
mit p1,p2,d € N und p; < po Primzahlen.

1. Fall: p; = 2. Wir wahlen uns eine Primzahl ¢ = 5 mod 8, die quadratischer
Nichtrest modulo p, und quadratischer Rest modulo jedes Primteilers von d’
ist. Dass man eine solche Primzahl ¢ findet, folgt mit Hilfe des Chinesischen
Restklassensatzes aus dem Dirichletschen Primzahlsatz. Wir erhalten

-G~ QEEE s
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Dabher ist ¢ in Ok zerlegt und nach Lemma 6.9.1 Norm eines Elementes aus
Ok (wegen d < 0 kann —¢ nicht Norm sein). Nach Lemma 6.9.2 ist deshalb
( p%) # —1 im Widerspruch zur Konstruktion von q.

2. Fall: py > 2. Man wihlt eine Primzahl ¢ = 1 mod 8, die quadratischer
Nichtrest modulo p; und ps und quadratischer Rest modulo jedes ungeraden

Primteilers von d’ ist. Wir erhalten

(-0 - G-

Wie vorher schlieflen wir, dass sich g in O zerlegt und nach Lemma 6.9.1
Norm eines Elementes aus O ist. Dies fithrt wieder wegen Lemma 6.9.2 zum
Widerspruch.

Also gilt d = —1 oder d = —p fiir eine Primzahl p. Den Fall p = 1 mod 4
schlieBen wir auf &hnliche Weise aus. Dann wiirden wir ndmlich eine Primzahl
q = 3 mod 4 finden, die Nichtrest modulo p ist, und es gilt

(2)-(0-()()-cocn-o

Also zerlegt sich ¢ in Ok, ist nach Lemma 6.9.1 Norm eines Elements aus
Ok, im Widerspruch zu Lemma 6.9.2. a

Der reell-quadratische Fall ist geringfiigig komplizierter.

Satz 6.9.4. Es sei d > 1 und hg = 1. Dann ist d eine Primzahl oder das
Produkt zweier Primzahlen inkongruent 1 modulo 4.

Beweis. Es sei d = p1pad’, d’ € IN, p1 # ps Primzahlen. Unter der Vorausset-
zung hx = 1 schlieflen wir nacheinander die folgenden Félle aus.

1. Fall: p1 = 2, p» = 1 mod 4. Wir wéhlen eine Primzahl ¢ = 5 mod 8, die
kein quadratischer Rest modulo ps, aber quadratischer Rest modulo eines
jeden Primteilers von d’ ist. Dann gilt

(2)- (- )=

Also ist ¢ zerlegt in Q(\/&) Nach Lemma 6.9.1 ist ¢ oder —g Norm eines
Elementes aus Og. Nach Lemma 6.9.2 gilt (p%) = 1 oder (;—2‘1) = 1. Nach
Voraussetzung ist aber der erste Wert gleich —1, und wegen ps = 1 mod 4 gilt
dies auch fiir den zweiten.

2. Fall: p1 = 2, p2 = 3mod 4, d > 1. Wir kénnen annehmen, dass d’ nur
Primteiler kongruent 3 modulo 4 hat, ansonsten kommen wir in Fall 1. Wir
wéhlen eine Primzahl ¢ = 5 mod 8, die kein quadratischer Rest modulo po,
aber quadratischer Rest modulo jedes Primteilers von d’ ist. Dann gilt

(2)- (- Q)=
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Es folgt, dass g oder —g Norm eines Elementes aus O ist. Wegen (p%) =-1
und Lemma 6.9.2 kann ¢ keine Norm sein. Folglich ist —g Norm und fiir einen
beliebig gewihlten Primteiler p von d’ gilt

— -1
p p p
im Widerspruch zu Lemma 6.9.2.

3. Fall: p1 = 1 mod 4. Wir kénnen py # 2 annehmen, ansonsten sind wir im
Fall 1. Genauso kénnen wir annehmen, dass d’ ungerade ist. Wir wihlen eine
Primzahl ¢ = 1 mod 4, die kein quadratischer Rest modulo p; und ps, aber
quadratischer Rest modulo jedes Primteilers von d’ ist. Dann gilt

(2)- (- () - -

9

) = —1, im Widerspruch zu
p1

Also ist ¢ oder —g Norm, aber es gilt (%) = (
Lemma 6.9.2.

4. Fall: p1 = 3mod 4, po = 3 mod 4, d’ > 1. Wir konnen annehmen, dass jeder
Primteiler von d’ kongruent 3 modulo 4 ist, ansonsten kommen wir in Fall 2
oder 3. Wir wahlen eine Primzahl ¢ = 1 mod 4, die kein quadratischer Rest
modulo p; und po, aber quadratischer Rest modulo eines jeden Primteilers
von d’ ist. Dann gilt

(2)-()- ()E)E) - cocmen-o

Also ist ¢ oder —g Norm eines Elements aus Og. Wegen (pil) = —1 scheidet

q aus, also ist —¢ Norm. Ist nun p ein beliebiger Primteiler von d’, so gilt

(%q) = (’71)(%) = —1, im Widerspruch zu Lemma 6.9.1.

Dies beendet den Beweis. O

Man kann sogar zeigen, dass in den ausgeschlossenen Fillen die Klas-
senzahl stets gerade ist. Wir werden dies in Abschnitt 10.7 im Rahmen der
sogenannten Geschlechtertheorie beweisen.

6.10 Euklidizitiat von Ogx

In diesem Abschnitt werden wir alle d < 0 bestimmen, fiir die der Ring der
ganzen Zahlen O des imaginir-quadratischen Zahlkorpers K = Q(\/g) eu-
klidisch ist.

Theorem 6.10.1. Der Ring O, K = Q(v/d), d < 0, ist genau fiir die fol-
genden Werte von d euklidisch:

d=—1,-2,-3,-7,—11.

Wir beginnen mit dem Nachweis der Euklidizitét.
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Satz 6.10.2. Fiir K = Q(vd) und d = —1,-2,-3,—7,—11 ist die Norm
N: Ok ~ {0} = N, a — aa = |a|?, eine euklidische Normfunktion.

Beweis. Die Félle d = —1, —2 sind bereits behandelt worden (Korollar 4.6.2).
Also sei d € {3, —7,—11}. Dann ist mit w = (1 +/d)/2 das Paar (1,w) eine
Ganzheitsbasis.

Behauptung: Zu jedem x € K existiert ein ¢ € O mit |z —¢q| < 1.

Beweis der Behauptung: Wir konnen durch Subtraktion eines geeigneten Ele-
ments aus Ok annehmen, dass x in der von (1, w) aufgespannten Grundmasche
liegt, welche den Flidcheninhalt 1/|d|/2 hat. Die Grundmasche ist die Vereini-
gung der beiden kongruenten Dreiecke mit Eckpunkten 0,1, w bzw. 1,14+ w, w.
Fiir den Umkreisradius R dieser Dreiecke erhalten wir nach der Formel ,,Pro-
dukt der Seitenldngen durch 4 mal Flicheninhalt“:
Vvi—d 1=d
R= T = lid.
Vd| 4y/1d|
Fiir die betrachteten Werte von d ist der Umkreisradius daher kleiner 1. Nun
liegt « in einem dieser Dreiecke und hat daher zu einem der Punkte 0,1, w, 1+w
einen Abstand kleiner 1. Das zeigt die Behauptung.
Nun seien a,b € Ok, b # 0, beliebig. Wir finden ein ¢ € Og mit |§ —¢| <1
und setzen r = a — bq. Dann gilt |r| = |a — bg| < |b]. O

Nach Satz 6.9.3 hat Q(v/d) fiir d = —5, —6, —10 eine nichttriviale Ideal-
klassengruppe und daher kann der Ring OQ( Nz) fiir diese Werte von d nicht
euklidisch sein. Es bleibt zu zeigen, dass fiir d < —11 der Ring OQ( Va) nie-
mals euklidisch ist. Mit dem folgenden Satz ist der Beweis von Theorem 6.10.1
beendet.

Satz 6.10.3. Fiir d < —11 und K = Q(+v/d) gibt es auf O keine euklidische
Normfunktion.

Beweis. Sei d < —12. Dann gilt fiir jedes a € Ok, a # 0,%1, die Ungleichung
N(a) > 3. Wir nehmen nun an, dass Ok euklidisch ist. Dann gibt es eine
Normfunktion v wie in Satz 4.2.2. Sei nun b € Ok eine von Null verschiedene
Nichteinheit, welche unter allen Nichteinheiten einen minimalen Wert v/(b)
hat. Dann ist jedes a € Ok entweder durch b teilbar, oder es gilt a = gb + e
fiir eine Einheit e € O}. Da £1 die einzigen Einheiten in Ok sind, gibt es
hochstens drei Restklassen modulo b in Og. Wir erhalten

32 #(0k /(b)) = N((b)) = N(b) > 3.
Dieser Widerspruch zeigt, dass Ok nicht euklidisch ist. a

Wir erhalten somit als Beispiele fiir imaginér-quadratische Zahlkérper der
Klassenzahl 1 mit nicht-euklidischem Ganzheitsring die Korper Q(v/d) mit

d=—19,—43,—67, —163.
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Bemerkung: Im reell-quadratischen ist die Situation anders. Unter Annah-
me der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung wurde gezeigt, dass fiir
jedes d > 0 mit hQ( Vi) = 1 der Ring (’)Q( Va) euklidisch ist. Allgemeiner gilt
unter Annahme der verallgemeinerten Riemannschen Vermutung, dass fur je-
den Zahlktérper K mit hx = 1 und unendlicher Einheitengruppe der Ring
Ok euklidisch ist, siehe [We]. Ist K galoissch iiber Q und hat einen Einhei-
tenrang grofler gleich 4, so ist dies auch ohne Annahme der verallgemeinerten
Riemannschen Vermutung bewiesen, siche [HM].






Kapitel 7

Der Grofie Fermatsche Satz

Die folgende Behauptung wurde 1637 von Fermat aufgestellt, wird verwirren-
derweise Grofler Fermatscher Satz genannt und wurde erst im Jahr 1994 von
A. WILEs [Wi, TW] bewiesen.

Grofler Fermatscher Satz (Wiles). Fiir jede natiirliche Zahl n > 3 hat
die Gleichung

keine nichttrivialen (d.h. xyz # 0) Losungen (z,vy, z) € Z°.

Um Wiles’ Beweis wiederzugeben, der auf den Techniken der arithmetischen
algebraischen Geometrie und auf der Theorie der Modulformen beruht, fehlen
uns in diesem Buch die Voraussetzungen. Wir werden den Grofien Fermat-
schen Satz nur fiir kleine Exponenten beweisen und einige Ergebnisse ohne
Beweis vorstellen.

Zunichst kann man die in Frage kommenden Exponenten n einschrinken. Jede
natiirliche Zahl n > 3 ist durch 4 oder durch eine ungerade Primzahl p teilbar.
Durch Ausklammern gibt uns daher jede nichttriviale Losung der Gleichung
X" +Y"™ = Z" eine nichttriviale Losung der Gleichung X* 4+ Y* = Z* oder
eine nichttriviale Losung einer Gleichung X? + YP = ZP mit einer ungeraden
Primzahl p. Um den Grofien Fermatschen Satz zu beweisen, geniigt es daher,
diese beiden Félle zu betrachten.

7.1 Der Fall n =4

Im Fall n = 4 ist der Beweis elementar. Man kann sogar etwas mehr zeigen.
Satz 7.1.1. Die Gleichung
Xtpyt=27

hat keine nichttrivialen ganzzahligen Losungen.
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Der Beweis beruht auf der Technik des ,,unendlichen Abstiegs®, d.h., géibe es
eine nichttriviale Losung, so gidbe es auch eine in geeignetem Sinne kleinere
nichttriviale Losung.

Beweis. Angenommen die Gleichung hétte nichttriviale ganzzahlige Losun-
gen. Unter diesen sei (,y, z) eine Lésung mit kleinstmoglichem Wert |z| € IN.
Wir werden aus (z,y,z) eine weitere nichttriviale Losung (a/,y’,z') mit
|2'| < |z| konstruieren. Dies widerspricht der Annahme iiber (z,y,z) und
zeigt den Satz.

Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass z,y, z > 0 gilt. Wéaren x und y nicht
teilerfremd und p eine Primzahl mit p |z, p |y, so folgte p*|22 und daher p?|z.

Die Gleichung 4 4 5
5) () =)
p p p

liefert dann eine weitere Losung der Gleichung X4 + Y4 = Z2? mit be-
tragsmiiflig kleinerer dritter Komponente. Analog schlieft man, wenn (z, z) >
1 oder (y,z) > 1 ist. Also konnen wir x, y und z als paarweise teilerfremd
annehmen. Die Zahlen x und y kénnen nicht beide ungerade sein, weil sonst
22 =2 mod 4 gelten wiirde, was nicht méglich ist. Sei 0.B.d.A. z ungerade,
y gerade, also z ungerade. Wir schreiben die Gleichung in der Form
y' = (2 —2%)(z +a?)

und betrachten den groBten gemeinsamen Teiler d = (z — 22, 2 +22). Zunichst
gilt 2|d. Giibe es eine ungerade Primzahl p mit p | d, so folgte p |2z, p| 222, im
Widerspruch zu (x,z) = 1. Wegen 4 { 2z gilt d = 2. Das Produkt von z — 2
und z + 22 ist eine vierte Potenz. Wire z — 2 genau einmal durch 2 teilbar,
giéibe es ganze Zahlen a,b mit (a,b) = 1, 24 a und z — 22 = 2a*, z + 2% = 8b*.
Dies ist nicht moglich, weil dann 22 = 4b* — a* kongruent —1 modulo 4 wiire.

Dabher ist z + 22 genau einmal durch 2 teilbar, und es existieren ganze Zahlen

a,b, (a,b) =1, 21b mit
(a,5) f 2z — 22 = 8a

2+ 2% = 2b%.
Aus a = 0 wiirde 22 = 2%, also y = 0 folgen. Daher kénnen wir 0.B.d.A.
a,b > 0 annehmen. Wegen (a,b) = 1 und 2? = b* — 4a* gilt (b,z) = 1. Fiir
eine ungerade Primzahl p folgen aus p | (b> —2) und p | (b> + ) die Aussagen
p|b und p|x. Daher gilt (b* — z,b% + ) = 2. Aus der Gleichung

4a* = (b* — z)(b* + z)

schlieflen wir die Existenz von ¢, d € Z mit

b? —x =2t

b2+ =2d*.
So erhalten wir die Gleichung

tdt =0
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Wegen 2b% = 2 + 22 < 22 + 2% < 222 folgt b < 2. Mit (c,d,b) haben wir
eine neue nichttriviale Losung der Gleichung X*+Y* = Z2 mit betragsmiifiig
kleinerer dritter Komponente gefunden. Wie am Anfang erklédrt, beendet dies
den Beweis. O

7.2 Der Satz von Sophie Germain

Von jetzt an sei n = p eine ungerade Primzahl. Bei der Untersuchung der

Gleichung XP 4 yP = v

hat man seit jeher die folgende Fallunterscheidung gemacht.
1. Die Suche nach (nichttrivialen) Losungen (x,y, z) mit p { zyz, der soge-
nannte ,erste Fall“.
2. Die Suche nach nichttrivialen Losungen (x,y, z) mit p | xyz, der soge-

nannte ,,zweite Fall“.

Diese Fallunterscheidung taucht implizit auch in Wiles’ Beweis auf. Das néchs-
te Theorem beschreibt eine interessante Methode, den ersten Fall zu behan-
deln. Sie stammt von SOPHIE GERMAIN.

Theorem 7.2.1. Sei p eine ungerade Primzahl, so dass 2p + 1 wieder eine
Primzahl ist. Dann hat die Gleichung

XP+YP+ 2P =0
keine ganzzahlige Losung (x,y,z) mit p{ zyz.

Beweis. Sei ¢ = 2p + 1 und (z,y, z) eine nichttriviale Losung mit paarweise
teilerfremden z,y, z € Z. Wir formen die Ausgangsgleichung in

(=2 =a? +y" = (@ +y) " —ay )
um. Wegen p 1 z gilt pt (z +y). Sei r ein Primteiler des grofiten gemeinsamen

Teilers von = + y und y?~' — 2y?~2 + .- 4+ 2?71, Dann gilt r # p und = =
—y mod r. Daher gilt

0=y —ayP 24+ 2P L =pyP' mod r.
Wir erhalten r|y und folglich auch r|z im Widerspruch zur Teilerfremdheit
von y und z. Also gilt
(@+yy’ —ay? P P = 1
Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung existieren a,t € Z mit

r+y=al
yPl —gyP 2 4 P =P,

Aus Symmetriegriinden erhalten wir auch ganze Zahlen b, ¢, s, u mit
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T4+z=10
y+z=cP
2Pl —yp 2 gl =P
Pl =2 44 Pl — P,
Wegen 2p + 1 = q ist eine p-te Potenz stets kongruent 0, 1 oder —1 modulo gq.
Aus ¢ > 3 und der Kongruenz

2P +yP4+2P=0=0 mod ¢

folgt, dass eine der drei Zahlen z,y, z durch q teilbar ist. O.B.d.A. gelte ¢ | z.
Die Zahlen y und z sind dann nicht durch ¢ teilbar. Wir erhalten

q|2x =a’ +b° — .

Wieder nehmen die Summanden nur die Werte 0, +£1 modulo ¢ an und wir
erhalten, dass eine der Zahlen a, b, ¢ durch q teilbar ist. Wegen der paarweisen
Teilerfremdheit von z, y und z und da z durch ¢ teilbar ist, kann dies nur ¢
sein. AuBerdem folgt ¢ | (a? +bP) = (2z 4+ y + 2z). Also gilt y = —z mod ¢, und
wir erhalten

sP=2P71 P2 P =Pl mod g
Da weder y noch p durch q teilbar sind, gilt py?~! = +1 mod gq.
Nun gilt (—2)P = zP+y? = (x+y)tP. Modulo ¢ schliefien wir die Kongruenz
yP = ytP? und unter erneuter Verwendung von 2p + 1 = ¢ erhalten wir y =
+1 mod q. Folglich gilt y?~! = 1 mod ¢ und wir erhalten

+l=pyP '=p modq.

Aber wegen ¢ = 2p + 1 kann p nicht kongruent £1 modulo ¢ sein. Der gefun-
dene Widerspruch zeigt die Aussage des Theorems. a

Theorem 7.2.1 wendet sich z.B. auf p = 3,5, 11, 23 an. Es ist nicht bekannt,
ob es unendlich viele Primzahlen p gibt, so dass 2p+ 1 auch eine Primzahl ist.

7.3 Kummers Theorem

In diesem Abschnitt stellen wir, ohne Beweise zu geben, E. KUMMERs Resul-
tate zum Groflen Fermatschen Satz vor.

Substituiert man 7' = - in der Zerlegung 77 — 1 = [/, (T — ¢;), erhlt

man die Identitét p—1

XP4+y? =[[(X +¢Y).
i=0
Kummers Idee war es, diese Identitdt auszunutzen, um die Fermat-Gleichung
zu behandeln. Sie liegt im Kérper K = Q({p), den man aus den rationalen
Zahlen durch Adjunktion einer p-ten Einheitswurzel erhilt. Fiir einen moder-
nen Beweis des folgenden Theorems sei der Leser auf [Wa], Thm.6.23 und
Thm. 9.3 verwiesen.
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Theorem 7.3.1 (Kummer). Sei p eine ungerade Primzahl und K = Q((,).
Gilt p1 hi, so hat die Gleichung

XP4YP = 7P

keine nichttriviale ganzzahlige Losung.

Die Voraussetzung p t hx kann in dem Sinne abgeschwicht werden, dass
hxi ,nicht oft* durch p teilbar ist. Es war lange Zeit die Hoffnung, dass man
diese abgeschwiichte Bedingung fiir alle p zeigen kann (getan hat man dies fiir
alle p < 4000000). Die Frage, ob das fiir alle Primzahlen p richtig ist, ist bis
heute offen. Eine positive Antwort wiirde einen wesentlich einfacheren Beweis
des Groflen Fermatschen Satzes liefern.

Sei K = Q((p). Man kann zeigen (siche [Wal], Thm. 11.1), dass hx = 1 nur
fiir die Primzahlen
p=3,57,11,13,17,19
gilt. Man nennt p regulére Primzahl, wenn die Klassenzahl i g nicht durch p
teilbar ist. Gilt p | hg, so heifit die Primzahl p irregulér. Mit anderen Worten
hat Kummer den Groflen Fermatschen Satz fiir alle reguldren Primzahlen
gezeigt. Die kleinste irreguldre Primzahl ist p = 37. Die néchsten sind

59,67,101,103, 131,149, 157, ... .

Heuristische Uberlegungen (siche [Wa), §5.3) legen nahe, dass etwa e~z ~ 61%
der Primzahlen regulir und 1 — ez ~ 39% der Primzahlen irregulér sind.
Computerberechnungen stiitzen diese Heuristik. Bis heute weifs man aber noch
nicht einmal, ob es unendlich viele regulire Primzahlen gibt. Aber man weif3,
dass es unendlich viele irregulére gibt ([Wa], Thm. 5.17).

Wie erkennt man, ob eine Primzahl regulér ist? Zu diesem Zweck betrach-
tet man die Bernoulli-Zahlen B,,, die eindeutig durch die Potenzreihenent-

wicklung o

x "
= Bn—
er —1 nZ:(J n!
gegeben sind. Es gilt By = 1, By = f%, By = %, B3 = 0 und allgemeiner
By 41 = 0 fiir n > 1. Die néchsten geraden Werte sind By = —%, Bg = ﬁ,
Bs = —35, Bio = &, B12 = — 5055 Fiir die Bernoulli-Zahlen gilt der

Satz 7.3.2 (von Staudt-Clausen). Fiir gerades positives n gilt

Insbesondere ist der Nenner von B,, (in gekiirzter Schreibweise) genau durch
die Primzahlen p mit (p — 1)|n teilbar .



130 Kapitel 7. Der Groflie Fermatsche Satz

Wir sehen, dass 2 und 3 stets im Nenner aufgehen, und dass fiir gerades
n < p— 1 der Nenner von B,, prim zu p ist. Fiir einen Beweis des von Staudt-
Clausenschen Satzes sei der Leser auf [Wa], Thm.5.10 verwiesen. Fiir einen
modernen Beweis des folgenden Theorems siehe [Wa|, Thm. 5.34.

Theorem 7.3.3 (Kummer). FEine Primzahl p ist genau dann irreguldr,
wenn der Zahler einer der Bernoulli-Zahlen

By, By, ...,Bp_3
durch p teilbar ist.

Zum Beispiel ist der Zahler von Bjs durch 691 teilbar, weshalb 691 irre-
gulér ist. Theorem 7.3.3 eroffnet die Moglichkeit zu Berechnungen. Der tiefere
Sinn der Bernoulli-Zahlen erhellt sich erst im Zusammenhang mit der Rie-
mannschen Zetafunktion, siehe Abschnitt 8.4.

7.4 Der Fall n = 3

Da wir die Arithmetik von Q(¢3) = Q(v/—3) gut kennen, kénnen wir die
Fermat-Gleichung fiir n = 3 behandeln. Wir sammeln zunéchst unser Wissen

iiber K = Q((3). Wir setzen ( = (3 = 3(—1+/=3),A=1-(=1(3—/-3).

Lemma 7.4.1. (i) hxg = 1.
(i) (1,¢) ist eine Ganzheitsbasis von Ok .
(iii) (3) = p? mit p = (N).
(iv) {0,=£1} ist ein vollstéindiges Vertretersystem fiir die Restklassen mod p.
(v) Ex = {#£1,£(, +¢?} und diese Menge ist auch ein vollstindiges Vertre-
tersystem fiir die primen Restklassen modulo p2.
(vi) Fiir a, 3 € O und k > 1 gilt: « = B mod p* = o = 3% mod pF+2.

Beweis. Behauptung (i) kann man daraus schlieflen, dass Ok euklidisch ist
(siche Abschnitt 6.10). Alternativ kann man Theorem 6.6.11 benutzen, um zu
sehen, dass jede Idealklasse ein ganzes Ideal der Norm < 2 enthélt. Behaup-
tung (ii) folgt aus Satz 6.1.10. Zu (iii) bemerkt man, dass wegen N () = 3 das
Ideal p = () prim ist und (3) teilt. Wegen Ax = —3 und nach Satz 6.1.10
verzweigt die Primzahl 3 in K, also gilt (3) = p2. Die Zahlen 0, +1 sind in-
kongruent modulo 3, also auch inkongruent modulo p. Wegen 9(p) = 3 gibt
es aber nur drei verschiedene Restklassen modulo p. Dies zeigt (iv).

Die Aussage Ex = {£1,4(,+¢?} folgt aus den Sitzen 6.7.2 und 6.7.3.
Es gibt ¢(p?) = 6 prime Restklassen modulo p? = (3) und die Restklassen
der sechs Einheiten sind offenbar prim. Es bleibt zu zeigen, dass keine zwei
Elemente aus Ef kongruent modulo p? sind. Wiire fiir 4, j € {0,1,2}, i # j,

+¢'=4+¢’ mod p?,
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so folgte 1 = +¢~% mod p?, also p?|(1 4 ¢/~*). Nun ist fiir j # i das Element
1+4¢7t = —¢?U=9) eine Einheit, weshalb dieser Fall ausscheidet. Andererseits
gilt (1 —¢) =pund (1-¢?) = (-¢*(1 —¢) = p, weshalb fiir j # i auch
14 ¢9~% nicht durch p? teilbar ist. Daher sind die Elemente in Fx paarweise
inkongruent modulo p?, was (v) zeigt. Es bleibt (vi) zu zeigen. Ist a — 3 € p*,
so gilt wegen 3 € p?

o — 3 = (a— )% +3a8(a— B3) € pht2 ]

Satz 7.4.2. Fiir 3| n hat die Gleichung
X" 4 yn = 2n
keine nichttrivialen Losungen in Og /=5 = Z[(3].

Beweis. Wir kénnen n = 3 annehmen und setzen K = Q(y/—3). Die Gleichung
ist #quivalent zu 23 + y® + (—=2)® = 0, d.h. z,y, —2 spielen symmetrische
Rollen. Sei (x,y, z) eine nichttriviale Losung. Angenommen, x, y und z wiren
nicht paarweise teilerfremd. Wegen 23 + y2 = 23 gibt es dann ein Primideal
q mit q|(z), q|(y) und q|(z). Wegen hx = 1 gilt ¢ = («) fiir ein o € Ok,
und wir kénnen x,y, z durch « teilen. Auf diese Art und Weise erhalten wir
nach endlich vielen Schritten eine Losung (x, y, z) mit paarweise teilerfremden
Zahlen z,y,z € Ok.

Sind x, y, z alle nicht durch p = ()) teilbar, so gilt nach (7.4.1)(iv) und (vi)
+1=22 =23 +9% = (£1)+ (£1) =0,£2 mod p>.

Dies ist nicht moglich, also haben wir den ,ersten Fall“ erledigt, d.h. eine der

drei Zahlen z,y, z muss durch p teilbar sein.

Da z, y und —z symmetrische Rollen spielen, gelte 0.B.d.A. p|z. Um ein
Abstiegsargument zu bekommen, zeigen wir nun mehr, ndmlich

Es gibt keine paarweise teilerfremden «, 3,7 € Ok, so dass
a3 +53 _ 8/\3771,}/3
mit € € Ex, ptafy und m € IN gilt.

Nehmen wir an, es giibe solche Tripel. Sei (a,3,7) unter diesen eines mit
minimalem m € IN.

Behauptung 1: Fiir 4,5 € {0,1,2}, i # j, gilt (a + '8, a4+ {7 8) = p.
Beweis: Sei q ein Primideal mit q| (o + ¢*8), q| (o + ¢/3). Dann gilt q|(¢* —
¢/)B = (1= ¢7")B. Nun gilt (/7" € {¢,¢*}. Wegen 1 — ¢ = (1 - ()(-¢?)
schlieffen wir in jedem Fall

q | (Einheit)(1 — ¢)5.
Folglich gilt g = p = (1 — ¢) oder q|5. Analog erhalten wir

a1 (a+B) = (a+¢B) = (¢ = ¢F)a = (Einheit)(1 — )
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Dies impliziert ¢ = p oder q| «. Die Annahme q # p fithrt daher zum Wider-
spruch gegen die Teilerfremdheit von o und 3, weshalb q = p gilt. Es bleibt
zu zeigen, dass p in der Tat o + (* 3 teilt. Wegen

plla+B)(a+(B)(a+ () =Xy

teilt p mindestens eine der Zahlen a+¢?3. Aber die Differenzen der Zahlen sind
durch p teilbar, also sind sie sémtlich durch p teilbar. Das zeigt Behauptung 1.
Unter Verwendung von Behauptung 1 kénnen wir nun, nach eventueller Mul-
tiplikation von o und 3 mit einer Potenz von (, annehmen, dass o + {3 und
a + (?f genau einmal durch p teilbar sind. Es gilt dann

(a+5) =pm2d

(a+¢B) =pe)

(a+¢*8) = pej
mit ganzen, von p verschiedenen und paarweise teilerfremden Idealen ¢y, ¢, c3.
Da p ein Hauptideal ist, ist ¢, i = 1,2, 3, ein Hauptideal. Wegen 3 { hg sind
die Ideale ¢; bereits selbst Hauptideale. Sei ¢; = (¢;), i = 1,2, 3.
Behauptung 2: Es gilt m > 2.
Beweis: Die Elemente «, 3 € O sind nicht durch p teilbar. Daher kénnen
wir ihre Restklasse modulo p? durch eine der in Lemma 7.4.1(v) angegebenen
Zahlen représentieren. Nach Lemma 7.4.1(vi) gilt daher

@+ % = (£1) + (£1) mod p*.
Wegen p | (o + 33) gilt daher \3evy? = o + 33 = 0 mod p* und deshalb
muss m > 2 sein. Dies zeigt Behauptung 2.

Wir schreiben jetzt 3m—2_ 3
at+fB =N""ec

a+ (B = leacs
a+ (%8 = Nescd
mit Einheiten ¢;, i = 1,2, 3. Multiplizieren wir die erste Gleichung mit ¢, die
zweite mit ¢? und addieren auf, so erhalten wir wegen 1 + ¢ 4+ ¢ = 0 die
Gleichun
8 0 = A3 221 ¢ 4 AeaCPE + Aescl.
Division durch €3\ ergibt eine Gleichung
XD — el 4 3
mit Einheiten ', € Og. Da die ¢; prim zu p sind, folgt aus Lemma 7.4.1(iv),
dass ¢; = +1 mod p ist. Nach Lemma 7.4.1(vi) gilt ¢} = £1 mod p? fiir i =
1,2,3. Wegen m > 2 erhalten wir
n(£1) + (£1) =0 mod p>.
Insbesondere ist die Einheit = £1 mod p?, und aus (7.4.1)(v) folgt n = +1.
Wir erhalten
3+ (Fe)® = /N3m=D 3,
Dies ist wieder eine Losung einer Gleichung vom angegebenen Typ, aber mit
A-Exponenten m —1 > 1. Wir hatten aber m minimal gewahlt. Dieser Wider-
spruch beendet den Beweis. a



Kapitel 8

Analytische Methoden

In diesem Kapitel geben wir einen kurzen Einblick in analytische Methoden
der Zahlentheorie. Viele Ergebnisse werden wir allerdings nicht selbst bewei-
sen, sondern zitieren. Zum Verstdndnis sind Grundkenntnisse in reeller und
komplexer Analysis notwendig.

8.1 Dirichlet-Charaktere

Definition 8.1.1. Ein Dirichlet-Charakter modulo n ist ein Homomor-
phismus

x: (Z/nZ)* — C~,
d.h. eine komplexwertige Funktion auf (Z/nZ)* mit x(1) = 1 und x(ab) =
x(@)x(b) fiir alle a,b € (Z/nZ)*.

Beispiele: 1. Die Zuordnung x(1) = 1, x(2) = —1 definiert einen Dirichlet-
Charakter modulo 3.

2. Die Zuordnung x(1) = 1, x(3) = —1 definiert einen Dirichlet-Charakter
modulo 4.

3. In Verallgemeinerung von 1.: Fiir jede ungerade Primzahl p definiert das
Legendre-Symbol: x(a) = (%) einen Dirichlet-Charakter modulo p.

Unter den Dirichlet-Charakteren modulo n gibt es einen ausgezeichneten,
namlich den, der konstant 1 ist. Dieser wird mit € bezeichnet und heifit der tri-
viale Charakter. Die Menge der Dirichlet-Charaktere modulo n wird durch
die Multiplikation
x¢: (Z/nZ)* — C*, xi(a) = x(a)(a)

zu einer abelschen Gruppe mit dem trivialen Charakter € als neutralem Ele-
ment. Wegen a#(") = 1 fiir jedes @ € (Z/nZ)* nimmt ein modulo n definierter
Dirichlet-Charakter nur ¢(n)-te Einheitswurzeln als Werte an. Insbesondere

gibt es zu jedem n nur endlich viele Dirichlet-Charaktere modulo n. Aufler-
dem gilt |x(a)| = 1 fiir alle @ € (Z/nZ)*. Das Inverse einer Einheitswurzel ist
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ihr komplex-konjugiertes, also gilt auch fiir jeden Dirichlet-Charakter y die
Gleichung IR
X =X

wobei ¥ der zu x komplex-konjugierte Charakter ist, d.h. y(a) = x(a).

Wie viele verschiedene Dirichlet-Charaktere modulo n gibt es nun? Ist
n = p eine Primzahl, so ist die Gruppe (Z/pZ)* zyklisch. Ist g € (Z/pZ)* ein
Erzeuger, d.h. eine primitive Wurzel modulo p, so ist ein Dirichlet-Charakter
modulo p eindeutig durch die Auswahl der (p — 1)-ten Einheitswurzel x(g)
festgelegt. Daher gibt es genau p — 1 Dirichlet-Charaktere modulo p. Fiir ein
allgemeines n ist (Z/nZ)* eine abelsche Gruppe der Ordnung ¢(n). Schreiben
wir geméf Satz 5.2.5

(Z/nZ)* = Cy x - x O,

als Produkt zyklischer Gruppen C; der Ordnung ¢;, so gilt ¢(n) = ¢1 -+ ¢,
Ein Charakter wird eindeutig dadurch gegeben, dass wir fiir jedes i =1,...,r
einem fixierten Erzeuger der zyklischen Gruppe C; eine c¢;-te Einheitswurzel
zuordnen. Daher erhalten wir folgenden Satz.

Satz 8.1.2. Es gibt genau ¢(n) Dirichlet-Charaktere modulo n. Zu jedem a €
(Z/nZ)*, a # 1, gibt es einen Dirichlet-Charakter modulo n mit x(a) # 1.

Wichtig sind die folgenden Summenformeln.
Satz 8.1.3. (i) Es sei a € (Z/nZ)*. Dann gilt
_ n), wenn a = 1,
> @ ={7

i wenn a # 1,

wobei die Summe iiber alle Dirichlet-Charaktere modulo n lduft.

(ii) Es sei x ein Dirichlet-Charakter modulo n. Dann gilt

> xla)= {w(orf), wenn x = €,

ae(zZ/nZ)* wenn X # €,

wobei die Summe iiber alle primen Restklassen modulo n liduft.

Beweis. (i) Fiir jeden Dirichlet-Charakter ¢ modulo n ist die Abbildung y +—
1x der Menge der Dirichlet-Charaktere modulo n in sich eine Bijektion. Die
Umkehrabbildung ist durch Multiplikation mit 1/ ~! gegeben. Wegen (1) = 1
fiir jeden Charakter ist > x(1) gleich der Anzahl der Dirichlet-Charaktere
modulo n, also gleich ¢(n). Nun sei @ # 1 und es sei ¢ ein Dirichlet-Charakter

modulo n mit ¥ (a) # 1. Dann gilt

v X @)= ¥ n@=- X

x modn x modn x modn

Wir erhalten (¢(a)—1) >
det die Summe.

x(@) = 0, und wegen ¢(a) — 1 # 0 verschwin-

x modn
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(ii) Die Aussage ist im Fall x = e trivial. Sei x # € und b € (Z/nZ)* mit

x(b) # 1. Die b-Multiplikation definiert eine Bijektion von (Z/nZ)* auf sich.
Daher gilt

W (Y @)= ¥ = Y @

ac(Z/nZ)> ac(Z/nZ)> ac(Z/nZ)*
Wir erhalten (x(b) — 1) > ae@/mz)x X(@) = 0, und wegen x(b) — 1 # 0 ver-
schwindet die Summe. O

Wir fassen durch die Regel

x(a) := x(a)
Dirichlet-Charaktere modulo n auch als komplexwertige Funktionen auf der
Menge der zu n teilerfremden ganzen Zahlen auf.

Lemma 8.1.4. Es seien n und m natiirliche Zahlen und d ihr gréfiter gemein-
samer Teiler. Sei x ein Dirichlet-Charakter modulo n, aufgefasst als Funktion
auf der Menge der zu n teilerfremden ganzen Zahlen. Hingt x auf dieser Men-
ge nur von der Restklasse modulo m ab, so hingt x nur von der Restklasse
modulo d ab.

Beweis. Nach Satz 1.1.4 existieren x,y € Z mit xn + ym = d. Sind nun
die ganzen Zahlen a,b € Z, a,b € (Z/nZ)*, kongruent modulo d, so gilt
a = b+ e(xn + ym) fiir ein e € Z. Die Zahlen b und b 4+ exn haben die
gleiche Restklasse modulo n. Daher ist x(b+ exn) definiert, und es gilt x(b) =
x(b + exn). Nun gilt a = b + exn mod m, und nach Voraussetzung erhalten

wir x(a) = x(b). O

Definition 8.1.5. Sei x ein Dirichlet-Charakter modulo n. Die kleinste natiir-
liche Zahl d, so dass x nur von der Restklasse modulo d abhidngt, heifit der
Fiithrer von x und wird mit f, bezeichnet.

Bemerkung: Nach Lemma 8.1.4 gilt f, | n.

Beispiele: 1. Es ist f, genau dann gleich 1, wenn y = € ist.

2. Weil es modulo 2 nur die prime Restklasse 1 gibt, ist jeder Charakter
modulo 2 gleich e. Insbesondere gibt es keinen Charakter mit Fiihrer 2.

3. Ist x : (Z/8Z)* — C durch x(1) =1, x(3) = -1, x(5) = 1, x(7) = -1
gegeben, so héngt x nur von den Restklassen modulo 4 ab und 4 ist minimal
mit dieser Eigenschaft. Also gilt f, = 4.

4. Ist x : (Z/6Z)* — € durch x(1) = 1, x(5) = —1 gegeben, so héngt y nur
von der Restklasse modulo 3 ab und daher gilt f, = 3.

Es gibt nun in der Literatur zwei Vorgehensweisen, um einen modulo n
definierten Dirichlet-Charakter x, aufgefasst als Funktion auf der Menge der
zu n teilerfremden ganzen Zahlen, zu einer Funktion auf ganz Z auszudehnen.
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Die einfache Variante: Ist x ein Dirichlet-Charakter modulo n, so setzt man
x(a) = 0 fiir jedes a € Z mit (a,n) # 1.

Die verfeinerte Variante: Man fasst zunéchst y als Funktion auf (Z/f,Z)*
auf und setzt dann x(a) = 0 fiir jedes a € Z mit (a, fy) # 1.

Beide Varianten haben ihre Vor- und Nachteile. Wir werden im Weiteren mit
der verfeinerten Variante arbeiten. Diese hat den Vorteil, dass es nur einen
trivialen Charakter

e: Z— C, e(a)=1fir alle a € Z,

gibt, anstelle eines trivialen Charakters modulo n fiir jedes n. Offensichtlich
gilt
X0)#0<=x(0)=1<= fy=1<=x=¢

Beispiel: Ist p eine ungerade Primzahl, so definiert das Legendre-Symbol

Xi Z—C, x(a)= (%)

einen Dirichlet-Charakter vom Fiihrer p, der die Werte 0 und +1 annimmt.

Von jetzt an nehmen wir den Standpunkt ein, dass Dirichlet-Charaktere
komplexwertige Funktionen auf Z sind, die auf die beschriebene Art und Wei-
se (némlich die ,verfeinerte*) aus Homomorphismen (Z/nZ)* — C* entste-
hen. Jeder Dirichlet-Charakter x hat seinen Fiihrer f, und ist ein Charakter
modulo n fiir jedes Vielfache n von f,.

Es seien x, v : Z — C Dirichlet-Charaktere und sei n das kleinste gemein-
same Vielfache der Fithrer f, und f,. Wir fassen x und ¢ als Charaktere
modulo n auf: x,v : (Z/nZ)* — C*, multiplizieren sie und erhalten einen
Charakter modulo n

x¢: (Z/nZ)* — C*.
Dann dehnen wir den Charakter x¥ nach der oben beschriebenen verfeinerten
Methode zu einer komplexwertigen Funktion auf Z aus.

Definition 8.1.6. Der so erhaltene Dirichlet-Charakter xv : Z — C heifit
das Produkt von x und v.

Beispiele: 1. Fiir jeden Dirichlet-Charakter x gilt ¥ = xx ! = €.

2. Fiir den oben definierten Charakter x : (Z/4Z)* — C mit x(1) = 1,
x(3) = —1 vom Fiihrer 4 gilt x? = e.
Lemma 8.1.7. Fiir a € Z mit (a, fy) =1 = (a, fy) gilt

x¢(a) = x(a)¥(a).

Bemerkung: Fiir allgemeines a € Z kann die obige Formel falsch sein. Zum
Beispiel ist fiir x # € immer 1 = ¢(0) = (xx~1)(0), aber 0 = x(0)x~1(0).
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Beweis von Lemma 8.1.7. Ist a = 0, so ist die Voraussetzung nur fiir
fx = fyp = 1, also nur fiir x = 9 = € erfiillt. Die Behauptung ist in die-
sem Fall offensichtlich. Sei a # 0. Dann ist die Restklasse a von a modulo
fx fy prim. Daher ist @ auch prime Restklasse modulo n = kgV(fy, fy). Nach

Konstruktion gilt xu(a) = x¢(a) = x(a)y¥(a) = x(a)¥(a). O

Die Summenformel in Satz 8.1.3 (ii) modifiziert sich entsprechend, wenn
man Dirichlet-Charaktere als Funktionen auf Z auffasst.

Satz 8.1.8. Sei x : Z — C ein Dirichlet-Charakter modulo n. Dann gilt
Z n, wenn x = €,
x(a 0, wenn x # e.

Beweis. Die Aussage fiir x = € ist offensichtlich. Sei f,, > 1 der Fiihrer von
x- Dann gilt f,|n und x(a) héngt nur von der Restklasse modulo f, ab. Also

gilt
> xla) = Z x(a f > x@).
a=1 X aez/f2)
Nach Satz 8.1.3 (ii) verschwindet die letzte Summe. O

Aufgabe 1. Man zeige die Assoziativitdt der Charaktermultiplikation
x1(x2xs) = (x1x2)xs-

Aufgabe 2. Man zeige fiir Dirichlet-Charaktere x, ¥ mit (fy, fy) = 1 die Gleichung
Ixw = fxfo-

8.2 Gauf}- und Jacobi-Summen

In diesem Abschnitt werden wir GauBBsche und Jacobische Summen einfithren
und untersuchen. Es handelt sich um gewisse Charaktersummen, deren kom-
plexer Absolutbetrag bestimmt werden kann. Dies werden wir im néchsten
Abschnitt zur Abschitzung der Anzahl der Losungen modulo p einer dio-
phantischen Gleichung benutzen.

Sei p eine Primzahl und sei x : Z — C ein Dirichlet-Charakter modulo p.
Fiir a € Z héngt die komplexe Zahl ¢ = 2™ /P nur von der Restklasse von a
modulo p ab. Von jetzt an werden wir auf den Uberstrich bei der Bezeichnung
von Restklassen verzichten und bezeichnen Elemente von Z/pZ mit einfachen
Buchstaben.



138 Kapitel 8. Analytische Methoden

Definition 8.2.1. Die Gaufische Summe zum Dirichlet-Charakter x mo-
dulo p und a € Z/pZ ist als die komplexe Zahl

ga(X) = Y x(a)emir
Tc€Z/pZ

erkléirt. Insbesondere wird g(x) = g1(x) gesetzt.

Beispiel: Sei x der eindeutig bestimmte nichttriviale Dirichlet-Charakter
modulo 3, d.h. x(1) = 1, x(2) = —1. Dann gilt go(x) = 0, gi1(x) =
71+2\/7_3 . 7172\/7_3 _ \/—_3und 92(X) _ 7172\/7_3 . 71+2\/f_3 _ _\/_—3.

Satz 8.2.2. Es gilt
x(a Ng(x), fiira# 0, x # e,

- 0, fira #0, x =¢,
9200 = 0, fiir a =0, x # ¢,
D, fira=0, x =e.

Beweis. Ist a = 0 und x # €, so gilt g.(x) = >_, x(x) = 0 nach Satz 8.1.8.
Die Aussage fiir a = 0 und x = € ist offensichtlich. Ist a # 0 und x = ¢, so gilt
ga(x) = >, 42"/ Da a prime Restklasse modulo p ist, ist der letzte Term
gleich der Summe aller p-ten Einheitswurzeln, d.h. der mit (—1) multiplizierte
Koeffizient vor X?~! im Polynom X?—1, und daher gleich Null. Sei also a # 0,
X # €. Dann gilt

X(@)ga(x) = Y xl@)x(@)e™?™ /P = 3" x(ax)e®™/P = g(y).
z€Z/pZ zE€Z/pZ

Dies vervollstédndigt den Beweis. O

Satz 8.2.3. Ist x # € und a # 0, so gilt
1900 = /-

Beweis. Wegen |x(a™!)| = 1 folgen aus Satz 8.2.2 die Gleichungen |g,(x)| =
lg(x)] = |g»(x)] fiir beliebiges b # 0. AuBlerdem gilt go(x) = 0. Deshalb geniigt

es, die Gleichung
> g =@-1)p
a€Z/pZ

zu zeigen. Nun gilt
D 1900 =D 9a()ga(x) = DD x(@)x(y)e " 2me,
a a a x,y

Daher sind wir fertig, wenn wir fiir beliebige x,y € Z/pZ die Giiltigkeit der

Aussage »
TR a(x—y)2mi ; WeNN T = 0,
() Y entemaniie [ b e e = 7 )
a1 ) )
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gezeigt haben. Nun ist a — e*~¥)27/P ein Dirichlet-Charakter modulo p.
Es handelt sich genau dann um den trivialen Charakter €, wenn = = y gilt.
Nach Satz 8.1.3 ist daher > 5 _; eM@=Y)2mi/P gleich p fiir £ = y und gleich 0
fiir z # y. Bemerkt man noch, dass x(z)x(x) = |x()|? gleich 1 fiir z # 0 und
gleich 0 fiir x = 0 ist, folgt hieraus (x). Dies beendet den Beweis. O

Definition 8.2.4. Die Jacobische Summe zu den Dirichlet-Charakteren
x und 1 modulo p und ¢ € Z/pZ ist als die komplexe Zahl

TOow) = Y. x(a)y(b)
il

erkléirt. Insbesondere wird J(x,v) = J1(x, ) gesetzt.
Offenbar gilt Je(x,¥) = Je(¥, X).

Satz 8.2.5. Fiir ¢ = 0 gelten die folgenden Aussagen:
(i) Jo(e,€) =p.
(if) Fiir x # € gilt Jo(x, €) = Jo(€, x) = 0.
(iii) Fiir x # e gilt Jo(x,x ') = (p — D)x(~1).
(iv) Sind x, v und x> von € verschieden, so gilt Jo(x, ) = 0.

Beweis. Es gilt
Tobew) = Y x@(-w) =v(=1) Y x(@)().
x€Z/pZ x€Z/pZ
Im Fall x = ¢ = € ist die letzte Summe gleich p. Dies zeigt (i). Im Fall y # €
und 9 = x~! gilt (—1) = x(—1), und die letzte Summe ist gleich p — 1,
was (iii) zeigt. Fiir x1 # € erhalten wir nach Lemma 8.1.7 und Satz 8.1.8 die
Gleichungen

o x@(a) = > xb(@) =D xi(w) = 0.
z€Z/pZ r€Z/pZ z=1
Dies zeigt (ii) und (iv). i

Satz 8.2.6. Fiir ¢ # 0 gelten die folgenden Aussagen:
() Je(e,e) = p.

(ii) Fiir x # € gilt J.(x,€) = J.(e,x) = 0.

(iif) Fiir x # € gilt Jo(x,x ') = —x(=1).

(iv) Sind x, v und x% von € verschieden, so gilt

9009(¥)xv(e)

Tebo) = g(xv)
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Beweis. Die Aussage (i) ist offensichtlich und (ii) folgt direkt aus Satz 8.1.8.
Fiir (iii) beachte man

o= Tt = 3 a(5) = S (2)

a+b=c a+b=c a#c
b£0

Die Abbildung
Z/pZ~ {c} — Z/pZ~ {-1}, a—>

c—a
ist eine Bijektion (mit Umkehrabbildung = — ;ffl) Daher gilt

TOoox ) =D x@) =—x(-1)+>_ x(=) = —x(-1).
r#—1 T
Um (iv) zu zeigen, berechnet man

g(x)g(¥) = (Z x(x)eﬂm/?’> (Z q/,(y)ey?m'/p)
= Z X(x)w(y)e(x+y)27ri/p
=3 > (la)uly)) e

c x+y=c

= 3 Tl el

S e,
c#0
Nun gilt fir ¢ # 0

TOo) = > x@w) = > xlea)(ey) = xv(e)J(x, ).

r+y=c z'+y'=1
Setzt man dies in die vorherige Gleichung ein, erhilt man

g(09(®) = T ) Y xab(c)e ™™ /P
c#0
= J(x, ¥)g(x).
Fiir ein fest gewiihltes ¢ # 0 ergibt sich mit Hilfe der Gleichung J.(x,¥) =
x(e)J(x, ) die Aussage von (iv). O

Korollar 8.2.7. Ist ¢ # 0 und sind x, ¢ und x¥ von € verschieden, so gilt

|Je(x, ¥)| = /-

Beweis. Dies folgt wegen |x¥(c)| = 1 aus Satz 8.2.6 (iv) und Satz 8.2.3. O
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8.3 Diophantische Gleichungen modulo p

In diesem Abschnitt zeigen wir exemplarisch, wie man die Anzahl der Losun-
gen modulo p bei bestimmten Gleichungen abschétzen kann. Fiir eine Glei-
chung f(X) =0, f € Z[X], bezeichnen wir mit A,(f) die Anzahl der Losun-
gen modulo p.

Wir werden uns auf Gleichungen mit vierten Potenzen beschrénken. Ein
Dirichlet-Charakter x modulo p ist immer schon eindeutig durch seinen Wert
auf einer primitiven Wurzel g gegeben. Gilt x* = ¢, so unterscheiden wir die
folgenden Fille. Ist p = 3 mod 4, so gibt es nur zwei Mo6glichkeiten, ndmlich
x = e und x =, Legendre-Symbol“. Dies sieht man so ein: x(g) ist eine (p—1)-
te Einheitswurzel (wegen ¢(p) = p — 1), aber auch eine 4-te Einheitswurzel
(wegen x? = €). Daher ist x(g)? = x(¢?) eine 25'-te und eine 2-te Einheits-
wurzel. Da % ungerade ist, muss x(g)? = 1 sein. Daher haben wir nur die
Méoglichkeiten x(g) = £1. Ist p = 1 mod 4, kann man x(g) nach Belieben
als +1, i festsetzen, d.h. in diesem Fall gibt es vier verschiedene Dirichlet-

Charaktere y modulo p mit y* = e.

Lemma 8.3.1. Es sei p eine Primzahl kongruent 1 modulo 4 und g eine pri-
mitive Wurzel modulo p. Dann gilt fiir k € Z:

4 gy _ J4 wenn4lk,
Ap(XT =g ){0, wenn 41 k.

Beweis. Wir setzen a = g~. Nach Satz 1.6.4 gilt A,(X* — @) < 4. Angenom-
men, A,(X*—a) # 0. Dann gilt @ = b* fiir ein b € (Z/pZ)*. Es gilt b = g'
fiir ein | € Z, und wegen g* = a = g¥, folgt (p — 1) | (41 — k). Da p — 1 durch
4 teilbar ist, ist auch k& durch 4 teilbar. Dies impliziert A,(X* — g*) = 0 fiir
44 k. Im Fall k = 4, | € Z, existieren mit g, g+ "7, g+ "3, g+ """ vier
paarweise verschiedene Losungen der Gleichung X4 = @ in Z/pZ. a

Satz 8.3.2. Es sei p eine Primzahl kongruent 1 modulo 4. Fiir a € Z gilt:
1, wenn p|a,
Ap(X4 —a) =4 4, wenn a' T = 1,
0, sonst.

Beweis. Ist a durch p teilbar, so ist 0 die eindeutig bestimmte Losung von
X* = @ in Z/pZ. Sei a prim zu p und g eine primitive Wurzel modulo p.
Dann ist @ = g* fiir ein ganzes k und es gilt

_p—1 kE(p—1)

aT =l<=g = =1 (-1 (3(p—1)k) = 4|k O

Korollar 8.3.3. Es sei p eine Primzahl kongruent 1 modulo 4 und a € Z.

Dann gilt
A(xt—a) =3 o),

x*t=e

wobei x die vier Dirichlet-Charaktere modulo p mit x* = e durchliuft .
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Beweis. Ist a durch p teilbar, so ist x(a) = 0 fiir x # €, woraus die Formel

folgt. Nehmen wir an, es gelte p { a. Sei ¢ eine primitive Wurzel modulo p und

a=g" Ist k=4l,1 € Z, so gilt
S oxla)=> xlg") =D X' =4
xt=e xt=e X

Ist k£ nicht durch 4 teilbar, so betrachten wir den Dirichlet-Charakter xq, der
durch

4

Xolg) = ™% =i

gegeben ist. Wir haben x¢ = ¢, xo(a) # 1 und erhalten
(@ -1 T @) = ¥ x@) - ¥ =0
xt=e
woraus Y a_. x(a) = 0 folgt. O
Theorem 8.3.4. Sei p eine Primzahl kongruent 1 modulo 4 und seien a, b, ¢

ganze Zahlen, die nicht durch p teilbar sind. Dann gilt fiir die Anzahl A, der
Losungen modulo p der Gleichung aX* + bY* = ¢ die Ungleichung

|A, —p| <34 64/p.
Insbesondere ist A, > 0 fiir p > 41.

Beweis. Wir haben mit A, = A,(aX* +bY* —¢)

Ap= > Ay(aX* - a)A,(Y* - B)

a+B=c
- T (2@)(z()

> > x@ e Hx()w(8)

xi=e=yt atp=c
P G T ( FACED
xt=e=ypt
Analysieren wir die einzelnen Summanden, so erhalten wir unter Benutzung
der Ergebnisse des letzten Abschnitts:

x =€ =1 ein Summand ist gleich p,

X =€, ¥ # € oder x # €, ¥ = e: sechs Summanden sind gleich 0,
X #€ 1 =yx"1: drei Summanden haben den Betrag 1,

X # € ¢ # €, x¥ # e sechs Summanden haben den Betrag ,/p.

Bringen wir p auf die andere Seite und wenden die Dreiecksungleichung an,
so erhalten wir |4, — p| < 3 + 6,/p. Weil aber 3 + 6,/p keine ganze Zahl ist,
gilt auch die strikte Ungleichung. O
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8.4 Die Riemannsche Zetafunktion

Viele der tiefliegenden arithmetischen Gesetzméfligkeiten eines Zahlkorpers
sind in seiner Zetafunktion enthalten. Die Zetafunktion des Korpers @ ist
die Riemannsche Zetafunktion, die wir in diesem Abschnitt einfithren. Sie ist
durch eine Reihenentwicklung gegeben.

Lemma 8.4.1. Fiir reelles s > 1 ist die Reihe
oo
1
ns
n=1

absolut konvergent.

Beweis. Wir erinnern an die Notation [z] fiir die grofite ganze Zahl kleiner
gleich einer reellen Zahl . Fiir N > 2 gilt

Noq Noq N
Z—:1+Z—:1+/ S—
= n? = n 1 |z +1)8

N 1-s
1 N7% -1
<1+/ —dr = 14+ ——,
;. x8 1-s

was wegen s > 1 fiir N — oo gegen 1+ ﬁ < 0o strebt. O

Wir wollen diese Reihe auch fiir komplexes s betrachten und miissen da-
her die Funktion n® auf komplexe Argumente ausdehnen. Wir betrachten die
Reihenentwicklung der e-Funktion

2 83 84

e"=1+s+ 5 + 3 + 1 +--
Wegen des starken Anwachsens der Fakultéit ist diese Reihe fiir jedes s € C
absolut konvergent (das sieht man beispielsweise mit dem Quotientenkriteri-
um). Man definiert e® fiir s € € als den Grenzwert dieser Reihe. Die komplexe
Exponentialfunktion s — e*, € — C, ist unendlich oft (komplex) stetig
differenzierbar (sie ist gleich ihrer komplexen Ableitung), und wie im Reellen
erfiillt sie auch fiir komplexe Zahlen z, w die Funktionalgleichung

" tW = eZeW.

Da auBerdem eZ = e? gilt, folgt insbesondere

|ez|2 — ¢%e? = 77 = 62Rc(z) _ (6RC(Z))2,
also |e*| = ef*(*). Fiir n > 0 und s € € setzt man nun
ns = 6:"-loy_z;n

und erhilt [n®| = nfte(®),
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Satz 8.4.2. Fiir Re(s) > 1 ist die Reihe

[e.9]

1
&)=2_ —
n=1
absolut konvergent. Die Zuordnung s — ((s) ist auf dem Gebiet {s € C |
Re(s) > 1} eine holomorphe (d.h. komplex-differenzierbare) Funktion und

heifit die Riemannsche Zetafunktion.

Beweis. Die Konvergenz ist nach dem oben Gesagten klar. Fiir Re(s) > o > 1
gilt |-=| < -, und daher konvergiert fiir jedes o > 1 die Reihe Y7 | -1 in
dem Gebiet {s € C | Re(s) > a} gleichmifig. Nach dem Satz von Wei-
erstraf} ist damit ((s) als gleichméBiger Grenzwert holomorpher Funktionen

holomorph in diesem Gebiet. a

Ohne die notwendigen Definitionen zu geben, erwihnen wir, dass man
sagen kann, wann ein unendliches Produkt ajas - - - komplexer Zahlen konver-
giert und wann es absolut konvergiert. Im Falle absoluter Konvergenz kann
man die Faktoren beliebig umordnen, ohne den Grenzwert zu d&ndern. Wegen
der Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung und unter Zuhilfenahme von

1 1 1
—p Ty e T
erhalten wir fiir {(s) eine Darstellung als unendliches Produkt

=Tl

p

Der Zusammenhang mit den Bernoulli-Zahlen (siehe Abschnitt 7.3) ist durch
den folgenden Satz gegeben. Fiir einen Beweis verweisen wir auf [Neu],
Kap. VII, Kor. 1.10.

Satz 8.4.3 (Euler). Fiir die Werte von ((s) an den positiven geraden Stellen
s=2k k=1,2,... git

271')2k

2k) = (-1 k1 Bay.

C(2k) = (1) S B

Insbesondere erhalten wir aus By = % die bekannte Formel y 7 | # =

6
Die Werte von ((s) an ungeraden natiirlichen Zahlen sind der Gegenstand
tiefliegender Vermutungen.

Wir dehnen jetzt die Riemannsche Zetafunktion auf den gréferen Defini-
tionsbereich Re(s) > 0 aus.

Satz 8.4.4. Die Funktion

6s) = C() ~ —

hat eine eindeutig bestimmte holomorphe Fortsetzung auf das Gebiet {s € C |
Re(s) > 0}.
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Beweis. Wir benutzen

1 %) o n+1
= t—5%dt = —Sdt.
— / > / tsdt
1 n=1 n
Dies ergibt ¢(s) = > 7 | ¢, (s) mit
n+1

bn(s) = / (0= — =% dt.

Wir zeigen nun, dass die Summe der ¢, (s) fir Re(s) > 0 absolut konvergent
ist. Es gilt e s
[n(s)] < sup |n7" =77,
n<t<n+1
Man kann durch elementare Rechnungen zeigen, dass fiir die Ableitung f”(t)
der Funktion f(t) = |[n=% —t~°| fiir t € [n,n + 1] die Ungleichung
o lsl s
f (t) — ‘ts-‘rll — pRe(s)+1

gilt. Es gilt f(n) =0, und daher

5]

Sup |n75 o tf""‘ = nRe(s)+1"

n<t<n+1

Die Reihe 3 ¢, (s) wird folglich durch |s| 3> n~(Re()*+1) majorisiert und ist
daher absolut konvergent fiir Re(s) > 0. Der Grenzwert ist eine holomorphe
Funktion. Dass die angegebene Fortsetzung eindeutig ist, folgt aus dem Iden-
titdtssatz der Funktionentheorie. 0O

Hieraus erhalten wir sofort das

Korollar 8.4.5. Die Riemannsche Zetafunktion ((s) setzt sich eindeutig zu
einer holomorphen Funktion auf dem Bereich

{s € C| Re(s) > 0} ~ {1}

fort und hat einen einfachen Pol mit Residuum 1 bei s = 1.

Man kann sogar zeigen ([Neu], Kap. VII, Kor.1.7), dass die Riemannsche
Zetafunktion eine eindeutig bestimmte holomorphe Fortsetzung auf die im
Punkt s =1 gelochte Ebene C \ {1} hat. Fiir n € IN gilt

¢(—2n) =0, ¢(1 —2n) = —Bay,/2n.

(siehe [Neu], Kap.VII, Thm.1.8). Die Riemannsche Vermutung besagt,
dass alle von —2n, n € IN, verschiedenen Nullstellen der Riemannschen Zeta-
funktion den Realteil 1/2 haben.

Der néchste Satz legt die Basis fiir den Begriff der Dirichlet-Dichte.
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Satz 8.4.6. Es gilt 1
25

lim ——— =1

s—1 log T

S—

Beweis. Mit Hilfe der Produktdarstellung der Riemannschen Zetafunktion
und der Reihenentwicklung fiir den Logarithmus erhalten wir fiir reelles s > 1:

logd(s) =~ Ylog(1 =57 = 3 - L = 30+ wlo),

sm

mit 9(s) = 33, Yoo B

. Fiir festes p ist

[e.9] o0

1 1 1 1 1 1
mZ:Q pms p25 mZ:O pms p25 (ps _ 1) - p(p _ 1)
Daher gilt . o )
Y)Y ——=<) ———=1
zp:p@— D) nz;;nm— D

und folglich bleibt #(s) fiir s — 1 beschriankt. Nun gilt fiir s > 1
2p pL _log((s) —1(s) _ log(¢(s) + 515) — ¥(s)

= 1 R

1
s—1 s—1

log log log

1
s—1
wobei ¢(s) = ((s) — X, wie in Satz 8.4.4. Da ¢(s) in einer Umgebung von
s = 1 holomorph ist, bleibt insbesondere ¢(s) bei s — 1 beschrinkt. Da auch

1 (s) bei s — 1 beschréinkt bleibt, folgt die Behauptung. O

Definition 8.4.7. Fiir eine Menge P von Primzahlen nennt man, wenn er
existiert, den Grenzwert

2 i

peP

0(P) = lim

s—1 log L

s—1

die Dirichlet-Dichte von P.

Nach Satz 8.4.6 hat die Menge aller Primzahlen die Dichte 1. Nicht jede Men-
ge P von Primzahlen hat eine Dirichlet-Dichte. Ist die Dichte §(P) definiert,
so gilt 0 < §(P) < 1, und man sollte sich §(P) als die Wahrscheinlichkeit
vorstellen, dass eine willkiirlich gew&hlte Primzahl in P liegt. Endliche Prim-
zahlmengen haben die Dichte 0. Unterscheiden sich zwei Primzahlmengen nur
um endlich viele Primzahlen, so haben sie die gleiche Dichte (oder keine).

Fiir einen Zahlkorper K hat man die Dedekindsche Zetafunktion
Ck (s), die fiir Re(s) > 1 durch die absolut konvergente Reihe

1
Cr(s) = ZW



8.5 L-Reihen 147

gegeben ist. Die Summe erstreckt sich iiber alle von Null verschiedenen gan-
zen Ideale von K. Wegen der Eindeutigkeit der Primidealzerlegung und der
Multiplikativitdt der Norm haben wir die Produktdarstellung

1
Cre(s) =1 T

p
Einen Beweis des folgenden Satzes findet der Leser in [Neu], VII, Kor.5.11.

Satz 8.4.8. Die Dedekindsche Zetafunktion (k(s) hat eine eindeutige Fort-
setzung zu einer holomorphen Funktion
(k :C~ {1} — C

und einen einfachen Pol bei s = 1.

Die Riemannsche Zetafunktion ordnet sich durch ((s) = (g(s) in dieses
allgemeinere Konzept ein. Das Residuum von (x (s) bei s = 1 berechnet sich
durch die berithmte Klassenzahlformel ([Neu], Kap. VII, Kor.5.11) aus wich-
tigen Invarianten des Zahlkorpers K.

Die wverallgemeinerte Riemannsche Vermutung fiir die Dedekindsche Ze-
tafunktion besagt, dass jede Nullstelle von (x(s) im ,kritischen Streifen*
0 < Re(s) < 1 den Realteil 1/2 hat.

8.5 L-Reihen

Fiir einen Dirichlet-Charakter x : Z — C betrachten wir die Dirichletsche
L-Reihe oo
x(n)

ns
n=1

L(s,x) =

Wegen |x(n)| < 1 konvergiert die Reihe fiir Re(s) > 1 absolut, und wir er-
halten eine holomorphe Funktion, die Dirichletsche L-Funktion zu y. Fiir
x = € erhalten wir die Riemannsche Zetafunktion. Fiir x # € gilt (sieche [Neu],
Kap. VII, Kor. 8.6):

Satz 8.5.1. Fiir jeden Dirichlet-Charakter x # € setzt sich die Funktion
L(s,x) zu einer holomorphen Funktion auf ganz C fort. Fiir Re(s) > 1 er-
halten wir eine Produktdarstellung der Form

L(S,X):Hl_ !

. x(p)p=s

Das folgende Theorem besagt, dass sich die Dedekindsche Zetafunktion eines
Kreisteilungskorpers in das Produkt von L-Funktionen aufspaltet.
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Theorem 8.5.2. Fiir den n-ten Kreisteilungskorper K = Q((,) gilt

k()= [ L)
x mod n
Das Produkt auf der rechten Seite erstreckt sich iiber alle Dirichlet-Charaktere
modulo n, d.h. iiber die Charaktere x mit f,|n.

Bemerkung: Benutzt man, abweichend von unserem Vorgehen, die ,einfa-
che“ Methode (siehe Seite 136), um Dirichlet-Charaktere modulo n zu Funk-
tionen auf Z auszudehnen, so erhilt man modifizierte L-Reihen. In Theo-
rem 8.5.2 taucht dann ein Korrekturterm auf.

Beweis von Theorem 8.5.2. Wegen der Produktdarstellungen geniigt es, fiir
jede Primzahl p die Identitét
1 1
Hise=" Il == ()
o L~ ) Lo n LT X(®)P

zu zeigen, wobei sich das Produkt auf der linken Seite iiber die endlich vielen
Primideale p in K erstreckt, die das Hauptideal (p) teilen. Nun sei

(p) =p1' - py?
die Primidealzerlegung von (p) in K, und sei n = p"m mit (m,p) = 1. Nach
[Neu], Kap.I, Thm.10.3, gilt e = --- = e, = @(p"), sowie N(p1) = --- =
N(p,) = p/, wobei f die kleinste natiirliche Zahl mit p/ = 1 mod m ist.
Weiterhin gilt fg = ¢o(n)/o(p") = @(m).

Es sei nun x ein Dirichlet-Charakter modulo n. Aus p| f, folgt x(p) = 0.
Diese Charaktere konnen wir ignorieren. Anderenfalls gilt f, | m und wegen
p/ =1 mod m ist x(p) eine f-te Einheitswurzel. Es gibt genau ¢(m) Charak-
tere x mit fy |m und von diesen wird jede f-te Einheitswurzel genau g-mal
als Wert x(p) angenommen. Daher gilt

F-1
I a—xwp) =J]a-¢» )y, (%)
x mod n a=1

wobei ( eine primitive f-te Einheitswurzel ist. Die Polynomidentitit

f-1 f-1 f-1
v —1=[[T-¢c =0 I [Ja-¢1)
a=0 a=0 a=0

zeigt wegen (—1)7 - Hi;é ¢~ = —1 die Gleichung Hg;é(l —¢T)=1-T/.

Einsetzen von T' = p~* liefert

f-1 g
[T =a-p77 = [0 -9 ).

Zusammen mit («x) zeigt dies die gesuchte Identitét (x). O
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Auf den ersten Blick harmlos, aber tiefliegend und von fundamentaler Be-
deutung ist nun das

Korollar 8.5.3. Fiir x # ¢ gilt L(1,x) # 0, d.h. die L-Funktion zu x hat
keine Nullstelle bei s = 1.

Beweis. Sei x # ¢, n = f, und K = Q((,,). Dann taucht L(s, x) als ein Faktor

in der Zerlegung
()= [ L(s,v)
Y mod n

auf. Ein Faktor auf der rechten Seite, ndmlich der zu ¢ = €, hat einen einfachen
Pol bei s = 1, und die anderen Faktoren sind holomorph bei s = 1. Wére
L(1,x) = 0 fiir ein x # ¢, so wiirde sich der Pol auf der rechten Seite aufheben,
und dann wire (x(s) holomorph auf ganz C. Aber (x(s) hat einen Pol bei
s =1. Also gilt L(1,x) # 0 fiir alle x # €. O

8.6 Primzahlen mit vorgegebener Restklasse IV

Jetzt nutzen wir das Nichtverschwinden der L-Reihen bei s = 1, um den
folgenden Satz zu zeigen:

Theorem 8.6.1 (Dirichletscher Primzahlsatz). Sein € N und a € Z
mit (a,n) = 1. Dann hat die Menge der Primzahlen p mit
p=a modn

die Dichte 1/p(n). Insbesondere gibt es unendlich viele Primzahlen kongruent
a modulo n.

Beweis. Sei x ein Dirichlet-Charakter modulo n. Mit Hilfe der Produktdar-
stellung der L-Reihe und der Potenzreihenentwicklung fiir den Logarithmus
erhalten wir fiir reelles s > 1

log L(s,x) = — > log(1 = x(p)p~*)

-y i x(®)"p”

p m=1

-y %”) T gx(s).

Wie im Beweis von Satz 8.4.6 zeigt man, dass der Grenzwert der Reihe

sm

ails) = Z Z X(P):lpf

p m=2
fiir s — 1 beschriankt bleibt. Nun bilden wir die Summe
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1

Z x(a)"tlog L(s, x) = ZZX Jrz (5).

x mod n p x modn x mod n

Die zweite Summe auf der rechten Seite ist fiir s — 1 beschrinkt, und wir
bezeichnen sie mit g(s). Wir untersuchen die erste Summe auf der rechten
Seite. Nach Satz 8.1.3 gilt

. [ e(n), fir p=amodn,
Z x(a)”"x(p) = { 0, fiirp#amodn, pfn.

x mod n

Daher erhalten wir

S x(@) " log (s, X) s0 fes+ S x(a)psx(p)' (%)

x mod n p= amodn

x mod n

Laufen wir nun auf der reellen Achse mit s von rechts nach 1 und untersuchen
die linke Seite von (x). Fiir x # € gilt L(1,x) # 0, also bleibt log L(s, x)
beschrankt bei s — 1. Fiir x = € gilt nach Satz 8.4.6
log L
lim 28159 _y

s—1

Der zweite Summand auf der rechten Seite von (x), d.h. g(s), ist bei s — 1
beschrénkt und der dritte Summand offensichtlich auch. Daher erhalten wir

) »(n)
pS

. p=a mod n

lim =1.

S—)l

Dies zeigt die Behauptung. O
Als zweite Anwendung zeigen wir:

Satz 8.6.2. Fiir ein Nichtquadrat a € Z hat die Menge der Primzahlen p mit
(%) =1 die Dichte 1/2.

Hieraus folgt sofort, dass auch die Menge der Primzahlen p mit (%) =-1
die Dichte 1/2 hat.

Beweis. Wegen der Multiplikativitidt des Legendre-Symbols kénnen wir a als
quadratfrei annehmen. Sei a = (—1)¢2¢p; - - - p,,, wobei die p; paarweise ver-
schiedene ungerade Primzahlen sind, und seien genau k£ der n Primzahlen p;
kongruent —1 modulo 4. Dann gilt fiir jede ungerade Primzahl p

() rneior(2).(2)

a

Daher héngt (;) nur von der Restklasse von p modulo 8p; ---p, ab. Wir

fassen die rechte Seite als Funktion auf (Z/8p; - - - p,Z)* auf und bezeichnen
sie mit y. Dann ist x ein Charakter modulo 8p; - - - p,, mit x¥? = e.
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Wir behaupten, dass x nicht der triviale Charakter ist. Ist a durch mindes-
tens eine ungerade Primzahl teilbar (d.h. n > 1), so finden wir nach dem Chi-
nesischen Restklassensatz ein A € Z mit A =1 mod 8ps - - - p, und so, dass A
quadratischer Nichtrest modulo p; ist. Dann gilt x(A) = —1. Da a quadratfrei
und von 1 verschieden ist, verbleiben die Fille a = +2, d.h. e =1, ¢ € {0,1}.
Hier sieht man das explizit: Fiir b € (Z/82Z)* gilt x(b) = (71)51:‘;_14»1:28_—1. Im
Fall e = 0 gilt z.B. x(3) = —1, wihrend im Fall e = 1 z.B. x(5) = —1 gilt.
Hieraus folgt x # e.

Sei nun ein b € (Z/8p1---prZ)* mit x(b) = —1 fixiert. Dann definiert
die b-Multiplikation auf (Z/8p; - - - p,Z)* eine Bijektion zwischen der Menge
der Restklassen a mit x(a) =1 und der Menge der Restklassen a mit x(a) =
—1. Daher haben beide Mengen die Méchtigkeit %30(8;71 -+ pp). Nun wenden
wir Theorem 8.6.1 an und erhalten, dass fiir die Dichte der Menge P der

Primzahlen p mit (%) =1 gilt:

Bemerkung: Der im letzten Beweis konstruierte Charakter heiffit der zum
quadratischen Zahlkérper K = Q(+/a) assoziierte Charakter k. Man kann
zeigen, dass jeder Dirichlet-Charakter der Ordnung 2 von dieser Form ist. Der
Charakter y g ist eindeutig durch die Eigenschaft

p ist zerlegt in K <= yx(p) =1

bestimmt. Eine Primzahl p ist genau dann in K verzweigt, wenn xx (p) = 0,
und genau dann trige, wenn xx (p) = —1 gilt. AuBlerdem gilt f,, = |Ax].
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p-adische Zahlen

Ein mogliches Hindernis gegen die Existenz ganzzahliger Losungen einer dio-
phantischen Gleichung ist die Nichtexistenz einer Losung modulo einer natiirli-
chen Zahl m. Nach dem Chinesischen Restklassensatz geniigt es, die Frage der
Existenz von Losungen modulo Primpotenzen zu betrachten. Die Sprache der
p-adischen Zahlen erlaubt es uns, sehr bequem auszudriicken, dass eine Glei-
chung eine Losung modulo p™ fiir alle n € IN hat. Dies ist ndmlich dquivalent
zur Existenz einer Losung im Ring der ganzen p-adischen Zahlen. Hat man
zwei modulo p™ iibereinstimmende Losungen einer Gleichung, so sind die-
se ,,beziiglich p“ nahe beieinander, und umso n#her, je grofler n ist. Diese
intuitive Einsicht kann man durch die Einfithrung der p-adischen Metrik for-
malisieren. Der Ubergang von Q zu Cauchy-Folgen rationaler Zahlen bzgl. der
p-adischen Metrik liefert uns (anstelle von IR fiir den gewdhnlichen Abstand)
den Kérper Q,, der p-adischen Zahlen.

9.1 Der p-adische Abstand

Erinnern wir uns zunéchst, wie man den Korper IR aus @ durch einen Ver-
vollstandigungsprozess erhilt. Wir haben auf @ die Betragsfunktion
x, wenn z > 0,
ol = —z, wenn x < 0

und die dazu assoziierte Abstandsfunktion d(z,y) = |z — y|. Diese erfiillt
die Dreiecksungleichung d(z, z) < d(z,y) + d(y, z). Man sagt, dass eine Folge
(zn)nen rationaler Zahlen gegen die rationale Zahl x konvergiert, wenn zu
jedem £ > 0 ein N € IN existiert, so dass |z, — x| < ¢ fiir alle n > N gilt.
Eine Cauchy-Folge in Q ist eine Folge (z,,),en rationaler Zahlen, so dass zu
jedem € > 0 ein N € N mit |z, — x| < € fiir alle n,m > N existiert.
Wegen der Dreiecksungleichung ist jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge.
Es gibt aber Cauchy-Folgen, die nicht gegen eine rationale Zahl konvergieren.
Man erhélt nun die reellen Zahlen als Vervollstéandigung der rationalen Zahlen
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beziiglich der Abstandsfunktion d, d.h.
R = {Cauchy-Folgen (z;);en in Q} / ~,
wobei die Aquivalenzrelation ~ durch
(23)iew ~ (Yi)iew <= (2; — ¥;)ien ist eine Nullfolge

gegeben ist (eine Nullfolge ist eine Folge, die gegen 0 konvergiert). Man fasst
den Korper Q als Teilkorper von IR auf, indem man jeder rationalen Zahl = die
konstante Cauchy-Folge z, z, ... zuordnet. Der Korper IR der reellen Zahlen
ist vollsténdig, d.h. jede Cauchy-Folge in IR konvergiert gegen eine reelle Zahl,
und daher fiir die Analysis geeignet, weil man Grenzprozesse ausfithren kann.
Die anschauliche Bedeutung einer reellen Zahl als Punkt auf der Zahlengera-
den ist hierbei von grolem Nutzen fiir das intuitive Verstédndnis der Situation.
Wir werden im Folgenden den gleichen Prozess beziiglich anderer Abstands-
funktionen auf @ durchfithren. Im Prinzip passiert nichts Neues, aber man
muss ganz auf den mathematischen Formalismus vertrauen, weil eine intuiti-

ve Interpretation, wie man sie bei den reellen Zahlen hat, nicht zur Verfiigung
steht.

Sei p eine beliebige Primzahl, die wir fiir den Rest der Betrachtungen
festhalten. Jede von Null verschiedene rationale Zahl r hat eine eindeutige
Darstellung der Form

T:Ep

mit a,b,n € Z, b > 0 und (a,b) = (a,p) = (b,p) = 1.

Definition 9.1.1. Die in der obigen Zerlegung auftauchende ganze Zahl
n =: vp(r)

heifit die p-Bewertung von r.

Man setzt die Konvention v,(0) = oco. Den Beweis des folgenden Lemmas
iiberlassen wir dem Leser.

Lemma 9.1.2. Fiir z,y € Q gilt
vp(zy) = vp(2) +vp(y), vp(z +y) = min(vy(z), vp(y))-
Ist vp(z) # vp(y), so gilt sogar vy(z + y) = min(vy(x), vp(y)).

Definition 9.1.3. Flir eine rationale Zahl r heif}t
|,,,| — p—vp(r)’ r 7& 07
L 0, r=0,

der p-Betrag von r.

Mit Hilfe der Konvention p~> = 0 hiitte man sich die Fallunterscheidung
ersparen konnen. Man beachte, dass der p-Betrag einer rationalen Zahl r klein
wird, wenn der Zdhler von r (in gekiirzter Schreibweise) durch eine grofie p-
Potenz teilbar ist. Eine ganze Zahl hat einen p-Betrag kleiner oder gleich 1,
und dieser wird um so kleiner, je 6fter die Zahl durch p teilbar ist.
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Korollar 9.1.4. Fiir z,y € Q gilt

‘xy‘p = |$|p‘y|p7 |z + y‘p < HlaX(|SL‘|p, ‘ylp)-
Ist |z[, # |ylp, so gilt sogar |z + yl, = max(|zly, |[ylp)-

Definition 9.1.5. Seien x,y € Q. Die Zahl

dp(z,y) = |z —ylp
heift der p-adische Abstand von x und y.

Beispiel: Es gilt d2(4,16) = 1, d3(4,16) = 1, d5(4,16) = 1.

Da |r|, = 0 nur fiir r = 0 gilt, ist dp(z,y) = 0 dquivalent zu z = y. Auflerdem
B (o, 2) = o — 2y = 1w )+ (s~ 2y
max(|z — ylp, [y — 2|p)

max(dp(x, Y), dp (Y, 2)),

und diese Relation nennt man die verschirfte Dreiecksungleichung. We-
gen max(d,(z,y),dp(y, 2)) < dp(z,y)+d,(y, z) gilt natiirlich auch die gewshn-
liche Dreiecksungleichung, und wir kénnen in genau der gleichen Art und
Weise wie beziiglich des gewohnlichen Abstands {iber Begriffe wie konver-
gente Folge, offene Teilmenge, abgeschlossene Teilmenge usw. sprechen. Zur
Unterscheidung sagt man, eine Folge konvergiert p-adisch, eine Teilmenge ist
beziiglich der p-adischen Topologie offen bzw. abgeschlossen usw. Allerdings
muss man eine neue Intuition entwickeln, die nicht aus der geometrischen
Anschauung kommt.

A

Beispiele: 1. Die Folge 5 3
Lp.p%p°, ...

konvergiert p-adisch gegen 0. In der Tat ist
dp(0,p") = | = p"|p =p~ ) =p7,
und p~" wird fiir grofles n beliebig klein.

2. Die Folge
1

B B P

N | —
W

enthélt die (jetzt immer p-adisch) divergente Teilfolge 1, %, 1%’ ... Enthalten

1 1

ist aber auch die Teilfolge 7, ST PRI AT

(weil p™ gegen 0 geht).

., die gegen 1 konvergiert

Typische geometrische Gebilde sind die offene und die abgeschlossene
Kreisscheibe vom Radius » um z € @, die wir mit
K(z,r) ={y € Q|dp(z,y) <7}

K(z,r) = {y € Q|dp(z,y) <7}
bezeichnen. Man sieht leicht, dass K (z,7) eine offene und K (z,r) eine abge-
schlossene Teilmenge ist. Der néchste Satz zeigt, dass die p-adische Topologie
auf @ einigermaflen gewOhnungsbediirftig ist.
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Satz 9.1.6. Sei z € Q und r > 0 eine reelle Zahl.
(i) In der offenen Kreisscheibe K (x,r) ist jeder Punkt Mittelpunkt, d.h. fiir

jedes ¢’ € K(x,r) gilt K(x,r) = K(a',7).

(ii) Fiir hinreichend kleines e > 0 gilt

K(z,r)=K(xz,r —¢), K(z,r)=K(z,r+¢).

Das heifit, offene Kreisscheiben sind auch abgeschlossen und abgeschlos-
sene Kreisscheiben sind auch offen.

(iii) Firre R~ {p% a € Z} gilt

K(z,r) =K (x,r).

(iv) Sei r = p®, a € Z. Dann gilt K(z,p*) = K(z,p*1). Es existieren

rationale Zahlen 1, ..., x,—1 € K(z,p"), so dass

p—1
K(z,p") = K(2,p" YU | | K(@i,p"").
=1

Das heifit, jede abgeschlossene Kreisscheibe vom Radius p* zerféllt in
die disjunkte Vereinigung von p abgeschlossenen Kreisscheiben vom Ra-
dius p*~ 1.

Bemerkung: Nach (iii) ist der Rand 0K (z,7) := K(z,7) ~ K(z,r) fiir
r € R~ {p% a € Z} leer. Nach (iv) hat K(z,r) fir r = p®, a € Z, ,,mehr
Rand als Inneres“: K (x,p?) = K (x, p®!) ist eine abgeschlossene Kreisscheibe
vom Radius p®~!, withrend 0K (x,p®) disjunkte Vereinigung von p — 1 abge-
schlossenen Kreisscheiben vom Radius p®~! ist.

Beweis von Satz 9.1.6. Sei ' € K(z,r). Fir y € K(z,r) gilt wegen der
verschérften Dreiecksungleichung

dp(z',y) < max(d, (2, x),dy(x,y)) <.

Daher gilt K(2',r) C K(x,r). Wegen « € K(2/,r) erhalten wir in analoger
Weise auch die Inklusion K (x,r) C K(z/,r). Das zeigt Aussage (i).

Die Abstandsfunktion dp(z,y) nimmt nur die abzéhlbar vielen Werte p®,
a € Z, und 0 an. Also gilt fiir » > 0 und hinreichend kleines € > 0:

dp(z,y) <r<=dp(z,y) <r—e, dy(z,y) <r<=dp(z,y)<r+e.
Ist r nicht von der Form p®, a € Z, so gilt
dp(z,y) <r <= dp(z,y) <r
Das zeigt die Behauptungen (ii) und (iii). Fiir » = p?, a € Z, erhalten wir
dy(z,y) < p* = dp(,y) < p*7,

was die erste Aussage von (iv) zeigt. Um die zweite Aussage von (iv) zu zeigen
betrachten wir zuniichst den Fall z = 0 und » = 1 = p°. Sei y € K(0,1). Wir
schreiben y = ¢ mit a € Z, b € IN, (a,b) = 1. Wegen |y|, = dp(0,y) < 1 gilt
p1b. Daher durchliuft
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0,b,2b,...,(p—1)b
alle Restklassen modulo p. Nun gilt fir ¢ =0,1,...,p—1
a—1b

b

dp(i7y) = |y - Z‘P =

P
Daher gilt d,(i,y) < p~!, wenn a = ib mod p, und d,(i,y) = 1 sonst. Wir
erhalten die disjunkte Zerlegung

p—1
K©0,1)=| | K@,p™).
=0
Fiir beliebiges a € Z gilt K(0,p®) = p® - K(0,1) und fiir i = 0,...,p — 1 gilt

K(p%i,p® 1) = p* - K(i,p~"). Durch Strecken um den Faktor p® erhalten wir
daher

p—1
K@©0,p") = || E@*i,p"7).
1=0

Verschiebung um « ergibt dann

p—1
K(z,p*) = |_| K(x +p“i,p* ).
i=0
Nun setzen wir z; = = + p% fiir ¢ = 1,...,p — 1 und erhalten die in (iv)
behauptete Zerlegung. O

In vollkommen analoger Weise zum Fall des gewohnlichen Abstands sagt
man, dass eine Folge (2,)nen rationaler Zahlen eine p-adische Cauchy-
Folge ist, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein N € IN mit dp(zp,zm) < € fiir alle
n,m > N existiert. Wegen der verschérften Dreiecksungleichung kann man
diese Bedingung auch in der Form dp(z,,zn) < € fiir alle n > N schreiben
(was fiir den gewohnlichen Abstand falsch ist). Es gibt p-adische Cauchy-
Folgen, die keinen Grenzwert in @ haben.

Beispiel: Sei p eine Primzahl = +1 mod 8, d.h. nach dem zweiten Ergén-
zungssatz zum Quadratischen Reziprozitdtsgesetz ist 2 quadratischer Rest
modulo p. Wir finden also eine ganze Zahl x = z; mit

2 =2 mod p.
Wegen p # 2 ist 2z prim zu p, d.h. x ist eine primitive Losung modulo p der
Gleichung X2 —2 = 0. Nach Korollar 3.4.2 finden wir eine Folge ganzer Zahlen
Tn)n mit
(@n)nem 2 =2 modp", ,41 =z, modp".
Fiir n,m > N gilt 2,, — z,, = 0 mod p", d.h. dp(Tn, Tm) < p~N. Daher ist die
konstruierte Folge eine p-adische Cauchy-Folge. Sie hat aber keinen Grenzwert
in Q. Wire nimlich y € Q ihr Grenzwert, erhielten wir d,(y?,2) < p~™ fiir
jedes n € N, also d,(y%2) = 0 und folglich y?> = 2. Es gibt aber keine
Quadratwurzel aus 2 in Q.
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Zur besseren Unterscheidung werden wir von nun an den gewdhnlichen
Betrag || und den gewdhnlichen Abstand d(z, y) auf Q mit |z|e und doo (2, y)
bezeichnen.

Lemma 9.1.7. (i) Ist (zn)nen eine p-adische Cauchy-Folge, so ist die Fol-
ge der p-Betrége (|z,|p)nen eine Cauchy-Folge beziiglich des gewdshnli-
chen Abstands.

(ii) Die Folge (xn)new ist genau dann eine p-adische Nullfolge, wenn die
Folge der p-Betréiige (|xn|p)nen beziiglich des gewdhnlichen Abstands
gegen 0 konvergiert.

(iii) Sei (zn)nen eine p-adische Cauchy-Folge, aber keine p-adische Nullfolge.
Dann gibt es ein N € IN und ein k € Z , so dass |z,|, = p* fiir alle
n > N gilt.

Beweis. Fiir rationale Zahlen x und y impliziert die Dreiecksungleichung fiir
den p-adischen Abstand die Ungleichungen

—|z — y|p < |17|p - ‘y|p <lz - y|p~ (1)

(1o = [1,)

Nun sei (2,) eine p-adische Cauchy-Folge. Dann gibt es zu jedem & > 0 ein
N € IN mit |x, — x|, < € fiir alle n,m > N. Unter Verwendung von (2) folgt
hieraus fiir n, m > N die Ungleichung

Daher gilt

<z —ylp. (2)

o0

<Ny — Tmlp < €.
oo

[(EPEE
Dabher ist die Folge (|x,|,) eine Cauchy-Folge beziiglich des gewohnlichen Ab-
stands. Dies zeigt (i).

Eine Folge (z,,) rationaler Zahlen ist genau dann eine p-adische Nullfolge,
wenn es zu jedem € > 0 ein N € IN mit |z,|, < € fiir alle n > N gibt.
Nun ist |z, |, eine nicht-negative rationale Zahl, d.h. die Bedingung |z, |, < €
ist dquivalent zu | |y, |<>o < e. Folglich ist (z,,) genau dann eine p-adische
Nullfolge, wenn (|x,,|,) eine Nullfolge beziiglich des gewdhnlichen Abstands
ist. Dies zeigt (ii).

Der p-adische Abstand |z[, nimmt nur die abzéhlbar vielen Werte p*,
k € Z,und 0 an. Ist nun (z,,) eine p-adische Cauchy-Folge, die keine Nullfolge
ist, so muss nach (i) und (ii) die Folge (|zn|p) stationdr werden, d.h. es gibt
ein k € Z mit |x,|, = p"* fiir hinreichend grofies n € IN. Dies zeigt (iii). O
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9.2 Der Korper der p-adischen Zahlen

Wir fixieren bis auf weiteres eine Primzahl p und betrachten den im letzten
Abschnitt eingefiihrten p-adischen Abstand auf Q.

Definition 9.2.1. Der Koérper der p-adischen Zahlen Q, ist die Ver-
vollstdndigung von Q beziiglich des p-adischen Abstandes d,.

Mit anderen Worten: Die Elemente von Q, (sogenannte p-adische Zahlen)

sind Aquivalenzklassen p-adischer Cauchy-Folgen (z, )nen in @ beziiglich der
Aquivalenzrelation

(2:)ieN ~ (Yi)ieNn < (2; — yi)ieN ist eine p-adische Nullfolge.

Es ist leicht einzusehen, dass dies eine Aquivalenzrelation ist. Ist (z/,) eine

Teilfolge der Cauchy-Folge (z,), so gilt (x],) ~ (x,). Von einer Cauchy-Folge,
die keine Nullfolge ist, werden wir im Weiteren stillschweigend annehmen, dass
alle ihre Folgenglieder von Null verschieden sind. Dies erreichen wir durch
Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge, ohne dabei die Aquivalenzklasse zu
dndern. Den Beweis des néchsten Lemmas iiberlassen wir dem Leser.

Lemma 9.2.2. Sind (x,,), (y,) und (z},), (y,,) Cauchy-Folgen mit (z,,) ~ (z/,)
und (yn) ~ (y,,), so gilt auch (xn +yn) ~ (2, +vyl,) und (xnyn) ~ (xhy),). Ist
(yn) ~ (y},) keine Nullfolge, so gilt (x,/yn) ~ (z,/yL)-

Korollar 9.2.3. Die Operationen Addition und Multiplikation
Qp X Qp — Qp

Q, x (@, ~{0}) — Q,,
die durch Addition, Multiplikation und Division représentierender Cauchy-
Folgen gegeben sind, sind wohldefiniert. Durch diese Operationen wird Q,, zu
einem Korper.

sowie die Division

Wir fassen den Kérper Q der rationalen Zahlen als Teilkorper des Kérpers Q,,
der p-adischen Zahlen auf, indem wir einer rationalen Zahl a die konstante
Cauchy-Folge a,a,a, ... zuordnen. Der p-adische Betrag setzt sich durch die
Regel )
[(#n)nenlp = nlLH;o |Znp

in natiirlicher Weise von Q auf ®, fort. Lemma 9.1.7 impliziert die folgenden
Aussagen: Der Grenzwert existiert und ist unabhéngig von der Auswahl der
reprisentierenden Cauchy-Folge. Es gilt |(z,)nen|p = 0 dann und nur dann,
wenn (zp)nen eine p-adische Nullfolge ist. Ist die Cauchy-Folge (2, )nen kei-
ne Nullfolge, so wird die Folge der p-Bewertungen (v,(x,))nen stationdr,
und wir nennen ihren Grenzwert (der eine ganze Zahl ist) die p-Bewertung
der durch die Folge (z,,)nenN repriisentierten p-adischen Zahl. Macht man die
Konvention, einer Nullfolge die p-Bewertung oo zuzuordnen, so setzt sich die
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p-Bewertung in natiirlicher Weise von Q auf Q,, fort. Ferner sind p-Betrag und
p-Bewertung durch die Regel

|(In)n€]N |p = piUP((mn)nelN)

auseinander bestimmbar. Mit Hilfe des p-adischen Abstands

dp((xn)nE]N, (yn)nelN) = |(xn - yn)nelN‘p
erhalten wir in natiirlicher Weise Begriffe wie konvergente Folge p-adischer
Zahlen, offene Teilmenge von @, abgeschlossene Teilmenge von Q,, usw. Der
Beweis des néchsten Satzes ist Routine und sei dem Leser iiberlassen.

Satz 9.2.4. Alle fiir die p-Bewertung, den p-Betrag und den p-adischen Ab-
stand auf Q im letzten Abschnitt formulierten Eigenschaften setzen sich in
natiirlicher Weise auf @, fort. Insbesondere bleiben Lemma 9.1.2, Korol-
lar 9.1.4, Satz 9.1.6 und Lemma 9.1.7 richtig, wenn man in ihren Aussagen Q
durch Q,, ersetzt.

Die Kérper Q,, (p Primzahl) stehen vollkommen gleichberechtigt neben
dem Korper IR der reellen Zahlen. Es gibt nur eine wesentliche Abweichung:
Die Anordnung, d.h. die <-Relation auf @, setzt sich nicht nach Q,, fort. Es ist
nicht moglich, die Elemente von Q,, in sinnvoller Weise anzuordnen. In dieser
Hinsicht sind die Korper Q,, eher mit dem Kérper € der komplexen Zahlen
zu vergleichen.

Der folgende Satz ist die p-adische Version des Satzes von Bolzano-
Weierstraf3.

Satz 9.2.5. Der Kérper Q,, ist vollstindig, d.h. jede Cauchy-Folge in Q,, kon-
vergiert. Jede in Q,, beschrénkte Folge hat einen Hiufungspunkt. Jede abge-
schlossene und beschrénkte Teilmenge in Q,, ist kompakt.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass jede beschridnkte Folge einen Haufungs-
punkt hat. Sei (z,) eine beschrinkte Folge in Q,,. Die Folgenglieder z,, sind
nach Definition von Q, Cauchy-Folgen in ® beziiglich des p-adischen Ab-
stands. Wir wéhlen fir jedes n € IN ein ], € Q mit dp(zy,2]) < p~". Die
Folge rationaler Zahlen () ist beziiglich des p-adischen Abstands beschriinkt.
Wir werden zeigen, dass (2],) eine Cauchy-Folge als Teilfolge besitzt. Diese
konvergiert tautologischerweise gegen die Zahl z’ € Q,, die durch sie defi-
niert ist. Die entsprechende Teilfolge der Folge (z,,) konvergiert dann in Q,
gegen .

Die Existenz einer Cauchy-Teilfolge der Folge (z},) wird wie im reellen Fall
durch ,Intervallschachtelung® bewiesen. Wir wihlen uns x € Q und a € Z
geeignet, so dass die beschrinkte Folge (z,) vollstindig in der abgeschlos-
senen Kreisscheibe vom Radius p® um 2 enthalten ist. Nach Satz 9.1.6 (iv)
zerfillt diese Kreisscheibe in die disjunkte Vereinigung von p abgeschlosse-

nen Kreisscheiben vom Radius p®~!. In einer dieser Kreisscheiben miissen



9.3 Ganze p-adische Zahlen 161

unendlich viele Folgenglieder liegen. Wir entfernen, beginnend bei 2, alle
Folgenglieder, die nicht in dieser Kreisscheibe liegen. Diese zerfillt weiter in
die disjunkte Vereinigung von p abgeschlossenen Kreisscheiben vom Radius
p®~2, und in einer dieser Kreisscheiben miissen unendlich viele Folgenglieder
liegen. Wir entfernen, beginnend bei %, alle Folgenglieder, die nicht in dieser
Kreisscheibe liegen. Dieser Prozess wird nun immer weiter fortgefiihrt und
liefert eine Teilfolge (x}) von (), so dass alle z} mit ¢ > N gemeinsam in ei-
ner abgeschlossenen Kreisscheibe vom Radius p® ¥+ liegen. Die verschirfte
Dreiecksungleichung liefert
|z — ;-’ » <p* Nt fiir alled,j > N.

Daher ist die Teilfolge (z])) von (z),) eine Cauchy-Folge beziiglich des p-

n

adischen Abstands. O

Von nun an werden wir p-adische Zahlen wie ,richtige“ Zahlen ansehen
und sie auch nur noch mit einem einfachen Buchstaben bezeichnen.

Neben der topologischen Charakterisierung der reellen Zahlen gibt es noch
eine algebraische, namlich die Darstellung als unendlicher Dezimalbruch. Auch
hierzu gibt es eine p-adische Entsprechung, auf die wir in Abschnitt 9.4 ein-
gehen werden.

Aufgabe: Man zeige, dass die Operationen Addition und Multiplikation
Q,xQ, —Q,
sowie die Division
Q, x(Q,~{0}) —Q,
stetig beziiglich der p-adischen Topologie sind.

9.3 Ganze p-adische Zahlen

Die Giiltigkeit der verschirften Dreiecksungleichung hat eine merkwiirdige
Folgerung. Ist ndmlich |z|, < 1 und |y|, < 1, so gilt auch |z+y|, < 1. Gleiches
gilt auch fiir das Produkt. Also ist die Menge solcher p-adischer Zahlen unter
Addition und Multiplikation abgeschlossen, d.h. ein Ring.

Definition 9.3.1. Die Elemente v € Q, mit |z|, < 1 heiflen ganze p-
adische Zahlen. Sie bilden einen Ring, der mit Z, bezeichnet wird.

Aquivalent hierzu ist: Z, = {z e Q, [vp(z) > 0}.

Lemma 9.3.2. Der Ring Z,, ist als Teilmenge in Q, beschrédnkt, offen und
abgeschlossen. Insbesondere ist Z,, kompakt.
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Beweis. Es ist Z, gerade die abgeschlossene Kreisscheibe K (0, 1) vom Radi-
us 1 um den Punkt 0, also insbesondere beschrinkt. Nach Satz 9.1.6 (zusam-
men mit Satz 9.2.4) ist Z, sowohl offene als auch abgeschlossene Teilmenge
von Q. Nach Satz 9.2.5 ist Z;, kompakt. a

Lemma 9.3.3. Die Menge Z der ganzen Zahlen liegt dicht in Z,,, d.h. jede
ganze p-adische Zahl kann als Grenzwert einer Folge ganzer Zahlen geschrieben
werden.

Beweis. Sei a € Z, beliebig. Es geniigt zu zeigen, dass zu jedem n € IN ein
A, € Z mit vp(a — A,) > n existiert. Die Folge (A, )nen konvergiert dann
nidmlich p-adisch gegen a. Sei nun n € IN fixiert, und sei (a;);en eine Folge
rationaler Zahlen, die p-adisch gegen a konvergiert. Wegen v,(a) > 0 kénnen
wir durch Weglassen endlich vieler Anfangsglieder der Folge die Giiltigkeit der
Ungleichungen

vp(a;) >0, vp(a; —aj) >n firallei,j € IN

annehmen. Sei nun a; = ¢;/d;, ¢; € Z, d; € IN, p { d;, und sei A,, € Z eine
ganze Zahl mit d; A,, = ¢; mod p". A, existiert wegen d; € (Z/p"Z)*. Sei
1 € IN beliebig. Dann gilt
ai_al:%_%:png’ ce€Z, deN, ptd.

Also gilt d(c;dy — e1d;) = p™edid;, und wegen p t d folgt p"|c;di — c1d;.
Aufgrund der Wahl von A, gilt p™|(c;idy — d1And;). Wegen p 1 dy finden
wir also ein b € Z mit p"b = ¢; — A,d;. Wir erhalten a; — A,, = p”d%, also
vp(a; — Ay) > n. Da i beliebig war, folgt v,(a — Ay,) > n. O

Der néchste Satz ist der erste Schritt zu einer algebraischen Charakteri-
sierung der ganzen p-adischen Zahlen.

Satz 9.3.4. Die natiirliche Inklusion Z — Z,, induziert fiir jede natiirliche
Zahl n einen Isomorphismus

Z/p"Z =5 Z,)p" 2,

Beweis. Es gilt p"Z,, = {a € Z, | vy(a) > n}. Daher bildet sich eine ganze
Zahl a genau auf das Nullelement in Z,,/p"Z,, ab, wenn sie selbst in p"Z liegt.
Dies zeigt die Injektivitdt der Abbildung. Nun sei a € Z,/p"Z,, beliebig, und
sei a € Z, irgendein Vertreter von a. Nach Lemma 9.3.3 finden wir ein 4,, € Z
mit v,(a — A,,) > n. Dann ist auch A,, ein Vertreter von @ und die Restklasse
von A, in Z/p"Z ist ein Urbild von a. Dies zeigt die Surjektivitit. O

Also definiert jedes a € Z,, eine Folge (a,, € Z/p"Z)necw, die Folge seiner
Restklassen modulo p™. Diese Folge geniigt der Kompatibilitdtsbedingung

Gpt+1 = an, mod p”
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fiir alle n. Solch eine Folge von Restklassen nennt man kompatibles System
von Restklassen. Die Menge aller kompatiblen Systeme (a,, € Z/p"Z)necN
bezeichnet man mit

limZ/p"Z

und nennt sie den projektiven Limes des Systems
= Z/pY — Z)p*Z — Z)pZ.
Durch die Verkniipfungen (a,) + (bn) := (an + bn) und (a,)(bn) = (anby)

wird lim Z/p"Z zu einem kommutativen Ring.
«—n

Satz 9.3.5. Indem man einer ganzen p-adischen Zahl die Folge ihrer Restklas-
sen modulo p™, n € IN, zuordnet, erhdlt man einen nattirlichen Isomorphismus

¢ Z, — lim Z/p"Z.

Beweis. Die Abbildung ¢ ist offenbar mit den definierten algebraischen Ope-
rationen auf llnn Z/p"Z vertriglich. Haben zwei ganze p-adische Zahlen a, b
die gleiche Restklasse modulo p™, so gilt v,(a — b) > n. Ist nun $(a) = H(b),
so gilt vp(a —b) > n fiir jedes n € IN und deshalb a — b = 0. Also ist ¢ injek-
tiv. Nun sei (a,, € Z/p"Z),en ein kompatibles System von Restklassen. Wir
wiihlen fiir jedes n einen Vertreter A,, € Z von a,,. Dann gilt fiir n, m € IN die
Ungleichung v, (A, — A;n) > min(m, n). Also ist die Folge (Ay)new eine p-
adische Cauchy-Folge und konvergiert gegen ein a € Z,,. Wegen v,(a—A4,) > n
stimmt die Restklasse von a modulo p™ mit a,, tiberein, d.h. #(a) = (an)nenN-
Daher ist @ auch surjektiv. O

SchlieBlich untersuchen wir ringtheoretische Eigenschaften von Z,,.

Lemma 9.3.6. Ein Element u € Q,, ist genau dann eine Einheit in Z,,, wenn
vp(u) =0 bzw. |u|, =1 gilt.

Beweis. Ist vy(u) = 0, so ist vy(u™!) = —v,(u) = 0, also u,u™t € Z,. Ist
umgekehrt u € Z,;, so gilt uv = 1 fiir ein v € Z,, und daher vy, (u) +v,(v) = 0.
Wegen v, (u) > 0, v,(v) > 0 folgt v,(u) = 0. O

Also ist die Einheitengruppe Z; des Rings Z,, gerade der Rand der ab-
geschlossenen Kreisscheibe vom Radius 1 um den Punkt 0 in @,. Fiir die
algebraische Beschreibung von Z,, als projektiver Limes bedeutet dies, dass
man eine Einheit bereits am ersten Glied erkennen kann.

Korollar 9.3.7. Ein Element u € Z, ist genau dann eine Einheit, wenn seine
Restklasse uy € Z /pZ von Null verschieden ist.

Beweis. Fiiru € Z,, gilt: u € Z; < vy(u) =06 u € Zy~pZ, < uy #0. O
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Lemma 9.3.8. Jedes a € Q; hat eine eindeutige Darstellung der Form

a=p'u, neZ uwel).

Beweis. Mit n = wvp(a) erhalten wir v,(ap™™) = 0, also u = ap™ € Z,.
Ist umgekehrt a = p"u, u € Z;, so folgt n = vp(a), v = ap™", was die

Eindeutigkeit der Darstellung zeigt. ad

Die Menge Q; ist also die disjunkte Vereinigung der abzihlbar vielen

(multiplikativen) Translate p”Z;, n € Z, von Z;. Schliellich bestimmen wir
noch alle Ideale in Z,,.

Satz 9.3.9. Die Ideale in Z,, sind genau die Hauptideale (0) und p"Z, mit
n € IN. Diese bilden eine absteigende Kette
Z, 202, 2 p°Ly 2p° Ly 2 2 (0).

Insbesondere ist Z,, ein Hauptidealring.

Beweis. Sei a C Z,, ein von Null verschiedenes Ideal und sei

n = min vp(a).

Sei 0 # a € a beliebig. Dann gilt fiir u = ap~*»(*) die Gleichung v, (u) = 0, also
u € Z;. Folglich gilt a = p"p¥»(® ="y und p»(®—"qy € Z,. Also a C p"Z,.
Umgekehrt existiert aufgrund der Wahl von n ein a € a mit n = v,(a), also
a = p"u mit einem u € Z;. Daher gilt p” = au™! € a, d.h. p"Z, C a. O

Aufgabe 1. Man zeige, dass es aufler der Identitdt keine weiteren Kérperautomor-
phismen von IR gibt.

Hinweis: Man zeige, dass fiir jeden Korperautomorphismus 7: IR — IR die Implika-
tion < y = 7(z) < 7(y) gilt. Hieraus schliefle man, dass 7 stetig ist.

Aufgabe 2. Man zeige, dass es aufler der Identitdt keine weiteren Korperautomor-
phismen von Q,, gibt.

Hinweis: Man zeige, dass jeder Kérperautomorphismus 7: Q, — Q,, stetig beziiglich
des p-adischen Abstands ist.

9.4 Die p-adische Entwicklung

Jede reelle Zahl kann als Dezimalzahl geschrieben werden, wobei unendlich
viele Nachkommastellen (aber keine 9er-Periode) erlaubt sind. Eine analoge
Beschreibung existiert auch fiir die p-adischen Zahlen.

Zunéchst besitzt jede nichtnegative ganze Zahl N eine eindeutig bestimmte
p-adische Entwicklung, d.h. eine Darstellung der Form



9.4 Die p-adische Entwicklung 165

N=ao+aip+--+app",

mit a; € {0,1,...,p—1}. Man erhélt diese, indem man N sukzessive mit Rest
durch p teilt:

N:a0+pN1
Ny = a1 + pNs

anl = an-1 +pNn
N, = an,.

Im Zahlensystem zur Basis p wiirde man jetzt N = a,...a1ag9 schreiben.
Da im p-adischen Sinne die Potenzen p™ bei wachsendem n kleiner werden,
bevorzugen wir die Schreibweise N = 0,apa; ...a,. Mit dieser Konvention

ilt beispielsweise
s beispielswel 10 = 0,0101  (2-adisch)

10 =0,101  (3-adisch)
10 = 0,02 (5-adisch).

Nun kann man auch Vorkommastellen zulassen. Wir setzen

n
QO i1+ G_1,000] - .0y = Z a;p' € Q.
i=—m
Da p™ fiir n — oo p-adisch gegen 0 konvergiert, konnen wir auch unendlich
viele Nachkommastellen zulassen. Wir setzen

o0
A_ml—_m+1...0-1,0001 ... = Z aipi.
i=—m
Wegen der verschirften Dreiecksungleichung ist die Folge der Partialsummen
)y a;p* eine p-adische Cauchy-Folge. Daher definiert die Reihe eine wohl-

bestimmte p-adische Zahl.

Satz 9.4.1. Jede p-adische Zahl x € Q,, hat eine eindeutig bestimmte Dar-
stellung

Xr = Z aipi =a-_mG—_m+1...-0-1,00071 ...

i>>—00
mit a; € {0,1,...,p — 1}. Ihre p-adische Bewertung vy(z) ist die kleinste
Zahl i € Z mit a; # 0. Insbesondere liegt x genau dann in Z,, wenn alle
Vorkommastellen Null sind, d.h. wenn a; = 0 fiir i < 0 gilt.

Beweis. Sei z = Y ;= a;p’, a, # 0. Nach Korollar 9.1.4 gilt fiir jede Partial-

sumime n n
v(Yaip’) = vplarp” + Y aip’) =,
i=r 1=r+1

also auch v,(z) = r. Insbesondere liegt « genau dann in Z,, wenn alle Vor-
kommastellen Null sind. Wenn wir z mit einer festen p-Potenz multiplizieren,



166 Kapitel 9. p-adische Zahlen

verschiebt sich lediglich das Komma. Daher kénnen wir uns sowohl beim Be-
weis der Existenz, als auch beim Beweis der Eindeutigkeit der Darstellung auf
den Fall x € Z,, beschrénken. Sei nun

T =ag+a1p+ap” + -
Dann gilt « — (ap + a1p + asp® + -+ + an—1p" 1) € p"Z, und

n—1

Np =ag+ aip+ asp® + -+ + an_1p
ist die p-adische Entwicklung der, nach Satz 9.3.4 eindeutig bestimmten, gan-
zen Zahl N, mit 0 < N, < p” und x = N, mod p". Dies zeigt die Ein-
deutigkeit der Reihendarstellung. Sei umgekehrt, fir n € IN, NV,, die eindeu-
tig bestimmte ganze Zahl mit 0 < N,, < p" und z = N, mod p". Wegen
Np+1 = N, mod p™ stimmen die ersten n Stellen der p-adischen Entwicklun-
gen von N,y mit denen von N, iiberein, d.h. es gibt eine Folge ag,ay, ...
ganzer Zahlen, a; € {0,...,p — 1}, mit N, = ag + a1p + - + an_1p" ! fiir
alle n. Wir erhalten 50

— T — e
T = nll—>n<;loNn = Zazp .
i=0
Dies zeigt die Existenz der p-adischen Entwicklung. O

Aufgabe 1. Man zeige, dass eine p-adische Zahl genau dann in Q liegt, wenn ihre
p-adische Entwicklung periodisch ist, wobei eine Vorperiode zugelassen ist.

Aufgabe 2. Man entwickle Rechenregeln fiir die Addition und Multiplikation p-
adischer Zahlen in ihrer p-adischen Entwicklung.

9.5 p-adische Gleichungen

Wir betrachten ein System diophantischer Gleichungen
filXe,..., X)) =0

. ol (S)
FolX1, ..., X)) =0

mit p-adisch ganzen Polynomen f; € Z,[X1,...,X,], und wir suchen nach
simultanen Lésungen in Z;. Wir zeigen

Satz 9.5.1. Das System (S) hat genau dann eine Losung in Z;, wenn eine
Losung modulo p™ fiir jedes m € IN existiert.

Beweis. Wir zeigen die nichttriviale Richtung. Fiir jedes m € IN und jede der
endlich vielen Losungen von (S) in (Z/p™Z)" wéhlen wir einen Vertreter in
Z,. Die Menge dieser Elemente in Z;, hat wegen der Kompaktheit von Z;
mindestens einen Héufungspunkt. Ist (z1,...,2,) € Z, ein solcher Héufungs-
punkt, so gilt
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filz1,...,2,) =0 modp™, i=1,...,n,

fiir jedes m € IN, da sich in beliebiger p-adischer Nihe, und insbesondere im
Abstand < p~™ von (x1,...,2,), eine Lésung von (S) modulo p™ befindet.
Also gilt fi(z1,...,2,)=0,i=1,...,n. |

Die folgende Aussage ist fast identisch zu der von Satz 3.4.1, nur dass als
Koeffizienten des Polynoms f ganze p-adische anstelle ganzer Zahlen zugelas-
sen sind. Am Beweis dndert sich nichts, er bleibt wortwortlich der gleiche und
sei daher dem Leser iiberlassen.

Lemma 9.5.2. Sei f € Z,[X] ein Polynom und f' seine Ableitung. Sein > 1,
und es existiere ein x € Z, mit

f(z) =0 mod p".
Gilt v, (f'(x)) = k mit 2k < n, so gibt es ein y € Z,, mit
fy) =0 mod p™,
so dass auerdem v, (f’'(y)) = k und y = x mod p"~* gilt.

Satz 9.5.3. Sei f € Z,[X] ein Polynom und f’ seine Ableitung. Sei n > 1,
und es existiere ein x € Z, mit

f(z)=0 mod p".

Gilt vp(f'(x)) = k mit 2k < n, so existiert eine Nullstelle y von f in Z,, die
kongruent zu x modulo p" " ist.

Beweis. Wir wenden Lemma 9.5.2 auf 2(!) = z an und erhalten ein () € Z,
mit 2 = 2 mod pn—F
f@®)=0 modp™*! und w,(f (z?)) = k.

Nun wenden wir Lemma 9.5.2 auf (®) und n+1 an. So erhalten wir induktiv

eine Folge (), 2() ... ganzer p-adischer Zahlen mit

2D = 2@ mod pntiTFl und  f(2(9) =0 mod pntaTt.
Dies ist eine Cauchy-Folge. Fiir ihren Limes y € Z, gilt f(y) = 0, und aufler-
dem ist y = x mod p"~*. O

sowie

Wir wenden dies auf verschiedene Gleichungen an.

Satz 9.5.4. Sei p > 2. Dann existieren genau p — 1 verschiedene (p — 1)-te
Einheitswurzeln in Q,. Diese liegen alle in Z,,.

Beweis. Das Polynom f = X?~! —1 hat p — 1 Nullstellen modulo p, némlich,
nach dem Kleinen Fermatschen Satz, alle nichttrivialen Restklassen modulo p.
Fiir jedes a € Z, \ pZ,, gilt v,(f'(a)) = vp((p — 1)a) = 0. Satz 9.5.3 liefert
uns p — 1 verschiedene (in jeder Restklasse modulo p eine) Nullstellen in Z,.
Dies sind dann auch schon alle (p — 1)-ten Einheitswurzeln, weil f im Koérper
Q, hochstens grad(f) = p — 1 viele Nullstellen haben kann. ]
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Fiir p # 2 und v € Z,, bezeichne (%) das Legendre-Symbol der Restklasse
von u modulo p.

Satz 9.5.5. Es sei a = p"u, u € Z;. Es existiert genau dann eine Quadrat-
wurzel aus a in Q,,, wenn

<3> =1, fallsp#2,
p

u=1mod8, fallsp=2.

2ln und

Beweis. Wegen n = v,(a) ist die Bedingung 2 |n offenbar notwendig. Ist n
gerade, so ist a genau dann ein Quadrat, wenn u ein Quadrat ist. Aulerdem
muss eine Quadratwurzel von u notwendig wieder in Z; liegen.

Sei p # 2. Hat u eine Quadratwurzel, so ist u quadratischer Rest modu-
lo p. Umgekehrt sei u quadratischer Rest modulo p. Dann hat die Gleichung
f(X)=X2%—u=0eine Losung y € (Z/pZ)* und f'(y) = 2y ist ungleich 0
in Z/pZ. Satz 9.5.3 liefert eine Losung in Z,,.

Im Fall p = 2 bemerken wir zunéchst, dass ungerade Quadrate stets kon-
gruent 1 modulo 8 sind. Gilt nun v = 1 mod 8, so ist 3 eine Losung der
Gleichung f(X) = X2 —u = 0 modulo 23, und es gilt vo(f/(3)) = v2(6) = 1.
Satz 9.5.3 liefert dann eine Losung in Z,. O

Korollar 9.5.6. Die Untergruppe Q;Z der Quadrate ist offen in Q. Zu je-
dem x € Q gibt es ein € > 0, so dass gilt

ly—a| <e = y/ze Q)

Beweis. Nach Satz 9.5.5 ist eine Einheit u € Z; ein Quadrat, wenn u =
1 mod p? gilt. Sei nun = = p"u € Q,, n = vp(x), u € Z,. Gilt fiir ein y € Q,
die Ungleichung v,(y — z) > n+ 3, also y — x = p"*32, z € Z,, so folgt
n+3

g:&:lerSEEl mod p?,
X X u
und deshalb y/z € Q% i

Die genaue Bedingung dafiir, dass eine rationale Zahl in Q,, zum Quadrat
wird, ist die folgende.

Satz 9.5.7. Ein Nichtquadrat d € Q wird genau dann zum Quadrat in Q,,,
wenn die Primzahl p im quadratischen Zahlkorper Q(\/d) zerlegt ist.

Bemerkung: Man sollte diesen Satz so verstehen: p zerfillt genau dann in
Q(V/d), wenn es keine echte Kérpererweiterung Qp(\/g) gibt, d.h. wenn in Q,,
bereits eine Quadratwurzel aus d existiert.
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Beweis von Satz 9.5.7. Wir kénnen die Zahl d nach Belieben mit Quadraten
multiplizieren und daher annehmen, dass d ganzzahlig, # 0,1 und quadratfrei
ist. Im Fall v,(d) = 1 ist d kein Quadrat in Q,, und nach Theorem 6.5.18 ist
p verzweigt in K = Q(v/d). Es bleibt der Fall v,(d) = 0.

Sei zunéchst p # 2. Dann ist d genau dann Quadrat in Q,,, wenn (%) =1
gilt. Wegen Ag € {d,4d} ist dies ist aber auch genau die Bedingung dafiir,
dass p in K zerlegt ist.

Im Fall p = 2 ist d genau dann Quadrat in Q,, wenn d = 1 mod 8 ist. Dies
ist dquivalent zu Ax = 1 mod 8 und nach Satz 6.5.18 dquivalent dazu, dass 2
in Q(V/d) zerfillt. o

Korollar 9.5.8. Eine rationale Zahl ist dann und nur dann ein Quadrat, wenn
sie ein Quadrat in IR und in jedem der Kérper Q,,, p Primzahl, ist. Es ist sogar
hinreichend, dass sie ein Quadrat in Q,, fiir fast alle Primzahlen p ist.

Beweis. Ist d € Q* kein Quadrat, so betrachten wir den quadratischen
Zahlkorper K = Q(v/d). Da Ak kein Quadrat ist, existieren nach Satz 2.3.6
unendlich viele p mit (ATK) = —1. Solche p sind tridge in O, und nach
Satz 9.5.7 ist d kein Quadrat in @, fiir solche p. O

SchlieBlich bestimmen wir ein Vertretersystem von Q; modulo Quadraten
und bestimmen die Struktur der Faktorgruppe Q, / Q;2.

Satz 9.5.9. (i) Fiir p # 2 hat Q/Q)* die Ordnung 4. Ein vollstéindiges
Vertretersystem ist durch

{1, u,p,pu}
gegeben, wobei u € Z; ein beliebig gewéhlter quadratischer Nichtrest
ist.
(ii) Die Ordnung von Q) /Qy? ist 8. Ein vollstindiges Vertretersystem ist
durch
{£1, £5,+2,+10}

gegeben.

Beweis. Seip # 2und u € Z; ein beliebig gewahlter quadratischer Nichtrest.

Dann ist nach Satz 9.5.5 fiir ein beliebiges a = p™v, v € Z;, genau einer der
Werte a,au™"', ap™!, a(pu) " ein Quadrat in Q,. Im Fall p = 2 argumentiert
man analog. O

Aufgabe 1. Sei p # 2 eine Primzahl und ¢ € Q,, eine primitive n-te Einheitswurzel.
Man zeige n |(p — 1), d.h. Q, enthélt genau die (p — 1)-ten Einheitswurzeln.

Aufgabe 2. Man zeige, dass @, nur die zweiten Einheitswurzeln enthalt.
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Aufgabe 3. Man zeige, dass die Kérper IR, Q,, Q3, Q;, . . . paarweise nicht isomorph
sind.

Aufgabe 4. Man zeige, dass der Korper @, keine Anordnung besitzt.

Hinweis: Man zeige, dass —1 € Q, Summe von Quadraten ist.

9.6 Das Hilbert-Symbol
Sei k gleich IR oder einer der Kérper Q,, fiir eine Primzahl p.

Definition 9.6.1. Fiir a,b € k* setzen wir das Symbol (a,b) gleich 1, wenn
die Gleichung

aX?+bY? =272 (*)
eine von (0,0,0) verschiedene Lésung in k® besitzt. Ansonsten setzen wir
(a,b) = —1. Das so definierte Symbol (a,b) € {£1} heifit das Hilbert-

Symbol von a und b.

Das Hilbert-Symbol dndert sich offenbar nicht, wenn man a oder b mit einem
Quadrat multipliziert, d.h. fiir a,b,c € k* gilt (a,bc?) = (a,b) = (ac?,b).
Daher induziert das Hilbert-Symbol eine Abbildung

EX /X2 x kX JE*? — {£1}.

Unser Ziel ist es, den folgenden Satz zu zeigen:

Satz 9.6.2. Fiir das Hilbert-Symbol gelten die folgenden Eigenschaften:
(i) (a,b) = (b,0),
(i) (a,—a)=1 und (a,1—a)=1,
(iii) (ad’,b) = (a,b)(a’,b) und (a,bd’) = (a,b)(a,b’),
(iv) aus (a,b) = 1 fiir alle b folgt a € k*2.

Hierbei seien a,a’,b,b’ € k* und a # 1 in der zweiten Aussage von (ii).

Bemerkung: Eigenschaften (i), (iii), (iv) besagen, dass das Hilbert-Symbol
eine nichtausgeartete symmetrische Bilinearform auf dem Fs-Vektorraum
k> /k*? induziert. Eigenschaft (ii) besagt, dass das Hilbert-Symbol ein ,,Sym-
bol“ im Sinne der algebraischen K-Theorie ist.

Wegen seiner Multiplikativitét und Symmetrie wird das Hilbert-Symbol durch
den folgenden Satz vollsténdig beschrieben. Dort benutzen wir fiir a € Z5 die
Notation: (—1)% = (—1)2med 2,
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Satz 9.6.3. Das Hilbert-Symbol berechnet sich wie folgt.

(i) Ist k = IR, so gilt (a,b) = 1, falls a oder b positiv ist. Fiir a < 0 und
b <0 gilt (a,b) = —1.

(ii) Ist k = Q, und sind u,v € Z,;, so gilt

) = 0 ) = (1), () =1, wemn p 22,

w21 u—1v—1

(2,2)=1, 2,u)=(-1)"=7, (u,v)=(-1)"2 "z, wenn p =2.

Wir werden die Siatze 9.6.2 und 9.6.3 dadurch beweisen, dass wir das Hilbert-
Symbol auf allen méglichen Werten aus (k> /k*?) x (k* /k*?) berechnen. Fiir
k = IR bedeutet dies, vier Hilbert-Symbole zu berechnen. Fiir Q,, p # 2,
miissen wir 16, im Fall £ = @, miissen wir 64 Symbole berechnen. Das ist
nicht elegant, aber machbar.

Bevor wir mit den Berechnungen anfangen, stellen wir zunéchst eine Verbin-
dung zwischen dem Hilbert-Symbol und Normgruppen her. Fiir ein beliebiges
d € k* betrachten wir die Teilmenge

Ng:={z € k*| esex. a,b € k mit x = a® — db?},
die wegen (a? — db?)(a’? — db'?) = (aa’ + bb'd)? — d(ab’ + a’'b)? und

1 B a 2 d b 2
a2 —db2  \ a2 — db? a? — db?

sogar eine Untergruppe von k> ist. Ist d = ¢2, ¢ € kX, so gilt fiir jedes x € k>

:17+12 r—1\2
() (%)

d.h. es gilt Ny = k>, wenn d ein Quadrat ist.

Satz 9.6.4. Seien a,b € k*. Dann gilt
(a,0)=1 <= a€N,.
Insbesondere gilt: a € N, <= b € N,.

Beweis. Ist b= c?, ¢ € k, so ist (0,1, ¢) eine nichttriviale Lésung von (x), also
(a,b) =1 fiir alle a € k*. In diesem Fall ist auch N, = k*.

Sei nun b kein Quadrat. Ist a = 22 — by?, so ist (1,¥, 2) eine nichttriviale
Losung von (), also (a,b) = 1. Ist umgekehrt (a,b) = 1 und (z,y, 2) # (0,0,0)
eine Losung von (x), so gilt « # 0, weil sonst b ein Quadrat in k wiire. Wir
erhalten 2 2

z Y
o= g
und folglich gilt a € Np. Die zweite Behauptung folgt nun aus der ersten und
aus der Symmetrie des Hilbert-Symbols. O
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Bemerkung: Es ist N, gerade die Normgruppe der Erweiterung k:(\/g)/k,
d.h. die Untergruppe der Elemente in z € k* mit z = Nk(\/g)/k(y) fiir ein

Yy € k(\/g)X Daher nennt man das Hilbert-Symbol auch Normrestsymbol.

Im Beweis von Satz 9.6.4 haben wir bis auf die, direkt aus der Definition
abzulesende, Symmetrie des Hilbert-Symbols die Sétze 9.6.2 und 9.6.3 nicht
benutzt. Daher konnen wir die Aussage von Satz 9.6.4 beim Beweis dieser
Sétze benutzen. Beide folgen aus den nachstehenden Tabellen, die das Hilbert-
Symbol vollstéindig beschreiben. Im Fall k = IR ist {£1} ein vollsténdiges Ver-
tretersystem von k£* modulo k%2, und fiir k = @, haben wir in Satz 9.5.9 Ver-
tretersysteme angegeben. Das Hilbert-Symbol ist vollstdndig durch die nach-
stehenden Tabellen gegeben.

k=1R:

+1
1+ [+
1+

)

k=Q,, p=1mod4, uc Z) kein quadratischer Rest:

1 |Ju [p |pu
1 |+ |+ [+ [+
u |+ |+ = |
2 el
pu |+ - |,

k=Q,, p=3mod4, uc Z; kein quadratischer Rest:

1 |Ju [p |pu

1 |+ |+ [+ [+

N i i e

P |+ |= |= |t

pu |+ = [+ |—
k= Q,:

+1|—1|+5|-5|+2|-2|+10|—-10
+L A+ |+ |+ |+ ||+ + |+
—1+|—|+|=|+|—|+]| -
+5|+ |+ |+ |+ =] - | -
=S|+ |—=|+|=|—|+| =]+
2+ |+ | ==+ |+] = | =
2|+ |—=|—=|+|+|=| =]+
+10|+ |+ | —|—|—|—| + |+
10|+ |—|—|+|—|+| + ]| —
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Die Gleichung aX? + bY? = Z2 hat genau dann keine nichttriviale Losung
in IR?, wenn a und b negativ sind. Dies zeigt die Tabelle fir ¥ = IR. Um
den Rechenaufwand fiir die anderen Tabellen zu verringern, beginnen wir
mit einem Lemma, das die Aussagen (i), (ii), sowie einen Teil von (iii) des
Satzes 9.6.2 enthilt.

Lemma 9.6.5. Fiir a,a’,b € k* gelten die folgenden Aussagen:

(1) (a’ b) = (bva);

(ii) (a,—a) =1 und (a,1 —a) =1, wenn a # 1,
(iii) (a,b) =1 = (ad’,b) = (d’,b),

(iv) (a,1) =1,

(v) (a,a) =(-1,a).

Beweis. Aussage (i) folgt direkt aus der Definition des Hilbert-Symbols. Das
Tripel (1, 1,0) ist eine nichttriviale Lésung von aX? —aY? = Z2 und (1,1,1)
ist eine nichttriviale Losung der Gleichung aX? + (1 — a)Y? = Z2, was (ii)
zeigt. Gilt nun (a,b) = 1, so ist nach Satz 9.6.4 a € Nj, und weil N, C k*
eine Untergruppe ist, gilt @’ € N, <= aa’ € N,. Eine erneute Anwendung
von Satz 9.6.4 zeigt damit Aussage (iii). Wegen Ny = k* gilt (a,1) = 1 fiir
jedes a. Dies zeigt (iv). Nach (ii) gilt (—a,a) = 1, woraus nach (iii) und (iv)
die Gleichungen (a,a) = (—a?,a) = (—1, a) folgen. Das zeigt (v) und beendet
den Beweis. O

Wir beginnen nun mit der Verifikation der Tabellen. Wegen (1,a) = 1 steht
in der ersten Zeile und Spalte nur +.

Der Fall p # 2. Sei u € Z; ein quadratischer Nichtrest modulo p, und sei
(z,y,2) € Qi eine nichttriviale Losung der Gleichung
pX?% +uY? = 7%

Durch Multiplizieren mit einer geeigneten p-Potenz erreichen wir, dass x, y, z €
Z, und nicht alle durch p teilbar sind. Wére y durch p teilbar, so auch z. Dann
ist px2 durch p? teilbar, aber z kann nicht auch noch durch p teilbar sein. Also
gilt v,(y) = 0. Die gleiche Argumentation schlieit auch aus, dass z durch p
teilbar ist. Also y,z € Z;, x € Z,. Betrachten wir die Gleichung modulo p,
erhalten wir, dass u quadratischer Rest ist, im Widerspruch zur Wahl von u.
Also existiert keine nichttriviale Losung, und es gilt (p,u) = —1. Ein belie-
biges v € Z; ist entweder Quadrat oder von der Form uc?, ¢ € Z;. Daher

erhalten wir die Formel (p,v) = (%) fiir v e Z,;.

Die Funktionen X — X2 und Y +— u~! — Y2 nehmen modulo p jeweils
genau (p+1)/2 Werte an. Daher gibt es x,y € Z,, so dass (z,y) eine Losung
modulo p der Gleichung X2 + Y2 = 4! ist. Sei ohne Einschrinkung z nicht
durch p teilbar. Fiir das Polynom f(X) = X2+y*—u~" gilt dann v, (f(z)) > 1

und v, (f'(x)) = 0. Nach Satz 9.5.3 existiert ein x1 € Z, mit f(z1) = 0. Dann



174 Kapitel 9. p-adische Zahlen

ist (x1,y,1) eine nichttriviale Losung von uX? + uY? = Z2, also (u,u) = 1.
Wegen (p,u) = —1 folgt (pu,u) = —1 und (pu,v) = (%) fiir ein allgemeines
v E Z;.

Nach Lemma 9.6.5 (v) gilt (p,p) = (p,—1) (71) Wegen (p, —p) = 1

erhalten nach Lemma 9.6.5 (iii) (p, pu) = (p, —p®u) = (p, —u) = (=% - ). Analog
folgt aus (pu, —pu) = 1 die Gleichung (pu, pu) = (pu, —p*u?) = (pu, —1) =
(%1) Das zeigt die Tabellen fiir p # 2.

Der Fall p = 2.
Wegen (a, —a) = 1 gilt (5,—5) = (2,-2) = (10, —10) =
Wegen (1 —a,a) =1 folgt (—1,5) = (—4,5) = (1 — 5,5) =1, sowie (—1,2) =
(1-2,2) =1.Da 7% ein Quadrat in Q, ist, schlieft man (-2, —5) = (-2,3) =
(1 -3,3) = 1. Wegen (5,—-5) = 1 folgt hieraus mit Lemma 9.6. 5(111) die
Gleichung (—10,—5) = (—2,—5) =
Wenn fiir a,b € Z; die Gleichung

aX?+bY? =77
eine nichttriviale Losung (x,y,z) € Q2 hat, so kénnen wir durch Multipli-
kation mit einer geeigneten 2-Potenz erreichen, dass z,y,z € Zs und nicht
alle gerade sind. Nun hat diese Gleichung fiir (a,b) = (—1,—1), (-1, —2) kei-
ne Losungen modulo 8, die nicht alle gerade sind. Daher gilt (—1,—1) =
(—1,-2) = —1.
Wegen Lemma 9.6.5 (iii) impliziert (—1,5) = 1 die Gleichungen (—1,10) =
(-1,2) =1, (=1,-5) = (=1, -1) = =1 und (~1,-10) = (—1,-2) = —1.
Nach Lemma 9.6.5(v) erhalten wir (5,5) = (2,2) = (10,10) = 1 und
(757 75) = (727 72) = (7107 710) ==

Aus (-2,-5) = 1 folgt (-2,10) = (-2,—-2) = —1, sowie (—2,—10) =
(—2,2) = 1, und hieraus wiederum (—2,5) = (—2,10) = —1. Aus (5,—5) =1
folgt (5,10) = (5,—2) = —1, und aus (5,—1) = 1 erhalten wir (5,2) =
(5,—2) = —1. Wieder mit (5,—5) = 1 erhalten wir (5,—10) = (5,2) = —1.

Aus (2,-1) =1 folgt (2,-5) = (2,5) = —1. Aus (2,2) = 1 folgt (2,10)
(2,5) = —1, woraus wegen (2,—1) = 1 sofort (2,—10) = (2,10) = —1 folgt.
Schliefilich folgt aus (—5,—2) = 1 die Gleichheit (—5,10) = (=5,—5) = —
Damit ist die Tabelle vollstdndig ausgerechnet, und die Sétze 9.6.2, 9.6.3
sind bewiesen. O

Bemerkung: Es ist offensichtlich nicht die eleganteste Methode, Eigenschaf-
ten einer Abbildung dadurch zu beweisen, dass man alle Fille einzeln durch-
rechnet. Das lag hier an der expliziten Definition des Hilbert-Symbols. Um
das Hilbert-Symbol abstrakt (und automatisch mit den Eigenschaften von
Satz 9.6.2 versehen) definieren zu kénnen, braucht man die Normrestabbil-
dung der lokalen Klassenkdrpertheorie, siche [Neu], Kap. V, §2.
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Korollar 9.6.6. Fiir a € kX /k*? und ¢ = +1 sei
HE={bec k*/k**| (a,b) =¢}.
(i) Es gilt H = k*/k*? und H; ! = @.
(ii) Fiir a # 1 gilt
1, wenn k =1R,

#H; = {2, wenn k= Q,, p#£2,
4, wenn k = Q.

(iti) Sind HE und HE, nichtleer, so gilt

HiNH, =@ <= a=d unde=—¢.

Beweis. Das sieht man leicht durch Inspektion der obigen Tabellen fiir das
Hilbert-Symbol. O

Bemerkung: Fiir a # 1 ist H; eine affine Hyperebene im Fs-Vektorraum
k> /k*2. Die Aussage in (iii) besagt, dass zwei Hyperebenen sich genau dann
nicht schneiden, wenn sie parallel sind.

9.7 Die Produktformel

Der Kérper Q der rationalen Zahlen liegt als Teilkorper in IR und jedem Q,,.
Zwecks Vereinheitlichung der Notation fiihren wir die Bezeichnung R = Q,
ein und bezeichnen den Standardbetrag auf IR mit | |. Es sei P gleich der
Menge der Primzahlen zusammen mit dem Symbol co. Man nennt P die
Menge der Stellen von Q.

Bemerkung: Sei K ein Korper. Eine Funktion | | : K — IR mit den Eigen-
schaften
(i) |z| > 0, und |z| =0 <=z =0,

(ii) [zy| = [a][yl,

(iil) |z +y| <[z +[y]
heifit Bewertung auf K und definiert durch d(z,y) = |z —y| einen Abstandsbe-
griff. Auf jedem Korper existiert die triviale Bewertung, die durch |0] = 0 und
|x] =1 fiir alle x # 0 gegeben ist. Zwei Bewertungen heilen dquivalent, wenn
die durch sie definierten Mengen von Cauchy-Folgen in K die gleichen sind.
Jede Stelle v € P definiert eine Bewertung | |, auf Q. Erstaunlicherweise gilt
die folgende Umkehrung: Auf @ ist jede nichttriviale Bewertung dquivalent zu
einer der Bewertungen | |,, v € P. Siehe [Neu], Kap.II, Satz 3.7.

Fiir a,b € Q* und eine Stelle v € P bezeichne (a,b), das Hilbert-Symbol
von a und b in Q,. Es gilt die folgende grundlegende Produktformel fiir die
Hilbert-Symbole (a,b),, a,b € Q, v € P.
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Satz 9.7.1 (Produktformel fiir das Hilbert-Symbol). Fiir a,b € Q* gilt
(a,b), =1 fiir fast alle v € P und

[1(a.b), =1.

veP

Beweis. Wir konnen, ohne die Hilbert-Symbole zu verdndern, a und b mit

Quadraten multiplizieren und deshalb annehmen, dass @ und b ganz und qua-

dratfrei sind. Da eine ganze Zahl nur endlich viele Primteiler hat, gilt a,b € Z;

fiir fast alle p, und nach Satz 9.6.3 (ii) folgt (a,b), = 1 fur fast alle v € P.
Um nun die Produktformel zu beweisen, konnen wir uns wegen der Mul-

tiplikativitit und der Symmetrie des Hilbert-Symbols auf die Félle (a,b) =

(-1,-1), (a,b) = (-=1,p), p Primzahl, und (a,b) = (p,q), p,q Primzahlen,

beschrénken.

1. Fall. (a,b) = (—1,-1): Es gilt (—1,-1), =1 fir p # 2, (-1,—1)0c = —1

und (—1,—1)y = —1.

2. Fall. (a,b) = (—1,p), p # 2 Primzahl: Es gilt (—1,p)sc =1, (—1,p)q =1

p—1 p—1

fir ¢t 2p, (—1,p)p = (%1) =(=1)"z und (-1,p)a=(-1)"z .

3. Fall. (a,b) = (—1,2): Wegen (—1)-12 +2-1% = 12 gilt (—1,2), = 1 fiir alle

v € P, und die Produktformel ist trivial.

4. Fall. (a,b) = (p,q), p, q ungerade Primzahlen: Es gilt (p,¢)e = 1, (p,q)r =

1 fiir v 2pg, (p,q)p = (£), (1,@)g = (&) und (p,q)2 = (~1)"= =". Die
Produktformel folgt aus dem Quadratischen Reziprozitéitsgesetz.

4. Fall. (a,b) = (2,p), p eine ungerade Primzahl. Es gilt (2,p)ss = 1, (2,p), =
2_

1 fiir r  2p, (2,p)p = (%), (2,p)2 = (—1)%. Die Produktformel folgt aus

dem zweiten Ergénzungssatz zum QRG.

5. Fall. (a,b) = (2,2). Es gilt (2,2), =1 fiir jedes p € P. O

Bemerkung: Im Beweis der Produktformel ging an entscheidender Stelle das
Quadratische Reziprozititsgesetz ein. Umgekehrt kann man das QRG leicht
aus der Produktformel erhalten. Der Vorteil der Produktformel ist, dass sie
sich in natiirlicher Weise auf beliebige Zahlkorper verallgemeinert.

Es entsteht nun die Frage, ob die Produktformel die einzige Relation zwi-
schen den lokalen Hilbert-Symbolen zweier rationaler Zahlen ist. Das ist in der
Tat so. Wir beginnen damit, lokale Daten durch globale zu approximieren.

Nach Konstruktion ist jedes Element aus Q, Grenzwert (bzgl. | |,,) einer
Folge rationaler Zahlen. Konvergiert eine Folge rationaler Zahlen beziiglich
zweier Stellen v, vy € P, so definiert sie (bzw. ihr Grenzwert ist) sowohl eine
Zahl in Q,, als auch in Q,,.

Der folgende Satz ist auf den ersten Blick sehr erstaunlich. Auf den zwei-
ten erkennt man ihn als den Chinesischen Restklassensatz im neuen Gewand
wieder. Der Vorteil der untenstehenden Formulierung ist, dass die unendliche
Stelle mit einbezogen wird.
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Satz 9.7.2 (Simultane Approximation). Es seien vy, ...,v, € P endlich
viele (paarweise verschiedene) Stellen, und es sei fiir i = 1,...,n ein Element
x; € Q,, beliebig vorgegeben. Dann existiert eine Folge a1, az, ... rationaler
Zahlen, die fiiri=1,...,n in Q,, gegen x; konvergiert.

Beweis. Seien pi,...,p, paarweise verschiedene Primzahlen, z; € Q,,, belie-

big vorgegebene Elemente und z, € IR eine beliebige reelle Zahl. Gesucht
wird eine Folge rationaler Zahlen, die simultan gegen die vorgegebenen Werte
konvergiert. Nach Multiplikation mit einer geeigneten natiirlichen Zahl kénnen
wir annehmen, dass x; € Z,, fiir alle ¢ gilt. Es ist zu zeigen, dass fiir beliebiges
N € IN und beliebiges € > 0 ein z € Q mit
|2 — Tooloo <€ und wp,(x — ;) > N

existiert. Wir wenden den Chinesischen Restklassensatz auf das System von
Kongruenzen x = z; mod p¥ an und erhalten ein 2o € Z mit vy, (zo—x;) > N
fir i = 1,...,n. Nun sei m = pI¥ ---pY und r € IN teilerfremd zu m und so

gro} gewiihlt, dass |m/r| < € gilt. Dann existiert eine ganze Zahl a mit

am
o — LToo — — <e.
T [e'e]

Wegen v, (am/r) > N; und der verschéirften Dreiecksungleichung erfiillt die
rationale Zahl = 29 — am/r alle geforderten Bedingungen. ]

Korollar 9.7.3. Es seien v, ...,v, € P endlich viele (paarweise verschiede-
ne) Stellen. Dann ist die natiirliche Abbildung

Q* — e/’
i=1

surjektiv. Mit anderen Worten: eine beliebige Vorgabe von Klassen in QS /Q>,
i=1,...,n, wird durch ein Element in Q™ simultan realisiert.

Beweis. Nach Satz 9.7.2 finden wir zu beliebig gegebenen z; € Q; und be-
liebigem & > 0 ein z € Q™ mit |z — z;|,, < ¢ fiir alle 7. Bei hinreichend klein
gewihltem e impliziert Korollar 9.5.6, dass x/x; € Q;Z firi=1,...,n. O

Das Korollar impliziert, dass jede vorgegebene endliche Familie lokaler
Hilbert-Symbole durch rationale Zahlen realisiert wird. Der néchste Satz ist
viel allgemeiner und betrachtet simultane Vorgaben bei allen Stellen.

Satz 9.7.4. Es seien rationale Zahlen ay,...,a, € Q* und Zahlen €ip = E1
firi=1,...,n und jedes v € P gegeben. Es gibt genau dann ein v € Q* mit

(@i, )y = €4, firalleve P, i=1,...,n,
wenn die folgenden Bedingungen (1)—(3) erfiillt sind.
(1) Fast alle €;,, sind gleich 1.
(2) Esgilt [[,cpeip=1fiiri=1,...,n.

(3) Fiir jedes v € P existiert ein x,, € Q. mit (a;,x,) = &;, firi =1,...,n.
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Beweis. Nach Multiplikation mit einer geeigneten Quadratzahl konnen wir
annehmen, dass die a; ganze Zahlen sind. Sei S die Menge aller Primteiler der
a; vereinigt mit {2, 00}. Sei T' die endliche Menge der v € P mit ¢; , = —1 fiir
ein 1.

Wir behandeln zunéchst den Spezialfall SNT = & und setzen

a:HZ und m:8H £.

LeT LesS
{#00 L#2,00

Wegen SNT = @ gilt (a,m) = 1, und nach dem Dirichletschen Primzahlsatz
(Theorem 8.6.1) existiert eine Primzahl p ¢ S UT mit p = a mod m. Wir
zeigen, dass ¢ = pa die gewlinschte Eigenschaft hat, d.h. (a;, x), = €;, fiir
alleve P,i=1,...,n.

Firve S gilt €, = 1 wegen SNT = &, und wir miissen (a;, z), = 1 fiir
1 =1,...,n zeigen. Fiir v = oo folgt dies aus = > 0. Ist v = £ eine Primzahl, so
gilt nach Konstruktion z = a? mod m. Also ist = ein Quadrat modulo ¢, falls
£ # 2, und ein Quadrat modulo 8, falls £ = 2 ist. Auerdem gilt vy(z) = 0,
und nach Satz 9.5.5 folgt, dass = ein Quadrat in @, ist. Also gilt (a;, ), =1
fiir alle 4.

Fir v = £ ¢ S sind nach Konstruktion von S die Zahlen a,; ¢-adische
Einheiten. AuBerdem ist ¢ # 2, und nach Satz 9.6.3(ii) gilt fiir jedes b € Q/

die Gleichung X
a; ve(b)
(ai7 b)l = 7 .

Ist £ ¢ T und von p verschieden, so gilt vp(z) = 0. In diesem Fall gilt also
(ai,x)¢ = 1 und nach Konstruktion von T auch €; , = 1 fiir alle 4.
Fiir £ € T gilt ve(x) = 1. Nach Voraussetzung (3) existiert ein zy € Q;° mit
(ai,xe)e = € fiir alle 4. Nach Konstruktion von T ist mindestens einer dieser
Werte gleich —1. Daher muss vg(z¢) ungerade sein. Wir erhalten

a;

(ai, ) = <7) = (aj,xp)e =g firi=1,...,n.

Es verbleibt der Fall v = p, den wir unter Verwendung von Bedingung (2) aus
der Produktformel ableiten. Es gilt

(ai7p)p = H(aiyp)v = H Ei,v = Eip-
vF#p vF#p
Dies zeigt die Aussage des Satzes im Fall SNT = @. Wir fithren nun den
allgemeinen Fall auf den Spezialfall zuriick. Nach Korollar 9.7.3 finden wir ein
y € Q% mit y/x, € Q*? fiir alle v € S. Insbesondere gilt (a;, )y = (ai,Yy)o
firve S, i=1,...,n. Wir &ndern nun die Vorgaben ab und setzen ag’v =
€iw - (ai,y)y fir allev € Pyi=1,...,n. Wegen ¢} , =1 fiir v € S und alle
sind wir mit dem modifizierten Problem im Spezialfall und finden ein 2’ € Q*
mit (a;, '), = €, fiir alle v € P und alle 4. Nun priift man leicht nach, dass
z = x'y eine Losung des Ausgangsproblems ist. Dies beendet den Beweis. O
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Korollar 9.7.5. Zu jeder Vorgabe (g,)yep, €y = %1, lokaler Hilbert-Symbole,
fiir die e, = 1 fiir fast alle v und die Produktformel [],.pe, = 1 gilt, gibt es
rationale Zahlen a,b € Q™ mit (a,b), =€, fiir allev € P.

Beweis. Wir withlen a € Q* mit a ¢ Qz fiir jedes der endlich vielen v mit
gy, = —1. Das ist nach Korollar 9.7.3 moglich. Nach Satz 9.6.2 (iv) existiert
dann fiir jedes v € P ein b, € Q,; mit (a,b,), = &, (setze b, = 1, wenn
g, = 1). Damit sind die Voraussetzungen von Satz 9.7.4 (n = 1) erfiillt und
wir finden das gesuchte b € Q*. O

Der Fall allgemeiner Zahlkodrper: Sei K ein Zahlkorper und p C Ok ein
von Null verschiedenes Primideal. Fiir x € K heifit die grofite ganze Zahl a mit
x € p* die p-Bewertung von & und wird mit v, (x) bezeichnet. Die Funktion

| [p: K — R, z+— ‘ﬁ(p)_“"(“”),

ist eine Bewertung auf K. Die reelle Zahl |z|, heiit der p-Betrag von z € K.
Die Vervollstéandigung von K beziiglich des p-adischen Abstands wird mit K,
bezeichnet. Die natiirliche Inklusion Q — K setzt sich zu einer Einbettung
Q, — K, fort, wobei p die Primzahl mit p N Z = pZ ist. Man sagt, v, setze
vy fort.

Weitere Bewertungen auf K erhilt man als Fortsetzungen des Standard-
betrags von Q. Jede der r; Einbettungen K — IR (vgl. die Schlussbemerkung
nach Abschnitt 6.7) definiert durch die Einschrankung des Standardbetrags
von IR eine Bewertung auf K, beziiglich derer die Vervollstdndigung von K
isomorph zu IR ist. Analog definiert jede der ro Einbettungen K — C durch
Einschrinkung des Standardbetrags von C eine Bewertung auf K. Die Ver-
vollstandigung von K beziiglich dieser Bewertungen ist isomorph zu C.

Bewertungen, die zu einem Primideal assoziiert sind, nennt man nicht-
archimedische oder auch endliche Stellen; Bewertungen, die von einer reellen
oder komplexen Einbettung induziert sind, heiflen archimedische oder auch
unendliche Stellen. Die Menge aller Stellen von K (archimedische und nicht-
archimedische) bezeichnet man mit Pg. Jede nichttriviale Bewertung auf K
ist zu einer der Bewertungen | |,, v € Pk, dquivalent.

Alle in diesem Kapitel vorgestellten Resultate haben ihre natiirliche Verall-
gemeinerung auf Zahlkoérper und ihre Vervollstéindigungen. Siehe [Neu], Kap. IT
und V.

Aufgabe 1. Man leite das Quadratische Reziprozititsgesetz und seine Ergénzungs-
sitze aus der Produktformel fiir das Hilbert-Symbol her.

Aufgabe 2. Man zeige, dass fiir jede natiirliche Zahl n und jede Stelle v € P die
Untergruppe der n-ten Potenzen Q™ in Q) offen ist.






Kapitel 10

Quadratische Formen

In diesem Kapitel nehmen wir die Untersuchung diophantischer Gleichungen
wieder auf. Gleichungen iiber IR und iiber Q,, p Primzahl, sind vergleichs-
weise einfach zu 16sen. Man ist daher daran interessiert, ob die Existenz von
Losungen in R und allen Q,, bereits die Existenz rationaler Losungen impli-
ziert. Man nennt die Koérper Q,,, v € P, lokale Kérper, da sie Eigenschaften
rationaler Zahlen ,in der Nihe“ der Stellen v € P reflektieren. Den Korper
@ bezeichnet man als global. In dieser Sprache stellt sich also die Frage, ob
die Existenz lokaler Losungen iiberall bereits die Existenz globaler Losungen
impliziert. Ist dies richtig, sagt man, dass ein Lokal-Global-Prinzip gelte.

Die einfachste Form von Gleichungen sind lineare. Wir betrachten ein lineares
Gleichungssystem der Form

Az =, (S)
wobei A eine nxn-Matrix mit rationalen Eintrigen und b = (b1, ..., b,) ein als
Spalte geschriebenes n-Tupel von rationalen Zahlen ist. In diesem einfachen
Fall ist es leicht zu sehen, dass (S5) genau dann eine Losung in Q hat, wenn
es eine Losung in Q,, fiir ein v € P gibt. Fiir v = oo ist dies die Aussage von
Satz 3.2.3. Fiir v = p, p Primzahl, bleibt das Argument das gleiche, siehe die
Bemerkung nach Satz 3.2.3. Insbesondere gilt fiir lineare Gleichungssysteme
das Lokal-Global-Prinzip. Im linearen Fall kénnen wir sogar Ganzheitsaussa-
gen machen. Unter Beriicksichtigung des Chinesischen Restklassensatzes und
von Satz 9.5.1 liest sich Satz 3.2.1 in folgender Weise:

Sind alle Eintrédge von A und b ganzzahlig, so hat (S) genau dann eine
ganzzahlige Losung, wenn eine Losung in Z,, fiir alle Primzahlen p
existiert.

Die Gleichung X4 — 17 = 2Y? hat keine rationalen Losungen, aber Losungen
in R und in Q, fiir alle p (vgl. Abschnitt 3.5). Das Lokal-Global-Prinzip gilt
also nicht immer. Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass das Lokal-Global-
Prinzip fiir quadratische Gleichungen richtig ist.
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Wir betrachten eine rein—quadratische Gleichung der Form

ZalXQJr Z a;; X: X; = a, (@)

1<i<j<n
mit rationalen Zahlen a, a;, a;;. Im Fall a = 0 gibt es immer die triviale Losung
x1 = -+ =x, =0, die uns im Weiteren nicht interessieren soll. Tiefliegend ist
nun die folgende Aussage, die wir im Laufe dieses Kapitels beweisen werden.

Satz 10.0.1 (Hasse-Minkowski). Die Gleichung (Q) hat genau dann eine
nichttriviale rationale Losung, wenn sie eine nichttriviale Losung in IR und in
allen Korpern Q,, hat.

10.1 Quadratische Formen iiber Kérpern

In diesem Abschnitt bezeichne k stets einen Korper der Charakteristik # 2,
d.h. es gilt 2 # 0 in k, also existiert 1/2 € k. Im Folgenden setzen wir die
Kenntnis elementarer Begriffe der linearen Algebra, wie die des Ranges und
der Determinante einer Matrix {iber einem Korper, voraus.

Definition 10.1.1. Eine quadratische Form in n Variablen iiber k ist eine
Funktion f: k™ — k der Gestalt

ZaX2+ Z 20 X X5, ai,a;; € k.
1<i<j<n
Man sagt, f stelle ein a € k dar, wenn es ein © = (z1,...,x,) € k™, z # 0,
mit f(x) = a gibt.

Setzt man a;; = aj; fir ¢ > j und a;; = a;, erhélt man eine symmetrische
nxn-Matrix A mit Eintrégen in k, so dass fiir € k™ (als Spaltenvektor, also
als nx1-Matrix geschrieben) gilt

f(z) =" Ax.
Fiir eine Matrix M = (mj;) ist die transponierte Matrix M* = (m};) durch
mj; = my; gegeben. Insbesondere ist z* eine 1xn-Matrix, d.h. ein Zeilen-

vektor. Umgekehrt definiert fiir jede symmetrische Matrix A die Funktion
f(z) = 2t Az eine quadratische Form.

Definition 10.1.2. Der Rang Rg(f) einer quadratischen Form f in n Vari-
ablen ist der Rang der assoziierten nxn-Matrix A. Die quadratische Form f
heifit nichtausgeartet, wenn sie vollen Rang hat, d.h. wenn Rg(f) = n gilt.
Ansonsten heifit die Form ausgeartet.

Wir werden solche quadratischen Formen als gleich ansehen, die durch
lineare Substitutionen auseinander hervorgehen. Genauer:
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Definition 10.1.3. Zwei quadratische Formen f und f’ auf k™ heiBen Aqui-
valent (symbolisch: f ~ f’), wenn es eine invertierbare nxn-Matrix S mit
Eintrégen aus k gibt, so dass f'(x) = f(Sz) fiir alle x € k™ gilt.

Beispiele: 1. Aus (X1 + X2)(X; — X2) = X2 — X2 folgt X1 Xo ~ X2 — X2
2. Es ist aX? ~ bX? genau dann, wenn a = be? fiir ein ¢ € k*.
3. Entsteht f aus f durch Permutation der Variablen, so gilt f ~ f’.

Sind zwei quadratische Formen f und f’ dquivalent, so stellt f’ genau dann
ein a € k dar, wenn f dies tut. Fiir die zu f und f’ assoziierten Matrizen A
und A’ driickt sich f ~ f’ durch die Gleichung
A= S'AS

aus. Da S invertierbar ist, bleibt bei dieser Transformation der Rang der
Matrix erhalten. Fiir die Determinanten gilt: det(A’) = det(A) det(S)2. Be-
trachten wir quadratische Formen bis auf Aquivalenz, so ist der Rang der
assoziierten Matrix eine Invariante der Aquivalenzklasse, wihrend die Deter-
minante nur bis auf Multiplikation mit einem von Null verschiedenen Quadrat
aus k wohlbestimmt ist. Dies motiviert die folgende

Definition 10.1.4. Die Determinante d(f) einer quadratischen Form f ist
die Determinante der assoziierten Matrix A bis auf Multiplikation mit einem
von Null verschiedenen Quadrat aus k:

d(f) € {0} Uk* k"2

Die Determinante ist offenbar genau dann gleich Null, wenn die Form ausge-
artet ist. Nun suchen wir zu jeder quadratischen Form eine moéglichst einfach
gebaute dquivalente Form. Zu jeder symmetrischen Matrix A existiert eine in-
vertierbare Matrix S, so dass S*AS Diagonalgestalt hat. Diese Aussage ist in
jedem Buch iiber lineare Algebra zu finden. Hier brauchen wir ein klein wenig
mehr Information und beweisen zun#chst, dass man dargestellte Zahlen im
folgenden Sinne abspalten kann.

Satz 10.1.5. Stellt die quadratische Form f in n Variablen die Zahl a € k*
dar, so ist f dquivalent zu einer Form der Gestalt

aX? 4 g(Xo,..., X,),

wobei g eine quadratische Form in n — 1 Variablen ist.

Beweis. Sei f(aq,...,an) = a € k*. Da der Vektor o = (a1,...,a,) € k"
von 0 verschieden ist, finden wir eine invertierbare Matrix S, deren erste
Spalte gleich « ist. Dann hat die dquivalente Form f'(X) = f(SX) gerade
den Koeffizienten a; = a vor X? und wir ersetzen f durch f’. Danach lisst
die Substitution X7 — X; — #2Xp — ... — “=2 X, alle Mischterme mit X
verschwinden, belisst aber a als Koeffizient vor X?2. O
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Ist g nicht die Nullform, kann man diesen Prozess fortsetzen. Induktiv schlie-
Bend erhélt man nun leicht das

Korollar 10.1.6. Jede quadratische Form in n Variablen ist zu einer Diago-

nalform 9 9
fX) =aXi+- +a Xy

dquivalent.

Notation: Wir bezeichnen die Form f(X) = a1X? + -+ + a, X2 mit
(a1,...,a,) und wir setzen n{a) := {a,...,a).

Die Determinante d({a1,...,a,)) ist das Produkt a; - - - a,. Fir b1,...,b, €
k> sieht man leicht die Aquivalenz der Formen

(ar, ... an) ~ {a1b3, ... anb2).
Ist {(a1,...,a,) ausgeartet, so ist mindestens eines der a; gleich 0. Aus Korol-
lar 10.1.6 erhalten wir daher:

Lemma 10.1.7. Eine ausgeartete quadratische Form stellt stets die Null dar.
Niitzlich ist die folgende Beobachtung.

Satz 10.1.8. Sei f eine nichtausgeartete quadratische Form. Stellt f die Null
dar, so stellt f jedes Element in k dar.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass f = {(aq,...,a,) mit a1,...,a, € k> ist.

Sei nun 5 9
flze,...,zn) =a127 + -+ apz, =0

mit (nach eventueller Umnumerierung) x; # 0, und sei a € k beliebig. Fiir
tekund y1 =a1(1+¢t), y; = 2;(1 —t), i > 2, gilt

f(ylv"'ayn) :aly%++any727,
=1+t (a12? + - + apx?) + 2t(a12? — agx3 — - — apx?)
= 2t(2a12%) = 4ta 23

Setzt man nun t = a/(4a12%), erhilt man f(y1,...,y,) = a. O

Satz 10.1.9. Eine nichtausgeartete quadratische Form f in n Variablen stellt
dann und nur dann ein Element a € k* dar, wenn die Form

f(X1,.. 0, X)) —aX2 i,y
die Null darstellt.

Beweis. Gilt f(z1,...,7,) = a, so folgt f(z1,...,7,) —a - 1?2 = 0. Dies
zeigt eine Richtung. Umgekehrt existiere ein (x1,...,2,41) # 0 aus k"*!
mit f(z1,...,2n) —az? , = 0. Gilt z,,41 # 0, so erhalten wir die gewiinschte
Darstellung von a mittels Division durch z2,,. Ansonsten stellt f die Null
dar, und nach Satz 10.1.8 also auch a. a
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Jede zu X1 Xo ~ X? — X2 #dquivalente Form heifit hyperbolisch. Stellt
eine nichtausgeartete quadratische Form die Null dar (was erst ab n = 2
moglich ist), so konnen wir eine hyperbolische Form abspalten:

Satz 10.1.10. Sei f eine nichtausgeartete quadratische Form in n Variablen.
Stellt f die 0 dar, so ist f dquivalent zu einer Form der Gestalt

X1X2 +g(X3, e ,Xn),

wobei g eine quadratische Form in n — 2 Variablen ist.

Beweis. Nach Satz 10.1.8 stellt f die Eins dar und ist daher nach Satz 10.1.5 zu
einer Form der Gestalt X? + f1(Xa,..., X,,) dquivalent. Da mit f auch diese
Form die Null darstellt, erhalten wir mit Satz 10.1.9, dass f; das Element
—1 darstellt. Eine erneute Anwendung von Satz 10.1.5 liefert die Aquivalenz
von fi zu einer Form der Gestalt —X3 + g(X3,...,X,,). Wir erhalten f ~
X2 - X3+ 9(Xs,...,X,) ~ X1 X0+ g(X3,...,X,). O

10.2 Zwei Satze von Witt

Wir bleiben bei der Betrachtung quadratischer Formen iiber einem beliebigen
Korper k der Charakteristik ungleich 2. Ist f eine quadratische Form in n
Variablen iiber k£ und ¢ eine Form in m Variablen, so erhalten wir eine Form
f L ginn+ m Variablen durch die Regel

(fJ_ g)(Xl, e >Xn+m) = f(Xl, ey Xn) —|— g(Xn+1, ey Xn+m)
Man beachte, dass f L g # gL f, aber f L g~ gLl f gilt. Die Gleichung
(a1,...,an) ={a1) L -+ L{ay)
folgt direkt aus der Definition. Sind f, g, g’ Formen mit g ~ ¢/, so gilt auch
fLlgn~fL1g (die Aquivalenz kann durch eine Blockmatrix hergestellt wer-

den). Die Umkehrung dieser Aussage ist der erste der beiden Sitze dieses
Abschnitts.

Satz 10.2.1 (Wittscher Kiirzungssatz). Es seien f,g,g9 quadratische
Formen iiber k. Dann gilt

flog~flgd = g~4g.
Bemerkung: Da wir Aquivalenz nur zwischen Formen in gleich vielen Vari-
ablen erklirt haben, ist hier implizit vorausgesetzt, dass g und ¢’ quadratische

Formen in gleich vielen Variablen sind. Der Satz besagt, dass wir die Form f
aus dem Ausdruck f 1 g~ f L ¢ ,herauskiirzen* kénnen.

Beweis von Satz 10.2.1. Es gelte f L g~ f 1 ¢'.
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1. Schritt: Die Aussage ist richtig, falls f = n(0) und g’ nichtausgeartet ist.
Es seien M und M’ die symmetrischen Matrizen zu g und ¢’. Nach Voraus-

setzung existiert eine invertierbare Matrix F = < C D) mit

00\ ,:+(00
(9a0) = (o) =
Hieraus folgt M’ = D'MD. Wegen 0 # det(M’) = det(D)? det(M) ist die

Matrix D invertierbar, und es folgt g ~ ¢'.

2. Schritt: Die Aussage ist richtig, falls f = n(0).

Die Rollen von g und ¢’ sind symmetrisch, also kénnen wir annehmen, dass
g’ keinen kleineren Rang als g hat. Dann schreiben wir g ~ m(0) L ¢g; und
g~ m(0) L ¢g] mit maximal moglichem m, d.h. ¢} ist nichtausgeartet. Die
Aquivalenz n(0) L m(0) L g; ~n{0) L m(0) L g} und Schritt 1 zeigen g ~ g¢'.

3. Schritt: Die Aussage ist richtig, falls f = (a), a € k*.
Es seien M und M’ die symmetrischen Matrizen zu g und ¢’. Nach Voraus-

setzung existiert eine invertierbare Matrix (g D) mit

() = () () (6

Hieraus erhilt man die folgenden Gleichungen

(1) a?a+C'MC = a,
(2) aaB +C'MD = 0,
(3) aB'B+D'MD = M'.

Wir suchen eine symmetrische Matrix £ mit E*ME = M’ und machen den
Ansatz F = D + sCB, wobei wir s € k spiiter festlegen werden. Unter Ver-
wendung von (1), (2) und M* = M erhalten wir

E'ME = (D' + sB'C"YM(D + sCB)
=D'MD + sB'C*'MD + sD'MCB + s°B'C'MCB
= D'MD + sB'(—aaB) + s(—aaB)'B + s*B'(a — o*a)B
=D'MD +a((1—o?)s* — 2as)B'B.
Aus Gleichung (3) ersehen wir, dass E'ME = M gilt, falls (1—a?)s? —2as = 1
ist. Dies ist dquivalent zu s% = (as + 1)2. Fiir a # 1 setzen wir s = 1/(1 — a),
und fiir & = 1 setzen wir s = —1/2. So erhalten wir g ~ ¢’.
4. Schritt: Die Aussage ist immer richtig.
Wir kénnen f durch eine beliebige dquivalente Form ersetzen und daher an-

nehmen, dass f Diagonalgestalt hat. Dann folgt die Aussage durch sukzessives
Anwenden der Schritte 2 und 3. O

Der zweite Satz dieses Abschnitts ist eher technischer Natur.
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Definition 10.2.2. Es seien f = (a1,...,a,), g = (b1,...,b,) quadratische
Formen in Diagonalgestalt. Man nennt f und g benachbart, wenn eine der
folgenden Bedingungen (1) und (2) erfiillt ist.

(1) Es gibt einen Index i, so dass {(a;) ~ (b;) und a = by, fiir alle k # 1.
(2) Es gibt zwei Indizes i # j, so dass (a;, a;) ~ (b;,b;) und aj = by, fiir alle

k¢ {ij}-

Benachbarte Diagonalformen sind offenbar dquivalent, und dasselbe gilt fiir
Diagonalformen, die durch eine endliche Kette von Nachbarschaften verbun-
den werden koénnen. Der néchste Satz zeigt die Umkehrung dieser Aussage.

Satz 10.2.3 (Wittscher Ketteniiquivalenzsatz). Sind zwei Diagonalfor-

men f und g dquivalent, so gibt es eine Kette fy, ..., fm, von Diagonalformen,
so dass
(1) f0:f7 fm:ga

(ii) f; und f;41 sind benachbart fiir i =0,...,m — 1.
Zum Beweis stellen wir zunéchst das folgende Lemma bereit.

Lemma 10.2.4. Zwei nichtausgeartete quadratische Formen vom Rang 2 sind
genau dann dquivalent, wenn sie die gleiche Determinante haben und ein ge-
meinsames Element in k* darstellen.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. Sei a € k* durch f und
g dargestellt. Nach Satz 10.1.5 kénnen wir a abspalten, d.h. f ~ (a,b) und
g ~ (a,b") fiir gewisse b,b’ € k*. Nach Voraussetzung gilt ab = d(f) = d(g) =
ab' € kX /k*2, also b = b/'c? fiir ein ¢ € k*. Wir erhalten (b) ~ (') und somit
£~ ) L{b) ~ (a) L¥') ~ g. 0

Beweis von Satz 10.2.3. Wir nennen zwei Formen, die durch eine endliche
Kette von Nachbarschaften verbunden werden kénnen, kettendquivalent und
schreiben dies als f =~ g¢. Zun&chst bemerken wir, dass Formen, die durch
eine Permutation der Indizes auseinander hervorgehen, kettenéquivalent sind.
Das folgt daraus, dass man jede Permutation der Zahlen 1,...,n als Produkt
von Transpositionen schreiben kann (eine Transposition vertauscht genau zwei
Zahlen und ldsst alle anderen fest). Wegen f ~ g haben die beiden Formen
f und g die gleiche Anzahl von Nullen in ihrer Darstellung. Diese kénnen
wir nach hinten sortieren: f ~ f1 L s(0), g ~ g1 L s(0). Nach dem Witt-
schen Kiirzungssatz gilt f; ~ g1, und es geniigt daher zu zeigen, dass zwei
dquivalente nichtausgeartete Diagonalformen kettendquivalent sind.

Nun sei f = (a1,...,an), g = (b1,...,by), a;,b; € k*. Wir argumentieren
per Induktion nach n. Fiir n = 1,2 ist nichts zu zeigen, also sei n > 3. Da
b1 durch g dargestellt wird, gilt dies auch fiir f. Wir wéhlen unter allen zu f
ketteniiquivalenten Diagonalformen eine Form f' = (¢1,...,¢,) so aus, dass
by durch {eq,...,¢.) dargestellt wird, und r kleinstméglich ist.
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Behauptung: r = 1.

Angenommen, es ist 7 > 2. Wir schreiben by = c1a2 + - -+ + ¢,.a2. Wegen der
Minimalitéit von r verschwindet keine Teilsumme dieser Summe, insbesondere
gilt d := c102 +cz2a3 # 0. Die Formen {c1, ¢o) und (d, ¢1cad) haben die gleiche
Determinante und stellen das Element d # 0 dar. Nach Lemma 10.2.4 gilt
(c1,c2) ~ (d, c1c2d). Wir erhalten

f=f ={c,ca,c3,...,00) = (d,cread,c3. .., cp)
~(d,c3,...,Cpn,c102d).
Nun wird by = d + c3a? + - - - ¢,a2 aber bereits durch die Form (d, cs, ..., ¢,)

dargestellt, was der Minimalitéit von r widerspricht. Also gilt r = 1.

Aus der bewiesenen Behauptung folgt (b1) ~ {(c1), woraus f’ = (b1, ca,...,cpn)
folgt. Die Aquivalenz der Formen f’ und g = (by, bs,...,b,) sowie der Witt-
sche Kiirzungssatz liefern (ca,...,cp) ~ (ba,...,b,). Nach Induktionsvoraus-
setzung gilt (ca,...,cn) = (ba,...,b,). Hieraus folgt: f = (by,co,...,cpn) =
<b1,bg,...,bn>:g. O

In den folgenden Aufgaben seien quadratische Formen stets iiber einem Koérper k
der Charakteristik # 2 definiert.

Aufgabe 1. Es seien f und g zwei nichtausgeartete quadratische Formen vom Rang
n und m, und seien A und B die assoziierten symmetrischen Matrizen zu f und g.
Wir definieren das Tensorprodukt f ® g von f und g als die quadratische Form in
nm Variablen, die zur symmetrischen Matrix

a11B a12B -+ a1, B

ale GQQB GQnB
A®Q B := . . .

anlB anQB e annB

assoziiert ist. Man zeige:

i) f~fundgng' = fRg~ @7,

(i) fRlglg)~(fogl(feg),

(i) f@(g@h)~ (f®g)®h,

(iv) feg~g®/f,

(v) d(f ® g) = d(f)?*# 9D d(g)"e) (insbesondere ist f ® g nichtausgeartet).
Hinweis: Nachdem man (i) gezeigt hat, kann man f und g als Diagonalformen an-
nehmen.

Aufgabe 2. Sei A die Menge der Aquivalenzklassen nichtausgearteter quadratischer

Formen (von irgendeinem Rang) iiber k. Die Aquivalenzklasse einer Form f bezeich-

nen wir mit [f]. Wir betrachten die Gruppe aller formalen Linearkombinationen
A={ a1+ ... dan | ar,...,an €A, A,..., \n €Z, n >0}

mit der offensichtlichen Addition. Wir betrachten die Untergruppe B C A, die von
allen Ausdriicken der Form [f L g] — [f] — [g] erzeugt wird und definieren
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GW (k) := A/B.

Man zeige:

(i) Jedes Element x € GW (k) kann in der Form = = [fi] — [f2] mit nichtausge-

arteten quadratischen Formen f; und f2 dargestellt werden.
(i) [Ai] = [fe] =[] — [g2] € GW (k) <= fi L g2~ g1 L fa.
(iii) GW (k) wird durch die (wohldefinierte!) Multiplikation
(If1] = [f2D([g1] = [g2]) := [(fr ® 91) L (f2 ® g2)] = [(/1 ® g2) L (f2 ® g1)]
zu einem kommutativen Ring mit 1.
Der Ring GW (k) heiit der Grothendieck-Witt-Ring von k.
Aufgabe 3. Man zeige f ® (1,—1) ~ Rg(f)(1, —1) fiir jede nichtausgeartete qua-
dratische Form f.
Hinweis: Man reduziere auf den Fall f = (a) und wende Lemma 10.2.4 an.
Aufgabe 4. Es sei J = Z - [(1,—1)] die in GW (k) vom Element [(1, —1)] erzeugte
Untergruppe. Man zeige, dass J ein Ideal ist. Der Faktorring
W(k):=GW(k)/J
heit der Witt-Ring von k.
Aufgabe 5. Sei f eine nichtausgeartete quadratische Form. Man zeige, dass eine
nichtausgeartete quadratische Form g und ein n € IN existieren, so dass gilt:
fLg~n(l,-1).

Hinweis: Man benutze die Sitze 10.1.9 und 10.1.10.

Aufgabe 6. Man zeige:

(i) Jedes x € W (k) ist von der Form x = [f] fiir eine nichtausgeartete quadrati-
sche Form f.

(if) Es sei [f] = [¢g] € W (k) im Witt-Ring und n = Rg(f) > m = Rg(g). Dann
gilt f ~ (gL (n—m)(1,—1)). Insbesondere gilt f ~ g, wenn n = m.

10.3 Reelle quadratische Formen

Wir untersuchen nun reelle quadratische Formen. Weil man jede quadrati-
sche Form diagonalisieren kann und weil jede positive reelle Zahl ein Qua-
drat ist, ist jede reelle Form in n Variablen dquivalent zu einer der Gestalt
(1,...,1,-1,...,-1,0,...,0), d.h. f ~ fq 5 mit

foo(X) = X{ 4+ X2 = X0y = = X s 20, 745 <n.
Der niichste Satz besagt, dass das Paar (r, s) durch f eindeutig bestimmt, also

eine Invariante der Aquivalenzklasse von f ist.

Satz 10.3.1 (Sylvesterscher Tragheitssatz). Es gilt f(, ) ~ f(/ ) dann
und nur dann, wenn (r,s) = (r',s').
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Beweis. Es sei fq) ~ fo sy Dann gilt 7+ s = Rg(f(r5)) = Re(fo.s) =
r’+5’, und es geniigt daher zu zeigen, dass r = r’ gilt. Aus Symmetriegriinden
geniigt es sogar, r < r’ zu zeigen. Sei S eine invertierbare reelle nxn-Matrix
mit
for,s(@) = fr,s)(Sz) fiir alle 2z € IR,

und seien z1,...,x, € IR" die ersten r Spalten der Matrix S~!. Dann gilt
fir i = 1,...,7 die Gleichung f,» oy(2i) = fir.s)(S2i) = fir,5)(ei) = 1, wobei
e; den i-ten Einheitsvektor im IR™ bezeichnet. Fiir beliebige reelle Zahlen
ai, ..., folgt analog

f(rf’sl)<2aixi> = frslaa,...,0;.,0,...,0) = a2 4. +a (%)
i=1

Wir nehmen nun an, dass r > r’ gilt. Dann ist aus Anzahlgriinden das System
X1yensTpy€rigd, ..., €q von Vektoren im IR™ linear abhingig. Es gibt also
reelle Zahlen aq,...,qr, 01,. .., Bn_s, nicht alle Null, mit

Q1T + - QT +ﬁler’+1 + - +ﬁn—r’en =0.

Die Einheitsvektoren e,/41,...,e, sind linear unabhéngig, weshalb mindes-
tens eines der «; ungleich 0 ist. Mit Hilfe von () folgt

f(T"S’)(Zaixi> =al+...+a2>0.
i=1

Andererseits gilt

f(r’,s’)(zo‘ixz) = f(r’,s’)(f Z ﬂier’+i) = 7ﬂ% - ﬂf/ <0.
i=1 i=1
Dieser Widerspruch zeigt r < r’. a

Definition 10.3.2. Sei f eine nichtausgeartete reelle quadratische Form in
n Variablen. Das (eindeutig bestimmte) Paar (r,s) mit f ~ f. 4 heifit die
Signatur von f. Man nennt f positiv definit, wenn r = n, negativ definit,
wenn s = n, und indefinit, wenn rs # 0 gilt.

Der néchste Satz folgt direkt aus dem Sylvesterschen Trégheitssatz.

Satz 10.3.3. Eine nichtausgeartete reelle quadratische Form stellt genau
dann die Null (und damit jede reelle Zahl) dar, wenn sie indefinit ist.
Eine positiv definite Form stellt jede positive reelle Zahl dar, aber keine nega-
tive. Eine negativ definite Form stellt jede negative, aber keine positive reelle
Zahl dar.
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Aufgabe 1. Man zeige GW (IR) = Z[X]/(X?*—1), wobei GW (IR) der Grothendieck-
Witt-Ring ist (sieche Aufgabe 2, Abschnitt 10.2).

Hinweis: Man betrachte die Abbildung [fs)] — [fir,sn] — (r—7") 4+ (s — ') X.
Aufgabe 2. Man zeige W (IR) & Z, wobei W (IR) der Witt-Ring ist (siche Aufgabe 4,
Abschnitt 10.2).

Aufgabe 3. Man zeige: GW(C) 2 Z, W(C) 2 Z/2Z.

Hinweis: Man betrachte die Abbildung [f1] — [f2] — Rg(f1) — Rg(f2).

10.4 Quadratische Formen iiber lokalen Kérpern

Wir betrachten nun quadratische Formen iiber £ = Q,, v € P. Neben
die Invarianten Rang und Determinante tritt nun eine weitere, die Hasse-
Invariante. Zunichst bemerken wir, dass (mehr oder weniger per definitionem)
das Hilbert-Symbol ins Spiel kommt.

Lemma 10.4.1. Es sei ab # 0. Dann gilt
(a,b) stellt 1 € k dar <= (a,b) = 1.

Beweis. Nach Satz 10.1.9 stellt (a,b) genau dann die 1 dar, wenn (a, b, —1)
die 0 darstellt. Die letzte Bedingung ist dquivalent zu (a,b) = 1. a

Fiir eine nichtausgeartete Diagonalform setzen wir
e({(at,...,an)) = H (@i, a;).
1<i<j<n

Per Konvention gilt £({(a)) = 1.

Satz 10.4.2. Gilt {a1,...,a,) ~ (b1, ..., by,), so folgt
e({at,...,;an)) =e((b1,...,bn)).

Beweis. Nach dem Wittschen Kettendquivalenzsatz kénnen wir annehmen,
dass die Formen benachbart sind. Gilt a; = b; fiir alle i # ig, so folgt aus
dem Wittschen Kiirzungssatz (a;,) ~ (b;,), also a;, = b;,c? fiir ein ¢ € kX,
und die Aussage des Satzes ist offensichtlich. Sei nun a; = b; fir ¢ > 3
und (ai,as) ~ (by,bs) (das konnen wir durch eine Permutation der Indi-
zes erreichen). Dann gilt ajas = bibs € kx/kX2 und Lemma 10.4.1 liefert
(CLl, CLQ) = (bl, bg) Folglich gilt
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H(ai,aj) = (a1,a2)(a1,a3 - -an)(az,as - an) H (ai,a;)
i<j 3<i<j

= (al,a2)(a1a2,a3"'an) H (ai’aj)

3<i<j

= (b1, b2)(baba, b3~ -bn) ] (birb;)

3<i<
= [, 5)-
1<
Das zeigt die Behauptung. O

Nach Satz 10.4.2 ist nun die folgende Definition sinnvoll.

Definition 10.4.3. Die Hasse-Invariante ¢(f) einer nichtausgearteten qua-
dratischen Form f vom Rang n iiber einem lokalen Korper k ist durch

e(f) =el{ar,...,an))

definiert, wobei (a1, ...,a,) eine beliebige zu f dquivalente Diagonalform ist.

Beispiel: Fiir eine reelle Form f der Signatur (r, s) errechnet man leicht:

()= ()"

Nun ist der Fall reeller Formen schon vollsténdig geklart. Fiir die p-adischen
Zahlen erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 10.4.4. Es sei p eine Primzahl und f eine nichtausgeartete quadratische
Form vom Rang n iiber Q, mit Invarianten d = d(f) € Q) /Q)*, ¢ = &(f) €
{£1}. Dann stellt f die Null genau in den folgenden Fiillen dar:
(i) n=2und d= -1,
(ii) n =3 und (—1,—d) =,
(iii) n=4 und d # 1 oder (d=1 und € = (-1, -1)),
(iv) n > 5.

Bevor wir den Satz beweisen, folgern wir genaue Kriterien, wann ein a € Q;
darstellbar ist. Diese Frage hiingt offenbar nur vom Bild von a in @, / Q;Q ab.
Nach Satz 10.1.9 stellt f genau dann a dar, wenn die Form f | (—a) die Null
darstellt. Nun gilt

d(f L{(—a))=—ad und e(fL(—a))=(—a,d)e.

Daher erhalten wir das

Korollar 10.4.5. FEin a € Q; /(Q;2 wird genau in den folgenden Féllen von
f dargestellt:
(i) n=1 und a = d,
(ii) n =2 und (a,—d) =&,
(iii) n =3 und a # —d oder (a = —d und € = (-1, —d)),
(iv) n > 4.
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Beweis von Satz 10.4.4. Zuniichst kann eine nichtausgeartete Form vom Rang 1
nicht die Null darstellen. Indem wir f durch eine dquivalente Diagonalform
ersetzen, kénnen wir annehmen: f = (a1,...,an), a1,...,a, € Q), n > 2.

Der Fall n = 2: Offenbar stellt f genau dann die Null dar, wenn —a4 /as ein
Quadrat ist. Nun gilt —d = —aja2 = —aj/as € Q; /Q;?

Der Fall n = 3: Die Form f stellt genau dann die Null dar, wenn die dquiva-
lente Form
—azf ~ (—azai, —azaz, —1)
dies tut, was nach Definition des Hilbert-Symbols dquivalent zu der Gleichung
(—asa1, —azaz) = 1 ist. Entwickelt man diesen Ausdruck, erhélt man
(=1, -1)(—1, a3)(—1,a2)(as, —1)(as, a3)(as, az)(a1, —1)(a1, as)(a1, az) =

(71, CL3)(CL3, a3)(71, 7d)€ = (7@3, ag)(fl, 7d)€ = (71, 7d)€,
wobei wir (—as, a3) = 1 ausgenutzt haben (siehe Lemma 9.6.5). Also stellt f
genau dann die Null dar, wenn (-1, —d)e = 1 bzw. (-1, —d) = ¢ gilt.

Der Fall n = 4: Offenbar stellt f genau dann 0 dar, wenn die beiden Formen
(a1, az2) und (—ag, —a4) ein gemeinsames Element darstellen. Ist dies die 0,
so stellen nach Satz 10.1.8 beide Formen jedes Element in Q,, dar. Also stellt
f genau dann die Null dar, wenn die beiden Formen (a1, a2) und (—as, —a4)
ein gemeinsames Element in x € Q; / Q;Z darstellen. Da wir den Fall n = 3
bereits abgeschlossen haben, steht uns der Fall n = 2 von Korollar 10.4.5 zur
Verfiigung. Das heifit, = ist durch die Bedingungen

(z,—araz) = (a1,a2) und (x,—asaq) = (—as, —a4)
charakterisiert. Mit den Bezeichnungen von Korollar 9.6.6 ist die Nichtexis-

tenz von z gleichbedeutend mit H'**?) 0 H{%~%) — & Man berech-

net leicht (ai, —aiaz) = (as, fal)(;{il,{zfg) = ngfzz) und (—as, —aszas) =
(—as,as)(—as, —aq) = (—as, —ayq). Also sind die beiden Mengen nichtleer und
nach Korollar 9.6.6 ist die Trivialitdt ihres Durchschnittes dquivalent zu
ai1as = azay € Q;/Q;2 und  (a1,a2) = —(—as, —aq).
Die erste Bedingung ist gerade d = 1. Ist sie erfiillt, so gilt unter Verwendung
von (a,—a) =1 und (a,a) = (—1,a) (siehe Lemma 9.6.5)
a1, az)(as, as)(araz, azas)
a1,az2)(as,aq)(—1,asay)
a1,a2)(as, —azaq)(—1, —asaq)(—1,-1)
a1, a2)(—as, —agaq)(—1,-1)
= (a1,a2)(—as, —aq)(—1,-1)
= —(—-1,-1).
Daher ist die zweite Bedingung dann zu e = —(—1, —1) dquivalent.

e=(
= (
= (
= (

(

Der Fall n > 5: Es geniigt offenbar, den Fall n = 5 zu behandeln. Nach
Korollar 10.4.5 im Fall n = 2 und nach Korollar 9.6.6 stellt eine Form vom
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Rang 2 stets mindestens 2 verschiedene Elemente in Q; / Q;2 dar. Das gleiche
gilt daher auch fiir Formen vom Rang > 2. Also stellt f ein Element a # d €
Q, /(Q;2 dar. Nach Satz 10.1.5 gilt f ~ g L (a), wobei g eine Form vom Rang 4
der Determinante d/a # 1 ist. Nach dem im Fall n = 4 Bewiesenen stellt g
die Null dar, also tut dies auch f. a

SchlieBllich erhalten wir den folgenden Klassifikationssatz.

Satz 10.4.6. Zwei nichtausgeartete quadratische Formen gleichen Ranges
iiber Q,, sind genau dann &quivalent, wenn sie die gleiche Determinante und
die gleiche Hasse-Invariante haben.

Beweis. Die gegebenen Bedingungen sind offenbar notwendig. Eine Form vom
Rang 1 ist bis auf Aquivalenz durch ihre Determinante gegeben (die Hasse-
Invariante ist ein leeres Produkt, also gleich 1). Wir zeigen den allgemeinen
Fall per Induktion {iber den Rang. Seien f und g Formen vom Rang n > 1,
und sei die Aussage fiir Formen vom Rang n — 1 bereits bewiesen. Haben f
und g gleiche Determinante und gleiche Hasse-Invariante, so stellen sie nach
Korollar 10.4.5 die gleichen Elemente in Q; dar. Sei a € Q; ein Element,
das durch f und g dargestellt wird. Nach Satz 10.1.5 gilt f ~ f’ 1 (a) und
g ~ ¢ L {a) fir gewisse Formen f’, ¢’ vom Rang n — 1. Nun gilt d(f’) =
d(f)a = d(g)a = d(g') und e(f’) = e(f)(d(f'),a) = e(g)(d(g'),a) = &(g').
Nach Induktionsvoraussetzung gilt f' ~ ¢’, also f ~ g. O

Aufgabe 1. Fiir welche Primzahlen p hat die Gleichung X2 + Y? 4+ Z2 = 7 eine
Lésung in Q,7

Aufgabe 2. Man zeige: Es gibt bis auf Aquivalenz genau eine quadratische Form
vom Rang 4 iiber Q,, die die Null nicht darstellt.

10.5 Der Satz von Hasse-Minkowski

Sei f eine quadratische Form iiber Q. Uber die Einbettungen Q C Q,, v € P,
kann man f auch als quadratische Form iiber allen Kérpern @, auffassen. Die
durch f iiber Q, gegebene Form bezeichnen wir zur besseren Unterscheidung
mit f,. Stellt f die Null dar, so gilt dies auch fiir alle f,. Die Umkehrung
dieser Aussage ist der berithmte

Satz 10.5.1 (Hasse-Minkowski). Eine rationale quadratische Form f stellt
genau dann die Null dar, wenn fiir alle v € P die Form f, die Null darstellt.

Wir folgern zunéchst Satz 10.0.1.
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Korollar 10.5.2 (= Satz 10.0.1). Eine rationale quadratische Form stellt
genau dann ein a € Q dar, wenn sie a iiber IR und iiber jedem Q,,, p Primzahl,
darstellt.

Beweis. Der Fall a = 0 folgt direkt aus Satz 10.5.1. Die Frage, ob eine ausge-
artete Form eine Zahl a # 0 darstellt, ldsst sich nach Diagonalisierung durch
Weglassen der Variablen mit Koeffizienten Null leicht auf dieselbe Frage fiir
eine nichtausgeartete Form in weniger Variablen zuriickfiihren. Sei nun f eine
nichtausgeartete rationale quadratische Form und a € Q*. Nach Satz 10.1.9
stellt f genau dann a dar, wenn die Form f 1 (—a) die Null darstellt. Nach
Satz 10.5.1 ist dies genau dann der Fall, wenn f, L (—a) fiir alle v € P die
Null in @, darstellt. Eine erneute Anwendung von Satz 10.1.9 liefert das Er-
gebnis. 0O

Korollar 10.5.3 (Meyer). FEine nichtausgeartete rationale quadratische
Form vom Rang > 5 stellt genau dann die Null dar, wenn sie indefinit ist.

Beweis. Dies folgt aus den Sétzen 10.5.1, 10.3.3 und 10.4.4. a

Beweis von Satz 10.5.1. Da eine ausgeartete quadratische Form stets die Null
darstellt, konnen wir f als nichtausgeartet annehmen. Eine nichtausgeartete
Form vom Rang 1 stellt 0 weder iiber @ noch iiber Q,, v € P, dar. Aufler-
dem koénnen wir f durch eine dquivalente Form ersetzen. Wir kénnen also
annehmen: f = a1 X7 + -+ an X2, a1,...,a, € Q*, n>2.

Der Fall n = 2: a1 X? + a2 X3 stellt die Null genau dann iiber einem Koérper
k dar, wenn —ay /as € k*? gilt. Die Aussage folgt daher aus Korollar 9.5.8.

Der Fall n = 3: Durch Ubergang zu einer fquivalenten Form kénnen wir an-
nehmen, dass a1, as, az ganzzahlig und quadratfrei sind. Wir kénnen auflerdem
annehmen, dass die a; paarweise teilerfremd sind. Gilt z.B. p|a; und plaz, so
stellt (a1, as2,as) genau dann 0 dar, wenn (pai,pas, pas) ~ {(a1/p,as/p,pas)
die 0 darstellt. Da a; und as quadratfrei sind, sind aq/p und as/p nicht
durch p teilbar. Im Fall plag ersetzen wir noch pas durch as/p. SchlieBlich
ist f nach Voraussetzung indefinit. Nach eventuellem Ubergang zu —f und
einer eventuellen Variablenvertauschung kénnen wir daher annehmen, dass
f = {a,b,—c) gilt, wobei a,b,c € IN quadratfrei und paarweise teilerfremd
sind. Fiir a = b = ¢ =1 gilt f(1,0,1) = 0 in Q sowie in allen Q,, v € P.
Dabher ist in diesem Fall nichts zu zeigen, und wir setzen im Folgenden abc > 1
voraus.

Sei nun p ein beliebiger Primteiler von ¢ und «, 3,7 € ®, mit afy # 0,
aa?+b3% = cy?. Durch Multiplikation mit einer geeigneten p-Potenz erreichen
wir a, 8,7 € Zp, nicht alle durch p teilbar. Wéren a und 3 beide durch p
teilbar, so folgte p?|cy? und wegen v, (c) = 1 auch p |+, was ausgeschlossen ist.
Nach einer eventuellen Vertauschung von a und b kénnen wir daher annehmen,
dass 3 € Z; gilt. Dann gilt b = fag—z mod p, woraus die Polynomkongruenz
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aX?+bY? —cZ? =aB7?(BX +aY)(BX —aY) mod p

folgt. Daher zerlegt sich f modulo p in das Produkt zweier linearer Polynome.
Genauso schliefit man fiir Primteiler von a und b. Der Chinesische Restklas-
sensatz (auf die Koeffizienten der Polynome angewendet) zeigt daher, dass
ganze Zahlen A, B,C, A’, B', C' mit

aX?+bY? —cZ*=(AX +BY +CZ)(AX + B'Y +C'Z) mod abc

existieren. Fiir eine reelle Zahl r > 0, ¢ IN, gibt es genau [r] + 1 > r ganze
Zahlen im halboffenen Intervall [0,r). Fiir » € IN gibt es genau r solche. Da
von den drei reellen Zahlen vab, Vac, vbe mindestens eine nicht ganz ist, gibt
es also mehr als abe viele Tripel ganzer Zahlen (x,y, z) im Produkt [0, vbe ) X
[0,v/ac) x [0,v/ab). Daher existieren zwei Tripel (x1,y1,21) # (22, ¥z, 22) in
diesem Bereich mit

Axy + Byy + Cz = Azg + Bys + Czo  mod abe.
Setzt man (xg, Yo, 20) = (1,Y1,21) — (T2,¥2,22) # (0,0,0), so erhélt man
Axg + Byo + Czy = 0 mod abc. Daher gilt
axt + bys — cz2 = N -abe fiir ein N € Z.
Die Betragsungleichungen |zo| < Vbe, |yo| < vac, |z0] < Vab liefern
—abe < axf + byj — czi < 2abe,
woraus N = 0,1 folgt. Ist N = 0, so stellt f die 0 dar, und wir sind fertig. Im
Fall N = 1, d.h. ax3 + by? = c2¢ + abe, rechnet man leicht die Identitét
a(rozo + byo)? + b(yozo — axo)? — (25 + ab)* =0
nach. Wegen 23 + ab > 0 stellt f die 0 dar.
Der Fall n = 4: Es geniigt zu zeigen, dass die binfiren Formen (a1, as) und
(—as, —a4) ein gemeinsames Element in Q darstellen. Nach Voraussetzung ist
dies in allen Q, richtig. Ist dies fiir ein v € P gerade die Null, so stellen
nach Satz 10.1.8 beide Formen jedes Element in Q, dar. Also stellen fiir jedes
v € P die beiden Formen (a1,as) und (—a3, —a4) ein gemeinsames Element
z, € Q. dar. Nach Korollar 10.4.5 (i) (das man auch im Fall v = oo schnell
nachrechnet) bedeutet dies
(y, —araz2)y = (a1, a2), und (z,, —agaq), = (—ag, —aq), fiir allev € P.
Wegen [[,cp(a1,a2)y =1 =[],cp(—az, —as), liefert uns Satz 9.7.4 ein Ele-
ment z € Q, so dass
(z,—ara2)y = (a1,a2), und (z, —asaq), = (—as, —ayq), fir allev € P.

Nach Korollar 10.5.2, angewandt auf binédre Formen (das diirfen wir, weil wir
hier schon den Fall n < 3 erledigt haben), stellen die Formen (a,as) und
(—as, —a4) beide x dar, also stellt f die Null dar.

Der Fall n > 5: Wir schlieflen per Induktion iiber n. Sei v € P beliebig. Da
fv die Null darstellt, schliefit man wie im Fall n = 4, dass es ein z, € Q.
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gibt, welches durch die beiden Formen (a1, a2) und (—as, ..., —ay) dargestellt
wird, d.h. es existieren o 4, ..., an, € Q, mit
2 2 2 2
a1aq , + 2005, = Ty = —A303, — = Ap0y, .

Sei S die endliche Menge von Stellen, die aus 2, co und allen ungeraden
Primzahlen p mit v,(a;) # 0 fiir ein ¢ = 1,...,n besteht. Fiir jedes v € S ist
die Abbildung
qu X Qv - Qm (.’El,fL'Q) [ alx% + a2$§>

stetig. Nach Satz 9.7.2 kénnen wir oy, und o, fiir die endlich vielen v €
S simultan durch rationale Zahlen approximieren. Daher existieren x1,zs €
@Q, so dass & := a123 + agx3 fiir alle v € S nahe bei 7, € Q, liegt. Nach
Korollar 9.5.6 gilt = /x, € Q? fiir alle v € S. Die rationale Zahl z wird daher
fiir jedes v € S in Q, durch die Form g = (—as, ..., —a,) dargestellt.

Wir zeigen als nichstes, dass x auch iiber Q,, v ¢ S, durch g dargestellt
wird. Fiir n > 6 ist dies trivial: ¢ hat Rang n — 2 > 4 und stellt nach Korol-
lar 10.4.5 (iv) jedes Element in Q. dar. Sei nun n = 5. Fiir v ¢ S haben wir
—ag, —ay, —as € Z, . Daher gilt (beachte v # 2,00) d(g) € Z, und £(g) = 1
und deshalb (=1, —d(g)), = 1 = €(g). Nach Korollar 10.4.5 (iii) stellt g das
Element z in Q, fiir alle v ¢ S dar.

Nach Konstruktion wird die rationale Zahl x durch die Form (aq,as)
iiber Q dargestellt. Auflerdem wird = lokal iiberall durch die Form g =
(—as,...,—ay) dargestellt. Nach Induktionsvoraussetzung ist der Satz fiir
Formen vom Rang < n — 1 schon bewiesen. Daher haben wir Korollar 10.5.2
fiir Formen vom Rang < n — 2 zur Verfligung und konnen sie insbesondere
auf g anwenden. Folglich stellt g die Zahl = auch iiber Q dar. Hieraus folgt,
dass f = (a1,...,a,) die Null iiber Q darstellt. a

Der nichste Satz besagt, dass man auch die Frage nach der Aquivalenz
quadratischer Formen lokal entscheiden kann.

Satz 10.5.4. Zwei rationale quadratische Formen f und f' sind genau dann
dquivalent, wenn fiir jedes v € P die Formen f, und f] &quivalent sind.

Beweis. Aus f ~ f’ folgt f, ~ f, fiir alle v € P. Sei umgekehrt f, ~ f,
fir alle v € P. Wir zeigen den Satz per Induktion iiber die Anzahl n der
Variablen. Fiir n = 0 ist nichts zu zeigen. Sei n > 1 und der Satz fiir Formen
in n — 1 Variablen schon gezeigt. Zuniichst haben f und f’ denselben Rang.
Sind f und f’ ausgeartet, so existieren rationale quadratische Formen g, ¢’ in
n — 1 Variablen mit f = g L (0) und f' = ¢’ L (0). Sind f und f’ nichtausge-
artet, so existiert ein a € Q*, das durch f dargestellt wird. Wegen f, ~ f
fiir alle v € P und Korollar 10.5.2 wird a auch durch f’ dargestellt. Nach
Satz 10.1.5 existieren rationale quadratische Formen g, ¢’ in n — 1 Variablen
mit f = gLl {a) und " = ¢’ L {(a). In jedem der beiden Fille impliziert der
Wittsche Kiirzungssatz 10.2.1, dass g, ~ g, fiir alle v € P gilt. Nach Induk-
tionsvoraussetzung folgt g ~ ¢’, und daher f ~ f’. O
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Zusammen mit dem Klassifikationssétzen 10.3.1 und 10.4.6 erhalten wir
den folgenden Klassifikationssatz fiir rationale quadratische Formen.

Satz 10.5.5. Zwei nichtausgeartete rationale quadratische Formen gleichen
Ranges sind genau dann dquivalent, wenn sie die gleichen Determinanten, die
gleichen Signaturen und fiir jede Primzahl p die gleichen Hasse-Invarianten
haben.

Der Fall allgemeiner Zahlkérper: Der Satz von Hasse-Minkowski gilt
auch iiber allgemeinen Zahlkorpern: Eine quadratische Form f {iber einem
Zahlkorper K stellt genau dann die Null dar, wenn fiir jedes v € Pk die
quadratische Form f, die Null iiber dem Korper K, darstellt. Siehe [La],
Ch. VI, 3.1.

10.6 Quadratsummen III

Die Ergebnisse der letzten Abschnitte erlauben es nachzupriifen, ob eine ge-
gebene rationale Zahl a durch eine quadratische Form f iiber @ dargestellt
wird. Sind sowohl a als auch die Koeflizienten von f ganzzahlig, so entsteht
ganz natiirlich die Frage nach ganzzahligen Lésungen der Gleichung f(x) = a.
So erhélt man beispielsweise aus den Korollaren 10.5.2 und 10.4.5, dass jede
natiirliche Zahl Summe von vier Quadraten rationaler Zahlen ist. Hieraus ab-
zuleiten, dass jede natiirliche Zahl Summe von vier Quadratzahlen ist (Theo-
rem 2.4.5), ist nicht einfach. Fiir Summen von drei Quadraten hilft uns das
folgende Resultat.

Satz 10.6.1. Es sein eine natiirliche Zahl. Ist n Summe dreier Quadrate in Q,
so ist n auch Summe dreier Quadrate in Z.

Beweis. Es sei die natiirliche Zahl n Summe dreier Quadrate in Q. Wir be-
trachten die Oberfliche
S = {(z1,22,73) € R? | 2? + 23 + 22 = n}

der Kugel vom Radius /7 um den Ursprung im IR®. Nach Voraussetzung
liegt auf S ein Punkt 2 mit rationalen Koordinaten. Es gilt ¢ -z € Z* fiir ein
¢ € IN, das minimal gew&hlt sei. Wir nennen ¢ den Nenner von z. Im Fall
¢ = 1 sind wir fertig. Ansonsten wiihlen wir einen Punkt y € Z* mit Abstand
kleiner 1 von z. Wir zeigen, dass die durch z und y im IR? verlaufende Gerade
die Fliche S in einem weiteren Punkt 2’ schneidet, der rationale Koordinaten
und einen echt kleineren Nenner als z hat. Dann ersetzen wir x durch 2’/
und iterieren diesen Prozess. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir einen
Punkt mit ganzzahligen Koordinaten auf S.

Fiir Vektoren x = (21, 22,23), ¥y = (y1,%2,y3) € IR schreiben wir
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(z,y) = 21y1 + T2y2 + T3Y3,
insbesondere gilt (x,z) = |z|2. Nun habe = (21,22, 23) € S rationale Ko-
ordinaten und den Nenner ¢ > 1. Wir wahlen ganze Zahlen yi,ys2,ys mit
lzi —yi| <1/2,0=1,2,3,50 dass 0 < |z —y| < 1 fiir y = (y1,92,y3) € Z°
gilt. Hieraus folgt unter Beachtung von |z|> = n die Ungleichung

0<l|z—yP=n—2zy+y*=—-"n+2zz—y+y* <1, (¥

weshalb 2(z, z — y) nicht ganzzahlig und insbesondere von 0 verschieden ist.
Daher schneidet die durch  und y verlaufende Gerade z+A-(y—z), A € R, die
Kugeloberfliche S aufier in « noch in einem weiteren Punkt 2’. Eine einfache
Rechnung zeigt

was man nach Erweiterung der Briiche mit ¢ und Sortierung nach = und y
auch in der Form

,_ Aty 2nc — 2{cz, y)
=7 . [ S A
clr —y|? clr —y|?
schreiben kann. Fiir die ganze Zahl ¢/ := clx — y|? = en — 2(cz,y) + cly|?

erhalten wir durch Multiplikation von (%) mit ¢ die Ungleichung 0 < ¢’ < e.
AuBerdem gilt ¢ - ' € Z*, weshalb z’ einen echt kleineren Nenner als z hat.
O

Man beachte, dass die Aussage des Satzes nicht fiir beliebige quadratische
Formen mit ganzen Koeffizienten gilt. So hat die Gleichung 3z2 + 5y% = 2
keine ganzzahligen, aber rationale Losungen (z.B. x = y = %) Mit Hilfe von
Satz 10.6.1 erhalten wir das folgende klassische Resultat.

Theorem 10.6.2 (Gau3). Eine natiirliche Zahl n ist genau dann Summe
dreier Quadratzahlen, wenn sie nicht von der Form 4%(8b + 7) mit ganzen
Zahlen a,b > 0 ist.

Beweis. Nach Satz 10.6.1 geniigt es zu zeigen, dass die gegebene Bedingung
notwendig und hinreichend dafiir ist, dass n durch die quadratische Form
f=1(1,1,1) iiber @ dargestellt wird. Dies wiederum kénnen wir nach Korol-
lar 10.5.2 lokal entscheiden. Offenbar wird die natiirliche Zahl n durch f {iber
R dargestellt. Es gilt d(f) =1 und e(f) = 1. Fiir p # 2 gilt daher

(=1, =d(f)p = (=1, =1)p =1 =&(f).
Nach Korollar 10.4.5 stellt f jede Zahl, also insbesondere n iiber jedem Q,,
p # 2, dar. Fir p = 2 gilt (=1, —d(f))p, = (—1,—1)p, = =1 # ¢(f), und n wird
dann und nur dann durch f iiber Q, dargestellt, wenn n # —1 € Q) /Q5>
gilt, d.h. wenn —n kein Quadrat in @, ist. Nach Satz 9.5.5 ist dies dquivalent
dazu, dass n nicht von der Form n = 4%(8b + 7) mit a,b > 0 ist. O
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Wir nennen eine (nichtnegative) ganze Zahl Dreieckszahl, wenn sie von
der Form a(a+1)/2 fiir ein a € Z ist. Die folgende Aussage hat Gaufl am 10.
Juli 1796 in seinem mathematischen Tagebuch festgehalten.!

Korollar 10.6.3 (Gau}). Jede natiirliche Zahl ist Summe dreier Dreiecks-
zahlen.

Beweis. Sei n € IN beliebig. Nach Theorem 10.6.2 gibt es ganze Zahlen z,
To, T3 mit
x?+x§+x§ = 8n + 3.

Da 3 nicht Summe zweier Quadrate modulo 4 ist, sind die x; ungerade, also von
der Form z; = 2m; + 1, m; € Z. Unter Ausnutzung von 4m;(m; +1) = 27 — 1
erhalten wir

2 o 8

imi(mi—i—l) o3+ a3+ 23 -3
i=1

Also ist n Summe dreier Dreieckszahlen. a

Aufgabe 1. Man imitiere den Beweis von Satz 10.6.1, um die gleiche Aussage fiir
Summen zweier Quadrate zu erhalten. Dann gebe man einen neuen Beweis von
Satz 4.4.1 iiber Summen zweier Quadratzahlen.

Aufgabe 2. Man variiere Satz 10.6.1 und bestimme alle natiirlichen Zahlen, die
sich in der Form z? + 2y? mit ganzen Zahlen z,y darstellen lassen. (Vergleiche mit
der Aufgabe aus Abschnitt 2.4.)

Hinweis: Man verwende das Skalarprodukt ((z1,z2), (y1,y2)) = 2122 + 2y1y2.

Aufgabe 3. Man zeige Satz 10.6.1 auch fiir Summen von vier Quadraten, und
gebe auf diese Weise einen weiteren Beweis des Theorems von Lagrange, dass jede
natiirliche Zahl Summe von vier Quadratzahlen ist.

Hinweis: Alles geht genauso, aufler wenn die rationale Lésung von der Form z =
1 . . . . .
5(m1, m2,m3,ma) mit ungeraden ganzen Zahlen m; ist. In diesem Fall gibt es kein
y € Z* mit |y — x| < 1. Man hat aber viele Méglichkeiten, y € Z* mit |y — z| = 1
auszuwihlen, und man wéihle mit Bedacht.

Aufgabe 4. Man leite das Theorem von Lagrange aus Theorem 10.6.2 ab.

10.7 Geschlechtertheorie

In diesem Abschnitt nehmen wir die Untersuchung der Idealklassengruppe
quadratischer Zahlkorper wieder auf. Wir werden jedem von Null verschie-
denen gebrochenen Ideal eine bin&re rationale quadratische Form zuordnen.
Deren Aquivalenzklasse heifit das Geschlecht des gebrochenen Ideals und be-
stimmt seine Klasse in CI(K) bis auf Quadrate.

! Der Tagebucheintrag lautet: ,EYPHKA! num = A + A + A«
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Sei K = Q(v/d) ein quadratischer Zahlkorper. Wir beginnen damit, einige
fiir ganze Ideale schon bekannte Begriffe und Aussagen auf gebrochene Ideale
auszudehnen. Sei a # (0) ein gebrochenes Ideal in K. Wir withlen o € O,
a # 0, derart, dass aa ein ganzes Ideal ist und definieren die Norm von a
durch m(a) B m(aa)

[N (e)

Diese Definition ist unabhéingig von der Auswahl von « € O: Ist auch fiir
o' € Ok, o' #0, das Ideal o’a ganz, so gilt nach den Sétzen 6.5.10 und 6.5.21

N(aa)  N(ad’a)  N(a'a)

IN(@)| [N(aa”)]  [N(a/)|"
Leicht verallgemeinert man dann auch die Sétze 6.5.10 und 6.5.21 auf gebro-
chene Ideale, d.h.

N(ab) = N(a)N(b), N(aOk)=|N(a)|, o € K.
Wir nennen ein Paar («, 3) von Elementen aus a eine Basis des gebrochenen
Ideals a, wenn jedes x € a eine eindeutige Darstellung der Form
T =ax+ b3

mit a,b € Z hat. Insbesondere ist dann («, 3) eine Q-Basis von K, d.h. jedes
Element z € K hat eine eindeutige Darstellung der Form = = aa + b3 mit
a,b e Q.

Lemma 10.7.1. Jedes von Null verschiedene gebrochene Ideal besitzt eine
Basis.

Beweis. Fir ganzes a haben wir die kanonische Basis (siehe Satz 6.6.4). Fiir
allgemeines a existiert nach Lemma 6.4.2 ein n € IN mit na C Og. Ist dann
(ar, B) eine Basis von na, so ist (a/n, 3/n) eine Basis von a. O

Es seien (o, 3) und (o/, (') zwei Basen von a. Dann existiert eine 2x2-
Matrix M = (m;;) mit Eintrégen in Z, so dass

/
M - (g) = (g’>7 d-h. o/ =mia+miafl, ' = mara+maf.

Weil wir die Rollen von (a, 8) und (o, ') vertauschen kénnen, ist M inver-
tierbar und die inverse Matrix M ~! hat auch ganzzahlige Eintrige. Insbeson-

dere ist die (ganzzahlige) Determinante von M ein Teiler von 1. Daher gilt
det(M) = 1.

Wir ordnen nun jedem von Null verschiedenen gebrochenen Ideal a eine
Aquivalenzklasse rationaler binirer quadratischer Formen wie folgt zu: Ist
(v, B) eine Basis von a, so setzen wir fiir z = (21, 22) € Q*:

N
flap) (@1, 22) = W
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Erinnern wir uns an die Konjugation o(a + bv/d) = a — bv/d. Es gilt
1
Jan (@) = 305 (N(a)2¥ + (ao(8) + o(a)B)zrzz + N(B)z3)

Es sind N(a) = ac(a), ac(f) + o(a)8 und N(5) = Bo(8) rationale Zahlen,
die aufilerdem im gebrochenen Ideal ac(a) = (9(a)) enthalten sind. Daher
sind die Koeffizienten von f(, gy ganze rationale Zahlen, d.h. es gilt

flap = AX? + BX1 Xy + CX3 mit A,B,C € Z

Ist (o/, 3") eine andere Basis von a, und ist M wie oben die Ubergangsmatrix,
so gilt, wenn man x als Spaltenvektor schreibt:

far5n)(@) = fla,p)(M'x).
Daher sind die binéren quadratischen Formen f(, 5) und f(, gy dquivalent.

Definition 10.7.2. Sei K = Q(\/E) ein quadratischer Zahlkoérper und a C K
ein von Null verschiedenes gebrochenes Ideal. Ferner sei (o, ) eine Basis von a.
Die (nicht von der Wahl von («,[3) abhingende) Aquivalenzklasse G, der
binéren rationalen quadratischen Form f, g) heifit das Geschlecht von a.

Lemma 10.7.3. Gilt a = () - b mit einem Element v € K* von positiver
Norm, so gilt G, = Gy.

Beweis. Ist (a, 3) eine Basis von b, so ist v, v eine Basis von a. Nun gilt
N(ziya+x998) _ N(y)N(zia+226)  N(9)

foed® ="y - Nomw g e

und der Vorfaktor ist nach Voraussetzung gleich Eins. O

Dies motiviert die Einfithrung der folgenden Aquivalenzrelation auf der
Menge der gebrochenen Ideale:

albealb=(y) firein y € K* mit N(y) > 0.

Man iiberlegt sich leicht, dass man Aquivalenzklassen beziiglich Y multipli-
zieren kann und dass auch die Inversen zweier dquivalenter gebrochener Ideale
wieder dquivalent sind.

Definition 10.7.4. Die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich L zusammen
mit der durch die Multiplikation gebrochener Ideale induzierten Verkniipfung
heifit die Idealklassengruppe im engeren Sinne von K und wird mit
CI°(K) bezeichnet. Wir setzen hl = # CI°(K).

Mit anderen Worten: CI°(K) ist die Faktorgruppe der Gruppe der von (0)
verschiedenen gebrochenen Ideale von K nach der Untergruppe der von Ele-
menten o € K mit N(a) > 0 erzeugten gebrochenen Hauptideale von K.
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Lemma 10.7.5. Fiir d < 0 gilt h% = hg. Im Fall d > 0 sei € eine Grundein-

heit. Dann gilt
B _ { hr, wenn N(g) = —1,

K 2hk, wenn N(e) = +1.
Beweis. Zunichst hat im imaginar-quadratischen Fall jedes Element positive
Norm. Im reell-quadratischen Fall gibt es stets Elemente negativer Norm. In
diesem Fall zerfillt jede Idealklasse in eine oder zwei Idealklassen im engeren
Sinne. Ist nun v € K* mit N(vy) < 0 und a ein gebrochenes Ideal, so gilt
ala- (7) dann und nur dann, wenn (y) = (7/) fiir ein 4" € K* mit N(y') >
0 gilt. Gibt es eine Einheit e der Norm —1, so kann man v’ = evy setzen.
Umgekehrt ist 7/7’ eine Einheit der Norm —1. Nach Theorem 6.7.6 ist jede
Einheit e € Ex von der Form +&® mit a € Z. Daher gibt es genau dann eine
Einheit e der Norm —1, wenn die Grundeinheit ¢ die Norm —1 hat. ]

Die einer Basis («, ) eines gebrochenen Ideals a zugeordnete quadratische
Form f(,,g) hat nicht nur ganzzahlige Koeffizienten, sondern es gilt auch die
folgende Relation zwischen ihnen.

Lemma 10.7.6. Fiir f, ) = AX? + BX1Xo + CX3 gilt
B? — 4AC = Ak,

wobei Ak die Diskriminante des quadratischen Zahlkérpers K ist.

Beweis. Wir haben gesehen, dass sich f(, 3) nicht &ndert, wenn man a durch
(7) - a und (e, B) durch (ya,v3) fir ein v € K* positiver Norm ersetzt.
Indem wir fiir 7y eine geeignete natiirliche Zahl wéhlen, erreichen wir a C Ok.
Beim Wechsel zu einer anderen Basis von a dndert sich die quadratische Form
f(a,p) durch eine Ubergangsmatrix der Determinante +1, weshalb der Wert
B? — 4AC invariant bleibt. Daher kénnen wir zur kanonischen Basis (siehe
Satz 6.6.4) von a wechseln. Dann gilt & = ¢ und 8 = a1 +asw mit a, a1, a2 € Z,
wobei w = V/d fiir d # 1 mod 4 und w = (1++/d)/2 fiir d = 1 mod 4 ist. Nach
Satz 6.6.6 gilt 9t(a) = aag, und wir erhalten

(a0 (B) + () B)* — AN (a)N ()

2

B? —4AC = 5
a=ay

= (o(w) —w)?* = Ag.
Das zeigt die Aussage. m]
Wir wollen nun untersuchen, welche Aquivalenzklassen biniirer quadrati-

scher Formen von gebrochenen Idealen herkommen. Wir sammeln zunéchst
ein paar Eigenschaften.
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Lemma 10.7.7. Sei K = Q(V/d) ein quadratischer Zahlkérper und a C K
ein von Null verschiedenes gebrochenes Ideal. Dann gilt:

(i) Gq ist nichtausgeartet.

(ii) Ist d <0, so ist G, positiv definit.
(ili) Ist d > 0, so ist G indefinit.

(i) d(Ga) = ~Ax (in Q" /Q2).

(v) Gq stellt N(a) dar.

Beweis. Es gilt N(x) = 0 nur fiir = 0. Im imaginéir-quadratischen Fall sind
Normen stets positiv, wihrend es im reell-quadratischen Fall stets Elemente
positiver wie auch negativer Norm gibt. Dies zeigt (i)—(iii). Aussage (iv) folgt
wegen d(Gy) = AC — B?/4 aus Lemma 10.7.6. Es existieren z1, 22 € Q mit
N(a) = axy + Bra, und es gilt

Flap (1, 22) = N(a)?/N(a) = N(a).
Dies zeigt (v) und beendet den Beweis. O

Es stellen sich nun die folgenden Fragen:

1. Welche Aquivalenzklassen biniirer rationaler quadratischer Formen der
Determinante —A g kommen als Geschlechter vor?
2. Wann liegen zwei gebrochene Ideale im gleichen Geschlecht?

Satz 10.7.8. Sei K = Q(\/E) ein quadratischer Zahlkérper. Fiir a € Q™ sind
die folgenden Aussagen édquivalent.

(i) Es existiert ein gebrochenes Ideal a, so dass a durch G, dargestellt wird.
(ii) Es gibt ein gebrochenes Ideal a mit M(a) = |a| und a > 0, falls d < 0 ist.
(iii) (a,Ak), =1 fiir v = oo und fiir allev = pt Ak.

Beweis. Wir zeigen nacheinander die folgenden Implikationen.

(ii)=(i): Gilt a = N(a) fiir ein gebrochenes Ideal a, so wird a nach Lem-
ma 10.7.7 (v) durch G, dargestellt. Ist d > 0, a < 0 und —a = 91(a), so stellt
Gq das Element —a dar. Sei nun £ € K* ein beliebiges Element mit N (&) < 0.
Dann stellt G(¢)., das Element a dar.

(i)==(iii): G4 stellt stets M(a) dar. Nach Voraussetzung gilt dies auch fiir a.
Nach Korollar 10.4.5 (ii) (das auch im Fall v = oo gilt), erhalten wir
(a, =d(Ga))v = €u(Ga) = (‘ﬁ(a), _d(Ga))v

fiir alle v € P. Wegen d(Gq) = —Af bleibt daher (91(a), Ax), = 1 fiir v = 00
und fiir v = p f Ak zu zeigen. Die Aussage fiir v = oo ist wegen 9(a) > 0
trivial. Wir multiplizieren nun a mit einer geeigneten natiirlichen Zahl und
erhalten a C Og. Sei a = p; -+ p, die Primidealzerlegung von a. Dann gilt
N(a) = N(p1) - - - N(pyn). Nun gelte p t Ak. Fiir ein Primideal p haben wir die
folgenden Moglichkeiten:
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ist eine Quadratzahl. Dann gilt (M(p), Ax), = 1.

= ¢ fiir eine Primzahl ¢ # p. Ist p ungerade, so gilt nach Satz 9.6.3
(N(p),Ak)p =1 . Im Fall p = 2 ist Ag ungerade, und daher gilt Ax =
d =1 mod 4. Nach Satz 9.6.3 folgt (¢, Ag )z = (—1)@DAK=1/4 =1,

e N(p) = p. Dann zerlegt sich p in K, und p ist einer der Primteiler. Nach
Satz 9.6.3 folgt (M(p), Ax), = (APK) =1 fiir p # 2. Im Fall p = 2 gilt
Ak =1 mod 8, und wir erhalten (2, Ax)s = 1.

(iil)==-(ii): Wir multiplizieren a mit einem geeigneten Quadrat und nehmen
an, dass a ganzzahlig und quadratfrei ist. Ist d < 0, so impliziert (a, Ax)oo =
1, dass a > 0 ist. Sei nun p eine Primzahl, die in K trige ist. Setzt man
a = p*a’ mit k =0,1 und (a/,p) = 1, so erhiilt man fiir p # 2

k
1= (a,Ak)y = (p, Ax)" = (%) = (=1,

also k = 0. Ist 2 in K trige, so gilt Ax = 5 mod 8. Mit den gleichen Bezeich-
nungen erhalten wir

1= (a,Ak)2 = (2", Ak)s = (-1)",
und auch in diesem Fall ist k£ = 0. Mit anderen Worten: In der Primzerlegung
von |a| tauchen nur Primzahlen auf, die in K nicht trige sind, d.h. solche
Primzahlen, die Normen von Primidealen in Ok sind. Daher ist |a| Norm
eines Ideals. O

Mit Hilfe von Satz 10.7.8 erhalten wir die Antwort auf Frage 1.

Satz 10.7.9. Es sei K ein quadratischer Zahlkérper und Ay seine Diskri-
minante. Eine Aquivalenzklasse G nichtausgearteter rationaler binérer qua-
dratischer Formen der Determinante —Ag ist genau dann Geschlecht eines
gebrochenen Ideals von K, wenn €,(G) = 1 fiir v = oo und fiir allev = p{ Ak
gilt. Es gibt genau 2~ solcher Aquivalenzklassen, wobei t die Anzahl der in
K /Q verzweigten Primzahlen bezeichnet.

Beweis. Es sei a C K ein von Null verschiedenes gebrochenes Ideal. Nach
Lemma 10.7.7 stellt G, das Element 91(a) dar. Korollar 10.4.5 impliziert
ev(Gqa) = (M(a),Ak), fiir alle v € P. Nach Satz 10.7.8 sind diese Hasse-
Invarianten gleich 1 fiir v = co und v = pt Ag.

Sei nun G eine Aquivalenzklasse quadratischer Formen der Determinan-
te —Ax mit den geforderten Hasse-Invarianten. Sei a € Q ein durch G
dargestelltes Element. Wir erhalten €,(G) = (a, Ak), fiir alle v € P. Nach
Satz 10.7.8 wird a dann auch von G, fiir ein gebrochenes Ideal a dargestellt.
Da zwei bindre Formen gleicher Determinante dquivalent sind, sobald sie ein
gemeinsames Element ungleich 0 darstellen, folgt G = G,.

Nach Satz 10.5.5 ist eine binére rationale Form gegebener Determinan-
te bis auf Aquivalenz durch ihre Hasse-Invarianten gegeben. Bei oo beachte
man, dass die Signatur durch die Hasse-Invariante und das Vorzeichen der
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Determinante berechnet werden kann. Nach dem gerade Gezeigten kommen
genau die Formen vor, bei denen nur die Hasse-Invarianten ¢, fiir jeden der
t vielen Diskrimantenprimteiler von 1 verschieden sind. Da das Produkt aller
Hasse-Invarianten gleich 1 ist, verbleiben hochstens 2~ Moglichkeiten. Es
bleibt zu zeigen, dass alle diese Hasse-Invarianten auch vorkommen. Zunéchst
bemerken wir, dass Ak in keinem der Kérper Q,,, p|Ak, ein Quadrat ist. Fiir
ungerades p |Ag gilt v,(Ag) = 1, und die Aussage ist offensichtlich. Ist Ag
gerade, so ist Ax/4 £ 1 mod 4, was die Aussage auch fiir p = 2 zeigt. Da
das Hilbert-Symbol nichtausgeartet ist, finden wir zu gegebenen ¢,, p|Ax,
Elemente a, € Q; mit (ap, Ax)p = €p. Ist das Produkt dieser ¢, gleich 1,
so existiert nach Satz 9.7.4 ein a € Q™ mit (a,Ag), = ¢, fiir alle p|Ag
und (a,Ag), = 1 fiir alle anderen v € P. Die Diagonalform (a, —aAg) hat
dann wegen ¢, ((a, —aAg)) = (a, —alAg), = (a,Ax)y(a,—a)y, = (a, Ag), die
gewiinschten Hasse-Invarianten. a

Die Antwort auf Frage 2 wird durch den folgenden Satz gegeben.

Satz 10.7.10. Es sei K ein quadratischer Zahlkérper, und es seien a,a’ C K
von Null verschiedene gebrochene Ideale. Dann gilt G, = G4 genau dann,
wenn sich a und o’ in CI°(K) um ein Quadrat unterscheiden.

Beweis. Es seien (a, §) und (o, 3’) Basen von a und a’. Da beide Formen die
gleiche Determinante —A g haben, ist nach Lemma 10.2.4 f, 3) genau dann
dquivalent zu fo gy, wenn f(q, ) und f(,r gy ein gemeinsames Element in
Q™ darstellen. Dies ist dquivalent zur Existenz von z, 2z’ € KX mit

N(z) _ N(Z)

N(a) — N(a')’
Daher gilt G, = G genau dann, wenn es ein v € K* mit (a) = N(y)N(a’)
gibt. Man beachte, dass v automatisch positive Norm hat. Ist nun a(a’)~! =
b2 - (c) fiir ein ¢ € K* positiver Norm, so gilt

N(a)9(a') ™! = N(b*)N(c) = N(N(b)e),

und es gilt G4 = Gy. Nun sei Gy = G und v € K* mit M(a) = N(y)N(a).

Wir schreiben
a@) (oY) = T wiote [Ta TT
i j k

wobei die Exponenten in Z liegen und wir Primideale, die eine in K zerlegte
Primzahl p teilen, mit p, Primideale, die eine in K verzweigte Primzahl ¢
teilen, mit g und Primideale, die eine in K trdge Primzahl r teilen, mit ¢
bezeichnet haben. Bilden wir die Norm, erhalten wir

1= Hp;_lmei H q;?j HTidk‘
i J k

Hieraus folgt, dass alle ¢; und alle dj, gleich 0 sind, und a; = —b; fiir alle ¢
gilt. Wir erhalten




10.7 Geschlechtertheorie 207
a(@) (v = [ piio(e)
Wegen p;o(p;) = (pi) folgt

2
1, 1y + ;
a(@) () & (Hﬁ) ,
i
was die Behauptung des Satzes zeigt. 0O

Zusammenfassend haben wir das folgende Theorem bewiesen.

Theorem 10.7.11. Sei K = Q(v/d) ein quadratischer Zahlkérper und sei t
die Anzahl der Primteiler der Diskriminante Ag. Dann hat die Gruppe
CI°(K)/2 der Idealklassen von K im engeren Sinne modulo Quadraten die
Ordnung 2!~ 1.

Als Korollar erhalten wir die in Abschnitt 6.7 formulierte Aussage iiber
Grundeinheiten.

Korollar 10.7.12. (=Satz 6.7.7) Sei p eine Primzahl kongruent 1 modulo 4.
Dann hat jede Grundeinheit des reell-quadratischen Zahlkorpers K = Q(,/p)
die Norm —1.

Beweis. Es gilt t = 1, also ist in CI°(K) jedes Element ein Quadrat. Nach dem
Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen impliziert dies, dass h%;
ungerade ist. Nach Lemma 10.7.5 ist das nur moglich, wenn die Grundeinheit
die Norm —1 hat. O

Aufgabe 1. Ein Term der Gestalt

f=AX? +BX1X2+CX3, A B,CeZ,
heifit ganzzahlige bindre quadratische Form. Die ganze Zahl D(f) = B? —4AC heifit
Diskriminante von f. Sei K ein quadratischer Zahlkoérper und f eine ganzzahlige
binédre quadratische Form der Diskriminante Ag. Im Fall Ax < 0 nehmen wir f

als positiv definit an. Man zeige: f = f(4,g) fiir eine Basis («a, 3) eines gebrochenen
Ideals in K.

Hinweis: Man zeige, dass die Menge Z - 2A+ Z - (B + v/Ak) ein Ideal in Ok ist.

Aufgabe 2. Zwei ganzzahlige bindre quadratische Formen f und g heiflen eigentlich
dquivalent, wenn es eine ganzzahlige 2x2-Matrix M der Determinante 1 mit g(z) =
f(Mzx) gibt. Sei K ein quadratischer Zahlkorper. Man zeige: Im Fall Ax > 0 gibt es
genau h% eigentliche Aquivalenzklassen ganzzahliger binirer quadratischer Formen
der Diskriminante Ag. Im Fall Ax < 0 gibt es genau hx positiv und hx negativ
definite Aquivalenzklassen.

Hinweis: Man fixiere v/d € € und nenne eine Basis (a, () eines gebrochenen Ideals
a C K orientiert, wenn (o(a)8—aa(83))/vd > 0 ist. Die eigentliche Aquivalenzklasse
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von f(a,3) héngt nicht von der Auswahl der orientierten Basis (q,ﬁ) von a ab.
Man zeige, dass zwei Ideale genau dann die gleiche eigentliche Aquivalenzklasse
ganzzahliger bindrer quadratischer Formen definieren, wenn sie im engeren Sinne
dquivalent sind.

Aufgabe 3. Es sei K ein quadratischer Zahlkérper. Sei a € Z, a # 0, durch eine
ganzzahlige binire quadratische Form f der Diskriminante A rational dargestellt.
Man zeige, dass es eine zu f rational dquivalente ganzzahlige bindre quadratische
Form g der Diskriminante A gibt, die a ganzzahlig darstellt.

Hinweis: Man betrachte zundchst den Fall a > 0 und zeige, dass es ein ganzes Ideal b
mit 91(b) = a gibt. Nach Aufgabe 1 liegt f im Geschlecht eines gebrochenen Ideals a.
Wegen G, = Gy gibt es ein gebrochenes Ideal ¢ und ein € € K™ positiver Norm mit
ab = c?(¢). Nun gilt £ € @’ := ac™? und N (&) = aN(a’).



Bezeichnungen

N — die natiirlichen Zahlen 1,2, ...

/A — die ganzen Zahlen

Q — die rationalen Zahlen

R — die reellen Zahlen

C — die komplexen Zahlen

n! —=n(n—1)---1 (n Fakultit)

[x] — die grofite ganze Zahl kleiner gleich x
Re(s) — der Realteil der komplexen Zahl s

alb  —ateilt d

%) — die Eulersche p-Funktion

A% — die Einheitengruppe des Ringes A
a=0b — aist assoziiert zu b

Q — der Korper der algebraischen Zahlen

O — der Ring der ganz-algebraischen Zahlen
Ok — der Ganzheitsring des Zahlkorpers K
Ak — die Diskriminante des Zahlkérpers K
Sp(x) — die Spur von z

N(z) - die Norm von x

M(a) — die Norm eines Ideals a

CI(K) — die Idealklassengruppe des Zahlkérpers K
hi — die Klassenzahl des Zahlkorpers K

Ex — = O} die Einheitengruppe des Zahlkorpers K
Q, — der Korper der p-adischen Zahlen

U — disjunkte Vereinigung

Z, — der Ring der ganzen p-adischen Zahlen

CZO(K ) — die Idealklassengruppe im engeren Sinne des Zahlkorpers K
RS, — die Klassenzahl im engeren Sinne des Zahlkorpers K
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