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Vorwort

Das Buch ist entstanden aus einsemestrigen Vorlesungen, die ich im SS 1999
an der Universitdt Bonn und in den SS 2002, 2003 an der Universitéit Frei-
burg fiir Studierende ab dem 6. Semester gehalten habe. Ziel war es, aus
dem grofien Gebiet der nichtlinearen Funktionalanalysis solche Methoden und
Techniken auszuwihlen, die von allgemeinem Interesse sind und eine zentrale
Rolle bei der Untersuchung von nichtlinearen elliptischen und parabolischen
partiellen Differentialgleichungen spielen.

Bei der Auswahl und der Darstellung des Stoffes habe ich das Zusam-
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den konnen, wie schon allein aus dem Umfang des enzyklopadischen Werkes
von E. Zeidler ,Nonlinear functional analysis and its application. I —IV“
[23], [24], [25], [26], [27] ersichtlich ist. Fiir das Verstdndnis des Buches ist
natiirlich die Grundausbildung in Analysis und Linearer Algebra Vorausset-
zung. Dariiber hinaus sind Kenntnisse in linearer Funktionalanalysis und Le-
besguescher Mafi— und Integrationstheorie notwendig. Alle Resultate aus den
beiden letztgenannten Gebieten, die im vorliegenden Buch benutzt werden,
sind im Appendix zusammengestellt.

An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bei all jenen bedanken,
die zur Entstehung des Buches beigetragen haben. Ich mo6chte mich bei
J. Frehse fiir viele inhaltliche Diskussionen bedanken und dafiir, dass er mich
darin bestarkt hat, dieses Buch zu schreiben. Eine erste Mitschrift der Vor-
lesung, die auch die Grundlage dieses Buches ist, wurde von S. Goj und
K. Lorenz geTEXt und ausgearbeitet. Ich mochte mich auch bei L. Diening
und S. Knies bedanken, die das gesamte Buch gelesen und viele Verbesse-
rungen eingebracht haben. Und nicht zuletzt bin ich den Studenten meiner
Vorlesungen, insbesondere C. Diehl, F. Ettwein, A. Huber, H. Junginger und
B. Miinstermann, dankbar fiir die vielen Fragen und Anregungen, die hof-
fentlich dem Buch zugute gekommen sind.

Freiburg, November 2003 M. Ruzicka



Notation

In jedem Abschnitt der einzelnen Kapitel sind Sitze, Lemmata, Definitionen
und Formeln fortlaufend gemeinsam durchnummeriert. Hierfiir wird die Ab-
schnittsnummer und die laufende Nummer benutzt. Bei Verweisen innerhalb
eines Kapitels, werden nur diese Nummern angegeben. Wird in ein anderes
Kapitel verwiesen, so wird zusétzlich die Kapitelnummer vorangestellt, z.B.
wird auf Satz 2.17 bzw. Formel (2.24) des Kapitels 1 innerhalb von Kapitel
1 durch Satz 2.17 bzw. (2.24) verwiesen und von allen anderen Kapitels aus
durch Satz 1.2.17 bzw. (1.2.24). Auf Abschnitte bzw. Formeln im Appendix
wird z.B. durch Abschnitt A.12.2 bzw. Formel (A.12.26) verwiesen.

In diesem Buch wird die allgemein iibliche Notation verwendet. Vektoren
p € R%, d € N, und vektorwertige Funktionen f: 2 C R — R", d,n € N,
werden im Fettdruck notiert. Eine Ausnahme bilden Punkte x € 2 C R?,
d € N, wenn (2 der Definitionsbereich einer Funktion ist. In den Rechnun-
gen auftretende Konstanten sind immer positiv und werden mit ¢, C,Ch, ...
bezeichnet. Sie kénnen sich von Zeile zu Zeile verdndern. Durch ¢(a) wird
angegeben, dass die Konstante ¢ von der Grofle o abhéngt.
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1 Fixpunktsitze

Eines der wichtigsten Instrumente bei der Behandlung nichtlinearer Probleme
mit Methoden der Funktionalanalysis sind Fizpunktsdtze. Fiir eine gegebene
Abbildung T': A — B bezeichnet man jede Losung der Gleichung

Tr=x

als Fixpunkt. Fixpunktsidtze garantieren, unter bestimmten Bedingungen
an die Abbildung T: A — B und die Mengen A und B, die Existenz von
Fixpunkten. Ein einfaches Beispiel fiir eine Abbildung, die keinen Fixpunkt
besitzt, ist die Translation

Tr =z + x¢ x9 € X, xg #£0.

Die folgenden Beispiele illustrieren, wie die Behandlung nichtlinearer Proble-
me auf die Losung von Fixpunktproblemen zuriickgefiihrt werden kann:

e Nullstellenbestimmung von nichtlinearen Funktionen:
F(z)=0.
Diese Gleichung kann auf verschiedene Weisen in ein Fixpunktproblem fiir
einen Operator 1" umgeschrieben werden:
Tr=z— F(x) (einfachste Moglichkeit) ,
Ter =2 —wF(x) (lineare Relaxation mit w > 0),

Te=x— (F'(x))le(x) (Newtonverfahren) .

e Gewohnliche Differentialgleichungen:
'(t) = f(t, (1)),
z(0) = po .
Fiir eine gegebene stetige Funktion f: Q@ CR x X — X, wobei X ein Ba-

nachraum sein kann, ist dieses Anfangswertproblem &dquivalent zu folgender
Integralgleichung

x(t) = po + / f(s,z(s)) ds.
0

Wenn man die rechte Seite dieser Gleichung mit T}, x bezeichnet, ist die
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Integralgleichung &quivalent zum Fixpunktproblem 7, x = x, wobei der
Operator T}, auf einem geeigneten Funktionenraum definiert ist.

e Nichtlineare partielle Differentialgleichungen:

—Au = f(u) in 2,
u=20 auf 02,

wobei f eine gegebene nichtlineare Funktion ist und die Funktion u gesucht
wird. Dieses Problem kann man mithilfe von

Tu=(=2)""(f(u))

in ein Fixpunktproblem umschreiben.

1.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Wir wéhlen einen konstruktiven Zugang zur Losung des Fixpunktproblems
Tr=ux, xreM, (1.1)

wobei im Allgemeinen T eine nichtlineare Abbildung ist, die auf einer Menge
M definiert ist. Wir betrachten die iterative Folge

To € M, Tpa1 = Txy, n=0,1,2..., (1.2)

die unter bestimmten Bedingungen gegen einen Fixpunkt von T' konvergiert.

1.3 Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum und sei M C X eine Teil-
menge. Fin Operator T: M — X heifit k—kontraktiv genau dann, wenn es
ein k € (0,1) gibt, so dass fiir alle x,y € M gilt:

d(Tz,Ty) < kd(z,y). (1.4)
T heifst kontraktiv, wenn fir alle x,y € M mit x # y gilt:
d(Tz, Ty) < d(z,y) .

Der folgende Satz ist von grundlegender Bedeutung fiir iterative Verfah-
ren, die sowohl zum theoretischen Nachweis von Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen und deren Stabilitét, als auch zur numerischen Berechnung von
approximativen Losungen und dazugehorigen apriori und aposteriori Fehler-
abschétzungen benutzt werden.

1.5 Satz (Banach 1922). Sei M C X eine nichtleere, abgeschlossene Menge
eines vollstindigen metrischen Raumes (X,d) und sei

T:MCX—M (1.6)

ein gegebener k—kontraktiver Operator. Dann gilt:
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(i) Die Gleichung (1.1) hat genau eine Lésung © € M, d.h. T hat genau
einen Fixpunkt in M.

(ii) Die durch (1.2) definierte iterative Folge (x,) konvergiert gegen die
Losung x fiir alle Anfangswerte xo € M.

Der Banachsche Fixpunktsatz sagt bildlich gesprochen aus, dass der
Graph des Operators T iiber der Menge M einen eindeutig bestimmten
Schnittpunkt mit der Diagonale, d.h. der Identitdtsabbildung I, besitzt.

Beweis (Satz 1.5). Sei g € M beliebig. Aufgrund der Definition der Folge
(z,,) und wegen der k-Kontraktivitit des Operators T gilt:

d(xna $n+1) = d(Tmnfla Txn) S k d(xnflv :En) é e é K" d(l’o, 5171) .
Dies und die Dreiecksungleichung liefern

A(Tn, Tngm) < d(Tn, Tng1) + d(Tpg1, Tng2) + oo+ A(Tpgpm—1, Tngm)
< (B" R BT d(, 2

=K1+ k+ k4 k™) d(o, ) (1.7)
< 7 Ao, 21),
m—1 o]
wobei die Summenformel fiir die geometrische Reihe Y. k" < > k" =
n=0 n=0

benutzt wurde. Da k < 1 vorausgesetzt wurde, haben wir gezeigt, dass (x,,)
eine Cauchy—Folge ist. Wegen der Vollstdndigkeit von X folgt daraus, dass
es ein Element x € X gibt mit

d(xp,z) — 0 (n — 0).

Da T nach Voraussetzung (1.6) eine Selbstabbildung der Menge M ist, liegen
aufgrund der Konstruktion (1.2) alle Folgenglieder in M. Die Menge M ist
abgeschlossen und somit liegt auch der Grenzwert z der Folge (z,,) in M.
Der Operator T ist k—kontraktiv, also insbesondere stetig, und demzufolge
kann man in der Gleichung (1.2) den Grenziibergang n — oo durchfithren
und erhélt

x=Tx, (1.8)

und damit die Existenz einer Losung des Problems (1.1).

Es bleibt die Eindeutigkeit der Losung zu zeigen. Angenommen, x und
y seien zwei Losungen von (1.1), d.h. Te = z und Ty = y. Aufgrund der
k—Kontraktivitéit des Operators T' folgt dann

d(z,y) = d(Tz,Ty) < kd(z,y).

Wegen k < 1 muss also d(z,y) = 0 gelten, d.h. z = y. |
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Bemerkungen. (i) Die folgenden Gegenbeispiele zeigen, dass keine der Vor-
aussetzungen des Satzes 1.5 weggelassen werden kann:
(a) M =0, T beliebig
Dann kann T natiirlich keinen Fixpunkt haben.
(by M=10,1, N=1[2,3], T:M—>N
T bildet M nicht in sich selbst ab und hat deshalb natiirlich keinen
Fixpunkt.
() M=(0,1), Tz=3
M ist nicht abgeschlossen, die Abbildung besitzt keinen Fixpunkt in M.
(d) M=R, Tx=7%+x—arctanz
Fiir die Ableitung gilt 7"(z) = 1 — H% und somit folgt nach dem Mit-
telwertsatz |Tx — Ty| = [1 — == ||z — y| < |z —y|, d.h. T ist kontraktiv,

+2
aber nicht k—kontraktiv; 7" hat in R keinen Fixpunkt.

(ii) Fiir die durch (1.2) definierte iterative Folge kann man weiterhin be-
weisen, dass fiir alle n € N gilt:

kn
1-k
k
d(xpi1,2) < md(xwrl’xn)v (1.9)

d(xps1,2) < kd(zp,x).

d(zp, )

IA

d(l‘h 3;‘0) 3

Die Ungleichung (1.9); nennt man apriori Fehlerabschdtzung, wiahrend (1.9)9
eine aposteriori Fehlerabschitzung ist. Ungleichung (1.9)3 zeigt, dass die Me-
thode (1.2) eine lineare Konvergenzgeschwindigkeit besitzt.

(iii) Ein Beispiel fiir ein iteratives Verfahren mit hoherer Konvergenzge-
schwindigkeit ist das Newtonverfahren. Hierbei wird die Gleichung

F(z) =0, (1.10)

wobei F': R — R eine Funktion mit Lipschitz—stetiger Ableitung ist, in das
dquivalente Fixpunktproblem

Ter ==z, mit Ta:=z— (F'(x))ilF(x)
umgeschrieben. Falls 2* eine Losung von (1.10) mit F’(x*) # 0 ist, kann man
mit Hilfe der Taylorentwicklung zeigen, dass es ein § > 0 gibt, so dass das
iterative Verfahren (1.2) fiir alle Startwerte xo mit |zo — *| < ¢ konvergiert
und eine quadratische Konvergenzgeschwindigkeit besitzt, d.h. es gibt eine
Konstante ¢ mit

|Zng1 — %] < ¢ |on — 2| .

Diese Aussagen kann man auch auf Operatoren F': X — X, wobei X ein
Banachraum ist, verallgemeinern.
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In vielen Anwendungen héngt T zusétzlich noch von einem Parameter
p € P ab. Dabei ist P ein metrischer Raum, der so genannte Parameterraum.
In diesem Fall betrachtet man das von p € P abhingige Fixpunktproblem:

Tpry, = 2p, €M, peP. (1.11)
1.12 Folgerung. FEs gelte:

(i) Die Operatoren T,,: M C X — X erfillen fir alle p € P die Vorausset-
zungen von Satz 1.5, wobei k von p unabhingig ist.
(ii) Es existiert ein pg € P, so dass fir alle x € M gilt: Tyx — Tp,x in X
(p — po).
Dann existiert fir alle p € P eine eindeutige Losung x, von (1.11) und es
gilt:
Tp = Tp, i X (p— po)-

Beweis. Sei z, die eindeutig bestimmte Losung des Problems (1.11), die
nach Satz 1.5 existiert. Fiir diese Losungen gilt, aufgrund der gleichméfiigen
k-Kontraktivitdt von T),:
d(@p, Tp,) = d(Tpp, Tpop,)
< d(TPIZD’ Tpxl)o) + d(TPIZ’JO ’ TPO xpo)
< kd(wp, p,) + d(TpTpy, TpoTp,)

und somit folgt:

d(xp? xpo) < d(prpoa Tpoxpo) —0 (p - pO)

b
1-k

nach Voraussetzung (ii), d.h. z;, konvergiert gegen z,, fiir p — po. [

1.1.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Als Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes betrachten wir folgendes
Anfangswertproblem
a'(t) = f(t,z(t)),

l'(to) =Po,
fiir eine gewdhnliche Differentialgleichung auf dem Intervall [ty — ¢, to + ¢].
Wenn f in einer geeigneten Umgebung von (tg, po) stetig ist, dann ist obiges
Anfangswertproblem dquivalent zu folgender Integralgleichung

(1.13)

z(t) = po + /f(s,x(s)) ds, te€to—c, to+(, (1.14)

wovon man sich leicht durch Integration von (1.13) bzw. Differentiation von
(1.14) iiberzeugt.
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Betrachten wir allerdings nicht nur reellwertige Funktionen, sondern auch
Funktionen mit Werten in einem Banachraum X, d.h.

f:D(f)CRxX — X,

dann ist insbesondere auch die Losung z: R — X von (1.13) eine Funktion
mit Werten im Banachraum X. Dadurch ergibt sich ein Problem, da bisher
weder die Ableitung z’(t) noch das Integral [ f(s)ds fiir Funktionen mit
Werten in Banachrdaumen definiert sind. Im Prinzip sind diese Begriffe analog
zu den entsprechenden Begriffen aus der Theorie reellwertiger Funktionen
definiert und wir werden uns im Kapitel 2 damit beschéftigen. Der folgende
Beweis des Satzes von Picard, Lindeldf benutzt die Struktur von R nicht und
ist deshalb wortwortlich auf Banachrdume X {ibertragbar. Zunéchst kann
man sich X = R in den Rechnungen vorstellen.
Die Beweisidee besteht darin, die Integralgleichung (1.14) als fiquivalente
Operatorgleichung
Tpox = (1.15)

zu schreiben. Hierbei ist T},, ein Operator auf dem Raum der stetigen Funk-
tionen auf dem Intervall I = [tg — ¢, tp + ¢] mit Werten im Banachraum X,
den wir mit C(I; X) bezeichnen und mit der kanonischen Norm

[fllo == sup [ £ ()l x (1.16)
tel

versehen. Der Raum C(I; X) mit der Norm || - ||o ist ein Banachraum, was
man analog zum Fall reellwertiger Funktionen beweist. Die Konvergenz einer
Funktionenfolge (f,) C C(I; X) beziiglich der Norm || - ||p ist nichts anderes
als die auf I gleichméflige Konvergenz von f, gegen f im Banachraum X.

1.17 Satz (Picard 1890, Lindelsf 1894). Sei X ein Banachraum und sei
Q CR x X fiir gegebene tg € R und pg € X, sowie a,b > 0, definiert durch

Q= {(t,y) ERXX’ [t —tol < a,|ly—pollx <b}.

Ferner sei die stetige Funktion f: QQ — X Lipschitz—stetig bzgl. der zweiten
Variablen, d.h. es gibt Konstanten K , L > 0, so dass fiir alle (t,y1), (t,y2) € Q
gilt:

1.18
17t ) — F(ty)llx < Iy — vellx - (1.18)

Dann gelten folgende Aussagen:

i s emistiert eine eindeutige stetige Losung x(-) von (1.14) im Interva

i) F istiert el imdeuts tetige Lo 1.14) im Int ll
[to — ¢, to + c], mit ¢ = min(a, %), die auch die eindeutige Lisung von
(1.13) ist.
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(ii) Die Folge von Approzimationen (z,(-)), gegeben durch xo(t) := po und

¢
Tpy1(t) ::po—i-/f(s,xn(s)) ds, n=0,1,...
to

konvergiert gleichmdf$ig auf [to — ¢,to + ] gegen die Liosung x(-).

(iii) Sei 0 < d < ¢ gegeben. Dann besitzt (1.14) fiir alle p aus einer geniigend
kleinen Umgebung von py genau eine Lisung x,(-), die auf dem Intervall
[to—d, to+d] definiert ist. Firp — po in X konvergiert x,(-) gleichmdfig
gegen X, (+) auf dem Intervall [to — d,to + d].

1.19 Folgerung. Unter den Voraussetzungen wvon Satz 1.17 setzen wir

k:=1—exp(—Lc) und definieren

x|, = max exp(— Lt —t x(t 1.20
oy o= max exp (= Lit = to]) [o(0)Lx (1.20)

fir () € C([to — ¢, to + ¢|; X). Dann gilt fir alle n € N:

n

|z — 2|1 < 21 — zoll1,

—1—-k

k
||{L‘n+1 - x”l < 1_ % ||xn+1 - anl,
znt1 =2l < kllzn — 21

Beweis (Satz 1.17, Folgerung 1.19). 1. Wir wollen die Integralgleichung
(1.14) in eine Operatorgleichung in C([ty — ¢,to + ¢]; X) umschreiben. Um
allerdings das im Satz behauptete Existenzintervall zu erhalten, miissen wir
den Raum C([tg — ¢, to + ¢]; X) mit einer #quivalenten Norm versehen. Offen-
sichtlich ist durch (1.20) eine weitere Norm auf C([tg — ¢, to + ¢]; X ) gegeben,
die aufgrund der Ungleichungen

exp(=Le) [|fllo < [[fll < I fllo

dquivalent zur Norm || - || ist. Somit ist auch (C([to — ¢, o +¢c]; X), || -]l1) ein
Banachraum.

2. Wir setzen M := {g € C([to—c, to+c]; X) | [lg—pollo < b} und definieren
den Operator T}, durch

Tp: M — (C(lto — e,to + s X), || - 1) : () = y(-), (1.21)
wobei

y(t) = po + /f(s,x(s)) ds.

Um Satz 1.5 anwenden zu kénnen, iiberpriifen wir dessen Voraussetzungen:
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(a) Fiir eine Folge (z,) € M mit z,, — z in (C([to — ¢, o + c]; X), | - [[1) gilt
auch z,, — z in (C([to — ¢,to + ¢J; X),[| - 1) (n — o0), da die beiden
Normen #dquivalent sind. Aufgrund der Definition der Menge M haben
wir

[2n = pollo < b.
Der Grenziibergang n — oo liefert sofort x € M und somit ist M auch
bzgl. (C([to — ¢, to + c]; X), || - ||1) abgeschlossen.
(b) Nach Definition von M gilt ||z(t) — pollx < b fiir alle ¢t € [tg — ¢, to + ],

d.h. z(t) € Q fiir alle t € [tg — ¢,to + ¢]. Also liefern (1.18); und die
Eigenschaften des Integrals (cf. Folgerung 2.1.14)

T, — = a
| Tpo — pollo e

/f(s,x(s)) dsHX

t
< max /dechSb,
te[to—c,to—‘rc]
to

aufgrund der Definition von c. Also bildet der Operator 7},, die Menge
M in sich selbst ab, d.h. T},;: M — M.

(¢) Fiir z,z € M gilt aufgrund von (1.18)5 und der Definition der Norm ||-||1:

[Tpox = Tpo 2|1
t

= max exp(— L[t —to]) H /f(s,x(s)) — f(s,2(s)) dsH

te[t()—c7t0+c] X

to
t

< max exp (— Lt —tol) /L |(s) — 2(s)||x exp (= L|s — to]) x
to
x exp (L|s — to|) ds
t

< L|x-z|1 mtax/exp (L|s — to| = L|t — to|) ds

to
~ Jla — =l max (1 — exp(~LIt o))
<kllz -z,

wobei das letzte Integral separat fiir ¢ > to und ¢ < ¢y berechnet wurde

und die Definition von k = 1 — exp(—Lc) < 1 benutzt wurde. Somit ist
der Operator T),, k—kontraktiv auf M bzgl. (C([to — ¢, to +cJ; X), [ - [l1)-

Aufgrund von Satz 1.5 folgt dann, dass genau ein Fixpunkt x € M existiert,
d.h. = T}, x. Somit ist Teil (i) des Satzes bewiesen.
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3. Die Abschiitzungen der Folgerung 1.19 folgen unmittelbar aus (1.9).
Insbesondere gilt:

n

iy
1—k

len — 21 < o —z1[h =0 (n—00),

da k < 1. Somit erhalten wir die gleichméilige Konvergenz z,, = x (n — o0),
da die Normen || - ||; und || - [jo #quivalent sind, und Konvergenz beziiglich
der Maximumsnorm gleichméflige Konvergenz bedeutet. Damit ist auch Be-
hauptung (ii) bewiesen.

4. Zum Beweis von (iii) gehen wir wie in den Schritten 1-3 vor, wobei
wir das Intervall [tg — ¢, tg 4 ¢| durch das kleinere Intervall [ty — d, to + d]
ersetzen, d.h. wir arbeiten mit dem Raum (C([to — d, to + d}; X), || - [l1). Fiir
x € C([to—d, to+d]; X) und p € X betrachten wir den Operator T}, definiert
durch

t
Tpx:=p+/f(s,x(s)) ds,

auf der Menge M = {g € C([to — d,to + d]; X) | |lg — pollo < b}. Wie in den
Schritten 1—-3 erhalten wir dann, dass fiir p in einer kleinen Umgebung von
po eine eindeutige Losung x,, der Gleichungen

Tyxy = xp

existiert. Fiir jede Folge (p,) € X mit p, — po in X (n — oo) erhal-
ten wir aufgrund der Definition der Operatoren T, bzw. T}, , dass fiir alle
x € C([to — d,to + d]; X) gilt:

HTpnx = Tpozll1 < HTpnx = Tpozllo = lPn — pollx — 0 (n — o0),

wobei wir die Aquivalenz der Normen ||-||; und ||-||o benutzt haben. Aufgrund
von Folgerung 1.12 gilt dann ||z, —p, |1 — 0 (n — 00), und somit auch die
gleichméBige Konvergenz x, = x,, (n — 00).

Damit sind der Satz und die Folgerung bewiesen. ]

1.2 Die Fixpunktsitze von Brouwer und Schauder

Der Banachschen Fixpunktsatz stellt nur geringe Anforderungen an den zu-
grundeliegenden Raum, es geniigt ein vollstdndiger, metrischer Raum, aber es
werden relativ starke Anforderungen an den Operator gestellt, ndamlich des-
sen k-Kontraktivitét. In den Sdtzen von Brouwer (im R™) und Schauder (in
unendlich-dimensionalen Banachriumen) werden nur geringe Anforderungen
an die Operatoren, dafiir aber stiarkere Anforderungen an den zugrundeliegen-
den Raum gestellt. Beide benutzen ein Analogon des folgenden tiefliegenden
topologischen Resultats:



10 1 Fixpunktsitze

Sei B1(0) der abgeschlossene Einheitskreis im R2. Es gibt keine stetige
Abbildung (Retraktion)

R: B;(0) C R?* — 9B,(0),
so dass fiir alle Randpunkte x € 0B1(0) gilt:

Rx==zx.

Man kann sich z.B. vorstellen, man versuchte, eine Gummimembran, die den
ganzen Kreis bedeckt, an den Rand zu ziehen; sie muss auf jeden Fall zerrei-
Ben. Dieses Resultat ist anschaulich klar, aber keineswegs triviall Wenn man
das obige Resultat als gegeben hinnimmt, kann man sich intuitiv klarmachen:

Eine stetige Abbildung A: B1(0) C R? — B;(0) besitzt einen Fiz-
punkt, d.h. es existiert ein x € B1(0) mit Az = x.

»Beweis:* Nehmen wir an, dass fiir alle z € B;(0) gilt Az # x.

Abb. 1

Mithilfe von Abbildung 1 sieht man sofort, dass es dann eine Retraktion

R: B1(0) - 0B1(0): z — Rz

mit Rz = z fiir alle 2 € 9B;1(0) gibt, die aufgrund der Stetigkeit von A
selbst stetig ist. Dies ist aber ein Widerspruch zu obiger Aussage (cf. Beweis
von Satz 2.17). m

Die analoge Aussage in R ist einfach zu beweisen.

2.1 Lemma. Sei f: [a,b] — [a,b] stetig. Dann besitzt f in [a,b] einen Fiz-
punkt.

Beweis. Wir setzen
g(x) = f(z) —x.
Da f das Intervall [a,b] auf sich selbst abbildet, gilt:

fla) > a, und f(b) <b,
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was iibertragen auf g bedeutet:
g(@)=f(a)—a>0, und  g(b) = f(b) ~b<0.
Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann, dass ein x € [a,b] existiert mit

g(xo) =0 = f(z0) — 20,

also ist xy der gesuchte Fixpunkt. [

1.2.1 Der Satz von Brouwer

Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten, den Satz von Brouwer (cf. Satz
2.17) zu beweisen. Durch einen kurzen Ausflug in die Variationsrechnung, die
sich unter anderem mit dem Auffinden von Minima von Energiefunktionalen
beschéftigt, erhdlt man einen einfachen analytischen Beweis.

Sei E(-) ein Energiefunktional der Form!

E(w) := /L(Vw(x),w(x),x) dz, (2.2)

0
wobei £2 ein glattes Gebiet des R? ist und
L:R™IxR™x 2 R

eine gegebene glatte Funktion. Man nennt L die Lagrangefunktion des
Energiefunktionals F(-). Wir werden im Folgenden die Bezeichnung

L:L(P,Z7$) :L(p%vﬂpglv Zla"'vzm7x17~~'7$d)

fiir Matrizen® P = (pt) € R™*%, Vektoren z = (2) € R™ und Punkte
x = (z;) € 2 benutzen.

Sei g : 92 — R™ eine gegebene glatte Funktion. Man sucht nun
das Minimum des Energiefunktionals (2.2) unter allen glatten Funktionen
w: 2 CRY - R™ w=(w!,...,w™), die auf dem Rand 9f2 mit der Funk-
tion g {ibereinstimmen, d.h.

w=g auf 0. (2.3)
! Der Gradient einer vektorwertigen Funktion w = (wh, ..., w™): R — R™ ist
gegeben durch Vw = (9;w")i=1,...,m (cf. (A.12.5)).

j=1,..d

2 Obere Indizes bezeichnen Zeilenindizes. Desweiteren benutzen wir fiir die par-
tiellen Ableitungen der Lagrangefunktion L nach den einzelnen Komponen-
ten der Matrizen bzw. Vektoren die Notation DpL = (L,1,...,Lpm) bzw.

D,L = (L,1,...,L.m).
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Sei nun u = (u',...,u™) ein glattes Minimum von (2.2) unter allen
glatten Funktionen, die (2.3) erfiillen. Dann ist u notwendigerweise die
Losung eines Systems von partiellen Differentialgleichungen, den so genann-
ten Euler—Lagrange—Gleichungen .

Um dies zu beweisen, betrachten wir fiir v = (v!,...,0™) € C§°(£2) die
reellwertige Funktion

i(r):=FE(u+71v), TeR.

Da auch u + 7v die Randbedingungen (2.3) erfiillt und u ein Minimum von
(2.2) ist, muss ¢ im Punkt 0 ein Minimum haben, d.h. ¢'(0) = 0. Die Ableitung
i'(7), die man erste Variation nennt, kann man explizit berechnen. Es gilt:

i(r) = /L(Vu +7Vv,u+7v,z)de (2.4)

und somit

N\
S
I
D

Aus ¢(0) = 0 erhalten wir

d m m
0:/ Z Z Lp?(Vu,u,a?) @vk—i—z L (Vu,u,z)v* dz .

D J=1 k=1 k=1

Da diese Identitét fiir alle v € C§°(£2) gilt, erhalten wir nach partieller In-
tegration, dass ein glattes Minimum u des Energiefunktionals F(-) folgendes
nichtlineare System von partiellen Differentialgleichungen erfiillen muss:

d
=3 0(Lye(Va,u,2)) + L (Vayu,2) =0 in 2, k=1,...,m, (25)
J
j=1

u=g auf 0f2. (2.6)

Das System (2.5) nennt man die dem Energiefunktionals I(-) zugehorigen
Euler—Lagrange—Gleichungen.

Uberraschenderweise ist es interessant, Lagrangefunktionen L zu betrach-
ten, fiir die alle glatten Funktionen eine Losung von (2.5) sind.

2.7 Definition. Die Funktion L heifst Null-Lagrangefunktion, wenn die
zugehdrigen Euler—Lagrange—Gleichungen (2.5) fir alle glatten Funktionen
erfillt sind.
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Null-Lagrangefunktionen spielen eine entscheidende Rolle in der nichtli-
nearen FElastizitdtstheorie und bei der Charakterisierung von schwach folgen-
stetigen Energiefunktionalen F fiir Lagrangefunktionen der Form L(Vu). Fiir
unsere Zwecke besteht die Bedeutung von Null-Lagrangefunktionen darin,
dass der Wert des zugehérigen Energiefunktionals E(w) nur von den Rand-
werten der Funktion w abhéngt.

2.8 Satz. Sei L eine Null-Lagrangefunktion und seien u,u zwei glatte Funk-
tionen mit

u=1u auf 012 . (2.9)
Dann gilt
E(u) = E(u). (2.10)
Beweis. Wir definieren j : [0,1] — R durch
j(r) = E(Tu +(1- T)ﬁ) ,
und erhalten fiir 7 € [0, 1]

Z Lp (tVu+ (1 -7)Vu,7u+ (1 - 7)u,z) (Ouk — 0;u")
k=1

"
OY—
M=~

@
I
-

L« (TVu +(1-=7)Vu,7u+ (1 —7)u, x) (uk — ﬂk) dx

d
( 3 0Ly (rVu+ (1 - 1)V, ru + (1 - 7)8,z))

=1

I
NE
o 1]

=
Il
—

+ L (rVu+ (1 - 7) Vi, 7u + (1 — T)mx))(u’f — ¥y dz =0,

wobei wir im ersten Integral partiell integriert haben, sowie (2.9) und den
Fakt, dass 7u 4+ (1 — 7)u eine Losung der Euler-Lagrange—Gleichungen ist,
benutzt haben. Somit ist j auf [0, 1] konstant und (2.10) folgt sofort. |

Wir benétigen noch folgenden Begriff. Sei A € R4*? eine Matrix. Mit
cof A

bezeichnen wir die Kofaktormatrix, deren (k,i)-ter Eintrag aus der Deter-
minante der (d—1) x (d — 1) Matrix AF besteht, die man durch Streichen der
k—ten Zeile und der i—ten Spalte erhélt, d.h.

(cof A)F .= (=1)"F det AF
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2.11 Lemma. Seiu:R? — R? eine glatte Funktion. Dann gilt
d

D Oi(cof Vu)f =0,  k=1,....d. (2.12)

i=1
Beweis. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass fiir Matrizen P € R%*4
gilt:

(detP)lg =P T (cof P),

wobei |; die d-dimensionale Einheitsmatrix ist, d.h. wir haben fiir 7,57 =
1,...,d

d
(detP)dij = Y pf(cof P)¥. (2.13)
k=1
Daraus folgt fiir ;s = 1,...,d (man wihle j = ¢ = s und nutze die Definition
von cof P)
d
OdetP . . O(cof P)¥
= S (cof PYF 4 ph =75
apr ; kr(cof P)s +pe =0 (2.14)
= (cof P)j .

Wenn man P = Vu = (&;u’”)r 1 d
und dann das Ergebnis iiber j = 1,...,d aufsummiert, erhilt man unter
Benutzung von (2.14) fir i =1,...,d

in (2.13) einsetzt, nach x; differenziert

d d
Z dij(cof Vu)y 0;05u” = Z 9;0;u” (cof Vu)f + 0;u” 9j (cof Vu);‘f .

,rs=1 k,j=1

Dies kann man aber auch als
d d
Z@iuk(zaj(cofVu);?) =0, i=1,....4d, (2.15)
k=1 j=1

schreiben, d.h. der Vektor (Z?Zl 0;(cof Vu)?)kzl

linearen Gleichungssystems ATy = 0, mit A = Vu. In einem Punkt 2z € R?,
fiir den det Vu(zo) # 0 gilt, erhalten wir sofort

d
Zaj(cofVu(xo))j:O, k=1,...,d.

j=1

;4 ist eine Losung des

Falls allerdings det Vu(zg) = 0 in einem Punkt zo € R? gilt, dann wihlen
wir g9 > 0, so dass det(Vu(zg) + elg) # 0 fiir alle 0 < & < go gilt?, und
fithren die obigen Rechnungen fiir u := u + ex aus. Am Ende fithren wir den
Grenziibergang £ — 0 durch und die Behauptung folgt. [

3 Dies ist in der Tat mdoglich, da det(Vu(zo) + € l4) ein Polynom in ¢ ist, also nur
endlich viele Nullstellen haben kann.
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2.16 Satz (Landers 1942, Ball 1976). Die Determinante
L(P)=detP,  PecR™?,

ist eine Null-Lagrangefunktion.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass fiir jede glatte Funktion u : 2 — R? gilt:

> 0i(Ly(Vw) =0, k=1,...d.

Aus (2.14) wissen wir
Ly (Vu) = (cof Va)f, i k=1,....d
und somit ist die Behauptung nichts anderes als Lemma 2.11. [

Bemerkung. Man kann zeigen, dass L(Vu) genau dann eine Null-Lagrange-
funktion ist, wenn es Matrizen B = (b%),C = (¢i) € R¥*? und Konstanten
a,d € R gibt, so dass

d
P)=a+ Y bipi+ Z (cof P); + d det P

7,7=1 1,0=1

Dariiber hinaus sind Energiefunktionale E fiir solche Lagrangefunktionen
schwach folgenstetig in entsprechenden Funktionenrdumen. Ein weiteres Bei-
spiel fiir eine Null-Lagrangefunktion ist

L(P) = tr(P?) — (tx(P))?

Nun kénnen wir den Brouwerschen Fixpunktsatz beweisen.

2.17 Satz (Brouwer 1912). Jede stetige Abbildung einer abgeschlossenen
Kugel des R™ in sich selbst besitzt einen Fixpunkt.

Beweis. Wir betrachten 0.B.d.A die abgeschlossene n—dimensionale Ein-
heitskugel B = B;(0).

1. Als erstes zeigen wir, dass es keine glatte Funktion

w:B — 0B (2.18)
gibt, so dass fiir alle z € 0B gilt
w(z)==x. (2.19)

Nehmen wir an, eine solche Funktion w wiirde existieren. Sei w die identische
Funktion auf B, d.h. w(z) = z fiir alle z € B. Dann gilt w(z) = w(x) fiir
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alle Randpunkte x € dB. Da die Determinante eine Null-Lagrangefunktion
ist (cf. Satz 2.16), liefert Satz 2.8

/det Vwdr = /det Vwdz = vol(B) #0, (2.20)
B B

da det Vw = 1. Aus (2.18) folgt, dass fiir alle z € B gilt |w(z)*> = 1, und
somit erhalten wir durch Differentiation

(Vw)'w=0. (2.21)

Da |w| = 1 gilt, besagt (2.21), dass 0 ein Eigenwert von (Vw(z))" fiir alle
x € B ist. Somit haben wir det Vw(x) = 0 fiir alle z € B, was ein Wider-
spruch zu (2.20) ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

2. Als néchstes zeigen wir, dass es keine stetige Funktion w gibt, die (2.18),
(2.19) erfiillt. Falls w eine solche Funktion ist, setzen wir w durch w(z) = z,
x € R™\ B, auf ganz R™ fort. Dies und (2.18) impliziert, dass fiir alle x € R™
gilt dass |w(z)| > 1, insbesondere w(z) # 0. Sei nun w, := J. * w, wobei
Je, € > 0, der Glattungsoperator ist (cf. Abschnitt A.12.2). Man kann € > 0
so withlen, dass auch fiir w. gilt w.(z) # 0, x € R™. In der Tat existiert ein
solches € > 0, da fiir z € R™ \ B3(0) und € > 0 klein genug gilt:

we(z) = 4) T (jylyw(z — y) dy = 4) L) -y dy =z, (2.22)

wobei wir benutzt haben, dass fBE(O) Je(ly]) dy = 1, sowie dass J:(|y|) eine
radialsymmetrische Funktion und y eine antisymmetrische Funktion ist. Wei-
terhin folgt aus den Eigenschaften des Gliattungsoperator J. (cf. Satz A.12.12
(iv)), dass auf By(0) gilt: J. * w = w (¢ — 0). Hieraus und aus (2.22) folgt,
dass fiir ein geniigend kleines € > 0 und alle z € R™ gilt dass |w.(z)] > 1/2,
insbesondere w.(x) # 0. Dann wiirde aber die glatte Funktion

W(z) = 22

B |we|

(2.18), (2.19) mit B = By(0) erfiillen, was aufgrund von 1. nicht méglich ist.

3. Sei nun A : B — B eine stetige Funktion, die keinen Fixpunkt besitzt.
Wir definieren w : B — 0B dadurch, dass w(z) der Punkt auf dem Rand 0B
ist, der von dem Strahl, der aus A (z) startet und durch x geht, getroffen wird
(cf. Abb. 1, Seite 10). Diese Funktion ist wohldefiniert, da nach Voraussetzung
A(z) # z fir alle x € B gilt. Offensichtlich ist w stetig und erfiillt (2.18),
(2.19). Dies ist ein Widerspruch zu 2. und der Satz ist bewiesen. ]

2.23 Folgerung. Jede stetige Abbildung einer zu einer abgeschlossenen Ku-
gel B C R™ homdomorphen Menge M in sich selbst besitzt einen Fizpunkt.
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Beweis. Sei T: M — M eine stetige Abbildung und h: B C R” — M ein
Homoomorphismus?®, d.h. h und h™' sind stetig, eineindeutig und surjektiv.
Die durch

A:=h'oToh:B— B

definierte Abbildung ist stetig. Somit folgt nach dem Satz von Brouwer die
Existenz eines Fixpunktes xg von A, d.h.

AiL’OZIL'o.

Dies bedeutet aber, dass h™'Thzy = z¢ gilt. Durch Anwendung von h auf
beiden Seiten dieser Gleichung erhalten wir

T(h(zo)) = h(zo),
d.h. h(zg) ist der gesuchte Fixpunkt von T. |
Beispiel. Beispiele von zu abgeschlossenen Kugeln homéomorphen Mengen

sind nichtleere, konvexe, kompakte Mengen im R", sowie nichtleere, kompakte
Mengen im R™, die sternférmig bzgl. einer abgeschlossenen Kugel sind.

Nichtlineare Gleichungssysteme

Als erste Anwendung des Brouwerschen Fixpunktsatzes betrachten wir
folgendes System von nichtlinearen Gleichungen

g'(x) =0, zeR", i=1,...,n, (2.24)

wobei g': R® — R, i = 1,...,n, stetige, nichtlineare Funktionen sind, die
folgender Bedingung geniigen:

dR>0: z:g’(ﬂz:)xZ >0 Vo mit |z| = R. (2.25)
i=1

2.26 Lemma. Seien ¢': R" — R, i = 1,...,n, stetige Funktionen, die der
Bedingung (2.25) geniigen. Dann existiert eine Lidsung xo von (2.24) mit

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass das
System (2.24) keine Losung in Br(0) C R™ habe. Fiir g := (¢%,...,¢")
definieren wir

f(z):=-R ) i=1,...

g(2)]
Da |g(x)| > 0 fiir alle z € Bg(0) gilt, ist f = (f',..., f*) wohldefiniert, stetig
und bildet die abgeschlossene Kugel Br(0) des R™ in sich selbst ab. Somit

.

4 Wir benutzen hier auch fiir die Abbildung h: B ¢ R®™ — M die Vektor-
schreibweise, obwohl es keine Abbildung in den R" ist, da die inverse Abbildung
h™': M — B in den R" abbildet.
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folgt mit dem Satz von Brouwer die Existenz eines Fixpunktes z* von f in
Bgr(0), d.h.

x* = f(x¥)
Daraus ergibt sich
l2*| = R,
denn |z*| = |f(z*)| = | — R%ﬁ:m = R. Damit gilt aufgrund der Bedingung

(2.25)

03 e = -3 st o B
=1
B Rlg@) <o,

Dies ist ein Widerspruch, also muss es eine Losung des Systems von Glei-
chungen (2.24) in Br(0) geben. |

Wir wollen nun zeigen, dass auch nichtlineare Ungleichungen mithilfe des
Brouwerschen Fixpunktsatzes behandelt werden kénnen. Dieses Problem tritt
spéter bei der Untersuchung von mazimal monotonen Operatoren auf (cf.
Abschnitt 3.3).

2.27 Lemma (Debrunner, Flor 1964). Sei X ein Banachraum mit Dual-
raum X* und set K C X eine konvexe, kompakte, nichtleere Teilmenge von
X. Ferner sei M C K x X* eine monotone Teilmenge, d.h. fir alle

(’U,f)v (w,g) e M gilt:
<f_g,U_UJ>X Z 0. (228)

Dann existiert fiir alle stetigen Operatoren T: K C X — X™* eine Losung
u € K von
(f —Tu,v—u)x >0, Y(v,f) e M. (2.29)

Wir wollen die Aussage des Lemmas am Beispiel X = R = X* zuniichst
illustrieren. Sei K = [a,b] und ¢: [a,b] — R eine monoton wachsende Funk-
tion. Der Graph von ¢

M = G(p) :={(z,¢(x)) € R?*|z € [a,b]}
ist eine monotone Menge, denn fiir alle z,y € [a, b] gilt:
(e(@) — o) (z —y) = 0.

Lemma 2.27 besagt dann, dass fiir alle stetigen Funktionen T': [a,b] — R eine
Losung u € [a, b] von

(cp(x) — T(u))(az —u) >0, x € |a,b]
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existiert. In Abhéngigkeit von den konkreten Funktionen ¢ und T ist die
Losung entweder einer der Randpunkte des Intervalls [a,b] oder ein Schnitt-
punkt der beiden Graphen. Als konkretes Beispiel kann man betrachten:
o) = v+ 2, T(x) = 2% und [a,b] = [-3,0] bzw. [a,b] = [0,3] bzw.
[a,b] = [0.5,1.5] bzw. [a,b] = [-6,—3].

Beweis (Lemma 2.27). Angenommen, (2.29) habe keine Losung. Wir defi-
nieren fiir v € X und f € X*

U, f)={ue KCX|(f—Tu,v—u)x <0}.

Die Menge U (v, f) ist offen, denn fiir gegebene v € X und f € X* ist die
Abbildung u +— (f — Tu,v — u)x stetig. Das Problem (2.29) hat aufgrund
unserer Annahme keine Losung und somit gilt:

K< |J Uwpn.

(v,f)eM

Da die Menge K kompakt ist, existiert eine endliche Uberdeckung, d.h. es
existieren (v;, f;) € M, i=1,...,m, so dass

K C Ulvi, fi) -

—

Il
_

3

Zu dieser Uberdeckung gibt es eine Zerlegung der Eins (cf. Satz A.1.4, Beweis
Satz 2.37), d.h. es existieren stetige Abbildungen A;: X — R, 0 < X\;(u) <1,
mit supp \; C U(v;, fi), so dass fiir alle u € K gilt:

> Ni(u)=1. (2.30)
i=1
Sei nun K die konvexe Hiille der v;, i = 1,...,m, d.h. K1 = co(vi,...,vm).

Wie man sich leicht iiberlegt, ist K1 C X abgeschlossen. Fiir u € K7 definie-
ren wir

Die Abbildung p: K; — K7 ist stetig, dim K; < oo, und K7 ist homdomorph
zu einer abgeschlossenen Kugel des R4™ X1 Folgerung 2.23 sichert somit die
Existenz eines Fixpunktes der Abbildung p, d.h.

Ju* € Ky mit  p(u*) =u*.
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Wir setzen fir¢,5 =1,...,m

Dann gilt:

+ (fi —Tu*,vj)x +(fj — Tu,vj—u*>x
_<fJ Tu* UJ>X+<f] Tu* 7'Ui>X
=i+ Ajj = (fi = fivi —vj)x
<A+ A4y,

(2.31)

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass (v;, f;) € M und M eine mo-
notone Menge ist (cf. (2.28)). Mithilfe von p(u*) = u*, der Definition von p
und ¢ und der Eigenschaft (2.30) der Zerlegung der Eins erhalten wir

0= (q(u*) = Tu*, pu*) —u")x

= Z)\l(u*)fz fTu*,Z)\j(u*)vj u*>
X = X

i,j=1 (2.32)

= 3 NN ()5 (A + A)
< 30 M) (A + Ayy),

wobei auch die Symmetrie der Matrix mit den Eintrégen A;(u*)\;(u*) und
(2.31) benutzt wurden. Aufgrund der Eigenschaften der Zerlegung der Eins
haben wir X\;(u*)A;(uw*) > 0, 4,5 = 1,...,m. Fir alle Indices 4,7 mit
Ai(u*)A;(u*) > 0, folgt aus den Eigenschaften der Zerlegung der Eins:

u* € U(Ui, fz) N U(Uj, f]) .
Aufgrund der Konstruktion von U(v, f) muss dann gelten:
Ay < 0 und Ajj <0,

und somit sind die zugehérigen Summanden in (2.32) negativ. Es ergibt sich
also aus (2.32) der Widerspruch 0 < 0, da alle anderen Summanden mit
Ai(w*)A; (u*) = 0 wegfallen. Wir haben also bewiesen:

Ai(u*) =0 i=1,...,m.
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Da aber u* € K; C K gilt, gibt es aufgrund der Eigenschaften der Zerlegung
der Eins einen Index ip mit A;,(u*) > 0. Dies ist ein Widerspruch, also
existiert eine Losung des Problems (2.29). |

1.2.2 Kompakte Operatoren

Wenn wir den Satz von Brouwer auf unendlich-dimensionale Banachriume X
iibertragen wollen, erkennen wir folgendes Problem: Die abgeschlossene Ein-
heitskugel B;(0) in X ist nicht kompakt, was im R? gilt, und im Beweis des
Satzes von Brouwer eine wichtige, wenn auch sehr versteckte, Rolle gespielt
hat. Das folgende Gegenbeispiel zeigt, dass selbst in separablen Hilbertraum-
en die Analogie von Satz 2.17 nicht gilt.

2.33 Satz (Kakutani 1943). Sei H ein unendlich—dimensionaler separa-
bler Hilbertraum. Dann gibt es eine stetige Abbildung f: H — H, die die
abgeschlossene Einheitskugel in sich selbst abbildet und keinen Fizpunkt be-
sitzt.

Beweis. Wir schreiben wieder abkiirzend B = By (0). Sei (yn)nez eine Or-
thonormalbasis von H, d.h. fiir alle n,m € Z gilt: (Yn,Ym) = Onm. Wir
definieren die Abbildung U, indem wir die Wirkung auf die Basisvektoren
angeben, d.h. wir setzen fiir alle n € Z

U:H — H:yp > Ynt1-
Da jedes z € H beziiglich der Orthonormalbasis eine Darstellung
oo
T = Z QY ,
i=—00

mit Y oo |a;|? < oo, besitzt, konnen wir die Abbildung U auf beliebige
Elemente x € H erweitern durch:

U)= Y ais1. (2.34)
Offensichtlich ist U: H — H linear und beschriankt, d.h. insbesondere stetig,
und bildet die Mengen S, = {z € H||jz|| = r}, 0 < r < oo, in sich selbst
ab, wie man mit Hilfe der Darstellung (2.34) einfach nachrechnen kann. Wir
betrachten nun

1
F@) =5 (1= )y + ).
Offensichtlich ist f stetig und bildet die Kugel B in sich selbst ab. In der Tat
gilt fiir ||z|| < 1:

7@ < 51~ el ol + UG = 3 (1~ llel) + 2 <1,

wobel [|yp]] = 1 und ||U(z)|| = ||z|| benutzt wurden. Wir nehmen nun an,
dass f in B einen Fixpunkt hat, d.h. es existiert ein ¢ € B mit f(z) = zo.
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Dies kann man auch schreiben als

1
20— Ulwo) = 5 (1= llzol)) o (2.35)
Es sind drei Falle zu unterscheiden:
1. 29 = 0: Dann folgt aus (2.35)
o1
- 2 Yo,

was nicht méglich ist, da yo ein Basisvektor ist.
2. ||lzo]| = 1: Aus (2.35) erhalten wir
To = U(l‘o) .

Fir xo = >, ouy mit Y, |o;]> = 1 konnen wir dies mithilfe von

(2.34) umschreiben als:
o0 oo
Z QiYi = Z QiYit1 -
1=—00 1=—00

Wir bilden nun das Skalarprodukt mit y;, j € Z und erhalten aufgrund
der Eigenschaften der Orthonormalbasis

;= Q1 Vj ez,

d.h. alle o sind gleich, und somit ergibt sich der Widerspruch

Z\aj|2:oo7é1.

JEZL

3. 0 < ||woll < 1: Sei wg = ¥,y i, wobei ;o |ovi|* < 1 gelten muss. Dies
eingesetzt im (2.35) ergibt aber:

Z(ai — 1)y =

€L

(1= lloll) %o »

M| —

woraus folgt

a0 — a1 = 5(1 = [zl >0,
o= o1, i#0.
Insgesamt ergibt sich also
g =a1<=01...,
und somit Y, |o;|* = oo, was ein Widerspruch ist.

In allen der drei moéglichen Fille tritt ein Widerspruch auf, d.h. die Annahme
muss falsch sein. Also hat f keinen Fixpunkt. ]
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Aus diesem Gegenbeispiel lernen wir, dass in unendlich-dimensionalen
Banachrdumen stetige Abbildungen nicht unbedingt einen Fixpunkt haben
miissen. Es ist also notwendig, stidrkere Forderungen an die Abbildungen
zu stellen. Dazu betrachten wir folgenden Ansatz: Wir untersuchen solche
Operatoren, die durch ,endlich-dimensionale“ Operatoren angenihert wer-
den kénnen, und versuchen, den Satz von Brouwer auf diese anzuwenden. Zur
Umsetzung dieser Idee bendtigen wir folgende Definition:

2.36 Definition. Sei T: M C X — Y, wobei X, Y normierte Vektorriume

sind. Der Operator T heifit kompakt, wenn gilt:

(i) T ist stetig,

(ii) T bildet beschrinkte Mengen B C M in relativ kompakte Mengen ab, d.h.
T(B) ist kompakt.

Beispiel. Das klassische Beispiel eines linearen, kompakten Operators ist ein
Integraloperator mit Kern aus L2. Sei £2 C R? ein beschrinktes Gebiet und
K € L*(2 x ) ein Integralkern. Der Integraloperator A: L?(2) — L*(12)
ist dann definiert durch

Au(z) = / K(z,y) u(y) dy.
0

Mithilfe eines Approximationsargumentes, des Satzes von Arzela—Ascoli (cf.
A.12.4) und der Abgeschlossenheit der Menge der kompakten Operatoren
beziiglich der Operatornorm kann man zeigen, dass A kompakt ist (cf. [2,
3.13, 8.15)).

Bemerkungen. (i) Die Definition kompakter Mengen und damit zusammen-
héingende Begriffe und Resultate finden sich im Appendix in den Abschnit-
ten A.1 und A.2. Insbesondere sind die Begriffe kompakt, folgenkompakt und
prikompakt in Banachrdumen dquivalent (cf. Satz A.2.1).

(ii) Wir erinnern daran, dass in endlich-dimensionalen normierten Vek-
torrdumen eine Menge M genau dann kompakt ist, wenn M abgeschlossen
und beschriinkt ist. Aufgrund dieser Aquivalenz iiberlegt man sich leicht fol-
gende Aussage: Seien X,Y normierten Vektorriume. Dann ist ein Operator
T: M C X — Y kompakt, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) dimY < oo und T ist stetig und beschrinkt.
(b) dim X < oo, T ist stetig und M ist abgeschlossen.

Der folgende Satz zeigt, in welchem Sinne kompakte Operatoren durch
»endlich—dimensionale* Operatoren angenéhert werden kdnnen.

2.37 Satz. Seien X und Y Banachriume, M C X eine nichtleere, be-
schrinkte Teilmenge und T: M —'Y ein Operator. Dann sind dquivalent:
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(i) T ist kompakt.

(ii) Fir alle n € N existiert ein kompakter Operator P,: M — Y, dessen
Bildbereich R(P,,) in einem endlich—dimensionalen Teilraum von'Y liegt.
Die Operatoren P, approzimieren den Operator T gleichmdf$ig auf M,
d.h. fir alle x € M und alle n € N gilt:

1
|Prx — Tx|ly < - (2.38)

Beweis. (i) = (i): Wir zeigen zuniichst, dass T stetig ist. Sei n € N beliebig,
aber fest. Dann gilt fiir alle z,y € M:

[Tz —Tylly < ||Tx — Puzlly + [|Paz — Puylly + |Poy — Tylly
1 1
< =+ ||Pox — Poylly + — (2.39)
n n

<

Y

Slw

falls ||z — y||x klein genug ist. Hierbei wurde benutzt, dass der Operator P,
fiir festes n stetig ist. Da n € N beliebig war, ist der Operator T stetig. Um
die relative Kompaktheit von T'(M) nachzuweisen, zeigen wir die Existenz
eines endlichen 3-Netzes (cf. Satz A.2.1). Aus (2.39) folgt fiir alle z,y € M

2
1Tz = Tylly < — +[1Paz = Puylly - (2.40)

Da M beschrénkt ist und P,, kompakt ist, gibt es x1,...,xxy € M mit
N
Po(M) C | B1(Pas)
i=1

d.h. fiir alle y € M existiert ein Index ¢ € {1,..., N}, mit
1
||Pny — Pna?iHy < —.
n

Zusammen mit (2.40) ergibt sich daraus, dass fiir alle y € M ein Index
i€ {l,..., N} existiert mit

3
Tz — Ty|ly < —,
n

d.h. T (M) besitzt ein endliches 2—Netz. Also ist der Operator T' kompakt.

(i) = (ii): Sei T kompakt und n € N gegeben. Da M beschrénkt ist, ist
T(M) relativ kompakt und es existiert ein endliches 1—Netz (cf. Satz A.2.1),
d.h.

Jz;eMii=1,....N:  T(M)C|JBai(Tx). (2.41)
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Wir setzen y; := Tx;,i = 1,..., N, und konstruieren eine Zerlegung der Eins.
Firi=1,..., N definieren wir Funktionen a; : M — R durch

1
a;(z) := max (E - HTx—yiHy,O), (2.42)

welche folgende Eigenschaften haben:

(a) Die Funktionen a;, ¢ = 1,..., N, sind stetig, denn T ist stetig und das
Maximum zweier stetiger Funktionen ist stetig.

(b) Aus (2.42) folgt, dass fiir alle x € M gilt: a;(z) > 0.

(c) Fiir alle 2 € M gilt wegen der Uberdeckungseigenschaft (2.41) der y;:

N
Zai(x) >0.
i=1

(d) Aus (2.42) folgt, dass a;(x) > 0 die Ungleichung || Tz — y;||y < + impli-
ziert.

Wegen (c) kénnen wir nun fiir ¢ = 1,..., N definieren

Ai(z) = ai(a:)(ﬁ:aj(a?))l (2.43)

und erhalten, dass \;,7 = 1,..., N, die gewiinschte Zerlegung der Eins ist,
denn es gilt:

(o) Aufgrund von (a) und (c) sind die Funktionen A;, i = 1,..., N, stetig.
(8) Offensichtlich gilt aufgrund von (2.43) fir alle z € M: 0 < \; <1.

N
(v) Aufgrund von (2.43) haben wir fiir alle x € M: > \(x) =1 .

=1
1
(6) Aus \i(x) > 0 folgt |Tx — yilly < -
Nun setzen wir M,, = co(y1,...,yn) C span(yi,...,yn) und definieren den
so genannten Schauderoperator P,: M — M, durch:

N
Po(z) =Y Xi(x)y:. (2.44)
i=1

Wir zeigen, dass P,, die gewiinschten Approximationseigenschaften hat. Auf-
grund von (), der Definition der P, und (§) gilt:

N
|Poz = Tally = || Poz = > Ni(x) Tz,

=t (2.45)

1

n .

N
<D Xi@)lys — Tally <
i=1
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Aus (2.44) folgt, dass R(P,,) C span(ys, . ..,yn) gilt, d.h. der Bildbereich von
P, liegt in einem endlich-dimensionalen Teilraum von Y. Die Menge P, (M)
und somit auch P, (M) ist beschriankt, denn mit Hilfe von (2.45) folgt

1
| Poz|| < ||Pox — Tz|| + || Tx|| < " e,

da T kompakt ist und somit T'(M) beschrankt ist (cf. Satz A.2.1). Also
erhalten wir, dass die Menge P, (M) relativ kompakt ist. Aufgrund von (2.44)
und () ist P, stetig. Insgesamt ist also P, ein kompakter Operator. ]

1.2.3 Der Satz von Schauder

2.46 Satz (Schauder 1930). Sei T: M C X — M stetig, wobei X ein
Banachraum ist und M eine nichtleere, konvere, kompakte Teilmenge. Dann
besitzt T einen Fizpunkt.

Beweis. Der Operator T ist kompakt, da T(M) C M als abgeschlossene
Teilmenge einer kompakten Menge selbst auch kompakt ist. Nach dem Beweis
von Satz 2.37 existieren daher kompakte Operatoren P,: M — M, wobei
M, =co(y1,...,yn) € M, N = N(n), so dass fiir alle z € M gilt:

| Pz — Ta| < (2.47)

S|

Wir setzen _

Die Menge M,, ist abgeschlossen und homoomorph zur abgeschlossenen Kugel

B;(0) im RN N < N. Der Operator P, bildet die Menge M, in sich selbst
ab. Also hefert Folgerung 2.23 die Existenz von Fixpunkten x,, € M,,, d.h.

Bozn = . (2.48)
Fiir die Folge der Fixpunkte (z,,) gilt:
T, € M, C M.

Da M kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge, die wir wieder mit (x,,)
bezeichnen, d.h. es existiert x € M mit z,, — = (n — o0). Wir zeigen nun,
dass dieses = der gesuchte Fixpunkt von T ist. Unter Benutzung von (2.48)
erhalten wir:

[Tz — zn|| = T2 — Py
<\ Tz = Tan| + ||T#n — Poan|| = 0 (n — o),

aufgrund der Stetigkeit von T' und der gleichméfligen Approximationseigen-
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schaft (2.47) der P,. Somit ergibt sich
Tr ==z,

d.h. z ist ein Fixpunkt von T [

Wir wollen noch eine alternative Version des Satzes von Schauder bewei-
sen, die hdufiger benutzt wird. In der Praxis ist es ndmlich oft leichter, die
Kompaktheit eines Operators zu zeigen als die Kompaktheit einer Teilmenge
eines unendlich—dimensionalen Banachraumes. Dafiir benétigen wir folgendes
Lemma.

2.49 Lemma (Mazur 1930). Sei X ein Banachraum und M C X relativ
kompakt. Dann ist auch co(M) relativ kompakt.

Beweis. Sei € > 0 vorgegeben. Da M relativ kompakt ist, existiert ein

endliches §-Netz, d.h. es existieren z1,...,2, € M, so dass fiir alle z € M
ein j € {1,...,n} existiert mit
€
|z — 2| < 7 (2.50)
Dies erlaubt es uns, eine Funktion v : M — {1,...,n} durch folgende Vor-

schrift zu definieren:

v(r) =j,
wobei j der kleinste Index ist fiir den (2.50) gilt. Nach Definition von
co(M) gibt es fiir alle y € co(M) eine Darstellung y = Y ." | a; y;, wobei
m=m(y) €N, a; €[0,1],y;, € M,i=1,...,mund X" | a; = 1. Aufgrund
dieser Darstellung und der Definition von v erhalten wir

m m m €
Hy - Zaizv(yi) = H Zai(yi - Zv(yi))H < ZaiHyz‘ — 2ol < 5-
i=1 i=1 i=1
Da Y ", QiZy(y,) € K := co(z1,. .., z,) gilt, haben wir gezeigt:
co(M) C | J Bs(x). (2.51)

zeK

Wir betrachten nun die Funktion
n
P:[0,1]" = X : (aq,...,0p) — Zaizi,
i=1

die offensichtlich stetig ist. Fiir die Restriktion der Funktion ¢ auf die Men-
ge A= {(a1,...,a,) € [0,1]"| X0 o = 1} gilt ¥(A) = K. Somit ist K
das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung, also selbst
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kompakt, d.h.
N
Iky,....ky € K: K C|JBs(ki). (2.52)
i=1
Aus (2.51) und (2.52) folgt dann insgesamt
N
co(M) C | J B:(ki),
i=1

d.h. co(M) besitzt ein endliches e-Netz. Also ist co(M) relativ kompakt. m

2.53 Folgerung (Schauder). Sei T: M C X — M ein kompakter Ope-
rator, wobei X ein Banachraum ist, und M eine nichtleere, abgeschlossene,
beschrinkte, konvere Teilmenge von X ist. Dann besitzt T einen Fizpunkt.

Beweis. Sei N = co(T(M)) C M. Wir iiberpriifen die Voraussetzungen von
Satz 2.46. Nach Lemma 2.49 ist die Menge N kompakt, konvex und nichtleer.
Der Operator T ist stetig, denn T ist kompakt. Weiter bildet T' die Menge
N in sich selbst ab, denn es gilt:

NCM = T(N)CT(M) = T(N)Cco(T(N))Cco(T(M))=N.

Damit folgt nach Satz 2.46, dass T einen Fixpunkt besitzt. [

1.2.4 Anwendung auf Differentialgleichungen

Wir betrachten zuerst noch einmal die gewohnliche Differentialgleichung

(1) = f(t,2(1),

2(to) = 9o, (2.54)

wobei wir diesmal nur voraussetzen, dass f: @Q — R stetig ist, und nicht, wie
beim Satz von Picard—Lindelof, Lipschitz—stetig.

2.55 Satz (Peano 1980). Seien tg,yo € R und a,b > 0 gegeben und sei

Q={(t,y) eR*||t —to| < a,ly — yo| < b}.

Die Funktion f: @Q — R sei stetig, d.h. insbesondere, dass ein K > 0 existiert,
so dass fiir alle (t,y) € Q gilt:

If(t,y) < K.

Dann hat das Anfangswertproblem (2.54) eine stetig differenzierbare Losung
x(+), die im Intervall [to — ¢, to + ], mit ¢ = min(a, &), definiert ist.
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Beweis. Da f stetig ist, ist die Differentialgleichung (2.54) dquivalent zur
Integralgleichung

z(t) = yo + / f(s,2(s))ds.

Um diese zu lésen, versehen wir den Raum X = C([tp — ¢, to + ¢];R) mit der
Norm ||z|lp =  max | |z(t)| und definieren den Operator T: M C X — X

te [tg —c,to+c
durch

(Tz) (t) :==yo + /f(S,x(s)) ds.

Das Anfangswertproblem (2.54) ist also dquivalent zu folgendem Fixpunkt-
problem:
Tr=u=x, reM,
mit
M ={z € X||lz —yollo < }.

Die Menge M ist nichtleer, konvex, abgeschlossen und beschrénkt. Analog
zum Beweis vom Satz von Picard-Lindel6f kann man zeigen, dass der Ope-
rator T' die Menge M in sich selbst abbildet. Es ist noch zu zeigen, dass
T kompakt ist. Dazu verwenden wir den Satz von Arzela—Ascoli. Fiir alle
t€fto—cto+cund x € M gilt:

(2) (0] < ool + [ |£s,2(5))|ds

< |y0‘+CK7

d.h. T (M) ist gleichmé#Big beschrénkt. Weiter gilt fiir alle ¢1,t2 € [to—c, to+¢]
und x € M:

to
(T2 () = (T) ()] < [ [7(s,(6))| ds < Klta — ]
ty
d.h. T(M) ist gleichgradig stetig. Der Satz von Arzela—Ascoli (cf. Satz A.12.4)
liefert also, dass T'(M) relativ kompakt in C([tg — ¢, tg + ¢]; R) ist. Es bleibt
noch zu zeigen, dass T stetig ist: Konvergiere x,, — x (n — 00) bzgl. der
Norm in X, d.h. x,, konvergiert gleichmiflig gegen x auf [ty — ¢, tg + ¢]. Dann
haben wir

[(Tzn) (t) = (T) (#)] §/|f(87$n(8)) — f(s,(5))| ds

<ceg,
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da f auf @ gleichmiBlig stetig ist und |t — | < ¢. Nach Folgerung 2.53 folgt
dann: Es gibt einen Fixpunkt von T, d.h. eine Lésung von (2.54). Aus der
Differentialgleichung (2.54) folgt sofort, dass die Losung x stetig differenzier-
bar ist, da f stetig ist. [

Wir betrachten nun die nichtlineare partielle Differentialgleichung

—Au = f(u) in 2,

2.
u=0 auf 042, (2.56)

wobei (2 ein beschriinktes glattes Gebiet des R? ist, f: R — R eine gegebene
Funktion und der Laplace—Operator durch

d
Ay = Z 02 u
i=1

definiert ist.

2.57 Satz. Sei (2 ein beschrinktes glattes Gebiet des R und f € C°(R)
eine gegebene, beschrinkte Funktion. Dann besitzt das Problem (2.56) eine
schwache Lésung u € Wol’z(ﬂ), d.h. fiir alle ¢ € W01’2(Q) gilt die schwache
Formulierung: ®

/Vu~Vg0dx: /f(u)godac. (2.58)
1) 1)
Beweis. Durch

[w, ] := /Vu -Vepdz, u,p € Wy (£2), (2.59)
2

ist eine beschrinkte, koerzive Bilinearform auf dem Hilbertraum WO1 2(02)
definiert, d.h. fiir alle u, o € Wy*(£2) gilt:

. 41] < o Ny 2@l

] > 1 [l 1

Dies sieht man leicht mithilfe der Holder—Ungleichung (cf. (A.12.11)) und der
Definition der Norm in W,"*(£2) (cf. Abschnitt A.12.3), bzw. durch Einsetzen
von ¢ = u in (2.59) und mithilfe der Aquivalenz der Normen ||V - ||z2(0)
und | - [|z2¢2) + IV - |22 () auf Wy ?(£2) (cf. (A.12.26)). Fiir g € L2(£2) ist
offensichtlich durch

G(y) :!gcpdx,

® Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren a = (a',...,a%),b = (b*,...,b%) € R?

benutzen wir die Bezeichnung a- b := Zle alt'.
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cin beschriinktes lineares Funktional auf W, *(£2) gegeben. Nach dem Lemma
von Lax-Milgram (cf. Lemma A.10.4) besitzt somit das Randwertproblem fiir
die Laplace—Gleichung

—Av=g in 2,

2.60
v=20 auf 012, ( )

fiir alle g € L2(£2) genau eine schwache Lésung v € W, '?(£2), d.h. fiir alle
© € W) 2(02) gilt die schwache Formulierung:

[v, ¢] :/VU-V@dx:/gwdx:G(ga). (2.61)
Q Q

Deshalb kénnen wir einen Losungsoperator durch
B:=(-A)"t: g (2.62)

definieren. Der Operator B ist kompakt, wenn man ihn als Operator von
L2(£2) nach L?(£2) auffasst, und stetig als Operator von L?(£2) nach Wy*(£2).
In der Tat, wenn wir in (2.61) ¢ = v wihlen, erhalten wir mithilfe der Holder—
Ungleichung (cf. (A.12.11)) und der Poincaré-Ungleichung (cf. Satz A.12.25)

IVollze < llgllzz vl 22
< cllglle2lIVollz> -

Dies liefert die apriori Abschitzung
[VollLz < cllgllzz - (2.63)

Wenn wir nun wieder die obige Aquivalenz der Normen und die Definition
des Losungsoperators benutzen, erhalten wir

IBgllya= < cllgllzz,
Wo gl (2.64)

1BgllL> < cllgllLe

wobei die zweite Ungleichung sofort aus der ersten folgt. Aus (2.64) folgt,
dass sowohl B: L?(£2) — W,?(£2) als auch B: L?(£2) — L?(£2) stetig sind,
da B linear und beschrinkt ist. Weiterhin erhalten wir aus (2.64)2, dass B
beschriinkte Mengen in L?(§2) in beschrinkte Mengen in W,**(£2) abbildet,
was zusammen mit der kompakten Einbettung Wy'?(£2) << L?(£2) (cf. Satz
A.12.24) liefert, dass B: L?(§2) — L*(£2) kompakt ist.
Die schwache Formulierung (2.58) des Problems (2.56) ist nun dquivalent
zum Fixpunktproblem
Tu =u, (2.65)

wobei T': L%(£2) — L?(£2) definiert ist durch
Tu:= B(f(u)).
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Der Operator T' ist wohldefiniert, da auf Grund der Voraussetzungen an f
fiir alle u € L2(£2) gilt:

1f()llz2(2) < 1212 fllzoe ) -

Dies und (2.64) liefern

HTu||W01*2(Q) <c Hf”Loo(R) =iC2. (2.66)
Also bildet T' die abgeschlossene Kugel B, (0) des L?(2) in die abgeschlossene
Kugel B., (0) des W,*(£2) ab. Somit ist der Bildbereich R(T') relativ kompakt
in L2(£2) aufgrund der kompakten Einbettung W, *(£2) << L2(£2) (cf. Satz
A.12.24). Der Operator T ist auch stetig. In der Tat, aus u, — u (n — o0)
in L?(92) folgt fiir eine Teilfolge wu,, (z) — u(x) (k — oo) fast iiberall in §2.
Da B linear ist, erhalten wir aus (2.64)

[ Tun,, — TullLz = | B(f(un,) = f()llz2 < cllf (un,) = f(u)llz2 -

Die rechte Seite konvergiert gegen Null aufgrund des Satzes von Lebesgue
iiber die majorisierte Konvergenz (cf. Satz A.11.12). Dies gilt jedoch fiir je-
de fast iiberall konvergente Teilfolge von (u,) und somit auch fiir die ge-
samte Folge (cf. Lemma 3.0.3). Insgesamt ist also 7': L*(£2) — L?({2) ein
kompakter Operator, der die abgeschlossene Kugel B, (0) des L?({2) in sich
selbst abbildet. Folgerung 2.53 liefert sofort die Existenz eines Fixpunktes
u € B, (0) C L*(2) von T. Aufgrund von (2.65) und (2.66) erhalten wir,
dass der Fixpunkt u in VVO1 ’2((2) liegt und, aufgrund der Definition von T
bzw. B, die schwache Formulierung (2.58) erfiillt. |

Bemerkung. Die Behauptung des Satzes kann leicht auf den Fall einer ste-
tigen Funktion f: R — R mit

[f(@)] < e(1+]z]%),

mit 0 < a < 1, erweitert werden. Um eine Analogie von (2.66) zu erhalten,
muss man 0 < « < 1 und die Young—Ungleichung (cf. Abschnitt A.12.2)
benutzen.



2 Integration und Differentiation in
Banachridumen

Ziel dieses Kapitels ist es, die Integrations- und Differentiationstheorie reeller
vektorwertiger Funktionen f: 2 C R — R™ auf Funktionen

f:02C RY - X ,
mit Werten in einem Banachraum X zu erweitern. Insbesondere werden das
Lebesgue-Integral [, f'(x)dx, i = 1,...,m, mit £ = (f',...,f™), die par-
tiellen Ableitungen 2'77”.@), i=1,...,m, 7 = 1,...,d, und das Differential
J
Df(z) verallgemeinert. Das Vorgehen in Falle von Funktionen mit Werten
in Banachriumen ist analog zum Fall reeller vektorwertiger Funktionen. Alle
Satze und Resultate, die wir kennenlernen werden, haben eine Entsprechung

in der Theorie reeller Funktionen, aber an manchen Stellen muss man auf-
passen!

2.1 Bochner—Integrale

Der Einfachheit halber und in Hinblick auf die Anwendung auf Evolutions-
probleme betrachten wir nur Funktionen

f:85—X,
mit Lebesgue—messbarem eindimensionalem Definitionsbereich
SCR,

und beschrinken uns auf den Fall, dass X ein reflexiver reeller Banachraum
ist. Diese Voraussetzungen gelten fiir den gesamten Abschnitt. Im Folgendem
bezeichnen wir das Lebesgue Maf einer Lebesgue-messbaren Menge A C R
mit p(A) (cf. Abschnitt A.11).

1.1 Definition. FEine Funktion f: S — X heifst Treppenfunktion, wenn
sie sich schreiben ldsst als

IOEDIPTACES
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wobei x; € X, 1 =1,....n, und B; C S C R, ¢ = 1,...,n, Lebesque-
messbare Mengen sind, fir die gilt: u(B;) < oo, B; N Bj = 0 fir i # j. Die
charakteristische Funktion xp ist definiert durch

0, s¢ B,
XB(S):{l siB.

1.2 Definition. Fir eine Treppenfunktion f definieren wir das Bochner—
Integral durch

JECEES WISES

% i=1

Bemerkung. Man beachte, dass das Bochner-Integral fs f(s)ds ein Ele-
ment des Banachraumes X ist.

In der Lebesgue Theorie reellwertiger Funktionen kann man zeigen, dass
eine Funktion genau dann messbar ist, wenn sie der punktweise Grenzwert
einer Folge von Treppenfunktionen ist. Weiterhin kann man das Lebesgue In-
tegral einer nichtnegativen reellen Funktion als den Grenzwert von Integralen
einer geeigneten Folge von Treppenfunktionen charakterisieren (cf. Abschnitt
A.11, [2, Anhang 1], [10, Kapitel 1]). Im Falle von Funktionen mit Werten in
Banachrdumen werden Modifizierungen dieser Charakterisierungen als Defi-
nitionen benutzt.

1.3 Definition. Fine Funktion f: S — X heifit Bochner—messbar, falls
eine Folge (f,) von Treppenfunktionen f,: S — X existiert, so dass fir fast
alle s € S gilt:

i [1fas) = f()]x = 0. (1.4)

Geniigt eine solche Folge der Bedingung

lim [ || fu(s) = f(s)l|x ds =0, (1.5)
S

so heifit f Bochner—integrierbar, und wir definieren das Bochner—Inte-
gral als

n—oo

S

/f(s)ds = lim [ fn(s)ds. (1.6)
S

Zum besseren Verstandnis und zur Rechtfertigung dieser Definition miissen
wir folgende Uberlegungen machen:

(a) Die Bedingung (1.5) macht Sinn, wie aus folgendem Lemma, ange-
wendet auf f, — f, folgt.

1.7 Lemma. Wenn f: S — X Bochner—messbar ist, dann ist die Funktion
IfOl: S — R Lebesgue-messbar.
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Beweis. Sei f: S — X eine Bochner-messbare Funktion. Dann gibt es eine
Folge f,,: S — X von Treppenfunktionen fiir die (1.4) gilt. Offensichtlich sind
| fn()]]: S — R Treppenfunktionen mit Werten in R. Aufgrund von (1.4)
haben wir fiir fast alle s € S

Jim [ ()l = IF )]

und somit ist die Funktion |f(-)| als Grenzwert einer Folge Lebesgue—
messbarer Funktionen selbst Lebesgue—messbar (cf. Satz A.11.4). |

(b) Der Grenzwert in (1.6) existiert. In der Tat haben wir fiir n,k € N

H/f”ds‘/fm\—H/fn fkd5H</an full ds

da (f») Treppenfunktionen sind und es sich somit um endliche Summen von
Elementen aus X handelt. Die rechte Seite konnen wir abschétzen durch

/Ilfn—f||+|\f—kad8—>0 (n,k — o),
S

wobei wir die Bedingung (1.5) benutzt haben. Somit haben wir gezeigt, dass
(s fnds) eine Cauchyfolge in X bildet. Aufgrund der Vollsténdigkeit von
X existiert also der Grenzwert in (1.6).

(¢) Der Grenzwert in (1.6) ist von der gewiihlten Folge unabhiingig, da
zwei Folgen zu einer kombiniert werden konnen und der Grenzwert existiert.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Bochner—messbaren
Funktionen und Lebesgue—messbaren Funktionen her.

1.8 Satz (Pettis 1938). Sei X ein separabler Banachraum. Dann ist
f+ 8 — X genau dann Bochner—messbar, wenn fir alle F' € X* die Funktion
(F, f())x: S — R Lebesque—messbar ist.

Beweis. 1. Sei f Bochner—messbar. Aufgrund von Definition 1.3 gibt es eine
Folge (f,) von Treppenfunktionen, so dass fiir fast alle s € S gilt:

fu(s) — f(s) in X, (n — 0).

Da starke Konvergenz in X schwache Konvergenz in X impliziert (cf. Lemma
A.8.6 (ii)), folgt damit auch, dass fiir alle F' € X* und fast alle s € S gilt:

(F, fn(s)) = (F, f(s))  (n—o00). (1.9)

Offensichtlich sind (F, f,(-)): S — R Treppenfunktionen mit Werten in R.
Dies zusammen mit (1.9) impliziert, dass (F, f(-)): S — R Lebesgue-messbar
ist.

2. Der Beweis dieser Richtung ist sehr technisch und kann in [22, Satz V 4],
[21, Satz 24.1] nachgelesen werden. Die Voraussetzung der Separabilitéit von
X kann man abschwéchen. ]
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1.10 Folgerung. Sei X ein separabler Banachraum. Ferner sei f: S — X
eine Funktion und seien f,: S — X,n € N, Bochner—messbare Funktionen,
so dass fiir fast alle s € S gilt:

fa(s) = f(s)  (n—00). (1.11)

Dann ist f Bochner—messbar.

Beweis. Da die Funktionen f,, n € N, Bochner-messbar sind, folgt auf-
grund von Satz 1.8, dass fiir alle F' € X* auch die reellwertigen Funktionen
(F, fn(:)), n € N, Lebesgue—messbar sind. Aus (1.11) folgern wir fiir alle
F € X* und fast alle s € S

(F, fu(s)) = (F, f(s))  (n—o00).

Somit ist auch der Grenzwert (F, f(-)) Lebesgue-messbar. Nochmalige An-
wendung von Satz 1.8 liefert dann, dass f Bochner—messbar ist. [

1.12 Satz (Bochner 1933). Eine Bochner—messbare Funktion f: S — X
ist genaw dann Bochner—integrierbar, wenn die Funktion ||f(-)|]|x: S — R
Lebesgue—integrierbar ist.

Beweis. 1. Sei f: S — X Bochner—integrierbar und sei (f,) eine Folge von
Treppenfunktionen, so dass fiir fast alle s € S gilt:

fu(s) — f(s) in X (n — 00). (1.13)

Nach Lemma 1.7 sind ||f.(-)]|: S — R, n € N, Lebesgue—messbar, was zu-
sammen mit (1.13) liefert, dass auch || f(-)|| Lebesgue-messbar ist. Wir haben
folgende punktweise Abschitzung:

IF I < 1 fn(I+1£(s) = Fals)]

und somit ergibt sich fiir ein festes ng € N

/ 1£(s)llds < / o (3)]] ds + / 1£(5) = Fuo(8) | ds < 00,
S S S

da fp, eine Treppenfunktion ist und der Grenzwert in (1.5) existiert. Also ist
IIf()|| Lebesgue—integrierbar.

2. Sei f Bochner—messbar und sei ||f(-)||x: S — R Lebesgue-integrierbar.
Dann existiert eine Folge von Treppenfunktionen (f,,), die (1.13) erfiillt. Wir
definieren

(5 {fn(é’), falls || fu ()| < S1S(s)I
gn(s) := ,
0, falls || fu(s)l| > 31 f(s)]l-
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Offensichtlich sind auch g,, n € N, Treppenfunktionen und fiir fast alle s € S
gilt:
lim |lgn(s) = f(s)[ = 0.

n—oo

Aufgrund der Konstruktion von g,, haben wir fiir alle s € S und alle n € N:

lon(s)1 < 3 1)

und erhalten somit
llgn(s) = F(S)I < Mlgn() I+ 1 f(s)]] < > 1F ()l

d.h. die Folge reellwertiger Funktionen (||g,(-)— f(:)||) besitzt eine Lebesgue—
integrierbare Majorante. Nach dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Kon-
vergenz (cf. Satz A.11.10) folgt damit

lim [ ||gn(s) — f(s)]|ds =0,

n—00

S

d.h. f ist nach Definition Bochner—integrierbar. [

1.14 Folgerung. Sei f: S — X Bochner—integrierbar. Dann gilt:

H/f(s)ds S/Hf(s)Hde, (1.15)
S X S
und fir alle FF € X*

<F,/f(s)ds>X =/<F,f(s)>xds. (1.16)
g

S

Beweis. 1. Nach der Definition des Bochner—Integrals gilt fiir geeignete
Treppenfunktionen (f,):

H/f(S)ds :nllngo”/fn(s)ds
o S
Jim / | fa(s)| ds

S
< lim (/an(s) —f(8)|ds+/|f(5)||d8>
S S

- / 1£(s)]l ds
S

wobei wir die Definition des Integrals von Treppenfunktionen und (1.5) be-
nutzt haben.

IN

A
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2. Nach dem Beweis von Satz 1.12 gibt es eine Folge (f,,) von Treppen-
funktionen, die fast {iberall gegen f konvergiert und fiir die gilt:

() < 31 - (1.17)
Aufgrund der Definition des Bochner—Integrals haben wir fiir alle F' € X*

F,/f(s) ds) = lim <F,/fn(s)>ds
S S

= lim [ (F, fa(s))ds (1.18)

n—oo

S

[t as

S

wobei im 2. Schritt benutzt wurde, dass das Integral von Treppenfunktionen
eine endliche Linearkombination von Elementen aus X ist und F' ein lineares
stetiges Funktional ist. In der Tat gilt fiir festes n € N:

/fn ds FZM (B n>
N
=D uBI(Faf) = /<F,fn(s)>ds.

S

Im letzten Schritt in (1.18) wurde (1.17) und der Satz von der majorisierten
Konvergenz von reellwertigen Funktionen benutzt. [

Bemerkung. Sei I ein beschréinktes Intervall. Fiir Funktionen f € C (I; X)
existiert das Bochner-Integral nach Satz 1.12, da || f(-)||: I — R Lebesgue-
integrierbar ist. Es ergibt sich als Grenzwert Riemannscher Summen:

/f ds—nIeréOZf (7 —t7), (1.19)

wobei t" € [t},t},1]. In der Tat, da f auf I gleichmiiBlig stetig ist, gilt offen-
sichtlich

=Y FEX () = f(s) (0= 00), (1.20)

j=0

d.h. es existieren Treppenfunktionen (f,), die gleichméBig gegen f konver-
gieren. Das Bochner—Integral dieser Treppenfunktionen ist gleich der Summe
auf der rechten Seite in (1.19). Aus (1.20) ergibt sich mithilfe des Satzes von
der majorisierten Konvergenz, angewendet auf (||f.(-) — f(-)|lx), dass (f»)
die Bedingung (1.5) erfiillt.
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2.1.1 LP—Riume mit Werten in Banachridumen

Das Bochner—Integral ist analog zum Lebesgue-Integral definiert. Man kann
deshalb viele Resultate fiir Lebesgue—Integrale auf Bochner—Integrale {iber-
tragen, wobei die obigen Sétze, die einen Zusammenhang zwischen dem
Bochner— und dem Lebesgue—Integral herstellen, niitzlich sind. Wir wollen
dies an einigen Beispielen illustrieren.

1.21 Definition. Wir bezeichnen mit
LP(S; X), 1<p<oo,

die Menge aller Bochner—messbaren Funktionen, fir die gilt:
/Hf(s)“l))( ds < o00.
s

Die Menge aller Bochner—messbaren Funktionen, fir die eine Konstante M
existiert, so dass fir fast alle s € S gilt:

1f($)llx <M,
bezeichnen wir mit L>°(S; X).

1.22 Satz. Die Menge LP(S;X),1 < p < oo, bildet einen Banachraum
beziiglich der Norm

1 lrsix) = / 17()[%ds| . 1<p<oo,
S

bzw.
[ fll Lo (s:x) = ess Sup 1£(s)llx -

Beweis. Die Eigenschaften der Norm sind leicht nachzurechnen. Die Voll-
stindigkeit der Raume LP(S;X) kann wie folgt auf die Vollstdndigkeit
der Ridume LP(S;R) zuriickgefithrt werden: Sei (f,) eine Cauchy—Folge in
L?(S;X), d.h.

I = il = [ 15009) = @) ds =0 (k= o).
S

Dies, zusammen mit Satz 1.12 und der Dreiecksungleichung in X, impliziert,
dass die Folge der Funktionen (|| f,()||x) eine Cauchyfolge in LP(S;R) ist.
Nun kann man dem Beweis im Falle von L?(S;R) folgen (cf. [2, Satz 1.17],
[12, Satz IV.1.11]). ]

1.23 Lemma. Die Menge der Treppenfunktionen (cf. Definition 1.1) ist
dicht in LP(S;X), 1 <p < oco.

Beweis. Dies haben wir im Falle von p = 1 bereits im Teil 2 des Beweises
von Satz 1.12 gezeigt. Der allgemeine Fall folgt vollig analog. [
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Beispiel. Zur Illustration wollen wir fiir ein glattes, beschrinktes Gebiet
2 C R? und ein beschriinktes Intervall I = [0, 7] den Raum LP(Qr) betrach-
ten, wobei Qr = I x 2 und 1 < p < oco. Fiir f € LP(Qr) erhalten wir
mithilfe des Satzes von Fubini (cf. Satz A.11.16), dass fiir fast alle ¢ € I die
Funktion

f@): 2 =Rz f(t,x),

zum Raum LP(£2) gehort und die Formel

T T
1910 = [ [ 1) dwdt= [ 1FO ) ds =11 Eorizniay - (120
0 N 0

gilt. Dies zeigt insbesondere, dass die Funktion
f:I—=LP(2):t— f(t)

zum Raum LP(I; LP(£2)) gehort, falls f: I — LP(2) Bochner—messbar
ist. Der Satz von Fubini liefert auch, dass die Funktion ¢ — ||f(t)\|’£p(m
Lebesgue—integrierbar ist, also insbesondere Lebesgue—messbar. Aufgrund
von Satz 1.12 folgt daraus sofort, dass f: I — LP({2) Bochner—messbar ist.
Somit haben wir gezeigt: LP(Qr) C LP(I; LP(£2)).

Umgekehrt, sei LP(I; LP(f2)). Lemma 1.23 liefert die Existenz einer Folge
von Treppenfunktionen (f,,) der Form

N(n)

Fultia) = 3 X (3 (2)

wobei B C I,i=1,...,N(n), paarweise disjunkte Lebesgue-messbare Men-
gen sind und u?, i = 1,..., N(n), Elemente aus LP({2) sind, so dass
fn— f in LP(I; LP(£2)) (n — 00). (1.25)

Die so definierten Funktionen f,,: @7 — R, sind offensichtlich Lebesgue—
messbar und gehoéren zum Raum LP(Q7). Aufgrund von (1.25) und der
Gleichheit der Normen in LP(Qr) und LP(I; LP(§2)) (cf. (1.24)) erhalten
wir, dass (f,) eine Cauchyfolge in LP(Qr) bildet. Da der Raum LP(Qr)
vollsténdig ist (cf. Abschnitt A.12.2), besitzt die Folge (f,) einen Grenzwert
in LP(Qr), der, aufgrund von (1.25) und LP(Qr) C LP(I; LP(£2)), mit f
iibereinstimmen muss. Somit gilt auch: LP(I; LP(§2)) C LP(Qr).
Insgesamt haben wir somit gezeigt, dass gilt:

LP(Qr) = LP(I; LP(£2)) .

Weitere Beispiele fiir LP-~R&ume mit Werten in Banachrdumen werden wir
kennenlernen, wenn wir uns mit Evolutionsproblemen und parabolischen Dif-
ferentialgleichungen beschiftigen (cf. Abschnitte 3.3.2, 3.3.5, 3.3.6).
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1.26 Satz (Holder—Ungleichung). Sei f € LP(S;X), g € LV (S; X*),
wobei X* der Dualraum von X ist, 1 < p < oo gilt und p’ der duale Exponent
ist, d.h. %—i— i = 1.1 Dann ist (9(-), f(:))x € L*(S;R) und es gilt:

< lglle(s;x=)

f”LP’(S;X) :

] [ (9061.565) 5
S

Beweis. Seien (f,), (gn) Folgen von Treppenfunktionen, so dass fiir fast alle
s €8 gilt:

fn(s) = f(s) in X', gn(s) = g(s) in X*  (n—o0).
Somit gilt fiir fast alle s € S

<gn(s)7 fn(8)>X - <g(8)7 f(s)>X (n - OO) )

d.h. auch die Funktion (g(-), f(-))x ist Lebesgue—messbar, und es gilt:

< / lg()llx-
S

< lglle(s;x=)

[ (ot s s o)l ds
S

f”LP’(S;X) )

aufgrund der Holder—Ungleichung fiir Funktionen mit Werten in R (cf. Lem-
ma A.12.10). |

1.27 Satz. Sei X ein reflexiver Banachraum und 1 < p < co. Dann besitzt
jedes Funktional F' € (LP(S;X))* genau eine Darstellung der Form

F(u) = /(v(s),u(s)}x ds fir allew € LP(S; X),
S
wobei v € LV (S; X*), % + ﬁ =1.
Beweis. Der sehr technische Beweis verlduft analog zum Beweis reellwertiger
Funktionen f: .S — R (cf. [12, Kapitel 4]). ]

2.2 Differentiation von Funktionen mit Werten in
Banachriumen

Bevor wir uns mit Ableitungen von Funktionen mit Werten in Banachraum-
en beschéftigen, wollen wir an die Definition des Raumes stetiger Funktionen

1 'Wir benutzen die Konvention, dass sowohl p = 1,p’ = 0o als auch p = co,p’ =1
in der Identitét % + ﬁ = 1 enthalten sind.
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erinnern. Seien X,Y Banachrdume und sei U C X. Die Menge aller steti-
gen Funktionen f: U — Y (cf. Abschnitt A.1) bezeichnen wir mit C'(U;Y),
welche in natiirlicher Weise einen Vektorraum bildet. Man beachte, dass z.B.
fiir offene Mengen U eine stetige Funktion f: U — Y mnicht beschrinkt sein
muss. Falls man die Menge der beschriinkten, stetigen Funktionen Cy(U;Y)
mit der kanonischen Norm

I fllo := sup || f(z)|ly
zeU

versieht, ist

(CoU;Y), |- llo) == ({f € CU;Y) || fllo < o0}, || - llo)

ein Banachraum. Dies beweist man analog zum Fall reellwertiger Funktionen.
Im Falle einer kompakten Menge U C X haben wir Cy(U;Y) = C(U;Y).

Die Konvergenz einer Folge (f,,) von Funktionen aus Cy,(U;Y") beziiglich
der Norm || - ||o ist nichts anderes als die auf U gleichméfige Konvergenz von
fn gegen f im Banachraum Y.

Im Folgenden werden wir die Bezeichnung f: U C X — Y benutzen, um
anzuzeigen, dass der Definitionsbereich D(f) := U der Abbildung f: U — Y
eine Teilmenge der Menge X ist.

2.1 Definition. Seien X,Y Banachriume, sei V(xo) eine Umgebung von
xo € X und seien f: V(xg) C X — Y und h € X gegeben. Falls die Abbildung
p: (=6,0) CR =Y, wobei & > 0 geeignet gewdihlt ist, definiert durch

o(t) = f(zo +th),

in t =0 differenzierbar ist, d.h.

(0) — tan L0 1) = S0)

lim . ey, (2.2)

sagen wir, dass f im Punkt xo eine Ableitung in Richtung h besitzt, die
wir mit 6 f(xo, h) bezeichnen. Falls § f(xo,h) fiir alle h € X existiert und die
Abbildung

Df(zo): X =Y :hw df(xo,h)

stetig und linear ist, sagen wir, dass f im Punkt vy Gdteaux—differenzier-
bar ist und nennen D f(x¢) die Gdteaux—Ableitung von [ im Punkt xg.

Bemerkung. (i) Die Definition (2.1) stimmt im Fall von X = R¢ Y = R™
mit der Definition der Richtungsableitung reeller vektorwertiger Funktionen
iiberein. Insbesondere gilt im Falle m =1

5f(9€0,ez') = %(130),

wobei e;, i = 1,...,d, die kanonische Orthonormalbasis des R? ist.
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(ii) Falls 6 f(xo, h) existiert, ist f im Punkt zq stetig in Richtung h, d.h.
lim (0 + th) = f(z0)

(iii) Falls 0 f (zg, h) existiert, dann gilt fiir alle y* € Y™*:
d *
dt<y f(zo +th) >Y‘ —<y 75f(x07h)>y'

Indem wir die Bezeichnung r(z) = o(||x||) einfiithren, kénnen wir die De-
finition der Géateaux—Ableitung umschreiben. Wir definieren:

r@=olel) = @I, g

[l
Damit schreibt sich die Bedingung (2.2) in Definition 2.1 wie folgt:
f(o +th) = f(zo) = ¢'(0) t +o(t).

2.3 Satz (Mittelwertsatz). Seien X,Y Banachriume und seien xo,h € X
gegeben. Ferner sei f: X =Y fir0 <t <1 in f(xo+th) Giteauz—differen-
zierbar und sei die Abbildung t — 6 f(xo—+th,h) auf dem Intervall [0, 1] stetig.
Dann gilt:

1
Fao-+ 1) = fan) = [ 87 (oo -+ th by de.
0

Beweis. Seien y* € Y* und h € X gegeben. Wir definieren Funktionen
9:10,1] =Y und j: [0,1] = R durch:

g(t) = flzo+th),  jt)=(y",9(t)y

Aufgrund der Voraussetzungen sind beide Funktionen nach ¢ differenzierbar
und es gilt:

g'(t) =df(zo+th,h),  j(t)=(y"g' 1)y
Fiir die Funktion j gilt nach dem Mittelwertsatz in R

J(1) —§(0) = / J() dt
0

was wir unter Benutzung der Definitionen von j und g umschreiben kénnen
als

(* f(zo+h) = f(zo))y = [ (y*,6f(xo +th,h)), dt

Il
P O\H

1
y,/éfx0+thhdt> :
0
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wobei wir (1.16) verwendet haben. Da y* € Y* beliebig war, folgt mit einer
Folgerung des Satzes von Hahn-Banach (cf. Lemma A.7.2 (ii))

1

f(wo + ) — f(ao) = / 5 (o + th. h) dt

0

also gilt die Behauptung. [

2.4 Definition. Seien X,Y Banachrdume und sei f: By(zg) C X — Y eine
Funktion. Dann ist f Fréchet—differenzierbar im Punkt vy € X genau
dann, wenn eine stetige lineare Abbildung A: X — Y existiert, so dass

f(@o+h) = f(xo) = A +o([|hl),  (h—0).

Wenn diese Abbildung existiert, nennen wir sie Fréchet—Ableitung von f
in xg und bezeichnen sie mit f'(xg) =: A.

Bemerkung. Wenn die Funktion f: B,(z9) € X — Y an der Stelle zg eine
Fréchet—Ableitung besitzt, dann ist f an der Stelle x stetig.

Die Funktion f: U C X — Y heifit stetig differenzierbar im Punkt
xo € U, falls in einer Umgebung V(xg) C U von z( die Fréchet—Ableitung

V() CX — LIX,)Y): 2 f(x)

existiert und im Punkt z( stetig ist. Hierbei bezeichnet L(X,Y) den Raum
der stetigen linearen Abbildungen A: X — Y, der, mit der kanonischen Ope-
ratornorm

[AllLxyy == sup [[Az|ly
el x <1

versehen, einen Banachraum bildet (cf. Abschnitt A.6). Wenn f in jedem
Punkt einer offenen Menge U C X stetig differenzierbar ist, schreiben wir
fecyu;y).

Seien U C X und V C Y offene Teilmengen der Banachriume X und
Y. Eine Funktion f: U — V heifit Diffeomorphismus von U auf V genau
dann, wenn f bijektiv ist und sowohl f € C1(U,Y) als auch f~! € CY(V, X)
gelten.

2.5 Satz. Seien X,Y Banachrdume. Dann gilt fir f: X —Y:
(i) Ist f im Punkt xo Fréchet—differenzierbar, dann ist f in xo Gateauz—
differenzierbar.

(ii) Ist f Gateauz—differenzierbar in einer Umgebung U(xo), und ist D f(x)
stetig in xo, dann ist f Fréchet—differenzierbar in xg.
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Beweis. ad (i): Die Behauptung folgt sofort, wenn wir in der Definition
der Fréchet—Ableitung h als th, h fest aber beliebig, wihlen und dann den
Grenziibergang t — 0 durchfiihren.

ad (ii): Fiir die Funktion g(7) := f(xo + 7h) erhalten wir
g (1) =0f(xo +Th,h).
Nach dem Mittelwertsatz 2.3 ergibt sich dann

1

lo(1) = 9(0) g Ol = | [ S5z + th, 1) = &f (o, ) |

0

< / 1(Df (o + th) — Df (o)) b dt
0

< / 1D f (o + th) — Df (o) | || dt
0

= o([[n]),

da Df stetig in xg ist. Also ist f im Punkt zg Fréchet—differenzierbar. [

Auch das Analogon der Ketten- und Produktregel reeller vektorwerti-
ger Funktionen gilt fiir Funktionen mit Werten in Banachrdumen. Doch wir
miissen zunichst einmal klidren, was ein Produkt ist.

2.6 Definition. Seien X,Y und W Banachriume. Wir nennen eine Abbil-
dung B: X xY — W ein Produkt, wenn B folgende Bedingungen erfillt:
(i) B ist bilinear, d.h. B(-,-) ist linear in beiden Komponenten,

(ii) B ist stetig, d.h. es existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle x € X
und alley €Y gilt:

1B(z,y)llw < cllzllxlylly -
2.7 Satz (Ketten— und Produktregel). Seien X,Y, W, Z Banachriume.
(i) Seien U C X, V C Y offene Mengen und seien f € CY(U;Y) und
g € CY(V; Z) derart, dass f(U) CV. Dann ist go f € CY(U; Z), und es
gilt:
(go f)(z) =g'(f(x)) o f(z).

(ii) Sei U C X offen. Die Funktionen f: U —Y und g: U — Z seien in U
Fréchet-differenzierbar und B:'Y x Z — W sei ein Produkt. Dann ist die
Funktion h: U — W: x — B(f(x),g(x)) Fréchet-differenzierbar, und es
gilt fir alley € X

W (x)y = B(f'(x)y, 9(x)) + B(f(x),d ()y) .
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Beweis. ad (i): Nach Voraussetzung ist g in y := f(x) Fréchet—differenzierbar,
d.h.

9y +k) =9(y) +9' Wk + [kl (k)
wobei 71 (k) — 0 fiir K — 0. Wir wihlen
k= k(h) = f(a+h)— f(z) = @+ Bl ra(h),

wobei ro(h) — 0 fiir A — 0, was aufgrund der Fréchet-Differenzierbarkeit
von f in x gilt. Insgesamt erhalten wir dann

g(f(x+h)) = g(f(2)) +¢'(f(@) f' (@)h +r(h),

wobei fiir r(h) := ¢'(f(x))||h]| r2(h) + Hf Yh + || A 2( )H r1(k) gilt:

(Pl
2]

£/ (@)l + |[B 72 (R) || I 71 (K)]|
2]

< |lg'(f(x))ra(h)|| +
<\l (F@)| Ir=()[| + (1 @)l + 2 (W) 1Rl -

Unter Beachtung von k(h) — 0 fiir h — 0 und r1(k) — 0 fiir & — 0 sowie
ro(h) — 0 fiir h — 0 erhalten wir r(h) = o(||h]]) fir h — 0. Somit ist die
Kettenregel bewiesen.

ad (ii): Sei y € X. Dann gilt nach Voraussetzung;:

fla+y) = flx)+ f'(@)y+ ylr(y),
glx+y) = g(@) + g @)y + lylr2y) ,

wobei r1(y) — 0, r2(y) — 0 fir y — 0. Wir betrachten nun

h(z +y) — h(z) B(f(x+y),9(l’+y)) B(f(z),9(x)
B(f(x) + f'(@)y + lyllri(y), g(2) + ¢’ (@)y + yllr2(y))
- B(f(z), ( )
B(f(x), g (x)y) + B(f(z), r2(y)) |yl
+ B(f'(x)y, 9(x)) + B(f'()y, g'(x)y + [lylr=(y))
+ lyl1B(r1(v), g(2) + ¢'(2)y + llyllr2(y))
=: B(f(x), ¢ (x)y) + B(f'(2)y, g(x)) +r(y),
wobei die Bilinearitéit von B benutzt wurde. Aufgrund der Stetigkeit von B

und den Eigenschaften von 71 und rg erhalten wir r(y) = o(]|y||) fiir y — 0.
Es gilt z.B.

[B(f(@),r2) || < clf @) Ir2()l =0 fiiry —0.

Somit ist auch die Produktregel bewiesen. [
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Bemerkungen. (i) Wenn die Funktion f in Behauptung (i) von Satz 2.7
nur Gateaux—differenzierbar ist, dann ist die Komposition g o f auch nur
Gateaux—differenzierbar und es gilt die Kettenregel:

(gof)(x) =g (f(x))o f'(z).

(i) Wenn die Funktionen f,g in Behauptung (ii) von Satz 2.7 nur
Gateaux—differenzierbar sind, dann ist auch das Produkt h = B(f,g) nur
Gateaux—differenzierbar und es gilt die Produktregel:

W(z)y = B(f'(x)y,9(x)) + B(f(x),4'(x)y).

e Ableitungen héherer Ordnung: Fiir eine Fréchet—differenzierbare
Funktion f: D(f) € X — Y haben wir

'+ D(f)yC X — L(X,Y).

Héhere Ableitungen erhalten wir, indem wir die Definition 2.4 iterieren, z.B.
ist f” dann eine Abbildung

f":D(f") € X — L(X,L(X,Y)).

Wir sehen, dass die Bildriume der Ableitungen eine immer kompliziertere
Struktur annehmen. Im weiteren benutzen wir fiir die n—te Ableitung fol-
gende Notation:

M X x Xx--xX—>Y:(z,h,... "y (@, hy).
f X X X - (.Z', 1, ) )'_)f (.’L’, 1, 5 )

n—mal

Wenn h; = h fiir alle i = 1, ..., n ist, dann schreiben wir

F@ (@R = f(z,h, ... h).
N —

n—mal
Eine Funktion f: X — Y heifit n—mal stetig differenzierbar im Punkt
o, falls die n-te Ableitung f(™ in einer Umgebung von x definiert ist und
im Punkt xg stetig ist. Wir schreiben f € C™(U;Y), falls f in jedem Punkt
der offenen Menge U n—mal stetig differenzierbar ist.
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e Partielle Ableitungen: Seien X, Y und Z Banachrdume. Wir betrach-
ten eine Funktion

[ X XY >Z:(x,y)— f(z,y).

Wenn wir yg € Y festhalten, ist F(-) := f(-,y0): X — Z eine Funktion in

einer Variablen x € X. Die partielle Ableitung von f nach x ist dann,

analog zu den partiellen Ableitungen von Funktionen im R?, definiert durch:
of

%(3007310) = F/(xo)-

Analog kann man xg € X festhalten und mithilfe von G(-) := f(zo,-): Y — Z
die partielle Ableitung von f nach y definieren:

%(iﬂoayo) = Gl(y0)~

2.8 Satz (Taylor). Sei U C X offen, f € C™(U;Y)und x € U. Ferner
existiere ") (x4 th) fir festes h € X und fir alle t € [0,1]. Dann gilt:

1
flx+h)=fx)+ f'(x)h+... + W’(”) (2)h™ + Ry (2, h),
wobei || Ry41(z,h)|| < sup || gy /T (@ + Th)h" .
7€[0,1]

Beweis. Fiir beliebige y* € Y* setzen wir ¢g(t) = (y*, f(x +th)): [0,1] — R.
Der Satz von Taylor in R liefert fiir ein ¢; € [0, 1]

(W £+ i) = (37, S @)+ J @R+ o O @R+ s )

wobei Ryi1(x,h) = (nil)!f(”ﬂ)(x + t1h)h" L. Die Behauptung folgt nun

mithilfe einer Folgerung des Satzes von Hahn-Banach (cf. Lemma A.7.2 (ii)),
da y* € Y* beliebig war. ]

2.2.1 Satz iiber implizite Funktionen

Unser Ziel ist es, eine Verallgemeinerung des Satzes iiber implizite Funktio-
nen, den wir fiir reellwertige Funktionen kennen, zu beweisen.
Fiir eine Funktion F': X x Y — Z wollen wir die Gleichung

F(z,y)=0

in einer Umgebung U (xg,yo) 16sen, wobei fiir (zo,yo) gilt F(xo,y0) = 0.
Wir suchen also eine Abbildung y: x — y(z), die in einer Umgebung von xg
definiert ist, mit
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2.9 Satz (iiber implizite Funktionen, Hildebrandt, Graves 1927).
Seien XY und Z Banachriume, U(xzg,yo) € X x Y eine offene Umge-
bung von (zo,y0), F: X XY — Z sei in U(zo,yo) definiert, und es sei
F(xg,y0) = 0. Ferner existiere %—5 als Fréchet-Ableitung in U(xo,y0), und

es sei 28

y
%—5 in (xo,yo) stetig. Dann existieren ro,m > 0 so, dass fir alle x € X, mit

(z0,90): Y — Z ein Homéomorphismus. Auferdem seien F und

|z — xo|| < ro, genau ein y(z) € Y existiert mit
ly(z) =gl <7 und  F(z,y(x)) = 0.

Beweis. 0.B.d.A. seien xg = yo = 0. Wir setzen
OF
g(z,y) = a—y(o, 0)y — F(z,y). (2.10)

Die Abbildung g(-,-) ist stetig in (0,0), da F in (0,0) stetig ist. Weiterhin
ist, fiir ||z|| klein genug, die Abbildung g(z,-) stetig in einer Umgebung von
0, da %—Z als Fréchet—Ableitung in einer Umgebung von (0,0) existiert. Die
Gleichung F'(z,y(x)) = 0 ist dquivalent zu folgender Gleichung:

—1
y:(gmng g(a,y) = Tuy. (2.11)

In der Tat ist Gleichung (2.11) nichts anderes als

oF ~toF
vo) = (5o 0.0)  GE0.0e) - Flay(o).
und dies kann man offensichtlich als F'(z,y(z)) = 0 umschreiben, wobei die
Bijektivitét von %—5(0,0) benutzt wird. Fir alle ||z|| < ro und |ly||,||2]] <,
wobei r, 79 > 0 klein genug sind, gilt:

dg _OF oF
aiy(a%y) - %(030) 87y($7y)a

insbesondere haben wir also:

dg B
@(0’0) =0. (2.12)

Da F und %—5 stetig in (0,0) sind und %—5 in einer Umgebung von (0,0)
existiert, folgt mit der Taylor—Formel fiir n = 0 und h = y — z, sowie aus
(2.12):

lg(z,y) —g(x,2)|| < sup |y — 2|

0<r<1

dg
st 7ly - 2) o)

=o(Dlly — =, r—0,r9—0.
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Dies, zusammen mit der Stetigkeit von g in (0,0) und g(0,0) = 0, liefert:

lg(@, )l < llg(z,y) — gz, 0)[| + llg(z, 0)]]

2.14
— o)yl + ol1), R

Wir setzen By :={y € Y | |ly|| <r}. Aus (2.14) erhalten wir fiir alle y € By
und alle z € B,,,(0) = {z € X | ||z| < ro}

Ww|<H 0,0)) Hmmym

< K(o ( )yl +o(1))
<r,

falls 7o und r klein genug gewéhlt wurden. Deshalb bildet T, die Menge By
in sich selbst ab, d.h. es gilt fiir alle x € B,,(0):

T,: By — By .
Mithilfe von (2.13) erhalten wir

OF -1
Ty =72l < | (510.0) | llaten) - oo,
< Ko(l)ly |
1
<Ly,

wobei wir r eventuell noch kleiner wihlen, d.h. T, ist eine k—Kontraktion.
Aufgrund des Banachschen Fixpunktsatzes 1.1.5 gilt dann fiir alle x € X mit
Jall < ro

yeYmit |y <r: y=Tuy.

Dies ist dquivalent dazu, dass die Gleichung

F(z,y(x)) =0
eine eindeutige Losung y(z) € Y besitzt. (]

2.15 Folgerung. Die Voraussetzungen von Satz 2.9 seien erfillt. Dann ha-
ben wir:

(i) Falls die Funktion F in einer Umgebung von (xo,yo) stetig ist, dann ist
die Funktion y(-) in einer Umgebung von xq stetig.

(ii) Falls die Funktion F in einer Umgebung von (xo,yo) Fréchet—differenzier-
bar ist, dann ist auch y(-) in einer Umgebung von xo Fréchet-differenzier-

bar, und es gilt:
OF “LoF
! f— —_— —_—
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Beweis. 0O.B.d.A. seien xg = yo = 0.

ad (i): Falls F in einer Umgebung von (0, 0) stetig ist, erhalten wir sofort,
dass die Abbildung g (cf. (2.10)) in einer Umgebung von (0, 0) stetig ist. Auf-
grund der Bijektivitéit von %—5(0, 0) ist somit auch die Abbildung (x,y) — T,y
in einer Umgebung von (0,0) stetig. Also sind die Voraussetzungen von Fol-
gerung 1.1.12 erfiillt und wir erhalten, dass y(-) in einer Umgebung von 0
stetig ist.

ad (ii): Nach Voraussetzung ist F' in allen Punkten (Z,y(Z)), mit & aus
einer geniigend kleinen Umgebung von 0, Fréchet—differenzierbar, d.h.

F(ay(x) = F(&9(3) + 2L (5, y(@) (@ — ) + %(f,y@))(y(x) (@)

Ox
+o(llz =zl + lly(x) —y@))  fiir (z,y(2)) — (2, y(2)).
Wegen F(Z,y(Z)) =0 und F(x,y(x)) = 0 ergibt sich
0= 5 @u@)e - D)+ G (@y(@) () - o(2)
+r(z = 2,y(x) — y(@)) (| — 2l + ly(z) — y(@)]) ,

mit r(r — Z,y(z) — y(&)) — 0 fir (z,y(x)) — (Z,y(Z)). Wenn wir diese

Gleichung nach y(z) — y(Z) auflésen, wobei & fest, aber beliebig, ist, erhalten

v~ =~ (Lv@)  (Lvane-») 216)
+i(z = 2,y(x) — y(@)) (|2 — 2| + lly(z) — y(@)]) -

Da y stetig im Punkt Z ist, ergibt sich y(x) — y(&) fiir x — &. Somit folgt
aus (2.16), fiir geniigend kleine ||z — Z||,

ly(z) —y(@)| < K |z = 2]l + 3 (I — 2]l + y(x) — y(@)])) ,

ox

o(llz = 2l + lly(x) — y(@)I)) = o(llz — Z|))

und wir erhalten insgesamt:

mit K := H ( T,y )))_1 (%5 (z,y(2))) H Dies impliziert

o0 =v@ - (L) (Lev@e ) +olle ).

Also ist y in allen Punkten Z aus einer kleinen Umgebung von 0 Fréchet—
differenzierbar, und es gilt aufgrund der Definition der Fréchet—Ableitung:

v = (Leve) (Leva).
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Wenn man die Gleichung

fla(y) =y

nach g auflést, bestimmt man die Inverse von f, d.h.

a(y) = 7).
Unter welchen Bedingungen dies moglich ist, zeigt der

2.17 Satz (iiber die inverse Funktion). Seien X,Y Banachriume und
sei U(zg) € X eine offene Umgebung von xg € X und f: U(zg) — Y.
Die Fréchet-Ableitung [’ existiere in U(xg), sei im Punkt zq stetig und
' (x0): X =Y sei ein Homdomorphismus. Dann ist f ein lokaler Homéomor-
phismus einer Umgebung V(xg) auf eine Umgebung W (f(zo)), und die in-
verse Abbildung f~' ist Lipschitz—stetig.

Beweis. Wir setzen yo := f(x9). Zu y € Y suchen wir h € X mit
f(@o+h) = flzo) =y —yo-

Diese Gleichung ist nach der Definition der Fréchet—Ableitung dquivalent zu
f'(@o)h + R(wo, h) =y — yo, (2.18)

wobei
R(wo, h) := f(xo + h) = f(z0) = f'(wo)h = o([[]))
Wir definieren nun die Abbildung A := A,: B.(0) C X — X durch

Ah = (f(20)) ™ (y = yo — R(xo, h)).
Die Gleichung (2.18) ist dquivalent zur Fixpunktgleichung
Ah=h, (2.19)

was man sieht, wenn man (f’(zo))fl auf (2.18) anwendet. Dies ist moglich,
da f’(z¢) ein Homoomorphismus ist. Zum Beweis der Existenz des Fixpunktes
von (2.19) wollen wir den Banachschen Fixpunktsatz benutzen, und zeigen
deshalb zunichst die k—Kontraktivitit von A. Fiir hy, hs € B.(0) gilt:

f/(l’o)(Ahl — Ahg) = (LE(), hg) — R(IEQ, hl)
= f(@o + ha2) — f(zo + h1) = f'(20)(h2 — h1)

1
/ (o + The + (1= 7)h1) — f'(20)) (ha — ha) dr |
0

wobei wir die Definition von R(xg,h) und den Mittelwertsatz 2.3 benutzt
haben. Damit erhalten wir
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||Ahy — Ahsl|

< I @o)) ™ I 1 = holl / 1F" (o + b+ 7(ha = hn)) = f'(wo) || dr
0

< kllh1 = ha (2.20)

mit einem k € (0, 1) fiir geniigend kleines ¢, da f’ stetig in xg ist. Also ist A
k—kontraktiv. Weiter gilt fiir h € B.(0):

| AR]| < || AR — AO|| + || AO]|

< KkRl+ 1 (F(z0) ™ (¥ — o)
Ssv

falls ||y — yol| klein genug ist, d.h. A = A,, bildet fiir alle y, mit ||y — yo|| klein

genug, die Menge B (0) in sich selbst ab. Der Banachsche Fixpunktsatz 1.1.5
liefert also fiir eine kleine Umgebung W (yo) von yo:

Aufgrund obiger Uberlegung ist dies #quivalent zu folgender Aussage: Fiir
alle y aus einer Umgebung W (yo) von yo existiert genau ein hg € B.(0) mit

f(xo+ho) =y,

d.h. die inverse Abbildung f~1: W(yy) — V(x0): y + o+ ho existiert. Wei-
ter konnen wir zeigen, dass diese Abbildung Lipschitz—stetig ist. Dazu wihlen
wir y1,y2 € B:(yo) und bezeichnen mit hq, hy die zugehérigen Losungen der
Gleichung (2.18). Dann gilt:

|1 — ha||

= ||Ay1 hy — Ay2h2||

< ||Ay, b1 — Ay, hal| + || Ay, ha — Ay, hol|

< kA1 — holl + | (f (20) ™" (41 — yo — Rlwo, ha) — y2 + yo + R(zo, ha))||
< Kby = holl + | (f (o)™ (1 — w2)Il

wobei wir die k-Kontraktivitdt von A,, (cf. (2.20)) und die Definition von
Ay, und A,, benutzt haben. Auflésen nach ||h; — ho|| ergibt:

1 —1
N e

Also haben wir gezeigt, dass

1f = ) = f w2)ll = lha + 20 — (he + zo)| < K [lyr —wall,  (2.21)

d.h. f~1 ist Lipschitzstetig. [
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2.22 Folgerung. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.17 ist f =% Fréchet—
differenzierbar, und es gilt:

(f71) (o) = (f'(x0))

Beweis. Sei f(xo) = yo, f(xo + h) = yo + w. Dann gilt:

-1

F M o +w) = f7 (o) — (f(w0) " w

= 2o+ h— a0 — (f'(20)) ' w
=h—(f'(20)) " (f(zo+h) = f(zo))

= —(f'(0)) " (F(zo +h) — f(wo) — [ (xo)h)
= o(|IAll) .

da f an der Stelle zy Fréchet—differenzierbar ist. Weiter gilt:
IRl = llzo + h — ol = 1f ™ (yo +w) — f " (wo)| < K [l
wobei K die Lipschitz—Konstante von f~! ist (cf. (2.21)). Somit haben wir

F Mo +w) = £ (o) = (F(w0)) " w = o([|A]]) = of[[w]),

d.h. f~! ist an der Stelle yy Fréchet-differenzierbar mit der Ableitung

(f/(z0)) " -
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In diesem Kapitel wollen wir folgendes elementare Resultat verallgemeinern:
Die Funktion F: R — R erfiille folgende Bedingungen:

(a) F ist monoton wachsend,
(b) F ist stetig,
(¢) F ist koerziv, d.h. F(u) — +oo falls u — £oo.

Dann besitzt die Gleichung
F(u)=1b

fiir alle b € R eine Losung u € R.

Falls F' strikt monoton ist, so ist die Losung v eindeutig bestimmt. Dieser
klassische Existenzsatz folgt aus dem Mittelwertsatz fiir stetige Funktionen.
Die Theorie monotoner Operatoren, die dieses Resultat auf Gleichungen

der Form
Au=1b (0.1)

in einem reflexiven Banachraum X verallgemeinert, beruht auf einigen grund-
legenden Prinzipien und Tricks, die wir kurz veranschaulichen wollen. Da man
sich hierbei leicht in technischen Details verlieren kann, gehen wir vorerst
nicht auf diese ein.

Angenommen

(a) der Operator A: X — X* ist monoton auf dem separablen, re-
flexiblen Banachraum X, d.h. fir alle u,v € X gilt:

(Au — Av,u —v)x >0,

(b) A ist hemistetig, d.h. die Abbildung
t— (A(u+ tv),w)x

ist stetig im Intervall [0,1], fir alle u,v,w € X,
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(c) A ist koerziv, d.h.
<Auv u>X

1m _—
fullx—oo |lullx

)

dann besagt der Hauptsatz iber monotone Operatoren, dass A surjek-
tiv ist, d.h.
Vbe X* dJueX: Au=0».

Der Beweis dieses Resultats besteht im wesentlichen aus folgenden Schritten:

1.

Galerkin—Approximation: Da X separabel ist, gibt es eine Basis (w;)ien
von X, d.h. fiir X, := span{wy,...,w,} gilt:

X = GXn.
n=1

Wir approximieren (0.1) durch Probleme in den endlich-dimensionalen
Raumen X,, auf welche der Satz von Brouwer anwendbar ist, der die
Existenz einer Losung u,, fiir jedes dieser Probleme sichert.

. Apriori Abschitzung: Wir zeigen dann, dass die Folge der Losungen (uy,)

beschrankt ist. Dies geschieht auf Grundlage folgenden Arguments: Wenn
A: X — X* koerziv ist, dann existiert ein Ry > 0, so dass fiir alle u mit
Jullx > Ro gilt:

(Au,u)x > (14 |b]|x~)

ullx -
Daraus folgt
(Au,u)x = (byu)x = (14 (bl x|l x — ([l x- flullx
> [lullx
>Ry

Wenn v € X, mit ||u||x > Ro, eine Losung von Au = b ist, dann gilt
aufgrund dieser Rechnung:

0>Ryg>0.

Dies ist aber ein Widerspruch. Daher erhalten wir, dass jede Losung u € X
von Au = b der apriori Abschitzung

lullx < Ro

genugt.

. Schwache Konvergenz: Da X ein reflexiver Banachraum ist, folgt aus dem

Satz von Eberlein-Smuljan (cf. Satz A.8.15), dass es in der beschréinkten
Folge (uy,) eine schwach konvergente Teilfolge (uy, ) gibt, d.h.

Up, = u in X (k— 00).

Ezistenz einer Lésung: Der so gefundene Grenzwert u ist eine Losung der
Gleichung Au = b. Diese Aussage beweisen wir mithilfe des Minty—Tricks.
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0.2 Lemma (Minty 1962). Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und
sei A: X — X* ein hemistetiger, monotoner Operator. Dann gilt:

(i) Der Operator A ist mazimal monoton, d.h. seienu € X, b € X* gegeben,
so dass
b—Av,u—v)x >0 Vve X,
dann folgt Au =b.
(ii) A geniigt der Bedingung (M), d.h. aus

Up — U inX  (n—o0),
Au, — b in X* (n— o0),
(Aup,un)x — (byu)x (n — o0),
folgt Au =b.
(iii) Aus

up, ~u in X, Au,—b in X" (n—o00),
oder alternativ
up —u in X, Au,—b in X" (n— o0)

folgt Au =b.

Beweis. ad (i): Seienu € X und b € X* gegeben, so dass die obige Annahme
erfiillt ist. Fiir beliebige w € X setzen wir v = u — tw, t > 0, und erhalten
aufgrund der Voraussetzung folgende Implikation:

(b—Av,u—v) >0 = (b—A(u —tw),w) > 0.

Da A hemistetig ist, folgt durch den Grenziibergang ¢t — 0, dass fiir alle
w e X gilt:
(b — Au,w) > 0.

Wir ersetzen w durch —w und erhalten die umgekehrte Ungleichung. Insge-
samt gilt also (b — Au,w) = 0 fiir alle w € X, d.h. b = Au.

ad (ii): Da A monoton ist, folgt fiir alle v € X, n € N
0 < (Aup, — Av,up — v) = (Aup, upn) — (Av, up) — (Auy, — Av,v) .

Aufgrund der Voraussetzungen erhalten wir nach dem Grenziibergang n — oo
fiir alle v € X

0 < (b,u) — (Av,u) — (b — Av,v) = (b— Av,u —v).

Da aber A aufgrund von (i) maximal monoton ist, folgt Au = b.
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ad (iii): Die Behauptung ist eine Konsequenz von (ii), wenn wir wissen,
dass aus
Tp — o in X, fo—f InX* (n— )

bzw.
Tp — o in X, fo—=f InX* (n— )

folgt, dass
(fnrwn) — (fr2)  (n — 00).

Unter unseren Voraussetzungen folgt dann (Au,,u,) — (b,u) (n — o0).
Die Behauptungen (ii) und (iii) des folgenden Lemmas liefert aber diese Aus-
sagen. =

0.3 Lemma (Konvergenzprinzipien). Sei X ein Banachraum. Dann gilt:

(i) Wenn x, — x schwach in X, (n — 00), dann gibt es ein Konstante c,
so dass ||znllx < c.

(ii) Wenn
T, = x inX (’n,—>oo)7
dann folgt
(frsxznyx — (fyz)x (n— 00).
(iii) Wenn
Ty —x nX (n — 00),
fo—=f inX* (n—o00),
dann folgt

(iv) Sei X zusdtzlich reflexiv. Die Folge (zy,) sei beschrinkt. Wenn alle kon-
vergenten Teilfolgen von (x,,) schwach gegen denselben Grenzwert x kon-
vergieren, dann konvergiert die gesamte Folge (x,,) schwach gegen x.

Beweis. ad (i): Dies ist eine Konsequenz des Prinzips der gleichméfigen Be-
schrianktheit. Fiir alle f € X* ist die Folge (( 1 xn>) beschrankt, da aufgrund
der schwachen Konvergenz von (x,) die Folge reeller Zahlen (f,x,) gegen
(f, x) konvergiert. Somit haben wir

sup [(fyzn)| < c(f)- (0.4)

Mithilfe der kanonische Isometrie J: X — X**, die gegeben ist durch (cf.
Abschnitt A.7)
(Jo, f)x= = (f,2)x

folgt somit aus (0.4), dass die Folge (Jz,,) C X** punktweise beschrénkt ist.
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Das Prinzip der gleichméBigen Beschrinktheit (cf. Satz A.10.6) liefert also

sup [|[Jzn | x-- < ¢,
n

da aber ||Jz,| x = ||zn]x gilt, ist die Behauptung bewiesen.
ad (ii): Es gilt:

[(frs n) = (fr2)] < [{fny2n) = (fs )| + [(f, 20 — @)
= |{fo — frza)| + [(f, 20 — 7)|
< W fn = flllzall + [(f, 20 — @)

Nun haben wir aufgrund der Voraussetzungen ||f, — f|| — 0 (n — o0),
|{f,zn —2)] — 0 (n — 0), sowie ||z, || < ¢ nach (i). Demzufolge erhalten wir

ad (iii): Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Behauptung (ii).

ad (iv): Beweis durch Widerspruch. Konvergiere (x,,) nicht schwach gegen
z, d.h.

Jfe X", 3e>0,3(xn,): [{fian,) —(fix))>¢€ Vk € N.

Nach Voraussetzung ist die Teilfolge (x,, ) beschréinkt. Daher gibt es nach
dem Satz von Eberlein-Smuljan (cf. Satz A.8.15) eine Teilfolge (z,,,), die
schwach konvergiert und zwar nach Voraussetzung gegen z. Dies ist ein Wi-
derspruch. Also gilt die Behauptung. [

3.1 Monotone Operatoren

1.1 Definition. Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum und sei
A X - X* (1.2)

ein Operator. Dann heifst A

(i) monoton genau dann, wenn fir alle u,v € X gilt:

(Au — Av,u —v)x > 0.

(ii) strikt monoton genau dann, wenn fir alle u,v € X,u # v gilt:

(Au — Av,u —v)x > 0.
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(iii) stark monoton genau dann, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle
u,v € X gilt:
(Au — Av,u —v)x > c|lu—v|%.

(iv) koerziv genau dann, wenn

lim 7<AU’U>X =00
ullx —oo |lullx

Bemerkungen. (i) Offensichtlich gelten folgende Implikationen:
A ist stark monoton = A ist strikt monoton = A ist monoton.

(ii) Wenn A stark monoton ist, dann ist A auch koerziv. In der Tat gilt:
(Au,u) = (Au — A(0), u) + (A(0),u)
> clull® = |A0) |+ [Jull
also folgt

(Au, u)
[[ull

Z clull = [[A(O)|x- = o0 fiir fJul| — oco.

Beispiele. 1. Gegeben sei eine Funktion f : R — R. Wir betrachten die
Funktion f als Operator von X nach X* mit X = R = X*. In R ist das
Dualitétsprodukt gerade die Multiplikation, d.h.

(fu) = f(v),u—v) = (f(u) = f(0))(u—0).
Somit gelten folgende Aussagen:

(i) f:X — X* (strikt) monoton < f:R — R (strikt) monoton.
(ii) f koerziv <& liril f(u) = £o0.

2. Wir betrachten nun die Funktion g : R — R
|u|P~2u fiir u 20,
g(u) = )
0 fir u=20.

Dann gilt:

(i) Fiir p > 1 ist g strikt monoton.
(ii) Fir p > 2 gilt:
(g(w) — g(v),u— ) > clu—of? .

(iii) Fiir p = 2 ist g stark monoton.
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1.3 Definition. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und A: X — X*
ein Operator. Dann heif§t A

(i) demistetig genau dann, wenn

up —u in X (n— o0) = Aup, — Au in X*  (n — 00).

(ii) hemistetig genau dann, wenn fir alle u,v,w € X die Funktion
t — (A(u+ tv),w)x

im Intervall [0, 1] stetig ist.

(iii) stark stetig genau dann, wenn

up = u in X (n— o00) = Aup, — Au in X*  (n — 00).

(iv) beschrdnkt genau dann, wenn A beschrinkte Mengen in X in be-
schrinkte Mengen in X* abbildet.

Bemerkung. Offensichtlich gelten folgende Implikationen:
A ist stark stetig = A ist demistetig = A ist hemistetig.

Wir wollen nun weitere einfache Konsequenzen obiger Definitionen bewei-
sen.

1.4 Lemma. Sei X ein refleziver, reeller Banachraum und A : X — X* ein
Operator. Dann gilt:

(i) Falls A stark stetig ist, so ist A kompakt.
(ii) Falls A demistetig ist, so ist A lokal beschrinkt.
(iii) Falls A monoton ist, so ist A lokal beschrinkt.

(iv) Falls A monoton und hemistetig ist, so ist A demistetig.

Beweis. ad (i): Wir wollen zeigen, dass fiir alle beschréinkten Teilmengen
M C X die Bildmenge A(M) relativ folgenkompakt ist. Sei also (Au,) eine
beliebige Folge aus A(M). Da M beschriinkt ist, ist somit auch (u,) be-
schrankt. Aufgrund der Reflexivitit des Raumes X existiert eine schwach
konvergente Teilfolge (up, ), d.h. u,, — u € X (k — o0). Daraus folgt
Auy, — Au (k — 00), da A stark stetig ist. Also ist A(M) relativ folgenkom-
pakt, was in Banachrdumen dquivalent zur relativen Kompaktheit der Menge
A(M) ist (cf. Satz A.2.1).

ad (ii): Beweis durch Widerspruch: Sei A nicht lokal beschrinkt, d.h.
es gibt ein u € X und eine Folge (up) in X mit u, — u (n — 0), so
dass [|Au,||x+ — oo (n — o0). Da A demistetig ist, folgt Au, — Au in
X* (n — o0). Aufgrund von Lemma 0.3 (i) ist (Au,) beschrénkt. Dies ist
aber ein Widerspruch. Also ist A lokal beschrinkt.
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ad (iii): Beweis durch Widerspruch: Sei A nicht lokal beschriankt, dann
gibt es ein v € X und eine Folge (u,) C X mit u, — u (n — 00), so dass
| Aty || x+ — 00 (n — o0). Wir setzen

an = (14 [[Aun]| lun —ul) ™"
Die Monotonie von A liefert, dass fiir alle v € X gilt:
0< <Aun — Av,u, — v>
= (Auy — Av, (up, —u) + (u—v)).
Mit obiger Bezeichnung ist dies dquivalent zu
an{Aup,,v —u) < an((Aun,un —u) — (Av,u, — U>)
< an (|| Aun | x-

<1+ cfv,u),

tn = ul| + | Av] x« ([lunll + IIUII))

wobei wir die Definition von a,, benutzt haben und dass nach Voraussetzung
llun, —u|| <1, n > ng. Wenn wir in dieser Rechnung v durch 2u — v ersetzen,
erhalten wir auch

—an{Atn, v —u) <14 c(v,u).

Da v € X beliebig ist, ist auch w := v — u ein beliebiger Punkt von X und
wir erhalten fiir alle w € X

sup [{an Atip, w)| < é(w,u) < 0o.
n

Die stetigen, linearen Abbildungen a, Au,: X — R sind nach obiger Rech-
nung punktweise beschriankt. Das Prinzip der gleichméfligen Beschrianktheit
(cf. Satz A.10.6) liefert also

sup ||ap Ay || x+ < c(u).
n

Wenn wir nun b, = ||Au,||x~ setzen, erhalten wir aufgrund der Definition
von a,
be < S — o) (L4 bullun —ul) & ba< (w) :
a, 1 —c(u) |lup — ull

Wegen ||u, —u|| — 0 (n — o00) gibt es ein n; € N, so dass fiir alle n > nq,ng
gilt:
| Awn || x~ = by < 2¢(u).

Somit ist die Folge (b,) beschrinkt, was ein Widerspruch zur Annahme
|Awy,||x+ — oo (n — o) ist. Also gilt die Behauptung.
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ad (iv): Sei (u,,) eine Folge in X mit u,, — u (n — o0). Da A monoton ist,
ist (Auy) nach (iii) lokal beschrankt. Aufgrund der Reflexivitéit von X gibt
es eine Teilfolge (uy, ) und ein Element b € X*, so dass Au,, — b (k — o0).
Nach Lemma 0.2 (iii) erhalten wir somit Au = b, d.h. Au,, — Au (k — o0).
Aber alle schwach konvergenten Teilfolgen von (Au,) konvergieren schwach
gegen Au, denn sonst giibe es eine Teilfolge mit Au,,, — ¢ # b, (I — o). Lem-
ma 0.2 (iii) impliziert wiederum Au = ¢, was ein Widerspruch zu Au = b ist.
Somit liefert Lemma 0.3 (iii), dass die gesamte Folge (Au,) schwach gegen
b = Au konvergiert, d.h. A ist demistetig. [

3.1.1 Der Satz von Browder und Minty

Wir haben nun alle Hilfsmittel bereitgestellt, um den Hauptsatz der Theorie
monotoner Operatoren beweisen zu koénnen.

1.5 Satz (Browder, Minty 1963). Sei X ein separabler, reflexiver, reeller
Banachraum mit einer Basis (w;);en. Ferner sei A: X — X* ein monotoner,
koerziver, hemistetiger Operator. Dann existiert fiir alle b € X* eine Lisung
u € X von

Au="b. (1.6)

Die Liosungsmenge ist abgeschlossen, beschrinkt und konvex. Falls A strikt
monoton ist, ist die Losung von (1.6) eindeutig.

Beweis. Wir beweisen den Satz mit Hilfe des Galerkin Verfahrens: Dazu
setzen wir
X, = span{wi, ..., w,}

und suchen approzimative Losungen u, der Form

Up = Zc’gwk , (1.7)
k=1

die das Galerkin—System
(Aup, — b,wg) =0, k=1,....,n, (1.8)

losen.

1. Losbarkeit von (1.8): Dies ist ein nichtlineares System von Gleichungen
beziiglich der Vektoren c¢™ := (cf,...,c) € R"™. Dieses konnen wir mithilfe
der Abbildung g := (g1,...,9,): R” — R™ gegeben durch

gr: R" = R: " — gi(c™) := (Au,, — bywy) , k=1,...,n,

umschreiben in
g(c") =0.
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Nach Lemma 1.4 (iv) ist A demistetig, da A monoton und hemistetig ist.
Also ist die Abbildung g: R™ — R" stetig, da in endlich—-dimensionalen Ba-
nachraumen schwache und starke Konvergenz iibereinstimmen (cf. Lemma
A.8.8). Weiter gilt

ng(c”) ey = (Aup,un) — (byup) . (1.9)
k=1

Da A koerziv ist, d.h. ﬁﬁ"lu) — 00 (|lul]] = o0), gibt es ein Ry > 0, so dass

fiir alle ||u]| > Ry gilt:

(Au,u) > (14 [|b] x-)

lul| > 0.
Insbesondere gilt fiir ¢™ mit ||u,|| = R (cf. (1.7))
(Aun, un) 2 (L4 [0l x-) unll (1.10)

und somit folgt

Do g™ e = (L4 blxce) lunll = 8llx- fluall
k=1

(1.11)
= ||un|| > 0.

Nach Lemma 1.2.26, einer Folgerung aus dem Satz von Brouwer, gibt es also
eine Losung u, des Galerkin-Systems (1.8) mit

[unllx < Ro. (1.12)

Insbesondere ist die Konstante Ry unabhéngig von n, d.h. (1.12) ist eine
apriori Abschdtzung.

2. Beschrinktheit von (Au,): Da A monoton ist, folgt aus Lemma 1.4
(iii), dass A lokal beschrénkt ist, d.h.

dr,d>0: v <r = |Avu||x- <6. (1.13)
Aufgrund der Monotonie von A gilt fiir alle v € X:
(Aup, — Av,u, —v) > 0. (1.14)

Da u, das System (1.8) lost, d.h. es gilt insbesondere (Au,,u,) = (b, u,),
erhalten wir mithilfe von (1.12) fiir alle n € N

[ (At un)| < [b]l = [Jun |l < [1b]lx+ Ro - (1.15)

Eine Variante der Definition der Norm in X* liefert zusammen mit (1.14),
(1.13), (1.15) und (1.12)
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(| Ay x- = sup 1(Auy,v)
v
ol =

< sup +((Av,v) + (Aup, uy) — (Av,uy))
\ﬁ;ﬁi{r

< 1(3r + ||bl|x+Ro + 0Ro) < 0.

Also ist die Folge (Au,,) beschrinkt.

3. Konvergenz des Galerkin—Verfahrens: Da X reflexiv ist und die Folge
(uyn) beschrinkt ist, wie in (1.12) gezeigt wurde, gibt es eine Teilfolge (uy, )
mit

Up, = u in X (k — 00).

k
Fiir alle w € |J X; gibt es ein ng mit w € X,,,. Da u,, eine Lsung von (1.8)

=1
ist, erhalten wir fiir alle n > ng
(Aup,,w) = (byw),

woraus folgt

lim (Auy,,w) = (b, w) Yw € [j X . (1.16)

n— o0
=1

Aufgrund von 2. ist die Folge (Au,,) beschrinkt in X*. Da auch X* reflexiv
ist, gibt es eine Teilfolge (Au,, ) mit

Auy, — ¢ in X* (k — 00).

Aber es muss ¢ = b gelten. Anderenfalls wiirde fiir w € |J;2,; X; einerseits
(Aup,w) — (byw) (n — o0) gelten, aufgrund von (1.16), und andererseits
(A, w) — {c,w) (n — 00), aufgrund der Definition der schwachen Konver-
genz in X*. Dies bedeutet, dass fiir alle w € |J;2, X; gilt (¢ — b,w) = 0. Da
U2, X; dicht in X liegt, liefert Lemma A.7.2 (iii), dass b = ¢ gilt, und somit
Auy,,, — b (k — 00). Da diese Argumentation fiir alle schwach konvergenten
Teilfolgen gilt, erhalten wir aus dem Konvergenzprinzip Lemma 0.3 (iii)

Au, — b in X* (n — 00).

Da u,, eine Losung von (1.8) ist, gilt insbesondere (Auy,, u,) = (b, uy, ), woraus
folgt:
lim (Aup, un) = lim (b, u,) = (b,u) .

Die Voraussetzungen des Minty—Tricks, Lemma 0.2 (ii), sind demnach erfiillt,
und wir erhalten Au = b, d.h. u ist eine Losung der urspriinglichen Opera-
torgleichung (1.6).

4. Eigenschaften der Losungsmenge: Fiir gegebenes b € X™* setzen wir
S={ueX ’ Au = b}. Dann hat S folgende Eigenschaften:
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(a) S # 0: Das wurde gerade bewiesen.

(b) S ist beschrinkt: Dies folgt aus der Koerzivitdt von A. Falls S nicht
beschrénkt wére, dann gébe es fiir alle R > 0 ein w € S mit |ju| > R > 0.
Aber analog zu 2. haben wir (cf. (1.9), (1.11))

0= (Au,u) — (b,u) > |lul]| > 0.
Dies ist aber ein Widerspruch, und somit gibt es ein Ry > 0, so dass fiir
alle u € S gilt |Jul]| < Rp.
(c¢) S ist konvex: Seien ug, us € S, d.h. Au; = b fiir ¢ = 1,2. Fiir die Kon-

vexkombination w = tu; + (1 — ¢)ug, 0 < ¢t < 1, und beliebige v € X
gilt:

(b— Av,w —v) = (b— Av,tu; + (1 — t)ug — (t + 1 — t)v)
=(b— Av,t(us —v)) + (b — Av, (1 — t)(uz — v))
_0

t{Auy — Av,ug — v) + (1 — t){Aug — Av,ug — v)

Y

)

aufgrund der Monotonie von A. Anwendung von Lemma 0.2 (i) liefert
Aw = b, d.h. w € §. Also ist S konvex.
(d) S ist abgeschlossen: Fiir eine Folge (u,) C S, d.h. Au,, = b, mit u,, — u
(n — 00), und fiir alle v € X haben wir:
(b— Av,u —v) = lim (b— Av,u, —v)
n—oo
= lim (Au,, — Av,u, —v) >0,
aufgrund der Monotonie von A. Aus Lemma 0.2 (i) folgt Au = b, d.h.
uesS.

5. Eindeutigkeit: Sei A strikt monoton. Falls es zwei Losungen u # v von
(1.6) gibt, dann haben wir einerseits Au = b = Av und andererseits folgt aus
der strikten Monotonie von A

0< (Au— Av,u—v) =(b—b,u—v)=0.

Dies ist ein Widerspruch. Also kann die Gleichung hochstens eine Losung
haben. ]

Bemerkung. Die Behauptungen des Satzes 1.5 bleiben auch in nicht sepa-
rablen Rédumen richtig (cf. [25, S. 560-561]).

1.17 Folgerung. Sei X ein separabler, reflexiver, reeller Banachraum und
sei A: X — X* ein strikt monotoner, koerziver, hemistetiger Operator. Dann
existiert der Operator A~': X* — X und ist strikt monoton und demistetig.

Beweis. Der Beweis dieser einfachen Aussage bleibt dem Leser iiberlassen.
]



3.1 Monotone Operatoren 67
3.1.2 Der Nemyckii—-Operator

Um den Satz 1.5 von Browder und Minty auf Differentialgleichungen anwen-
den zu konnen, bendtigen wir den so genannten Nemyckii—Operator

(Fu)(x) := f(z,u(x)), (1.18)

wobei u = (ul,...,u"), u: G € RY — R" mit einem Gebiet G C RY.
Beziiglich f: G x R™ — R machen wir folgende Annahmen:

(i) Carathéodory—Bedingunyg:

fem:x— flx,n) ist messbar auf G fiir alle n € R",
flz,):n— f(z,n) ist stetig auf R™ fiir fast alle z € G.

(ii) Wachstumsbedingung:

pq/q

@) < la( |+bZ|n

wobei b > 0 eine Konstante ist und a € LY(G), 1 < p;,q < o0, i =
1,...,n.

1.19 Lemma. Unter den obigen Annahmen an die Funktion f und die Men-
ge G, ist der in (1.18) definierte Nemyckii—Operator
F: HL’” — LY(G)

stetig und beschrinkt. Es gilt fir alle u € [[;_, LP{(G) die Abschitzung

i/
i) (1.20)

IFullzay < ¢ (llalloa + D 1
i=1
Beweis. Wir betrachten nur den Fall n = 1,4 = u1,p = p;. Der allgemeine
Fall folgt analog.

1. Messbarkeit von Fu: Da u € LP(G), ist die Funktion z +— wu(x)
Lebesgue—messbar auf G. Also gibt es eine Folge (u,,) von Treppenfunktionen
mit

u, — u fast tiberall in G (n — 00).

Dabher gilt fiir fast alle x € G

(Fu)(z) = f(z,u(z)) = lim_f(z,un(z)),

n—00

da f, aufgrund der Carathéodory—Bedingung (i), stetig in der zweiten Varia-
blen 7 ist. Da (u,) Treppenfunktionen sind, haben wir
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f@,un(@) = f(z, Y &xan(@ Z fla, &)xar (@),
j=0

mit ¢f =0 und Gj = G \U ”) G?'. Somit ist f(x,u,(x)) messbar, da so-
wohl die Funktionen f(x, ) als auch die charakteristischen Funktionen xXan
messbar sind. Weiterhin ist der Grenzwert messbarer Funktionen messbar
und demnach auch Fu.

2. Beschrinktheit von F: Es gilt fiir alle u € LP(G):

1Fult, = [ 17w u(e)]" de
G

< / (la(@)| + blu(z) /) dz

G

< C/ la(@)|? + b7 u(2) P do = C (lall. + ullZ,),

G

wobei die Wachstumsbedingung (ii) benutzt wurde und folgende Unglei-
chung, die fiir 0 < r < o0, £1,...,&m € RT gilt:

M M r M
c 255 < (;&) <C ;g;“. (1.21)

In der Tat ist (1.21) fiir 1 < r < oo nichts anderes ist als die Aquivalenz
von Normen im RM. Fiir 0 < r < 1 zeigt man leicht, dass fiir die Funk-
tion g(s) = (}Iz)rr gilt: 27t < minsE[O,oo)g(s) < maXsE[O,oo)g(s) < 1L
Daraus folgt leicht die Behauptung. Also ist F' beschrinkt und erfiillt die

Abschitzung (1.20).

3. Stetigkeit von F': LP(G) — L%(G): Sei (uy) eine Folge mit u,, — u
in LP(G) (n — o). Demzufolge gibt es eine Teilfolge (uy,) mit u,, — u
(k — 00), fast iiberall in G (cf. Satz A.11.12) und es gilt:

|f(z,un, (2)) — f(z,u(z ))|q < O (If (@, un (@) + | f (2, u(2))]9)
C ([a(@)|? + bun, ()P + | f (x, u(2))[?)
=: hnk(x),

wobei die Wachstumsbedingung (ii) benutzt wurde. Nach Integration iiber G
erhalten wir

| Fun, — Full?, < /hnk dz.
G

Auf der rechten Seite der Ungleichung stehen als Integranden eine Folge von
Funktionen h,,, aus L!(G) mit
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hany (x) — h(z)
/hnk (z)dx — /h(m) dx (k — 00),
G

G

fast iiberall in G (k — o0),

da u, — uwin L?(G) (n — 0), also ||un||e — |Jullzr (n — o0). AuBlerdem
gilt (Fup,)(z) — (Fu)(xz) (k — oo) fiir fast alle z € G, da aufgrund der
Carathéodory—Bedingung (i) f stetig in der zweiten Variablen 7 ist. Daher ist
der verallgemeinerte Satz von der majorisierte Konvergenz (cf. Satz A.11.11)
anwendbar, und demzufolge gilt:

[Funy, — Fullf,s — 0 (k — o0).

Das Konvergenzprinzip Lemma 0.3 (iii) liefert nun Fu, — Fu in LY(G)
(n — 00), da die Argumentation fiir jede beliebige konvergente Teilfolge gilt.
]

3.1.3 Quasilineare elliptische Gleichungen

Als Anwendung des Satzes von Browder und Minty und des Nemyckii—
Operators betrachten wir folgendes Randwertproblem fiir eine quasilineare
elliptische Gleichung;:

—div(|Vul|P~?Vu) + su = f in 2,

(1.22)
u=20 auf 0f2.

Dabei sei 1 < p < 00,2 ein beschrinktes Gebiet im R? mit 92 € C%!
und s > 0. Der kanonische Raum X fiir die Untersuchung von (1.22) ist der
Sobolevraum W, ?(£2).

Die schwache Formulierung von Problem (1.22) lautet: Fiir gegebenes
f e (LP(£2))* suchen wir u € X = W, *(2), so dass

/|Vu\p72Vu'V<p+su<pdz:/fgodz, Yo e X. (1.23)
02 0]

Deshalb definieren wir einen Operator A durch

(Au, @) = /|Vu\p_2Vu -Veo+supdr, Vu,peX, (1.24)
2

und ein Funktional b durch

(b, p) == /fgodx, VpeX. (1.25)
2

Hierbei steht (-, ) fiir das Dualitdtsprodukt in X.



70 3 Die Theorie monotoner Operatoren

1.26 Lemma. Sei £2 ein beschrinktes Gebiet des R? mit Lipschitz—stetigem

Rand 0f2. Ferner sei f € LP/(Q) p = %} p>1unds>0. Firp> %

bildet der in (1.24) definierte Operator A den Raum X = Wy (£2) in seinen
Dualraum ab, d.h. A: X — X* und A ist beschrinkt. Das in (1.25) definierte
Funktional b ist ein Element von X*. Ferner ist die schwache Formulierung
(1.23) dquivalent zur Operatorgleichung in X*

Au=5»b. (1.27)

Beweis. Wir setzen X := W, P(2) und |jul|x = ||[Vuzr. Aufgrund der
,Nullrandbedingungen® ist diese Norm &quivalent zur {iblichen VVO1 P02)-
Norm [[uly1» = ([ lulP + |VulPdz)* (cf. (A.12.26)).

1. A: X — X*: Es gilt fiir u,p € X

(Au, )] < / Vul V| da + 5 / o) d

I7; I7;
< (/|Vu|(p_1)p/ dx)pl,(/|V<p|pdm>;
2 2
+S(/|u|2dx)§</\ga|2 dgc)§
I7) Q

-1
= [IVull 2 IIVellr + s llull2llellze

wobei wir die Hélder—Ungleichung und p’ = p’%l benutzt haben. Fiir 1 <p < d
haben wir die Einbettung X = W, P (2) < L4(2) mit ¢ < ddTp (cf. Satz
A.12.23 (i)). Insbesondere gilt also X — L?(£2), falls 2 < ddTpp & p > f—_ﬁz.
Falls p > d ist, verwenden wir die Einbettungen X — Wh4(£2) — L4(2), die
fiir alle ¢ < oo gilt (cf. Satz A.12.23 (ii)). Also erhalten wir, dass fiir p > %
und alle ¢ € X gilt:

lellze < Chllellx = CillVellze -
Insgesamt ergibt sich daher
-1
[(Au, o) < [VullZy Vellze + sllullz2[l#] 22
< C(|Vullfy" + sl Vull o) IVl 2o -
Aufgrund der Definition der Norm von Awu in X* haben wir

[Aufx- = sup (Au, )| < C (|IVullfy" + 5| Vul o) ,
pe
llell<1

und somit ist Au € X* sowie A: X — X* sofern p > d2—_~‘_12. Aus der letzten
Ungleichung sehen wir sofort, dass der Operator A beschrankt ist.
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2. Mithilfe der Holder-Ungleichung und der Definition der dualen Norm
ergibt sich

1bllx- = sup [(b,0)[ < sup |[f]lLe [lollzr
peX peX
llell<t llell<1

<Ol s

fiir p > 1, da X = Wy P(2) — LP(£2), d.h. |loll» < C ol x-

3. Aus den Schritten 1 und 2, sowie den Definitionen von A und b folgt,
dass die schwache Formulierung von (1.23) gerade

(Au,p) = (b,p) Ve X
ist. Dies ist aber die Operatorgleichung Au = b in X*. [

Bemerkung. Im Falle s = 0 ist im vorherigen Lemma die Einschréinkung
p> d+2 nicht notig.

1.28 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.26 ist der durch
(1.24) gegebene Operator A: X — X* strikt monoton, koerziv und stetig.
Insbesondere sind also die Voraussetzungen von Satz 1.5 erfillt.

Beweis. 1. A ist strikt monoton: Der Operator A wird durch die Funktion
g=(g" .., g): R = R: ¢ [CP72¢C (1.29)
generiert, wobei wir g(0) = 0 setzen. Fiir 4,5 = 1,...,d und ¢ # 0 haben wir

99’
¢

und somit gilt fiir alle ¢ € R?\ {0}, n € R%, 1 < p < oo,

d
0
> 5
ij=1

(€) = [¢IP720i + (p = 2) [P~ ¢?

%

i, g - ¢-m)?
€t =16 (inf + (v - 220
> min(1,p — 1) [¢["~*In/*.
Fiir beliebige u # v € X haben wir also
(Au — Av,u — v)

/Z “(Vu) — Vv))(&u—@v)da:+s/|u—v|2da:
7

4 1
d
2/2/59 (Vo +7(Vu — Vo)) dr (Qiu — 9;v) dz
0

0 =1
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da s > 0. Den Integranden auf der rechten Seite kann man schreiben als

.

1
/ > gg (Vo +7(Vu = V) (9ju — 0;v) (O — Oiv) dr

1,)= j
1
> c|Vu — Vol? /|Vv+7(Vu—Vv)|p_2dT
0

>0,

da! mit Ausnahme moglicherweise eines Punktes 7y, der von x € {2 abhingt,
gilt: |Vu + 7(Vu — Vo) [P=2 > 0. Insgesamt erhalten wir also

(Au — Av,u —v) >0,
d.h. A ist strikt monoton.

2. A ist koerziv: Wir haben fiir u € X

(Au, u) = / Vul? + slul* dz = |Vulll, + sl|ullZ: > [Vull, ,
2

also folgt

(Au, u)

> [Vl — oo (lullx — o),
l[ullx

falls p > 1.
3. A ist stetig: Sei (un) C X eine Folge mit

Up — u in X (n — 00),

d.h. insbesondere Vu,, — Vu in LP(2) (n — oo). Wir setzen F(¢) = g(¢{),
wobei g in (1.29) definiert ist. Da g komponentenweise die Abschétzung

g(Q)| <el¢Pt=cl¢ls, i=1,...,d,

mit ¢ = p"%l erfiillt, ist F ein vektorwertiger Nemyckii-Operator. Aus Lemma
1.19 folgt daher, dass F : (LP(2))¢ — (LP (£2))¢ stetig ist, d.h. fiir unsere
Folge (u,,) gilt:

F(Vu,) — F(Vu) in (L7 (2))*

(n — o).

1
! Man beachte, dass das Integral [ |Vv + 7(Vu — Vv)|?~?dr endlich ist fiir p > 1.
0



3.1 Monotone Operatoren 73

Somit erhalten wir

(Auy, — Au, @) = / (F(Vu,) — F(Vu)) - Veodz + s /(un —u)pdr
2
< cl[F(Vun) = F(Vu)ll Lo [[VellLe + sllun — ul[2[l¢] 22
< c(IF(Vun) = F(Vu)l| o + llun — ullx) ol

da X = WyP () — L*(R) fir p > 2%
im Dualraum gilt dann:

5. Aufgrund der Definition der Norm

|Au, — Au||x~ = sup [(Au, — Au, )|
pEX
H<PH<1

< c([F(Vun) = F(Vu)| o + llun —ullx) .
Fiir n — oo konvergiert die rechte Seite gegen 0, da u,, — u in X (n — c0),

und F(Vu,) — F(Vu) in (L (£2))? (n — o0). Also ist der Operator A stetig
und damit insbesondere hemistetig.

4. X = WyP(£2) ist ein separabler und reflexiver Banachraum (cf. Ab-
schnitt A.12.3). m

1.30 Satz. Sei (2 ein beschmnktes Gebiet des R% mit Lipschitz—stetigem

Rand 082 und sei s > 0. Fiir p > -2 d+2, p>1 und alle f € LPI(Q),p’ = 1%,

existiert genau eine schwache Lisung u des Randwertproblems (1.22), d.h.
(1.23) bzw. (1.27) gelten.

Beweis. Aus den Lemmata 1.26 und 1.28 folgt, dass wir Satz 1.5 anwenden

konnen, der sofort die Behauptung liefert. [

Bemerkungen. (i) Satz 1.30 kann man auf die Gleichung

—div(A(z,Vu)) = f in §2,
u=0 aufdf,
verallgemeinern, falls A: 2 x R? — R? folgende Bedingungen erfiillt:
(i) A ist eine Carathéodory—Funktion,
(ii) |A(z,m)| < C(g(x)+|nPt), g € LV (2) (Wachstumsbedingung),
(iii) (A(z,m) — A(z,¢)) - (n—¢)) >0, fiir fast alle z (strikte Monotonie),
(iv) A(z,m)-n>c|n|P —h(x), h € L1(N2) (Koerzivitit).

(i) Satz 1.30 gilt auch fiir beliebige f € (W, (£2))*. Man kann zeigen,
dass solche f eine Darstellung der Form

d
=Y 0ifi+ fo,

i=1

mit f; € L”/(Q)7 i=0,...,d, besitzen (cf. Abschnitt A.12.3).
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3.2 Pseudomonotone Operatoren

3.2.1 Der Satz von Brezis

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Theorie zu entwickeln, die es ermdglicht,
auch solche quasilinearen elliptischen Gleichungen zu l6sen, die einen Term
von niederer Ordnung enthalten, der nicht monoton ist. Zum Beispiel kann
die Gleichung

—div(|VuP™2Vu) + su = f in 2,

(2.1)
u=20 auf 012,

nicht mit Hilfe der Theorie monotoner Operatoren gelost werden, falls s < 0.
Eine Inspektion des Beweises von Satz 1.5 zeigt aber, dass die Argumen-
te fiir allgemeinere Operatoren, namlich pseudomonotone Operatoren, adap-
tiert werden konnen. Typische Beispiele fiir pseudomonotone Operatoren sind
Operatoren der Form
A= Al + AQ;

wobei A1: X — X* ein monotoner, hemistetiger Operator und As: X — X*
ein stark stetiger, also kompakter, Operator ist (cf. Lemma 1.4 (i)), d.h. die
Theorie pseudomonotoner Operatoren vereinigt Monotonie und Kompaktheit.
Im Folgenden werden wir zuerst eine allgemeine Theorie entwickeln und diese
dann auf Gleichungen vom Typ (2.13) anwenden.

2.2 Definition. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und A: X — X*
ein Operator. Wir sagen, A geniigt der Bedingung (M), falls aus
Up —u in X (n — 00),
Au, = b in X* (n — 00), (2.3)

lim sup (Aup, un)x < (b,u)x
n—0oo

folgt, dass Au = b gilt.
Diese Bedingung ist wichtig, weil sie invariant unter stark stetigen Per-

turbationen ist. Aulerdem erfiillen monotone Operatoren diese Bedingung.
Genauer gilt:

2.4 Lemma. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und A: X — X*,

B: X — X~ seien Operatoren. Dann gilt:

(i) Ist A monoton und hemistetig, dann geniigt A der Bedingung (M).

(ii) Wenn A der Bedingung (M) geniigt und B stark stetig ist, dann geniigt
A+ B der Bedingung (M).

Beweis. ad (i): Dies ist nichts anderes als eine Variante des Minty—Tricks
aus Lemma 0.2 (ii). Sei (u,) eine Folge, die (2.3) erfiillt. Da A monoton ist,
folgt fir alleve X, neN

0 < (Aup, — Av,up, — v) = (A, upn) — (Av,uy) — (Au, — Av,v) .
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Durch Anwendung von limsup,, ., auf diese Ungleichung ergibt sich, auf-
grund von (2.3), fiir alle v € X

0 < {(b,u) — (Av,u) — (b — Av,v) = (b — Av,u —v).
Da aber A aufgrund von Lemma 0.2 (i) maximal monoton ist, folgt daher
Au = b, d.h. A geniigt der Bedingung (M).
ad (ii): Gegeben sei eine Folge (u,) C X mit

U, —u in X, Au,+ Bu, —b in X* (n — o00),

lim sup (Au,, + Buy, un) < (b, u).

n—oo

Da B stark stetig ist, folgt Bu,, — Bu in X* (n — 00), und somit

lim sup (Auy,, up,) < (b — Bu,u),

n—oo

Aup, = b— Bu in X* (n — 00).
Da A der Bedingung (M) geniigt, folgt Au =b— Bu, dh. Au+ Bu=10. =m

2.5 Definition. Sei A: X — X* ein Operator auf dem reflexiven, reellen
Banachraum X. Dann heifst A pseudomonoton, falls aus

Up = u in X (n — 00),

lim sup (Aup, u, — uyx <0

folgt, dass fiir alle w € X gilt:

(Au,u — wyx < liminf (Au,, u, — w)x.
n—oo

Das folgende Lemma gibt typische Beispiele fiir pseudomonotone Opera-
toren an.

2.6 Lemma. Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum, und A, B: X — X*
seien Operatoren. Dann gilt:

i) Wenn A monoton und hemistetig ist, dann ist A pseudomonoton.

ii) Wenn A stark stetig ist, dann ist A pseudomonoton.

(
(
(iii) Wenns A und B pseudomonoton sind, dann ist A+ B pseudomonoton.
(iv) Wenn A pseudomonoton ist, dann geniigt A der Bedingung (M).

(

v) Wenn A pseudomonoton und lokal beschrinkt ist, dann ist A demistetig.

Beweis. ad (i): Gegeben sei eine Folge (uy,) C X mit u, = u (n — o0) und

lim sup (Auy,, up, —u) <0.

n—00
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Da A monoton ist, gilt:
(Auy, — Au,up —u) >0,
woraus folgt

lim inf (Auy,, v, — u) > liminf (Au,u,, —u) =0.
n—oo n—oo

Zusammen erhalten wir also

lim (Auy,u, —u) =0. (2.7)

n—oo

Fiir beliebige w € X setzen wir z = u + t(w — u), t > 0. Die Monotonie von
A impliziert

(Auy, — Az, up — (u+t(w —u))) >0,
was dquivalent zu
t{Aup, u —w) > —(Aup, uy — u) + (Az,u, — u) + t(Az,u — w)
ist. Somit erhalten wir fiir alle w € X:

lim inf (Auy,, u, — w) > (Az,u —w),

n— oo

wobei wir (2.7) und w, — u (n — o), sowie ¢ > 0 benutzt haben. Nun
verwenden wir die Hemistetigkeit des Operators A und erhalten Az — Au
fiir t — 0T. Also gilt fiir alle w € X:

lim inf (Auy,, v, — w) > (Au,u — w),

n—oo
d.h. A ist pseudomonoton.

ad (ii): Sei (u,) € X eine Folge mit u, — u (n — oo). Dann gilt
Au, — Au (n — o0), aufgrund der starken Stetigkeit von A. Mithilfe von
Lemma 0.3 (ii) erhalten wir somit fiir alle w € X

(Au,u —wy = lim (Aup, u, —w),
n—oo

d.h. A ist pseudomonoton.
ad (iii): Wir wihlen eine Folge (u,) € X mit u, — u (n — o0) und
lim sup (Auy, + Buy, un, —u) <0. (2.8)
Daraus folgt

lim sup (Auy,, u, —u) <0,

.n—>oo (2.9)
lim sup (B, u, —u) <0,

n—oo
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was wir durch Widerspruch beweisen. Gelte also

lim sup (Aup, up, —u) =a > 0.

n—oo

Aus (2.8) folgt dann

lim sup (B, u, —u) < —a.

n—oo

Da B pseudomonoton ist, gilt fiir alle w € X

(Bu,u — w) < liminf (Buy,, u, — w) .

n—oo

Fiir w = w erhalten wir aber 0 < —a < 0, was ein Widerspruch ist. Also gilt
(2.9) und liefert mit der Pseudomonotonie von A und B
(Au, v — w) < liminf (Auy,, v, — w),
n—oo

(Bu,u —w) < liminf (Buy,,u, —w).

n—oo

Addieren wir beide Ungleichungen, ergibt sich fiir alle w € X

(Au + Bu,u — w) < liminf (Au, + By, un, — w),

n—oo

d.h. A+ B ist pseudomonoton.

ad (iv): Gegeben sei eine Folge (u,) C X, die (2.3) erfiillt. Dies impliziert
insbesondere
lim sup (Aup, u, —u) <0.

n—00

Aufgrund der Pseudomonotonie von A erhalten wir somit fiir alle w € X

(Au,u — w) < liminf (Au,, u, — w)
n—oo

< <bau> - <baw> = (b,u7w> :
Wenn wir w durch 2u — w ersetzen, ergibt sich fiir alle w € X:
(Au,u — w) = (b,u — w),

d.h. Au=b.

ad (v): Sei (up) € X sei eine Folge mit u, — u (n — o0). Da A lokal
beschrinkt ist, ist auch die Folge (Au,) beschrinkt. Der Raum X ist reflexiv
und daher gibt es eine Teilfolge (Auy, ) mit Au,, — b (k — 00), so dass wir
klim (Aty,, , un, —u) = 0 erhalten. Die Pseudomonotonie von A zusammen

mit den obigen Konvergenzen impliziert

(Au, v — w) < liminf (Auy, , up, — w)
k—o0

= (b,u —w).
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Damit folgt wie in 4. Au = b, d.h. Au,, — Au (kK — o0). Das Konver-
genzprinzip Lemma 0.3 (iii) liefert, da obige Argumentation fiir beliebige
konvergente Teilfolgen gilt,

Aup, = b= Au (n — o0),
d.h. A ist demistetig. ]

2.10 Satz (Brezis 1968). Sei A: X — X* ein pseudomonotoner, be-
schrinkter, koerziver Operator, wobei X ein separabler, reflexiver, reeller
Banachraum ist. Dann existiert fir alle b € X* eine Losung u € X wvon

Au=b. (2.11)

Beweis. Aufgrund von Lemma 2.6 (v) ist A demistetig, da A pseudomonoton
und beschriinkt ist. Nach Lemma 2.6 (iv) geniigt A auch der Bedingung (M),
da A pseudomonoton ist. Wir gehen nun analog zum Beweis des Satzes von
Browder—Minty (Satz 1.5) vor. Dazu wihlen wir eine Basis (w;);eny von X.
Mithilfe des Galerkin—Verfahrens suchen wir approximative Losungen

n
E n

Up = Crp Wk ,
k=1

die das Galerkin—System (cf. Beweis von Satz 1.5)
gr(c”) = gr(upn) = (Au, — b,wi) =0, k=1,...,n, (2.12)

16sen. Die Losbarkeit dieses Gleichungssystems folgt wie im Beweis des Satzes
1.5, da A demistetig und koerziv ist. Die Demistetigkeit von A impliziert
némlich, dass die Funktionen gx, k = 1,...,n, stetig sind, und die Koerzivitét
von A, dass es ein Ry > 0 gibt, so dass Y_;_, gr(c™) ¢ > 0 fiir alle ||lu,|| = Ro
gilt (cf. (1.11)). AuBlerdem erhalten wir aus der Koerzivitit auch eine apriori
Abschétzung (cf. (1.12)), d.h.

llunllx < Ro Vn € N.

Also gibt es eine konvergente Teilfolge (u,, ) mit u,, — u (k — o). Wir
wollen nun zeigen, dass u (2.11) 1lost. Aus dem Galerkin-System (2.12) folgt,
dass
lerr;(Aunk,v> = (b,v) Yo € span{wy,...}.

Die Beschrinktheit des Operators A liefert, dass die Folge (Auy,, ) beschrinkt
ist, da die schwach konvergent Folge (u,,) beschrinkt ist. Aufgrund der Refle-
xivitdt von X* (cf. Lemma A.7.4 (iii)) besitzt die Folge (Auy, ) einen schwa-
chen Limes besitzt, d.h.

Aup, — ¢ in X* (k — 00).
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Es gilt aber ¢ = b mit denselben Argumenten wie im Beweisteil 3. von Satz
1.5. Aus dem Galerkin—System (2.12), mit w = wuy,, und der schwachen
Konvergenz der (uy,, ) erhalten wir

<Aunk’unk> = <b7 unk) - <b7 u> (k — o0).

Daher erfiillt die Folge (u,, ) die Voraussetzung der Bedingung (M) und es
folgt
Au=2>b,

d.h. u ist die gesuchte Losung von (2.11). ]

3.2.2 Quasilineare elliptische Gleichungen II

Wir betrachten nun das Problem

—div(|VuP2Vu) + g(u) = f in (2,

2.13
u=20 auf 042, ( )

wobei £2 C R ein beschriinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand 012
ist und uw: 2 — R. Dies ist eine Verallgemeinerung der Probleme (1.22)
und (2.1) und kann, wie am Beginn von Abschnitt 3.2.1 erldutert wurde, im
Allgemeinen nicht mit der Theorie monotoner Operatoren gelést werden.

Wir wollen die Theorie pseudomonotoner Operatoren benutzen. Dazu set-
zen wir X = WO1 P(£2) und definieren folgende Abbildungen:

(Aru, ) ::/|Vu|p72Vu-V<pdx, (2.14)
0]

(Agu, ) == | g(u) pdr, (2.15)
/

(b, ¢) :=/f<pdx- (2.16)
2

Wir gehen analog zum Abschnitt 3.1.3 vor. Dort wurden bereits der Operator
A;p (cf. Lemmata 1.26, 1.28 mit s = 0) und das Funktional b (cf. Lemma 1.26)
behandelt. Fiir den Operator As gilt:

2.17 Lemma. Sei 2 ein beschrinktes Gebiet des R mit Lipschitz—stetigem
Rand 012. An die stetige Funktion g : R — R stellen wir folgende Wachs-
tumsbedingung:

lg(s)| < e(L+]s"71), (2.18)

wobei 1 <r <oo. Firl<p<dundr < ddTpp bildet der in (2.14), definierte

Operator Ay den Raum X = Wol’p(.Q) in seinen Dualraum X* ab und ist
beschrdnkt. Firr < ddfpp ist A stark stetig.
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Beweis. 1. Aus der Definition von A und (2.18) erhalten wir fiir ¢ = %
und u,p € X

[{Agu, p)| < /c(l + \u|r_1)|<p|dx

2

L 1
SC\/|§0‘dI’+C(/|U‘(T71)qldl‘ /|90|qu q

(9]
(1 + ||u| L(r 1q’ )”‘PHX»

wobei wir die Einbettung X = W, *(2) — L*(£2), a < ¢, (cf. Satz A.12.23)
benutzt haben. Somit erhalten wir

[{Az2u, 0) < e (1+[Julli ) llellx (2.19)

sofern (r —1)¢’ < g, wobei wiederum die obige Einbettung verwendet wurde.
Die Forderung (r —1)¢" < ¢ ist aufgrund der Definition von ¢ dquivalent zu
r < 2. Aus der Definition der Operatornorm folgt

[ Agul[x- = sup (A2, 0)| < e (1+lullx")

@
llell<1

und demzufolge Asu € X*, d.h. A3: X — X*. Aus dieser Abschétzung folgt
auch, dass As beschrinkt ist.

2. Sei (uy,) C X eine schwach konvergente Folge. Aufgrund der kompakten
Einbettung X —<— L"(£2), fur r < ddfpp (cf. Satz A.12.24), gilt also fiir eine
Teilfolge

Up, — u in L7(2) (k— 00). (2.20)

Wir setzen

F(v) = g(v)
und erhalten mit Hilfe der Wachstumsbedingung (2.18) und der Stetigkeit
von g, dass der Nemyckii-Operator F' die Voraussetzungen von Lemma 1.19
erfilllt. Da r — 1 = 5 gilt, ist F': L"(£2) — L™ (£2) stetig, d.h. fiir die Folge
in (2.20) gilt:

|1 (un,) — F(uw)||z» — 0 (k — o). (2.21)
Daraus erhalten wir
sup [(Aatn, — A )| < sup [ lglun,) — g(u)elde
peX peX
lell<1 llell<1£2
< sup [[F(un,) — F(u)ll,
ex
lell<1

< c|[F(un) = F()ll
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aufgrund der Einbettung X < L7({2). Mithilfe der Konvergenz in (2.21)
folgt also Aau,, — Au in X* (kK — o00). Da diese Argumentation fiir alle
Teilfolgen, die (2.20) erfiillen, gilt, liefert das Konvergenzprinzip Lemma 0.3
(iil), dass As stark stetig ist, d.h. Asu,, — Asu in X* (n — o0). [

Um Satz 2.10 anwenden zu kénnen benotigen wir noch folgendes Lemma.

2.22 Lemma. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 2.17 erfiille g
die Koerzivititsbedingung

;Ielﬂgg(s) 5> —00 (2.23)

und es sei p > 1. Dann ist der Operator A1 + Ay : X — X* koerziv.

Beweis. Wir haben (cf. Beweis von Lemma 1.28)
(Aru, u) = [[Vul[L, ,

und aufgrund von (2.23) gilt fiir eine Konstante ¢g > 0

(Agu,u) = /g(u) udz > —cg.
0
Damit erhalten wir
(Ar1u + Agu,u) < (Aru, u) @
[[ullx ~AVullee  [[Vulze

-1 Co
> ||VU||I£p - m -

00 (||Vu||Lp — oo) ,

falls p > 1. Also ist der Operator A; + A koerziv. [

2.24 Satz. Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet mit Rand 012 € C%'. Sei
1 < p < d und die Funktion g: R — R erfille die Voraussetzungen (2.18)
und (2.23) mit 1 <r < ddfpp. Dann existiert fir alle f € LP (£2) eine verall-

gemeinerte Lisung von (2.13), d.h. es gibt einu € X = Wol’p(Q), so dass
(A1 + Ag)u =b.

Beweis. Wir wollen den Satz von Brezis (Satz 2.10) anwenden. Der Raum
X = WyP(92) ist ein reflexiver, separabler Banachraum. Aus den Lemmata
1.26 und 1.28 wissen wir, dass A; : X — X* ein strikt monotoner, stetiger,
beschriankter Operator ist. Also ist Ay nach Lemma 2.6 (i) pseudomonoton.
Aufgrund von Lemma 2.17 ist A, ein stark stetiger, beschriankter Operator.
Lemma 2.6 (ii) besagt, dass somit As pseudomonoton ist. Insgesamt ist al-
so A1 4+ As ein beschriankter pseudomonotoner Operator, der aufgrund von
Lemma 2.22 auch koerziv ist. Lemma 1.26 liefert b € X*. Die Behauptung
folgt nun sofort aus Satz 2.10. [
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3.2.3 Die stationdren Navier—Stokes—Gleichungen

Die stationsiren Navier-Stokes Gleichungen lauten?

—Au+ [Vulu+Vp=f in (2,
divu=0  in £, (2.25)
u=20 auf 012,

wobei £2 C R3 ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz stetigem Rand 042
ist. Diese Gleichungen beschreiben die stationére Stromung einer viskosen,
inkompressiblen Fliissigkeit. Es ist u = (u!,u?,u?): 2 — R? die Geschwin-
digkeit, p : 2 — R der Druck und f: 2 — R? eine duflere Kraft. Der Term
[Vu]u wird oft Wirbelterm genannt. Wir setzen

X = {ue (W3(2))*| divu=0}. (2.26)

Dies ist offensichtlich ein linearer Teilraum von (VVO1 ’2(9))3, den wir mit der
Norm
Jullx = ||vu||(L2(_Q))3><3 (2.27)

versehen. Wir definieren fiir alle u,¢p € X und p € L*(2) mit [, pdz =0
(Aju, ) == /Vu-ch dz,

(Aou, ) [Vulu - pdz,

b\

(2.28)
(Pop) == (Vp, ) = —/pdivsodx =0,
(7]

(b, ) ::/f~<pdgc.

2

Offensichtlich ist die Operatorgleichung A; + Ay = b in X* dquivalent zur
schwachen Formulierung von Problem (2.25), d.h. fiir alle ¢ € X gilt

/Vu-chder/[Vu]u-cpd:c:/f~<pdx. (2.29)
Q Q Q
Wir {iberpriiffen nun, dass A;, As: X — X*, b € X* gilt, und dass der
Operator A; + A, die Voraussetzungen von Satz 2.10 erfiillt.

? Wir benutzen die Notation [VuJu = ( > v’ (9;u"))

e

i=1,2,3

Jj=1
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2.30 Lemma. Unter den obigen Voraussetzungen an §2 ist der in (2.26)
definierte Raum X, versehen mit der Norm (2.27), ein reflexiver, separabler
Banachraum.

Beweis. Der Raum X, definiert in (2.26), ist ein abgeschlossener Teilraum
von (WOI’Z(.Q))&. Sei (u,) C X eine Folge mit u,, — u in (WOI’Q((Z))3 (n —
00). Daraus folgt insbesondere, dass Vu,, — Vu in (LQ(Q))3X3 (n — o0).
Daher gibt es eine Teilfolge mit Vu,, — Vu fast iiberall (k — o0). Wir
erhalten also fiir fast alle x € {2

divu(z) = tr Vu(z) = lim trVu,, (z) =0,

k—o0

d.h. u € X. Da ein abgeschlossener Teilraum eines Banachraumes wieder
ein Banachraum ist, haben wir also bewiesen, dass X ein Banachraum ist.
Auflerdem ist ein abgeschlossener Teilraum eines reflexiven Banachraumes

wieder reflexiv (cf. Lemma A.7.4 (i)). Da (Wol’2(!2))3 separabel ist, ist auch
der Teilraum X C (WOI’Z(Q))S separabel (cf. Satz A.7.4 (vi)). ]
2.31 Lemma. Unter den obigen Voraussetzungen an 2 und mit X, definiert

in (2.26), ist der Operator Ay : X — X* linear, stetig, koerziv, strikt monoton
und beschrdinkt.

Beweis. Offensichtlich ist Ay linear. Der Operator A; : X — X* ist eine
vektorwertige Variante des Operators A : W, *(£2) — (W, ?(£2))* in Lemma

1.26 mit p = 2 und s = 0. Da X ein abgeschlossener Teilraum von (Wol’z(Q))3
ist folgt sofort

A X € (W) = (W2 (2)?) < x*,

da die Restriktion eines Funktionals, das auf (Wol 2 (Q))3 definiert ist, auf den
Teilraum X natiirlich ein Funktional auf X ist. Die fehlenden Behauptungen
folgen somit sofort aus Lemma 1.26 und Lemma 1.28. [

2.32 Lemma. Der Operator As definiert in (2.28) ist ein stark stetiger,
beschrinkter Operator von X nach X*.

Beweis. 1. Fiir alle u, ¢ € X gilt:

(Aou, )] < / [ul|Vul | dz

< (!wdx)i(!¢|4dx)i(([w|2dx)5

< c|[VulZ:llellx

denn X — (L4(Q))3 (cf. Satz A.12.23). Aus der Abschétzung folgt sowohl
Asu € X* und damit As: X — X*, als auch die Beschrianktheit von As,.
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2. A, ist stark stetig: Sei (u,) C X eine Folge mit u,, — u (n — 00). Aus
der kompakten Einbettung X —— (L4(Q))3, erhalten wir fiir eine Teilfolge

u,, — uin (L4(Q))3 (k — o0). Da die weitere Argumentation wieder fiir
alle konvergenten Teilfolgen gilt, bezeichnen wir obige Teilfolge wiederum mit
(u,). Wir werden zeigen, dass gilt:

|[Asu, — Asu||x- = sup [(Aau, — Asu, )| — 0 (n— o0).
i<t
el<

Nehmen wir an, dies gelte nicht. Also existiert ein €y > 0 und Elemente
@, € X, lenll <1, s0 dass fiir alle n € N gilt:

‘<A2un - A2u7 90n>| > €0 -

Da die Folge (¢,,) beschrénkt ist, gibt es eine Teilfolge (¢,,, ) mit ¢, — ¢
in X (k — o), und ¢, — ¢ in L*(2) (k — o). Fiir diese Teilfolge, im
Folgenden mit (¢,,) bezeichnet, gilt:

(s, — A p,)| = | / [Vuu, - o, — [Vulu- g, daf

/ V), — 1) - @ + [V — w)u- (0, — )
0

+[V(u, —u)ju- <pdx‘
< lun — a4 [Vanllz2 1@, [ s

+ [lull L+ |V (un = )22, = pllzs
+ ‘ / (u, — - da:‘

<C ||un —ulls + Cllg, — el

—I—‘/ cpdx‘—>0 (n — 00),

da die Folge ||Vu,| 2 beschrinkt ist (cf. Lemma 0.2 (i)), u, — u in
(L‘*(Q))3 (n — ), Vu, — Vu in (LZ(.Q))3X3 (n — o) und ¢, — ¢
in (L4(Q))3X3 (n — o0). Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme. Damit
folgt Asu, — Asu (n — o0), d.h. A, ist stark stetig auf X. |

2.33 Satz. Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz—stetigem Rand
992. Dann gibt es zu jedem £ € (L*(£2))® ein u € X, wobei X in (2.26)
definiert ist, so dass u die Navier—Stokes—Gleichungen (2.25) im schwachen
Sinne ldst, d.h. (2.29) gilt.
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Beweis. Aufgrund der Lemmata 2.31, 2.32 und 2.6 ist der Operator
Ay + As: X — X™* beschrinkt und pseudomonoton. Es bleibt zu zeigen, dass
A1 + Ay auch koerziv ist. Fiir alle u € X haben wir:

= [ 3w B[S 2 ()

i,j=1

2
:—/divu%dxzo,

0

da fir u € X gilt diva = 0. Da A; koerziv ist (cf. Lemma 2.31), ist also
insgesamt A; + Ay koerziv auf X 3. Mit denselben Argumenten wie in Lemma

1.26 erhélt man b € ((W012((Z))3)* C X*, sofern f € (L?(£2))3. Satz 2.10
liefert die Behauptung des Satzes. [

Bisher haben wir die Existenz einer Geschwindigkeit u gezeigt, die (2.29)
erfiillt. Um auch einen Druck p zu finden, so dass fiir alle ¢ € (Wol’z((?))?’
gilt:

/Vu-V(pdx—l—/[Vu}u-<pdx+/pdivcpdx:/f-gadx, (2.34)
2 2 7 7}

muss man den Satz von De Rham auf F € ((WOM(Q))?’)* definiert durch

(F, ) ::/Vu-chdx—i—/[Vu}u-(pdx—/f-cpdx
7]

0 0

anwenden.
2.35 Satz (De Rham 1960). Sei F € ((WOIQ(Q))?’)* ein Funktional. Falls
fiir alle ¢ € X qilt:

<F’(10>:07

dann existiert eine Funktion p € L*(§2) mit fnpdx = 0, so dass fiir alle
o € (WE(Q))? gilt:

(F,p) = /pdivcpdx.
Q

Beweis. cf. [17]. |

3 Die Koerzivitit ist die einzige Eigenschaft, die nur auf X und nicht auf
(W01 ’2((2))3 gilt. Zum Beweis der anderen Eigenschaften benétigen wir die Be-
dingung div u = 0 nicht.
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3.3 Maximal monotone Operatoren

Die Theorie maximal monotoner Operatoren ist das Herzstiick in der Theorie
monotoner Operatoren, da sie die Grundideen zur vollen Entfaltung bringt
und sehr allgemein ist. Intuitiv kann man sich unter einem maximal monoto-
nen Operator einen monotonen Operator vorstellen, der keine echte monotone
Erweiterung besitzt.

Beispiele. 1. f: R — R sei stetig und monoton wachsend, z.B. sei

2 .
@ ={"% fase
Dann ist diese Funktion f maximal monoton.
2. f: R — R sei monoton wachsend, aber unstetig, z.B. sei
9 .
10={s7 el
Diese Funktion f ist monoton, aber nicht maximal monoton. Es gibt
ndmlich eine monotone Erweiterung, z.B.

—2?  firz <0,
flx) = [0,2] fiirx=0,
22+2 firz>0.

Allerdings miissen wir fiir die maximale Monotonie ,,bezahlen®, denn wir
miissen ,,mehrdeutige Funktionen“ oder genauer Abbildungen zulassen. Im
Folgenden bezeichnen wir mit 2¥ die Potenzmenge einer Menge Y.

3.1 Definition. Seien M,Y Mengen und sei A : M — 2Y eine Abbildung,
d.h. A ordnet allen v € M eine Teilmenge Au CY zu, d.h. Au € 2Y. Dann
18t

D(A) ={ue M| Au # 0}

der effektive Definitionsbereich, ferner ist

RA) = | Au

ueD(A)
der Wertebereich und
G(A) = {(u,v) € M x Y |u € D(A),v € Au}

der Graph von A. Wir schreiben fir (u,v) € G(A) einfacher (u,v) € A.
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Bemerkungen. (i) Die inverse Abbildung A~1: Y — 2M existiert immer
und ist definiert durch

A7 (v) ={ue M|ve Au}.
Offensichtlich haben wir D(A™!) = R(A), R(A~!) = D(A) und (u,v) € A
genau dann, wenn (v,u) € A7L.

(ii) Seien X,Y Vektorrdume iiber K und sei M C X. Fiir gegebene Ab-
bildungen A, B: M — 2 und fiir feste o, 8 € K definieren wir die Linear-
kombination

(aA—i—ﬁB)(u):{g u+ BBu Sgg;éD( )N D(B),

(iii) Jede eindeutige Abbildung A: D(A) C M — Y kann mit einer mehr-
deutigen Abbildung A: M — 2Y identifiziert werden, indem wir

_ {Au} fir u € D(A),

Au =

sonst
setzen. Dann gilt
D(A) = D(A) und R(A) = R(A).

Im Folgenden verwenden wir immer diese Identifizierung und schreiben kiirzer
A statt A.

3.2 Definition. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und M C X eine
Teilmenge. Die Abbildung A: M — 2X" heifit

(i) monoton genau dann, wenn fir alle (u,u*), (v,v*) € A gilt:

(" —v*" 5 u—v)x >0,

(ii) mazimal monoton genau dann, wenn A monoton ist, und aus (u,u*) €
M x X* sowie

(U —v*u—v)x >0 V(v,v*) € A
folgt, dass (u,u*) € A.

Bemerkungen. (i) Ein Operator A: D(A) € X — X* kann mit obiger
Identifizierung als mehrdeutige Abbildung A: X — 2% aufgefasst werden.
Die Definition 1.1 der Monotonie des Operators A ist mit der Definition 3.2
der Monotonie der mehrdeutigen Abbildung A identisch.

(ii) Ein Operator A: D(A) € X — X* heifit mazimal monoton genau
dann, wenn A monoton ist, und aus (u,u*) € X x X* sowie

(U —Av,u—v)x >0 Yv € D(A)
folgt, dass u € D(A) und u* = Au gelten.
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Die einfachsten Beispiele maximal monotoner Operatoren erhélt man mit-
hilfe reeller Funktionen. Jede monoton wachsende und méglicherweise unste-
tige Funktion erzeugt offensichtlich einen monotonen Operator. Ferner gilt

3.3 Lemma. Sei f: R — R eine monoton wachsende und stetige Funktion.
Dann ist f mazximal monoton.

Beweis. Sei (u,u*) € R X R und es gelte fiir alle v € R

(u* = f(v))(u—v) >0.

Es ist zu zeigen, dass u* = f(u) gilt, denn u € R = D(f) wurde ja vorausge-
setzt. Fiir u > v erhalten wir u* — f(v) > 0, d.h. u* > f(v). Wir wihlen nun
¥ = Uy, mit einer Folge (uy), fiir die gilt: u, " u (n — o0). Die Stetigkeit
von f impliziert uv* > f(u). Fir v < v folgt v* < f(v). Wir wihlen nun
v = Uy, wobel (uy) eine Folge ist mit u, N\, u (n — 00). Die Stetigkeit von
f liefert v* < f(u). Somit gilt sowohl u* > f(u) als auch v* < f(u), d.h.
u* = f(u). |

Durch ein einfaches Gegenbeispiel iiberlegt man sich, dass unstetige

monoton wachsende Funktionen nicht maximal monoton sein miissen. Sei
f: R — R definiert durch

f(m)z{x firx <0,

r+1 firx >0,

d.h. f ist monoton wachsend, aber nicht stetig. Diese Funktion f ist nicht
maximal monoton. Um dies zu beweisen wihlen wir (u,u*) = (0,4) € R xR
und zeigen, dass fiir alle v € R gilt:

—(3 = f(w))v=>0.

In der Tat, im Falle v > 0 haben wir —(3 — (v+1))v = (v+ 3)v > 0. Und
im Falle v < 0 haben wir (v — 1)v > 0. Allerdings ist f(0) =0 # 1.

Eine zu Lemma 3.3 analoge Aussage erhalten wir auch fiir monotone
Operatoren.

3.4 Lemma. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und A : X — X* ein
monotoner, hemistetiger Operator. Dann ist A mazximal monoton.

Beweis. Sei (u,u*) € X x X* und es gelte fiir alle v € X
(u* — Av,u—v) > 0.
Wir setzen v = u £ tw mit w € X und ¢ > 0. Dann folgt fiir alle w € X
Ft(u" — A(u £ tw),w) >0,

und demzufolge
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)
)

Da A hemistetig ist, folgt im Grenziibergang t — 07T, dass fiir alle v € X gilt:

(u* — A(u + tw),

0,
(u* — A(u — tw), 0.

w) <
w) =

(u* — Au,w) =0,

d.h. v* = Au. [}

Bemerkung. Die inverse Abbildung A=': X* — 2% einer maximal mono-
tonen Abbildung A: X — 2% auf einem reflexiven Banachraum X ist wieder
maximal monoton. In der Tat, da X reflexiv ist, haben wir die Identifizierung
X =~ X** und somit kann man A~! auch als Abbildung A=1: X* — 2%
auffassen. Weiterhin gilt (u*, u)x = (u,u™)x~ fir alle (u,u*) € X x X* und
somit folgt die Behauptung mithilfe der Definition der inversen Abbildung

GA™) ={(u*,u) € X* x X ’ (u,u*) € G(A)}.

3.3.1 Subdifferentiale

Ein weiteres Beispiel maximal monotoner Operatoren sind Subdifferentiale,
die den klassischen Begriff der Ableitung fiir konvexe Funktionen verallge-
meinern.

3.5 Definition. Sei X ein reeller Banachraum und f : X — [—o00,00] ein
Funktional auf X. Fin Element u* € X* heiffit Subgradient von f an der
Stelle u € X genau dann, wenn f(u) # +oo und

f) = fu) + (u*, v —u)x VveX.

Die Menge aller Subgradienten von f in u heiffit Subdifferential 0f(u). Falls
an der Stelle u kein Subgradient ezistiert, setzen wir 8f(u) = 0.

Beispiele. Sei f: R — R eine Funktion. Dann ist df(u) die Menge aller
Anstiege von Geraden, die durch (u, f(u)) gehen und wvollstindig unter dem
Graphen von f liegen.

(i) Die Funktion f: R — R sei definiert durch

f(x)—{_bx fir x <0,

ax fir x >0,

wobei a, b € RT. Dann ist 9f(0) = [—b,a]. In der Tat, wenn wir die Un-
gleichung f(v) > u*v betrachten, so bemerken wir, dass fiir v > 0 die Un-
gleichung av > w*v impliziert, dass a > w* gilt, und fiir v < 0 aus der
Ungleichung —bv > u*v folgt, dass —b < u* gilt. Also kann f(v) > u* fir alle
v € R nur gelten, wenn u* € [—b, a].
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(ii) Es gibt differenzierbare Funktionen f: R — R, deren Subdifferential
die leere Menge ist. Ein Beispiel dafiir ist die Funktion sin(z), fiir deren
Subdifferential gilt: dsin(z) = 0, falls © # 37 + 2kn, k € Z, dsin(z) = 0,
falls © = %71’4—2]67(‘7 kelZ.

Falls eine differenzierbare Funktion f: R — R in zg ein Minimum hat,
dann gilt f'(xz¢) = 0. Mithilfe des Subdifferentials erhélt man folgende Ver-
allgemeinerung.

3.6 Lemma. Sei f: X — (—o00,00] ein Funktional auf einem reellen Ba-
nachraum X mit f # oco. Dann ist u eine Lisung des Minimierungsproblems

f(u) = min f(v), u€X,

genau dann, wenn

0€df(u).

Beweis. 1. Sei 0 € 9f(u). Nach Definition des Subgradienten gilt fiir alle
ve X und u* € 0f(u)

f) = f(u) = (u* 0 —u).
Wenn wir u* = 0 einsetzen erhalten wir, dass fiir alle v € X gilt: f(u) < f(v).

2. Es gelte f(u) < f(v) fur alle v € X. Somit ist insbesondere f(u) # oo
und wir erhalten fiir alle v € X

fw) = f(u) =20=(0,v—u),
d.h. 0 € Of (u). |

Das folgende Lemma stellt die Losbarkeit des Minimierungsproblems si-
cher.

3.7 Lemma. Sei C eine abgeschlossene, konvexe Menge eines reflexiven Ba-
nachraumes X. Das Funktional f: C — R sei konvex, unterhalbstetig und
koerziv, d.h. f(u) — oo fir ||u|| — oo, u € C. Dann besitzt f auf C ein
Minimum.

Beweis. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass f nichttrivial ist, d.h. f # oo.
Sei (up) C C eine Minimalfolge von f, d.h.

flun) = inf () (n—o0).

Aufgrund der Koerzivitit von f muss die Folge (u,) beschrinkt sein. Also
gibt es aufgrund von Satz A.8.15 eine schwach konvergente Teilfolge (u,,, )
mit u,, — wo (K — o0), und Satz A.8.9 liefert uw € C. Sei nun ¢ > 0 fest,
aber beliebig, und sei ko derart, dass fiir alle k > kg gilt:

Flum,) < inf f(0) + 2. (3.8)
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Ferner gibt es, aufgrund von Folgerung A.8.10, eine Folge (v;) C C von konve-
xen Linearkombinationen der w,, , ny > ko, d.h. v; = ZkNél Culin,, » Nk > ko,

0 < c,7C <1, Zgilc}c = 1, die stark gegen ug konvergieren. Wegen der
Konvexitit des Funktionals f und (3.8) folgt

Flu) €306l flun) € S0 (inf f(0) +) = nf f0) 4. (39

Da in Banachrdumen die Unterhalbstetigkeit dquivalent zur Bedingung (cf.
[8, Kapitel 1])
f(zo) <liminf f(z,)

Tn—TQ

ist, erhalten wir aus (3.9)
f(uo) <liminf f(v;) < in(f)f(v) +e.
j—o0 ve

Da € > 0 beliebig war, ergibt sich f(ug) = ir(}f f, d.h. das Minimum wird
angenommen. ™

Falls die Ableitung f’(u) und das Subdifferential df(u) existieren, d.h.
Of (u) # 0, so ist df(u) = {f'(u)}. Dies gilt nicht nur fiir Funktionen von
R nach R, sondern auch fiir reellwertige Funktionen auf Banachridumen. Im
Zusammenhang mit monotonen Operatoren und Subdifferentialen ist es be-
sonders fruchtbar, konvexe Funktionen zu betrachten. Denn aus der reellen
Analysis wissen wir, dass f’ monoton wachsend ist, sofern f: R — R konvex
und stetig differenzierbar ist.

3.10 Lemma. Sei X ein reeller Banachraum und f : X — R ein Funktional.
Dann gilt:

(i) Falls f konvez ist und eine Gditeauz—Ableitung D f(u) im Punkt u besitzt,
dann gilt:
0f(u) = {D(w)}. (3.11)

(ii) Umgekehrt, falls Of : X — X* hemistetig und eindeutig ist, d.h. fiir alle
u € X existiert ein u* € X* mit 0f(u) = {u*}, dann ist f Gditeauz—
differenzierbar und (3.11) gilt fir alle u € X.

Beweis. ad (i): Sei h € X beliebig. Wir setzen ¢(t) = f(u + th). Dann ist
¢: R — R eine konvexe Funktion, denn aufgrund der Konvexitét von f gilt,
fur alle 7 € [0, 1]:

<p((1 —T)t+ Ts) = f(((l —7)+71)u+ (1 —7)th+ TSh)
< (I =7)f(u+th)+ 7f(u+ sh)
= (1—=1)p(t) +7¢(s).
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Da f Gateaux—differenzierbar ist, existiert ¢’(0). Dies und die Konvexitit
von ¢ liefern insbesondere

#(0) = lim (t) = (0)
< lim to(1) + (1 —:)w(O) 2
t—0+
= (1) = ¢(0).

Setzen wir die Definition von ¢ und der Géateaux—Differenzierbarkeit ein,
ergibt sich daraus fiir alle h € X

fluth) = f(u) = (Df(u),hy,
d.h. nach der Definition des Subgradienten gilt Df(u) € Jf(u). Sei nun
u* € 0f(u). Dann gilt fiir alle h € X und £ > 0
Pl h) = ) > (1)
was man umschreiben kann als

flutth) — f(u)

n > (u*, h), VheX.

Im Grenziibergang t — 07 folgt
(Df(u),h) > (u*, h), Vh e X,

da f Gateaux—differenzierbar ist. Wir ersetzen h durch —h, und erhalten
(Df(u),h) = (u*,h), Vh e X,

d.h. wir haben gezeigt u* = Df(u). Zusammen mit dem vorher Gezeigten
folgt daher 0f(u) = {Df(u)}.
ad (ii): Fiir ¢ > 0 und h € X gilt:
flu+th) — f(u)
f(u) = fu+th)

und demzufolge haben wir

(0f (u), th),

>
> (O (u+ th). th)

(0f(u), h) <liminf flu+th) - f(u)

t—0+ t
g L0 1) )
t—0+ t
< limsup (Of (u + th), h)
t—0+

= (0f(u), hy,
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da Of(u) hemistetig ist. Also sind alle Ungleichheitszeichen Gleichheitszei-
chen. Daher existiert D f(u) und (3.11) gilt. |

Die meisten Eigenschaften konvexer, unterhalbstetiger Funktionale auf
einem Banachraum X werden mithilfe von Trennungssidtzen konvexer Men-
gen bewiesen, die auf der geometrischen Form des Satzes von Hahn—Banach
beruhen (cf. Satz A.10.11).

3.12 Lemma. Sei f: X — (—o00,00] ein konvezes, unterhalbstetiges Funk-
tional auf einem reellen Banachraum X wund seien g;: X — (—00,00],
i=1,...,n, n>2, konvexe Funktionale. Dann gilt:

(i) Falls f £ oo gilt, existieren a € R und u* € X* so, dass fir alle u € X
qgilt:

flu) > a+ (u*,u).

(ii) Sei M C X eine konvexe, abgeschlossene Menge, so dass f: M — R.
Dann ist f stetig auf dem Inneren int(M) der Menge M.

(i) Falls f(u) < oo und f stetig in w ist, dann ist Of(u) eine nichtleere
konvexe Menge.

(iv) Sei f # oo und sei dom (f) := {u € X | f(u) < 0o}. Dann ist die Menge
der Punkte u, in denen Of(u) # 0 gilt, dicht in dom (f).

(v) Falls ein Punkt ug € X emistiert, so dass alle Funktionale g;, i =
1,...,n, endlich sind und die Funktionale g;, j = 1,...,n — 1, stetig
in ug sind, dann gilt die Summenformel fiir Subdifferentiale:

B(gl +... 4+ gn)(uo) =0g1(ug) + ... + 9gn(ug) .

Beweis. Der Beweis dieser Behauptungen erfordert einen Aufwand, der den
Rahmen des Buches sprengen wiirde. Die Beweise konnen in [26, Kapitel 47]
oder in [8, Kapitel 1] gefunden werden. ]

Sei X ein reeller Banachraum und C' C X eine nichtleere, abgeschlossene,
konvexe Teilmenge, deren Indikatorfunktion y durch

(u) = 0 firu e C,
X =1 firue X\ C,

definiert ist. Unter einem Trigerfunktional von C im Punkt v € X verste-
hen wir ein Funktional u* € X*, so dass fiir alle v € C gilt:

(u*;u—v) >0. (3.13)
Fiir ein gegebenes Paar (u,u*) € X x X* beschreibt die Gleichung

(W 5u—vy=0 (3.14)
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eine abgeschlossene Hyperebene H in X durch den Punkt u, d.h. obige Be-
dingung besagt, dass die Menge C auf einer Seite der Hyperebene H liegt.

Zwischen der Indikatorfunktion und dem Trégerfunktional gibt es folgende
Beziehung:

| Menge aller Tréagerfunktionale firue C,

Ox(u) = { 0 firue x\0. 19

In der Tat, ist nach der Definition des Subgradienten u* € dx(u), falls fiir
alle v € X gilt:

x(v) > x(u) + (v, v —u). (3.16)

Sei u € C'. Falls wir auch v € C haben, ist diese Ungleichung nichts anderes
als (3.13), d.h. insbesondere, dass u* ein Trigerfunktional von C' im Punkt
u € C ist. Umgekehrt sei u* ein Tragerfunktional von C' im Punkt v € C.
Aus der Definition der Indikatorfunktion und (3.13) erhalten wir sofort (3.16),
d.h. u* € dx(u). Falls dagegen v € X \ C, dann ist x(u) = co und damit
df(u) = 0 nach Definition 3.5.

Insbesondere ist der Graph des Subdifferentials der Indikatorfunktion y
nicht leer und es gelten folgende Implikationen:

ueC = 0€dx(u),

ueintC = 9Ix(u) ={0}. (3.17)

In der Tat ist fiir u € C die Ungleichung 0 < (u*,u — v) sogar fiir alle v € X
erfiillt, wenn man u* = 0 setzt. Falls u € int C, dann folgt aus u* € dx(u),
dass u* = 0. Denn zu u € int C gibt es ein r € Rt mit B,.(u) C C. Wir haben
also fiir alle w € X mit [|w[| = 1, dass v := u+ Fw € C. Aus (3.13) folgt
dann
0< (v u—(u+5sw))=—%(u" w).

Wir ersetzen w durch —w und erhalten 0 < (u*,w). Insgesamt folgt daher
0 = (u*,w) fiir alle w € X mit |w| =1 und also u* = 0.

3.18 Lemma. Sei C' eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge ei-
nes reellen Banachraumes X. Dann ist 9x: C — 2% mazimal monoton.

Beweis. 1. dx: C — 2% ist monoton: Seien (u,u*), (v,v*) € dx, d.h.
u,v € D(0x) = C,u* € Ox(u),v* € Ox(v), dann gilt fiir alle w € C:

(u™su—w) =0,
(v v —w) >0,

und somit
(" —v* 5 u—v) ={(u 5 u—v)+ v5v—u) >0,

d.h. Ox ist monoton.



3.3 Maximal monotone Operatoren 95

2. Ox: C — 2% ist maximal monoton: Sei (u,u*) € C'x X*, und es gelte
fiir alle (v,v*) € 0x
(" —v*"u—v) >0.

Nun ist aber 0 € dx(v) und wir erhalten
(5 u—v) >0,

d.h. u* € Ox(u). |

Die Frage ist, ob dx: X — 2% ebenfalls maximal monoton ist. Zur Be-
antwortung dieser Frage miissen wir einen kurzen Ausflug in die Theorie
der Konvezitits- und Glattheitseigenschaften von Banachriaumen machen (cf.
Abschnitt A.9).

3.19 Definition. Sei X ein reeller Banachraum und ¢(u) := 3 ||u||% . Dann

2
wird die Dualititsabbildung J : X — 2% definiert durch

J(u) == dp(u) .

3.20 Lemma. Sei H ein reeller Hilbertraum und J die Dualititsabbildung
J: H — 28" Dann bildet J auf einelementige Mengen ab und kann daher
als Operator J: H — H* aufgefasst werden. Fiir diesen Operator gilt:

(J(u),v)g = (u,v) g .

Beweis. Nach Lemma 3.10 ist dp(u) einelementig, falls ¢ konvex ist und ei-
ne Gateaux—Ableitung Dp(u) besitzt. In diesem Fall gilt dp(u) = {Dep(u)}.

1. ¢ ist konvex: Sei t € [0, 1]. Dann gilt fiir u, v € H:
otu+ (1—tw) = %Htu + (1 —t)v|?

< 5 (dhull + @ = o)el)?

< 3 (Pl + @ = 12l + 10— ) (hull + o1) )
= 2 (thll? + (1 = )lel?) = tolan) + (1~ 1)l

da 2ab < a2 + b2.
2. ¢ besitzt eine Gateaux—Ableitung: Fiir ¢ € R und v € H gilt:

d d /1 )
Zplutto) = = (5 lu+to]?)

dt
= %(%(u, w) + t(u,v) + %tQ(Ua U))

= (u,v) + t(v,v).
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Daraus folgt, dass die Gateaux—Ableitung existiert und dass gilt:

d
(Dp(u),v) = Zolu+to)| = (w,0).
Die obige Formel fiir J folgt aus der Gleichungskette

(J(u),v) = (Fp(u),v) = (Dp(u),v) = (u,v),

wobei wir (3.11) benutzt haben. |

Im Falle von Banachrdumen haben wir:
3.21 Satz. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum. Dann gilt:

(i) Falls der Dualraum X* strikt konvex ist, dann bildet die Dualitits-
abbildung J auf einelementige Mengen ab und kann daher als Opera-
tor J: X — X* aufgefasst werden. Dieser Operator ist demistetig, be-
schrankt, koerziv, surjektiv und mazimal monoton. Weiterhin haben wir
fir allew e X

Ju = Do(u),

wobei Dy die Gateauz—Ableitung von ¢ = 3 ||ul% ist.
(il) Falls zusdtzlich X strikt konvez ist, dann ist J strikt monoton.

(iii) Falls der Dualraum X* lokal gleichmdfig konvex ist, dann ist der Ope-
rator J zusdtzlich zu den Behauptungen in (1) stetig und insbesondere
ist o Fréchet-differenzierbar.

Bemerkungen. (i) Aus der Kettenregel (cf. Satz 2.2.7 und Bemerkun-
gen danach) und den Behauptungen des Satzes folgt, mithilfe der Formel

llul| = (2@(u))1/2, dass die Norm u +— [ju|| auf X \ {0} Gateaux— bzw.
Fréchet—differenzierbar ist, falls der Dualraum X* strikt konvex bzw. lokal
gleichméfig konvex ist.

(ii) Die Behauptung aus Bemerkung (i) ist im Allgemeinen, ohne die
zusitzlichen Annahmen, falsch. Davon iiberzeugt man sich leicht am Beispiel
des R?, versehen mit der Maximumsnorm. Aus der Darstellung

1

I#lloe = max(la], lyl) = 5 (1l + Iyl + [ls] - Iz])
fir z = (z,y) € R? berechnet sich der Gradient der Funktion z — ||2/o
formal als

1 _ _

1 1(1_ lyl — || )7g(1+ lyl — || )

2\ =N [yl =12l 1yl Iyl = =
und ist somit in den Punkten (z,+z),x € R nicht definiert. In der Tat ist

(R%, || [|lso) micht strikt konvex, da die Oberfléiche der , Einheitskugel“ 9B (0)
Geradenstiicke enthélt.
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Beweis (Satz 3.21).  Wir definieren eine Abbildung A: X — 2%~ durch:

Ay = {u* cX*

(w*,u) = [l o]l = Jull } -

1. Die Menge Aw ist nicht leer: Um dies zu beweisen, definieren wir auf
Xo = span (u) durch

Ftu) = t||ul|?

ein stetiges, lineares Funktional f: Xg — R, mit || f|| = ||u||. Aufgrund ei-
ner Folgerung des Satzes von Hahn—Banach (cf. Folgerung A.10.9) kénnen
wir f als ein stetiges, lineares Funktional u*: X — R fortsetzen, mit

lu*] < |IfIl = ||ul|. Offensichtlich haben wir (u*,u) = f(u) = |lul|?, wor-
aus aufgrund der Definition der Norm ||u*||x- folgt: ||u*|x+ = |lul/x. Also
gilt Au # 0.

2. Die Menge Au ist einelementig: Seien u} € Au, i = 1,2, d.h.
(Wi u) = |lul® = lui]?, =12
Dann gilt fiir alle u € X:
2 [Ju |l flull = (ui +ug, u) < [lug +us| [lull,

und somit ||uf|| < |27 (u} + u3)]|. Dies ist nur fiir v} = uj moglich, da X*
strikt konvex ist und wir ||uf|| = ||u3|| haben (cf. Abschnitt A.9).

3. A: X — X* ist demistetig: Sei (u,) C X eine Folge mit u, — wu
in X (n — o00). Aufgrund der Definition der Abbildung A haben wir auch
|Aun| = |lunll — ||| (n — o0), und somit ist die Folge (Au,) in X*
beschriankt. Da X* reflexiv ist, existiert eine Teilfolge (uy, ) mit

Aup, = u* in X* (n— 00).

Aus Lemma A.8.6 (iii) folgt daher

[[u”|| < lim inf || Auy,, [| = Tim nf {fun, || = o],
:— 00 k—oo

was zusammen mit (cf. Lemma 0.3 (ii))

() = Jim (At u,) = i g, |2 = u]?
liefert, dass ||u*|| = |lu|| gilt. Insgesamt erhalten wir also u* = Au. Aus dem

Konvergenzprinzip (cf. Lemma 0.3 (iii)) folgt dann, dass die gesamte Folge
(Au,) schwach gegen Au konvergiert, d.h. A ist demistetig.

4. ¢ ist Gateaux—differenzierbar und Dp(u) = Awu: Mithilfe der Definition
von A und (||v]| — Hu||)2 > 0 erhalten wir, dass fiir alle u,v € X gilt:
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(Av,v —u) = (Av,v) — || Av]| [Ju]]

= vl = llvll llul

> (ol = 27" (ll® + [lol®) = 27" (lvl* = [lu]?)
> [full loll = [l

> (Au,v —u) .

Wenn wir nun v = u + th, t € R, h € X, wahlen, ergibt sich:
t(Au, by <27 (lu+th|)® — [Jul|?) < t{A(u+th),h),

woraus folgt:

271 thl|? — [Jul?
(= g 2 A ),

da A demistetig, also insbesondere hemistetig ist. Somit ist die Gateaux—
Ableitung von ¢(u) gleich Au.

5. J = A: Aus dem gerade Bewiesenen und aus Lemma 3.10 (i) folgt
Jp = Dy, da ¢ konvex ist, wie wir im Schritt 1 im Beweis von Lemma 3.20
gezeigt haben. Man beachte, das wir dort nur die Eigenschaften der Norm
benutzt haben. Insgesamt ergibt sich also

J=0p=Dp=A.

6. J ist koerziv und beschrankt: Aus der Definition von A und J = A
folgt:

(Ju,u) = ull®, [ Tul] = Jull,

also ist J koerziv und beschriankt.

7. J ist maximal monoton: Wir haben fiir alle u,v € X:

(Ju — Jv,u —v) = (Ju,u) + (Jv,v) — (Jv,u) — (Ju,v)
> [lull® + [[ol|* = 2]Ju] o] (3.22)
= (|lul = Jlol})* > 0.
d.h. J ist monoton. Aus Lemma 3.4 folgt also, dass J maximal monoton ist,
da J nach Schritt 3 demistetig ist, also insbesondere hemistetig.

8. J ist surjektiv: Aufgrund von Satz 1.5 und der Bemerkung danach ist
J surjektiv, da J monoton, koerziv und demistetig ist.

9. J ist strikt monoton: Sei X zusétzlich strikt konvex und seien u,v € X
derart, dass

(Ju— Jv,u—v) =0.
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Dann erhalten wir aufgrund von (3.22)

o= (s (M) () )

> (JJull = 127w+ ) ) + (127 (u+ )| = [|v]])”

und somit ||ul| = [|27(u + v)| = ||v||. Da X strikt monoton ist, folgt daraus
u = (cf. Abschnitt A.9), d.h. J ist strikt monoton.

10. J: X — X* ist stetig: Sei (u,) C X eine Folge mit w, — wu in
X (n — o00). Aufgrund von Schritt 3 und Schritt 5, sowie der Eigenschaften
von A und J = A, erhalten wir fiir eine Teilfolge

| Jtn, || = [|Jull, Jup, = Ju in X* (k- o0).

Da X* lokal gleichm&Big konvex ist, folgt aus Lemma A.9.1 dass Ju,, — Ju
in X* (k — o0), d.h. J ist stetig. Da J die Gateaux—Ableitung von ¢ ist,
liefert uns Satz 2.2.5 (ii), dass J die Fréchet—Ableitung von ¢ ist. ]

Der folgende Satz ist der Schliissel zur Beantwortung unserer Frage nach
der maximalen Monotonie von dy: X — 2%,

3.23 Satz (Rockafellar 1966). Sei f: X — (—o00,00] konvex und unter-
halbstetig auf dem reflexiven, reellen Banachraum X und sei f % +o0o. Dann
ist Of : X — 2X7 mazimal monoton.

Beweis. 1. 9f: X — 2% ist monoton. Aufgrund von Lemma 3.12 (iv) ist
Of nicht trivial. Seien (u,u*), (v,v*) € 9f, d.h. u,v € D(If), u* € df(u),
v* € 0f(v). Dann gilt nach Definition des Subdifferentials
f)=flu) =W, v—u)  VvoeX,
flu) — f(v) > (v, u—v) Vue X.

Eine Addition beider Ungleichungen ergibt
0> (u" —v*v—u) & 0< (u" —v"u—v),

d.h. 0f ist monoton.
2. 0f: X — 2% ist maximal monoton: Sei (ug, ug) € X x X* so, dass fur
alle (u,u*) € Of gelte
(uy —u*,up —u) > 0. (3.24)
Zu zeigen ist jetzt, dass daraus ufy € df(ug) folgt, denn dann ist 9 f maximal
monoton. Um dies zu beweisen benttigen wir folgendes Lemma:

3.25 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.23 existiert ein strikt
monotoner Operator J: X — X* mit R(J + 0f) = X*.
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Beweis. Der Beweis des Lemmas, der das Herzstiick des Satzes 3.23 ist, be-
nutzt tiefe Zusammenhénge zwischen Konvexitdtseigenschaften von X und
Glattheitseigenschaften der Norm auf X. Nach Satz A.9.4 existiert auf X
eine dquivalente Norm, so dass sowohl X bzgl. dieser neuen Norm als auch
X* bzgl. der dadurch induzierten Norm lokal gleichméfig konvex sind. Wir
bezeichnen diese Norm mit || - || x.

Wir betrachten das Minimierungsproblem

inf ¥(u) =4, (3.26)

ueX
mit 1
Y(u) = §IIUII§< + f(u) = (u*,u),

wobei u* € X* beliebig, aber fest, ist. Aufgrund von Satz 3.21 existiert die
Fréchet—Ableitung von % ||ul|% und wir definieren J: X — X* durch

Ty = (el

Satz 3.21 liefert auch, dass J strikt monoton ist. Somit erhalten wir, mithilfe
der Summenformel fiir das Subdifferential (cf. Lemma 3.12 (v))

o(u) = J(u) +0f(u) —u*.

Das Funktional ¢ hat folgende Eigenschaften:

(i) 4 ist unterhalbstetig und konvex, da es die Summe von Funktionalen mit
diesen Eigenschaften ist (cf. Schritt 1 im Beweis von Lemma 3.20).

(ii) ¢ ist koerziv, d.h. ¢¥(u) — oo fiir ||u||x — oo. Aufgrund von Lemma
3.12 (i) existieren a € R und u§ € X*, so dass fiir alle u € X gilt
f(u) > a+ (uf, u). Demzufolge erhalten wir

1 * *
v(w) > Slullk +a = (gl + [l ) lullx

woraus folgt, dass 1 koerziv ist.

Aufgrund dieser Eigenschaften garantiert Lemma 3.7, dass das Minimierungs-
problem (3.26) eine Losung besitzt. Nach Lemma 3.6 ist daher 0 € d¢(u) und
somit gilt:

u* e J(u)+9f(u),

d.h. R(J + 0f) = X*, da u* beliebig gewihlt war. |

Wir fahren nun mit dem Beweis fort, dass 0 f maximal monoton ist. Dazu
benutzen wir den Operator J aus Lemma 3.25. Da J(ug) + ufy € X* und
R(J + 0f) = X* gilt, erhalten wir, dass (u,u*) € 0f existiert mit

J(u) +u* = J(ug) + ug — uy —u* = J(u) — J(ug).  (3.27)
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Die Ungleichung (3.24) liefert
0 < (uy—u",ug—u) = (J(u) — J(up),uo — u,

d.h. (J(ug) — J(u),up — u) < 0. Der Operator J ist aber strikt monoton und
somit erhalten wir u = ug. Aus (3.27) folgern wir

u' =ug € 0f (u) = 0f (uo),

d.h. 0f ist maximal monoton. [
Hieraus folgt die folgende Verschiarfung von Satz 3.21.
3.28 Folgerung. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum. Dann ist die

Dualititsabbildung J: X — 2% mazimal monoton.

Beweis. Sei ¢ durch ¢(u) := 3|lull% definiert. Dann ist offensichtlich

v: X — (—00,00) C (—00,00] ein konvexes (cf. Beweis von Lemma 3.20),
unterhalbstetiges Funktional (¢ ist sogar stetig). Nach Satz 3.23 ist J = dp
maximal monoton. n

Satz 3.23 liefert auch die Antwort auf unsere Frage nach der maximalen
Monotonie von dy: X — 2% .

3.29 Lemma. Sei C' eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge ei-
nes reflexiven, reellen Banachraumes X und x: X — (—o0, 00| seine Indika-
torfunktion. Dann ist Ox: X — 2% mazimal monoton.

Beweis. Wir {iberpriifen, dass x die Voraussetzungen von Satz 3.23 erfiillt.

1. Nach Definition der Indikatorfunktion nimmt y nur die Werte 0 und oo
an, d.h. x: X — (—o0,0]. Da die Menge C' nicht leer ist, ist offensichtlich

X # 00.
2. x ist konvex: Da C konvex ist, gilt fiir alle u,v € C:
x(T=tu+tw) =0=0+0= (1 —t)x(u) + tx(v).
Falls u ¢ C und/oder v ¢ C, gilt offensichtlich

x((1 = t)u+tv) <oo=(1—1t)x(u) + tx(v).

3. x ist unterhalbstetig: Wir miissen iiberpriifen, ob fiir alle » € R das
Urbild x~((—o0,7]) abgeschlossen ist. Es gilt aber:

0, fallsr<o0,
X_l((—oo,r]):{u|x(u)<7“}:{ -

C, fallsr>0.

Die leere Menge () ist abgeschlossen und C' ebenfalls nach Voraussetzung; also
ist x unterhalbstetig.

Satz 3.23 liefert nun, dass dx: X — 2% maximal monoton ist. [
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3.3.2 Zeitableitungen

In der modernen Mathematik werden bei der Untersuchung von paraboli-
schen Differentialgleichungen und Evolutionsgleichungen die Ort— und Zeit-
variablen unterschiedlich behandelt. Was bedeutet das?

In Gleichungen dieser Art ist die Unbekannte eine Funktion v € X, wo-
bei X ein Funktionenraum ist, dessen Elemente auf dem Raum—Zeitzylinder
I x £2 definiert sind, wobei {2 ein beschriinktes Gebiet im R? ist und I = [0, T
ein gegebenes Zeitintervall. Nun kann man jedem w: I x 2 — R durch die

Vorschrift
[a(t)|(z) := u(t, z)

eine Abbildung @: I — Y zuordnen, wobei Y ein Funktionenraum ist, dessen
Elemente nur auf {2 definiert sind. Somit kénnen wir also fiir alle ¢t € I die
Funktion 4(t): 2 — R: z — u(t, z) als ein Element dieses Funktionenraumes
interpretieren. Damit haben wir zwei Sichtweisen fiir u: Einerseits kann man
u als Funktion in Ort und Zeit betrachten, andererseits als Funktion in der
Zeit mit Werten in einem Funktionenraum. Im Weiteren werden wir die zweite
Sichtweise benutzen.

Fine weitere Besonderheit bei der Behandlung parabolischer Differen-
tialgleichungen besteht darin, dass in natiirlicher Weise mehrere Funktio-
nenrdume auftreten. Wir wollen dies am Beispiel der Warmeleitungsgleichung

ou— Au = f inl x {2,
u=20 auf I x 042, (3.30)
u(0) = ug in 2,

illustrieren. Sei u eine glatte Losung von (3.30), die dann natiirlich auch die
schwache Formulierung von (3.30) erfiillt, d.h. fiir alle ¢ € L2(I; W, %(12))

gilt:
//@ugpdmdt—i—//Vu-Vgdedt://fgpdxdt. (3.31)

I I I 2

Wenn wir nun ¢ = v wihlen, erhalten wir, mithilfe partieller Integration und
der Young-Ungleichung, die apriori Abschitzung (cf. die Rechnung, die zu
(1.2.63) fiihrt und (3.37))

HUH%OO(I;L?(Q)) + ”“”i%I;W(}»Z(Q)) <c (HUOH%Q(Q) + Hf”%?(l;L?(.Q))) - (3.32)

Mithilfe dieser Abschitzung erhdlt man, wenn man (3.31) als Gleichung fiir
Oyu auffasst, die Abschétzung

10cull 3o w2y < @ (uollZaqays 1 W2 riagy) - (3:33)
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Also benétigt man zur Behandlung der Warmeleitungsgleichung in natiirli-
cher Weise die Réume L2(£2), W, *(£2) und W—12(02) == (W, (2))*.
Wir wollen nun einen Spezialfall der Theorie verallgemeinerter Zeitab-

leitungen entwickeln. Eine ausfiihrliche Darstellung kann man z.B. in [12,
Kapitel 4] oder [24] finden.

Sei V' ein Banachraum, der stetig in den Hilbertraum H einbettet, d.h.
V C H und fir alle z € V gilt: ||z||lg < ¢|z|lv (cf. Abschnitt A.12.1).
Auflerdem sei V' dicht in H, d.h. V”'”H = H. Da die Einschrinkung jedes
stetigen, linearen Funktionals f € H* auf V ein stetiges, lineares Funktional
auf V' definiert, d.h. H* C V* und fiir alle x € V und f € H* gilt:

(fra)u = (fxpv < | fllv-llzllv

< cllfllve llla

erhalten wir mithilfe der Dichtheit von V in H, dass H* stetig in V* einbettet.
Aufgrund des Rieszschen Darstellungsatzes (cf. Satz A.10.3) konnen wir H
mit H* identifizieren und erhalten insgesamt

Ve HXH V",

Ein solches Tripel (V, H,V*) heiit Gelfand—Tripel. Ein typisches Bei-
spiel fiir ein Gelfand-Tripel ist (W, *(£2), L2(£2), W ~12(£2)), also genau die
Réume, die in natiirlicher Weise bei der Behandlung der Warmeleitungsglei-
chung auftreten.

Sei (V, H,V*) ein Gelfand-Tripel. Dann wird fiir alle h € H durch

<}_L,U>V = (h,v)H, veV,

ein stetiges, lineares Funktional h € V* definiert. Die Zuordnung h + h,
aufgefasst als Abbildung von H nach V*, ist linear, stetig und injektiv. Daher
kann man h mit h identifizieren. In diesem Sinne haben wir also H < V*
und fiir alle h € H und alle v € V gilt:

<h,’U>V = (h,’U)H .

Dies, zusammen mit der Symmetrie des Skalarproduktes in H, liefert fiir alle
v,weV
(v,w)yy = (v,w)g = (w,v)g = (w,v)y .

3.34 Definition. Sei u € LP(I;V),1 < p < oo und (V,H,V*) sei ein
Gelfand-Tripel. Dann definieren wir die verallgemeinerte Zeitableitung

% als ein Element des Raumes LPI(I; V), ﬁ + % =1, fir das gilt:

/<%(t)’v>vsp(t) dt = — /(U(t),U)H Q(t)dt Yv eV, Ve CF(LR).
0 0
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Bemerkung. Im Allgemeinen ist die verallgemeinerte Zeitableitung %‘ nicht

mit der schwachen Zeitableitung 0;u identisch. Die schwache Ableitung 0;u
auf I x {2 ist ndmlich definiert durch:

T

T
//@ugpdxdtz—//u@t(pdxdt Vo e C(I x £2).
I7; 02

0

Beide Ableitungen stimmen jedoch iiberein, falls C5°(£2) dicht in V' liegt.

Im Folgenden bezeichnen wir fiir I = [0, 7]

W= {u e LP(I;V) | %‘ € LP’(I;V*)},

i (3.35)

dt

lallw = lullo(r) + ‘ |
Lr' (I;V*)

Der Raum (W, || - ||w) ist ein Banachraum. Dieser ist reflexiv, falls 1 < p < oo
und V reflexiv ist.
3.36 Lemma. Sei (V, H,V*) ein Gelfand—Tripel und sei W in (3.35) defi-
niert. Dann gilt die stetige Finbettung

W — C(I;H),

und fir alle w € W und alle s,t € I gilt:
/ d 1 1
au _ 1t 2 1 2

[ (G um), dr = Sl - o)l (3.37)
Beweis. Der Beweis ist technisch und benutzt viele Approximationsargu-
mente. Er findet sich z.B. in [12, Satz IV.1.17] oder in [24, Satz 23.23]. =
Bemerkung. Die Formel (3.37) ist das Analogon zu folgender Rechnung fiir
reellwertige Funktionen u: I — R:

t ¢

/u'(t)u(t) dt :/%(uQ(t))’dt =

S S

1
2= Slus).

(o)

3.38 Lemma. Sei (V,H,V*) ein Gelfand—Tripel, und sei der Raum W in
(3.35) definiert. Ferner sei L: D(L) C LP(I; V) — LP (I, V*), definiert durch
d7u

dt’

D(L) :={ue W | u(0) =0}.

Lu =

Dann ist L ein linearer, mazimal monotoner Operator auf D(L).
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Beweis. 1. L ist per Definition linear.
2. L ist monoton: Seien u, v € D(L), dann gilt nach Lemma 3.36

T
d(u —v)

(Lu — Lv,u — v) po(ryvy = /<T,ufv>vdt
0

= L= )T~ Sl =) >0,

da u, v € D(L), und somit «(0) = v(0) = 0.
3. L ist maximal monoton: Sei v € LP(I; V), w € LP (I; V*), und es gelte
fiir alle u € D(L)

T
(w — Lu,v — u) r(1;v) / (w—Lu,v —u)y dt >0. (3.39)
0

Wir miissen v € D(L) und w = % zeigen. Wir wihlen u = ¢(t)z € LP(I;V)
mit ¢ € C°(I;R), z € V. Es gilt u(0) = 0 und % = /()2 € LP (I;V*), da
v € C§°(I;R), und damit ist u € D(L). Aulerdem haben wir

Loy = [ (Gu), de =5 (IOl ~ @) =0, (.00

da ¢ € C§°(I;R). Wenn wir w in (3.39) einsetzen und (3.40) benutzen, erhal-

ten wir
T T

0< /(w,v)vdt— /(w,goz>v — (' z,v)y dt +0.
0 0

Nun gilt aber (z,u)y = (u, z)y fiir alle u, z € V und somit

0< /T /(<pv—|—<pwz) dt.

Da z € V beliebig war, gilt die Ungleichung auch fiir —z und fiir Az, wobei
A € R beliebig gro8 gewiihlt werden kann. Auflerdem ist (w,v)y unabhingig
von z. Damit die Ungleichung fiir alle z richtig ist, muss daher gelten

T

/gp(w,z)v—l—(p’(v,z)Hdt:O Vz eV, Vo e C5°(I;R).
0

Dies ist aber gerade die Definition der Verallgemelnerten Zeitableitung von v

und somit erhalten wir w = ‘Clli’ sowie d” € L (I;V*), dh. v € W. Zu zeigen

bleibt, dass v € D(L). Nach Voraussetzung gilt fiir alle w € D(L)
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T

0 < (Lv — Lu,v — u)ro(1,v) = /<W,v —u>vdt (3.41)
0

5 (I0(T) — (D) = 110(0) ~ w(O))

da v € W. Wir wihlen eine Folge (a,) C V mit a,T — v(T) in H (n — 00).
Wir definieren nun u,(t) = ant, u, € D(L), setzen u, in (3.41) ein, und
erhalten

0< %(Hv(ﬂ — un(T)[3 = [0(0) = un (O)113)
= 2 (™) — T3~ (O)13:)

Im Grenziibergang n — oo folgt daraus
1 2
0< 30O

d.h. v(0) = 0 und somit v € D(L). |

3.3.3 Der Satz von Browder

Ahnlich wie in den vorangegangenen Abschnitten wollen wir die Losbarkeit
von

be Au+ Bu, ueC, (3.42)

untersuchen, wobei A: C € X — 2% ein maximal monotoner Operator
und B: C — X* ein pseudomonotoner Operator ist. Die Beziehung (3.42)
bedeutet, wenn A eine mehrdeutige Abbildung ist, dass wir fiir ein gegebenes
b € X* ein Element u € C suchen, so dass gilt:

b=v+ Bu, mit v € Au.
Wenn A und B Operatoren sind, dann ist (3.42) dquivalent zu
b= Au+ Bu, ueC.

3.43 Satz (Browder 1968). Sei C C X eine nichtleere, abgeschlossene,
konvexe Menge eines reflexiven, reellen Banachraumes X und sei b € X*.
Ferner sei A: C — 2% ein mazimal monotoner Operator und B: C — X*
ein pseudomonotoner, beschrinkter, demistetiger Operator. Falls C' unbe-
schrinkt ist, sei der Operator B koerziv bzgl. des Operators A und des FEle-
ments b € X*, d.h. es existiert ein Element ug € C N D(A), und eine Zahl
r >0, so dass fir alle w € C mit ||u|| > r gilt:

(Bu,u —ug) > (b,u —ug) .

Dann ezistiert eine Lésung u € C N D(A) des Problems (3.42).
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Beweis. Die Strategie, die diesem Beweis zugrunde liegt, ist folgende:

e Galerkin—Approximation; aber dieses Mal fithren wir sie nicht mit Glei-
chungen sondern mit Ungleichungen durch.

o Losbarkeit der Galerkin—Ungleichungen; hierzu verwenden wir ein Abschnei-
de—Argument.

e Apriori Abschitzungen fiir die Losung der Galerkin—Ungleichungen; diese
folgen aus der Koerzivitidt von B.

e Konvergenz der Galerkin—Methode; diese basiert auf der Pseudomonotonie
von B.

Da A: C — 2X" maximal monoton ist und C nichtleer, ist auch der Graph
von A nicht leer. In der Tat, angenommen er sei leer, dann ist die Bedingung

(u* —v* 5 u—v) >0 V(v,0*) e A

fiir ein beliebiges Paar (u,u*) € C' x X* erfiillt, da der Graph von A leer ist.
Daraus folgt, dass (u,u*) € A gilt, da A maximal monoton ist. Dies ist aber
ein Widerspruch zur Annahme. Also existiert (ug, uf) € A.

Man sieht sofort, dass fiir beschrankte Mengen C' der Operator B koerziv
bzgl. des Operators A und jedes Elements b € X* ist, da fiir geniigend grofles
rgilt: C'N (X \ B.(0)) = 0.

Da der Graph von A nicht leer ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
(0,0) € A. Ansonsten gehen wir von dem Problem

b€ Au+ Bu, ueC,

iiber zu - -
b—uj € Av+ Bu, veC —ug,

wobei Av := A(v+ ug) und Bv := B(v + up) — uj. Aufgrund der Definition

von A erhalten wir, dass (v,0*) € A & (v + up,v*) € A gilt. Sei nun
(u,u*) € (C —wup) x X* derart, dass fiir alle (v,v*) € A gilt:

0< (u" —v"u—v)= @ —vu+uy— (v+uy)).

Dies zusammen mit der maximalen Monotonie von A : C' — 2% impliziert,
dass auch A: C — ug — 2¥ " maximal monoton ist. Da auch B nur eine
Verschiebung von B ist, siecht man sofort, dass B: C' — uy — X* demistetig
und beschrinkt ist. Um die Pseudomonotonie von B zu zeigen, wihlen wir
eine Folge (uy,) C C' — up mit u, — u (n — o0) und

0 > lim sup(Bup, u, — u) = limsup(B(u, + ug) — uf, uy + up — (v + ug)) -

n—oo n—oo

Aufgrund der Pseudomonotonie von B erhalten wir fiir alle w € X

(B(u+up) — us,u+ up — w) <liminf(B(u, + ug) — uj, n + uo — w),

n—oo
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was mit der Bezeichnung w = w — ug die Ungleichung

(Bu,u — ) < liminf(Bu,,, u, — )

n—oo

impliziert, d.h. B ist pseudomonoton. Aus der Koerzivitit von B beziiglich
A und b folgt fiir v =u —ug € C' — ug, mit ||v]| > r — ||uol|,

(Bv,v) = (B(v + up) — ul,v) = (Bu —uj, u — ug)
> (b—ug,u —uo) = (b—ugp,v),
d.h. B ist koerziv beziiglich A und b — uj;. Also erfiillt auch B die Vorausset-

zungen des Satzes.

1. Aquivalente Variationsungleichung: Wir suchen ein u € C' mit:
(b—Bu—v*,u—v)>0 V(v,v*) € A. (3.44)

Dieses Problem ist dquivalent zu unserem urspriinglichen Problem (3.42).
Wenn némlich u € C die Ungleichung (3.44) 16st, dann folgt aus der maxima-
len Monotonie von A, dass (u,b—Bu) € A, d.h. insbesondere b € Au+ Bu und
u € D(A). Falls umgekehrt  eine Losung von (3.42) ist, dann ist b—Bu € Au
und die Ungleichung gilt aufgrund der Monotonie von A.

2. Apriori Abschéitzung: Sei u € C eine Losung (3.44). Da (0,0) € A, gilt
(b — Bu,u) >0 = (Bu —b,u) <0.

Andererseits ist B koerziv beziiglich A und b mit ug = 0. Daher gibt es ein
r > 0 mit (Bu — b,u) > 0 fiir alle |Ju|| > r. Diese und die obige Ungleichung
liefern die apriori Abschitzung

Jull <, (3.45)

falls u € C eine Losung von (3.44) ist.

3. Galerkin—Ungleichung: Wir bezeichnen mit £ die Menge aller endlich—
dimensionalen linearen Unterrdume Y von X. Wir wihlen ein festes Y € L.
Anstelle von (3.44) betrachten wir das approximative Problem: Wir suchen
uy € C'NY, das die Ungleichung

(b — Buy —v*,uy —v)y >0 Vv, v*) e Amitve CNY (3.46)

16st. Man beachte in diesem Zusammenhang, dass aus ¥ C X die Relation
X* C Y™ folgt. Dies ist so zu verstehen, dass fiir v* € X* die Einschrinkung
auf Y C X sofort ein Element aus Y* liefert, d.h. die Dualitdtsprodukte auf
beiden Rdumen werden miteinander identifiziert, und es gilt fiir alle v € Y

(v*, vy = (v, 0) x .
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4. Losung von (3.46): Wir miissen eine weitere Approximation des Pro-

blems (3.46) durchfiihren. Dazu setzen wir fiir R > 0

Kr:={velCnY||v|x <R},
Gr={(v,v*) € A|ve Kg}.

Man beachte, dass beide Mengen nichtleer sind, da (0,0) € A. Wir approxi-
mieren (3.46) durch das abgeschnittene Problem: Suche up € Kp:

(a)

(b — Bup —v*,ur —v)y >0 Y(v,v*) € Ggr. (3.47)

Losung des abgeschnittenen Problems: Auf das Problem (3.47) wollen

wir Lemma 1.2.27 anwenden. Dazu setzen wir:

() K = Kpr. Die Menge K C Y ist konvex aufgrund der Definiti-
on und kompakt, da sie eine abgeschlossene Teilmenge des endlich—
dimensionalen Raumes Y ist.

(8) M = Ggr. Die Menge M ist monoton, da der Operator A insbeson-
dere monoton ist.

(v) T: K — X*: u+ b—Bu. Der Operator T ist stetig, da B demistetig
ist, d.h. aus u, — u(n — o0), folgt Bu, — Bu (n — 00). Wir be-
trachten aber B eingeschrankt auf Y, d.h. B: CNY — X* C Y* mit
dim Y* < co. In endlich-dimensionalen Rdumen impliziert schwache
Konvergenz aber starke Konvergenz (cf. Lemma A.8.8). Also erhalten
wir Bu,, — Bu (n — o), d.h. T ist stetig.

Nach Lemma 1.2.27 hat das abgeschnittene Problem (3.47) demnach eine

Losung ur € Kg.

Losung der Galerkin—Ungleichung (3.46): Wir setzen
Sk = {ur € K |ug ist eine Losung von (3.47)},

d.h. Sg C Kg fir alle R > 0. Aus der Koerzivitit von B beziiglich A
und b (cf. Schritt 2) folgt:

[urll <, (3.48)

wobei r unabhéngig von R und Y € L ist. Die Menge Sg hat folgende

Eigenschaften:

(a)) Sg ist abgeschlossen: Sei (u,) C Sg, mit u,, — u (n — 00). Da B
demistetig ist folgt also Bu,, = Bu (n — o0). Somit bleibt die Un-
gleichung (3.47) beim Grenziibergang n — oo erhalten, d.h. u € Sg.

(8) Sgr ist kompakt: Die Menge Sg ist eine abgeschlossene Teilmenge
von Kg, und Kpg, als abgeschlossene und beschrankte Teilmenge des
endlich—dimensionalen Raumes Y, ist selbst kompakt.

(v) Srr C Spg fiir alle R, R mit R > R > r: Fir R > R > r gilt
aufgrund der Konstruktion: Gg C Ggr.



110 3 Die Theorie monotoner Operatoren

Fiir eine Folge R, — oo (n — o0) bilden also die Mengen Sg, eine
absteigende Folge kompakter Mengen und somit (cf. endliches Durch-
schnittsprinzip Lemma A.1.3) folgt die Existenz eines Elements uy mit

oo
uy € mSRn'

n=1

Aus (3.48) und der Definition von K C C erhalten wir sofort
luy] <r und uy € C. (3.49)

Auflerdem ist uy eine Losung von (3.46), denn fiir (v,v*) € A,v € CNY
gilt: Es existiert ein Ry, so dass ||v|| < R,,. Damit ist uy eine Losung von
(3.47) fur R,,. Da aber uy fiir alle R, (n — o0) in Sg, liegt und v beliebig
gewdhlt war, erhalten wir

(b — Buy —v*,uy —v) >0 V(v,v*) € Amit v e CNY.

5. Konvergenz der Galerkin-Losungen uy: Wir wollen zeigen, dass in ei-
nem gewissem Sinne gilt: “uy — u“, wobei u eine Losung von (3.44) sein wird.
Hierbei tritt das Problem auf, dass Pseudomonotonie nur iiber (abzihlbare)
Folgen definiert ist, das System L aber iiberabzihlbar ist. Also ist eine weitere
Approximation notig. Seien Y, Z € L. Wir setzen

My :={(uy, Buy) € C x X* | uy Losung von (3.46) mit Y D Z}.

Zuerst zeigen wir, dass es ein Element

(w,u*) € () My (3.50)
ZeL

gibt, wobei M; der Abschluss von Mz in X x X* bzgl. der schwachen To-
pologie ist. Dieses u wird letztendlich die gesuchte Losung sein.

(a) Beweis von (3.50): Aus der apriori Abschiitzung (3.49) erhalten wir, dass
fir alle Y € £ gilt ||uy| < r. Da B: X — X* beschrénkt ist, ist die
Bildmenge B(B,) auch beschréinkt. Also gibt es einen abgeschlossenen
Ball K C X x X*, so dass

U My CK.
zZeLl

Da X reflexiv ist, sind es auch X* und X x X* (cf. Lemma A.7.4). Da
K stark abgeschlossen, beschrinkt und konvex ist, ist K auch schwach
kompakt (cf. Folgerung A.8.14). Nun ist aber fiir alle Z € £ die Menge

M; schwach abgeschlossen und es gilt: Hg C K. Demzufolge ist auch



(d)

3.3 Maximal monotone Operatoren 111

H;ﬂ schwach kompakt, und

UM, ck.

ZeL
Seien nun Y, Z € L beliebig aber fest. Wir setzen S = span{Y, Z} und
erhalten My N Mz 2 Mg. In der Tat, sei (ug, Bug) € Mg. Dann ist ug
eine Losung von (3.46) in einem Raum U O S = span{Y,Z} 2 Y und
U 2 S D Z. Das bedeutet aber (us, Bug) € Mz N My . Wiederholen wir
dieses Argument endlich oft, erhalten wir

N

( My, #0 VNEN,VY,eL.

i=1
Aus dem endlichen Durchschnittsprinzip (cf. Lemma A.1.3) folgt somit
(3.50).

Konstruktion eines speziellen Paares (vg,vg): Es existiert (vg,vs) € A,
so dass gilt:
(b—u*—wvj,u—uvg) <0. (3.51)

Sei dem nicht, so dann gilt fiir alle (v,v*) € A:
(b—u"—v"u—v)>0.

Da A maximal monoton ist, folgt b — u* € Au. Somit kénnen wir v = u
und v* = b — v* wihlen und erhalten (b — u* — v*,u —v) = 0. Dies ist
ein Widerspruch zur Annahme. Also gilt (3.51).

Spezielle Approximation: Wir wihlen nun Y € L fest: Die Menge M;’i
ist schwach abgeschlossen in X x X*, und (u,u*) € My wegen (3.50).
Aufgrund von Lemma A.8.17 gibt es eine Folge (un,u)) C My mit
(tn,ul) — (u,u*) in X x X*(n — o0). Nach Konstruktion von My
ist u} = Bu, und insbesondere u,, € C. Die Menge C' ist stark abge-
schlossen und konvex, also auch schwach abgeschlossen (cf. Satz A.8.9),
daher liegt auch « in C'. Nach Lemma A.8.17 gibt es eine Folge (u,) C C,
so dass

Up —u n X
. . . (n — c0), (3.52)
Bu, = u" in X
und
(b — Buy, —v*, up, —v) >0 V(v,v*) e AmitveYNC, (3.53)

denn wu, € My, und Elemente von My sind Losungen von (3.46).
Pseudomonotonie von B: Wir wollen zeigen, dass gilt:

(Bu,u —v) < {(b—v",u—v) V(v,v") e Amitve Y NC,



112 3 Die Theorie monotoner Operatoren

denn damit haben wir gezeigt, dass (3.44) und damit auch (3.42) fiir
alle v € Y NC gilt. Wir beschranken uns dazu auf solche Y € £ mit
vg € Y, wobei vy das Element aus 5. (b) ist. Wir wéhlen ein festes,
aber beliebiges Y mit dieser Eigenschaft. Aus (3.53) folgt fiir alle w € C,
(v,v*) € A,v e YNC,und allen € N

(B, un, — w) < (b — 0", up —v) + (Bp,v — w). (3.54)

Wir wihlen insbesondere w = v. Dies ist moglich, da D(A) C C. Somit
folgt aus (3.54)

(By, un, — vy < (b—v", u, —v) V(v,0*) € Amitv e YNC. (3.55)

Nun wéhlen wir w = u, v = vy und v* = v, wobei (vg,v]) das spezielle
Paar aus 5. (b) ist, und erhalten aus (3.54)

(Btp, un —u) < (b— g, un —vg) + (B, vy — u)
und somit mit Hilfe von (3.52) und (3.51)

lim sup (B, up — u) < (b—vj —u*,u —vp) <0,

n—oo

d.h. limsup,,_,. (Bun,u, — u) < 0. Da der Operator B pseudomo-
noton ist und u, — w(n — o0), folgt mit Hilfe von (3.55) fiir alle
(v,v*)e A,veYNnC
(Bu,u — v) < liminf (Buy,, u, — v)
< (b—v*;u—v),
d.h. fiir alle (v,v*) € A, und v € Y N C gilt:
(b—Bu—v*,u—v)>0.

Zu beliebigem (v,v*) € AgibteseinY € Lmitv €Y, denn |J ¥ =X.

YeL
vo€Y
Damit haben wir gezeigt, dass
(b—Bu—v",u—v) >0 V(v,v*) € A,
d.h. uw € C ist eine Losung von (3.44).
Der Beweis des Satzes ist vollstandig. [

Bemerkungen. (i) Wie wir bereits im Beweis des Satzes bemerkt haben
sind die Voraussetzungen des Satzes 3.43 fiir alle b € X* erfiillt, falls die
Menge C beschrénkt ist.
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(ii) Die Voraussetzungen von Satz 3.43 sind auch fiir alle b € X* erfiillt,
falls B koerziv beziiglich A ist, d.h. es existiert ein Element uy € CND(A),
so dass

B —
i (BoU—w) (3.56)
lul|—o0 [|ul]
ueC

Dann gibt es fiir alle b € X* eine Losung von (3.44), d.h. R(A+ B) = X*.
In der Tat haben wir fiir |ul| > r

(Bu —b,u —ug) _ (Bu,u—ug) ||b]] |lu— woll

[l [ [
- [l [l
(Bu,u — ug)
> 2|[b|l
[l

Die rechte Seite der Ungleichung konvergiert gegen oo fiir ||ul| — co. Somit
gilt (Bu,u — ug) > (b,u — up) fiir alle ||ul| > r mit r grof genug, d.h. die
Bedingungen des Satzes 3.43 sind fiir alle b € X* erfiillt.

3.3.4 Variationsungleichungen

Wir wollen nun Satz 3.43 auf Variationsungleichungen anwenden. Gegeben
sei ein Operator A: C — X* wobei C' C X eine konvexe, abgeschlossene
Menge ist, und b € X*. Wir suchen ein u € C' so, dass

(b— Au,u—v) >0 YoeC. (3.57)
Eine dquivalente Formulierung von (3.57) ist: Suche ein u € C, so dass
b e dx(u) + Au, (3.58)
wobei x die Indikatorfunktion von C' ist, d.h.
0 ueC,
X(u){oo ue X\C.

Wir haben gezeigt, dass das Subdifferential 0 gegeben ist durch:

o {fur e X*|(u',u—v) >0 YWweC} wueC,
u) =
0 ue X\C.

Daher ist u € C mit b € dx(u) + Au dquivalent zu (b— Au,u—wv) > 0 fiir alle
v € C. Falls C = X, so ist (3.57) dquivalent zur Operatorgleichung Au = b.
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3.59 Satz. Sei C # () eine konveze, abgeschlossene Teilmenge eines reflexi-
ven, reellen Banachraumes X . Der Operator A: C — X* sei pseudomonoton,
demistetig und beschrdnkt. Falls C' unbeschrdnkt ist, existiere ein ug € C, so
dass

Dann gilt:

(i) Fir alleb e X* gibt es eine Losung u von (3.57).

(ii) Falls A: C — X* monoton ist, ist die Lisungsmenge von (3.57) abge-
schlossen und konvex.

(iii) Falls A: C — X* strikt monoton ist, ist (3.57) eindeutig lisbar.

Beweis. ad (i): Die Menge C' ist konvex, abgeschlossen und nichtleer, daher

ist nach Lemma 3.29 das Subdifferential der Indikatorfunktion dy : C' — 2X”

maximal monoton. Wir haben auch gezeigt, dass fiir u € C gilt dx(u) # 0

(cf. (3.17)). Um Satz 3.43 und die Bemerkungen nach diesem Satz anwenden
zu konnen, wéhlen wir A = 0y und B = A. Also existiert ein u € C, so dass

be dx(u) + Au.

Dies ist aufgrund obiger Uberlegungen #iquivalent zur Existenz einer Losung
von (3.57).

ad (ii): Wenn A: C — X* monoton ist, ist (3.57) dquivalent zu: Suche
u € C, so dass
(b— Av,u—v) >0 Yo eC. (3.60)

In der Tat, sei u eine Losung von (3.57), dann haben wir aufgrund der Mo-
notonie von A

(Av,v — u) = (Au,v — u) + (Av — Au,v — u)

d.h. u ist eine Losung von (3.60). Sei umgekehrt u eine Losung von (3.60).
Wir setzen v = (1 —t)u+tw, w € C, 0 < ¢t < 1. Da C konvex ist, folgt v € C.
Die Ungleichung (3.60) impliziert daher

(b—A((1 —t)u+tw)),u—w)t >0

oder dquivalent
b—A((1 —-tu+tw),u —w) >0.

Im Grenziibergang t — 07 folgt, da A demistetig ist,

(b— Au,u—w) >0.
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Das ist aber gerade (3.57).
Sei S die Losungsmenge von (3.60) und seien u,u € S. Dann gilt fiir
w= (1 —t)u+ tu:
b—Av,w—v) =(b— Av,(1 —t)u+tu — ((1 — t)v + tv))
=(1-t){b—Av,u—v) +t{b— Av,u—v) >0,
aufgrund von (3.60), d.h. die Losungsmenge S ist konvex. Sei (u,) C S eine
Folge mit u, — u (n — 00). Dann gilt:
(b— Av,up, —v) >0.
Fiir n — oo folgt (b—Av,u—v) > 0 und damit u € S. Also ist S abgeschlossen.
ad (iii): Fir u,u € S gilt:
(b— Au,u—v) >0,
(b—Aa,u—v) >0.

Wir setzen v = @ in die 1. Ungleichung ein und v = u in die 2. Ungleichung,
danach addieren wir beide Ungleichungen. Dies ergibt

(—Au+ Ad,u—1a) >0 = (Au — Au,u — 1) <0.
Da A strikt monoton ist, folgt daraus u = . [

Beispiel. Wir betrachten folgendes Hindernisproblem: Gesucht ist ein Ele-
ment u € W, *(£2), so dass

—Au=f in £2,
u=0 auf 012, (3.61)

u>g in (2,
wobei f, g gegebene Funktionen sind und £2 C R? ein beschriinktes Gebiet
ist. Diese Gleichungen beschreiben das Verhalten einer elastischen Membran

unter dem Einfluss einer Kraft f, falls die Bewegung durch ein Hindernis g
beeinflusst wird.

Kraft f l

Membram

..................,\
==
=
g o
@
=
E.
0
s
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arerner e —

Abb. 2
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Wir setzen
C:={ue W&’Q(Q)‘uzg},
(Au,v) := /Vu -Vodz,
2

(b, v) ::/fvdx,

i)

und betrachten die folgende Variationsungleichung: Suche ein v € C' mit
(b— Au,u—v) >0, Vv e C, (3.62)

d.h. suche ein v € C mit

/f(u—v)dx—/Vu~V(u—v)dx20 Yvel.
Q 7

3.63 Satz. Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet mit Rand 82 € C%'. Dann
existiert fiir alle f € L?(2) und g € WY2(2),9 < 0 auf 052, genau eine
Lésung u € C' der Variationsungleichung (3.62).

Beweis. 1. Die Menge C' ist nichtleer, da fiir
v =max(g,0) =g

offensichtlich v > g gilt und man zeigen kann, dass v zum Raum W12(02)
gehort (cf. [10, Satz 4.2.4 (iii)]). Da auf dem Rand 942 aufgrund unserer Vor-
aussetzungen v = 0 gilt, ist also v € I/VO1 2((2) Offensichtlich ist C konvex.
Die Menge C ist auch abgeschlossen, da fiir eine Folge (u,,) C C' mit u,, — u
in Wh2(02) (n — o0) folgt, dass es eine Teilfolge gibt mit u,, (z) — u(z) fast
iiberall in 2 (k — o0) (cf. Satz A.12.23, Satz A.11.12). Daraus folgt, dass
auch u € C.

2. Der Operator A ist stetig, strikt monoton und koerziv, wie wir in Lem-
ma 1.28 gezeigt haben (p = 2,s = 0).

Satz 3.59 liefert also sofort die Behauptung. ]

Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen der Losung der Variations-
ungleichung (3.62) und der Losung unseres urspringlichen Problems (3.61)7
Falls die Losung u und die Daten f, g glatt sind, dann erhalten wir, dass

0 :={z € 2|u(z) > g(z)}

offen ist und dass
B:={z € 2|u(z) =g(z)}
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abgeschlossen ist. Wir setzen v = u + 7¢ mit ¢ € C5°(0) und |7| klein. Da
u und g glatt sind, ist v € C, und es folgt

fT/fgadx+T/Vu~V<pdx:T/VU~V¢—f<pdeO.
2 2 o

Wir ersetzen 7 durch —7, und erhalten insgesamt

/fgodx—/Vu-Vgpdx:O Yo € C§°(0).
10) 0]

Daraus folgt durch partielle Integration (cf. (12.17)), dass

/(f—!—Au)gadx:O Vo € C3°(0),
o

woraus wir schlieffen
—Au=f inO.

Sei nun ¢ € C§°(£2), ¢ > 0,0 < 7 < 1. Wir setzen v = u + 7¢. Dann ist
v € C und es gilt:
—T/f@dx+T/Vu~V<pdac >0.
Q 0
Partielle Integration der Gleichung ergibt
—/(f+Au)<pdx20 Vo € C°(12), ¢ 2 0,
Q

woraus wir schliefen konnen
—Au>f in £2.

Wir haben also gezeigt, dass eine glatte Losung u der Variationsungleichung
(3.62) das Problem

—AUZf7 UZQ IHQ,
—Au=f u>g inO.

lost. Man vergleiche dies mit dem Originalproblem (3.61).

3.3.5 Evolutionsprobleme

Satz 3.43 kann man auch auf Evolutionsprobleme anwenden. Wir betrachten
folgendes Anfangswertproblem
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du(t)
—— + Au(t) = b(t tel:= T
u(0) =0.
Sei L definiert durch Lu = ‘2—’; mit
D(L) = {ue W |u(0)=0},
wobei p
— P(T. au P (T
W {ueL (V)| 2 e P (15 )},
mit % + 1% = 1. Die Norm in W ist gegeben durch
fullw = ullzo vy + || o
Ul\w = ||U||Lr(1;V n .
Pt ey
Mithilfe von L schreibt sich (3.64) als
Lu+ Au=0, u€ D(L). (3.65)

3.66 Satz. Sei (V,H,V*) ein Gelfand-Tripel. Wir setzen X = LP(I;V),
1< p<oo, wobei I =[0,T] mit T < oo. Sei A: X — X* ein pseudomono-
toner, koerziver, demistetiger, beschrinkter Operator. Dann ezistiert fiir alle
b € X* eine Lisung u € D(L) von (3.64). Falls A strikt monoton ist, ist
diese eindeutig bestimmd.

Beweis. 1. Existenz einer Losung: Nach Lemma 3.38 ist L maximal monoton
auf D(L). Mithilfe von Lemma 3.36 zeigt man leicht, dass D(L) konvex ist
und abgeschlossen bzgl. der Norm von W. Mit C = D(L), up = 0, A = L und
B = A sind die Voraussetzungen von Satz 3.43 und der Bemerkung danach
erfiillt. Daher gibt es ein v € D(L), das (3.64) lost.

2. Eindeutigkeit der Losung: Seien w1, us € D(L) Losungen von (3.64).
Dann gilt

Lui + Auy =0,
Luy + Aug =0.

Subtrahieren wir beide Gleichungen voneinander, folgt mithilfe von Lemma
3.36

0= <L(U1 - U2),U1 - U2> + <AU1 — AUQ,Ul — U2>

1

= 5 (s = u2) (@) = = w2) O ) + (Aws = Aua, 1 = uz)
> (Auy — Aug,u1 — ug),

wobei wir u1(0) = u3(0) = 0 benutzt haben. Da A strikt monoton ist, folgt
daraus u; = us. ]
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3.3.6 Quasilineare parabolische Gleichungen

Zur Illustration der allgemeinen Theorie betrachten wir nun folgendes Pro-
blem:

Opu — div(|VuP~2Vu) + g(u) = f inI x (2,
u=20 auf I x 992, (3.67)
u(0) =0 in 2,

wobei f eine gegebene rechte Seite ist und g die Bedingungen (2.18) und
(2.23) erfiillt. Mit I = [0,7] bezeichnen wir ein endliches Zeitintervall und
0 sei ein beschriinktes Gebiet im RY. Wir setzen V = W, *(2), H = L*(R2)
und X = LP(I; Wy*(£2)), wobei wir V mit der fquivalenten Norm ||Vul|,
versehen (cf. (A.12.26)). In Analogie zur quasilinearen elliptischen Gleichung
(2.13) definieren wir fiir alle u,v € X:

(Aju,v)x :://|Vu|p_2Vu-Vvdxdt,

I 2
(Asu,v)x := //g(u)v dx dt .
I

Im Folgenden bezeichnen wir die Gleichung (2.13) und die dazugehoérigen
Operatoren Ay: Wy (02) — (WyP(2))* und Ay: Wy P(2) — (WyP(2))*
als den stationdren Fall und die Gleichung (3.67) und die gerade definierten
Operatoren A; und A, als den instationdren Fall. Wie wir in den Lemmata
1.28 und 1.26 (s = 0) gezeigt haben, ist der Operator A; im stationéiren Fall
stetig, monoton, beschrinkt und koerziv. Weiterhin wissen wir aus Lemma
2.17, dass der Operator A, im stationdren Fall beschrinkt und stark stetig
ist, falls r < ddfpp. In Lemma 2.22 wurde gezeigt, dass im stationéren Fall der
Operator A; + A, pseudomonoton, koerziv, stetig und beschrankt ist.

Im hier vorliegenden instationéren Fall miissen wir einerseits zeigen, dass
der Operator A; + Ay den Raum X = LP(I; W, "”(£2)) in seinen Dualraum
X* = (LP(I; Wy P (92))) = L (I; (Wy P(£2))*), mit L + L =1 abbildet, und
andererseits iiberpriifen, inwieweit sich die Eigenschaften der Operatoren vom
stationdren Fall auf den instationdren Fall {ibertragen lassen.

3.68 Lemma. Seil < p < oo und X = LP(I; W) "P(£2)). Dann bildet der
Operator A1 den Raum X in seinen Dualraum X* ab.

Beweis. Mithilfe der Holder—Ungleichung erhalten wir

(Arju,v)x §//\Vu|p_1|Vv|dxdt
T Q

—1
< IVl IV oy

Damit folgt A;: X — X*. [
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3.69 Lemma. Fir alle 1 < p < oo ist der Operator A;: X — X* strikt
monoton, stetig, koerziv und beschrinkt.

Beweis. Dies folgt vollig analog zum Beweis von Lemma 1.26 und Lemma
1.28 mit s = 0, allerdings muss beim Beweis der Stetigkeit und der Koerzi-
vitiit anstatt mit den Réumen LP(£2) bzw. L¥' (£2) mit den Riumen L? (I x £2)
bzw. LP' (I x £2) gearbeitet werden. ]

Im Beweis von Lemma 2.17 wurde fiir den Nachweis der starken Stetigkeit
von A, die kompakte Einbettung Wol’p(_Q) — LT(02),r < %7 benutzt (cf.
Satz A.12.24). Im Allgemeinen gilt allerdings nicht, dass die Einbettung

X = LY(LWEP(2)) = DI L (9),
mit r < ddfpp, kompakt ist. Dies sieht man sofort, wenn man eine Folge
frn: I — R betrachtet, die schwach in LP(I) gegen ein f € LP(I) konvergiert,
fiir die aber nicht f,, — f stark in LP(I) (n — oo) gilt. Fiir ein beliebiges,
aber festes, v € WP (£2) kann dann die Folge

un(t,2) = fu(t)o(z) € LP(I; Wy (12)
nicht stark in LP(I; L"(§2)) konvergieren. In der Tat gilt:

T P
i = g = [ ([ 100 5O (o o)
0 (93

= [Jvl

i?'({)) ||fn - inP(])

und somit konvergiert uw,, — u in LP(I; L"({2)) (n — oo0) genau dann, wenn
fn — fin LP(I) (n — o00). Wenn wir allerdings A nur auf dem Raum

W = {u e LP(I; Wy " (1)) | ‘jlit‘ e LY (I; Wy P(2))*) } (3.70)

betrachten, erhalten wir eine kompakte Einbettung fiir W.

Wir betrachten folgende allgemeinere Situation. Seien B, By, B; Banach-
rdume, wobei By und B; reflexiv sind und folgende Einbettungen gelten:

By —— B — By, (3.71)
d.h. insbesondere bettet By kompakt in B ein. Wir bezeichnen

d
Wo = {u € L™ (I; By) | d%‘ e L7 (I; Bl)} : (3.72)
mit 1 < pg,p1 < 00, und versehen Wy mit der Norm

ol = el rsm) + ||
(7 = [|U]|| P . -
Wo LPo(I;By) dt |l Lo (1:8y)
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Offensichtlich ist Wy ein reflexiver Banachraum und es gilt:
Wy — LP°(I; B). (3.73)

Allerdings haben wir folgendes stérkere Resultat:

3.74 Lemma (Aubin 1963, Lions 1969). Unter den Voraussetzungen
(3.71) und 1 < pg, p1 < oo ist die Einbettung (3.73) kompakt, d.h.

Wy << LP(I; B). (3.75)

Bevor wir dies beweisen, benétigen wir noch folgendes Resultat:

3.76 Lemma. Unter den Voraussetzungen (3.71) gibt es fiir alle n > 0 eine
Konstante d(n), so dass fiir alle v € By gilt:

[ollz < nllvlls, +d(m)lvlls, - (3.77)

Beweis. Falls (3.77) nicht gilt, gibt es ein n > 0 und Folgen (v,,) C By und
(d,) C Rt,d,, — 00 (n — 00), so dass

lonllz = nllvnllB, + dnllvnlls, -
Wir setzen w, = v,/||vn]| B, und erhalten
[wnllB > 0+ dnllwn| 5, - (3.78)
Aufgrund der Einbettung (3.71) und der Definition von w,, gilt:
lwnllp < ¢llwalls, = ¢,
und somit folgt aus (3.78) und d,, — oo (n — 00), dass
lwnllB, — 0 (n — 00). (3.79)

Allerdings gilt nach Konstruktion: [|wy||p, = 1. Somit folgt aus der kompak-
ten Einbettung By << B, dass es eine Teilfolge (w,, ) gibt, so dass

Wp, — w in B (k — 00).

Aus der Einbettung B < Bj ergibt sich sofort
Wy, — w in By (k — 00),

was zusammen mit (3.79) w = 0 liefert. Insgesamt haben wir also gezeigt,
dass gilt:

was ein Widerspruch zu (3.78) ist, da n > 0. (]
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Beweis (Lemma 3.74). Sei (vy,) eine beschrinkte Folge in Wy. Da W reflexiv
ist, gibt es eine Teilfolge (vy, ), fir die gilt:

Up, — v In Wy (k — o).

Wenn wir zur Folge u; = vy, — v {ibergehen, erhalten wir also

Up — 0 in W, n — 00),
o ) (3.80)
llunllw, <c Vn € N.
Aufgrund von Lemma 3.76 gibt es fiir alle n > 0 ein d(n) mit
lunllLeo(r;8) < llunllLro(1;80) + d(m)|unlLro (158,) - (3.81)

Sei nun & > 0 beliebig. Aus (3.80), und (3.81) mit 7 = 5 erhalten wir

€
ltn |l Lro (1;3) < 5 +d(e)|lunllLro(1;,) -
Um den Satz zu beweisen, reicht es also zu zeigen, dass
Up, — 0 in LP°(I; By) (n — 00). (3.82)

Aus der Definition von Wy und der Einbettung W1t (I) — C(I) (cf. Satz
A.12.23, Satz A.12.6) folgt sofort

Wy — WYPH(I; B,) — C(I; By). (3.83)
Aus dieser Einbettung und (3.80), erhalten wir weiter, dass fiir alle t € I

gilt:
lun ()5, < c. (3.84)

Wir definieren fiir 0 < A < 1 fest, aber beliebig,
wp(t) = up(At) (3.85)
und erhalten unter Benutzung von (3.80),

wp(0) = u,(0),

1 _1
||wn||LP0(I;Bo) = )\T%”un”LPO(O,AT;BO) <cA ro, (3.86)
d Ad -1
_ = ||—= <ec\ P1,
H dtw"‘ LPU(LBy)  \pr dtu"’ LP1(0NT;B1) — ¢ '

Sei ¢ € C(I) derart, dass ¢(T) = 0,¢(0) = —1. Dann gilt:

T T T
wn(0) = [ Sun@p0)at = [0 X2 ars [LED 0y,
0

0 0
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was zusammen mit (3.86)3 liefert

dw,,
lwn ()12, < () |22 s
P1(I;By)
(3.87)
<c)\ T —l—H/ w”dt
Da p; > 1 ist, kénnen wir A € (0, 1) derart wiihlen, dass
AT < % (3.88)

gilt. Aufgrund von (3.86)s gilt w, € LP°(I;By) — L'(I;Bp), und somit
erhalten wir mithilfe von (2.1.16), dass fiir alle g € B{ gilt:

o r d
dp o
aty = 2o
<g,/ "y >B0 /<g,w ) B o
0

0
AT

- [(o GG o0 =)

0

da d‘p RS LPo(0,AT; BE) und u,, — 0 in LP°(0, AT; By) (n — o0), aufgrund
von (3 80). Also haben wir gezeigt, dass

was aufgrund der kompakten Einbettung By << B impliziert
r d
/wnﬁdtHOinB (n — 00).
dt
0

Dies zusammen mit (3.87), (3.88) und B < Bj ergibt, da e beliebig war,
un(0) = wyp(0) — 0 in By (n — ).
Sei nun s € I beliebig. Ein vollig analoges Vorgehen mit w,, ersetzt durch
Wp(t) = un(s + At),
liefert sofort fiir alle s € I

Un(s) = 0 in By (n — 00).
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Dies zusammen mit (3.84) und dem Satz iiber majorisierte Konvergenz (cf.
Satz A.11.10), angewendet auf die reelle Funktionenfolge ([lu,(-)||’, ), liefert
(3.82) und der Satz ist bewiesen. |

Durch eine entsprechende Wahl von B, By, By und pg,p; erhalten wir
kompakte Einbettungen fiir den Raum W, definiert in (3.70). Wir bendtigen
allerdings einen weiteren Einbettungssatz fiir den Raum W.

3.89 Lemma. Sei d+2 <p<dund 2 CR? d>2, ein beschrinktes Gebiet

mit Rand 012 € CY1. Fiir alle Funktionen u aus dem Raum W, der in (3.70)
mithilfe des Gelfand—Tripels (Wol’p(ﬂ), L2(02), (W, P(2))*) definiert wurde,
gilt:

//|u(t,x)\qudtSc//|Vu(t,x)|pda:dt bup/|ut z)|? dx E, (3.90)
tel
T0 T

wobet i+ 2
= — 3.91
== (3.91)
Beweis. Aus Lemma 3.36 folgt die Einbettung W — C(I; H), d.h.
sup [[u(t)]|z> < cllullw - (3.92)
tel
Mithilfe der Holder—Ungleichung erhalten wir fiir r > 2
1
ullL- = (/ | =) d:c) < lullZras lull oG- » (3.93)
Q
fir @ € (0,1) und + 4+ & =1 mit 1 < § < co. Die Forderungen
ras = - p(1-a) =2 (3.94)
d—p’ '
liefern J )
o= _dp(r—2) ) (3.95)

r(dp + 2p — 2d)
Aus (3.93) zur Potenz r, folgt nach Integration iiber das Zeitintervall I und

mithilfe der Einbettung W, ?(£2) — defpp(()) und der Aquivalenz der Nor-
men in Wy P (£2) (cf. (A.12. 26))

/wu hrt<c/ﬂvu (O35 (o) " ds

(3.96)
<ec bup||u (1 r /||V )N $e
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Nun miissen wir sicherstellen, dass ar = p gilt, was zusammen mit (3.94)
und (3.95) liefert

d+2 d d 2
= —_— 5 = — = - ]_ — = — .
I i—p YTz (mar=gp
Dies, eingesetzt in (3.96), liefert (3.90). ]

Bemerkung. Aufgrund von (3.92) kann man die Behauptung aus Lemma
3.89 auch schreiben als

d—+2
HUHL(I(sz) <c|lullw, q= pT . (3.97)

3.98 Folgerung. Unter den Bedingungen von Lemma 3.89 ist die Finbettung
W —<— LI(I x §2)

kompakt falls
< d+2
q<p d

Beweis. Wenn man im Beweis von Lemma 3.89 anstatt (3.94) fordert, dass

(3.99)

d
roz5f5<d7p r(l—a)d =2,
erhalt man
s(2—r7)
o= )
r(s —2)

Wie im Beweis von Lemma 3.89 folgt dann

/ Jull- dt < e sup [u(o)]; / Ju(t)

fiir alle r<p d+2 . Aufgrund von Satz 3.74 mit By = Wol’p(!?),B — L5(2),
§ < d p’ B = (WOLP(Q))*aPO = p,p1 = p ergibt sich

2. d (3.100)

W s LP(I; L*(12)). (3.101)

Sei nun (u,) € W eine beschrinkte, schwach konvergente Folge. Aufgrund
von (3.101) gibt es eine Teilfolge (uy,, ) mit

Up, — u in LP(I; L°(02)) (k — 00). (3.102)
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Aus (3.100), (3.92) und (3.102) folgt also

/ it (£) — () [ dt < c ermy — ull}” / e (£) — ()
/ ety (£) — ()

d.h. u,, — win L™(I x 2) (k — oo), falls r < p =52 u

P.dt

Podt -0 (k— o00),

Nun haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um den Operator A, zu be-
trachten (cf. Lemma 2.17).

3.103 Lemma. Seil < p < oo, X = LP(I; WP (2)) und geniige die stetige
Funktion g der Bedingung (2.18), d.h. g besitzt (r — 1)-Wachstum. Wenn
r<p d+2 gilt, dann bildet der Operator As den in (3.70) definierten Raum
W in seinen Dualraum ab und ist beschrinkt. Fir r < pdff ist Ao stark
stetig.

Beweis. 1. Aufgrund der Wachstumsbedingung (2.18) haben wir fiir alle
u,veWundq:p"%2

(A, v)] < ¢ / / (1 -+ Jul)™" o] da dt

<c (1 + Hul L(r 1)q’ (IXQ)) ”v”L‘I(IXQ) .
Sofern (r — 1) ¢’ < q gilt, erhalten wir aufgrund von (3.97)

[{Azu, )| < e (L+ ullyy ) lollw - (3.104)
Die Forderung (r — 1) ¢’ < ¢ ist dquivalent zur < ¢=p ‘%2. Somit folgt aus
(3.104) und der Definition der dualen Norm in W*, dass As : W — W* und
dass A, beschrankt ist.

2. Sei (uy,) € W eine schwach konvergente Folge. Aufgrund von Folgerung
3.98 gibt es eine Teilfolge mit

Up, — u in L7(I x £2) (k — o),

d+2

wobei r < p . Wir setzen (cf. Beweis von Lemma 2.17, Teil 2)

F(u) = g(u)
und erhalten aus Lemma 1.19, dass der Nemyckii-Operator
F:L'(Ix2)—L"(Ix )
stetig ist, d.h.

[E(uny) = F)llpr 150y =0 (k= 00).
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Daraus, aus der Einbettung W < L"(I x £2) und aus der Definition der Norm
in W* erhalten wir sofort

sup (A, — Ay )] < sup / 9(m) ~ 9wl do de
peW
lell<1 |\¢||<11
< sup [[F(un,) = Fu)ll g 1 o)llelleraxe)
peW
llell<1
< c||F(un,) = F(u)lp» — 0 (k— o00),
d.h.

Aoy, — Agu in W* (k — 00).

Das Konvergenzprinzip Lemma 0.3 liefert, dass Ay : W — W* stark stetig
ist. [ |

In Lemma 3.68 wurde gezeigt, dass der Operator A; den Raum X in
seinen Dualraum X™* abbildet. Da W C X ist, erhalten wir sofort, dass

AW —-W*

und dass A; : W — W™ ein stetiger, strikt monotoner, koerziver und be-
schréankter Operator ist.

3.105 Lemma. Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 3.103 erfiille
g die Koerzivititsbedingung (2.23). Dann ist der Operator A1+ Aq: W — W*
koerziv.

Beweis. Der Beweis verlduft genau wie der Beweis von Lemma 2.22, wenn

man LP(§2) durch LP(I x {2) ersetzt. ]
3.106 Satz. Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet mit Rand 02 € C%!
und sei I =10,T) ein endliches Zeitintervall. Sei ferner d—fQ <p <dund

die stetige Funktion g : R — R erfille die Bedingungen (2.18) und (2.23)
mit 1 <r <p‘%‘2. Dann gibt es fir alle f € L”/(I x {2), %—i— 1% =1, eine
Losung uw € D(L) = {u € W |u(0) = 0} des Problems (3.67), d.h. fir alle
p e C (I x 2) gilt:

/ <d1;§st)7s0(t)>wlﬁ dt + / / Va7 Vult) - Vi(t) de dt
I

+// t)de dt = //f t)da dt .

Beweis. Offensichtlich ist (Wol’p(ﬁ) L3(02), (Wol’p(ﬁ))*) ein Gelfand—Tripel,
da Wy P (2) < L2(R2) fiir p > d+2 Der Operator A: W — W* ist koerziv
nach Lemma 3.105 und pseudomonoton, demistetig und beschriankt aufgrund
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von Lemma 2.6 und Lemma 3.69, sowie Lemma 3.103 (cf. Beweis von Satz
2.24). Da L: D(L) CW — W* : u+ %% ein maximal monotoner Operator
ist (cf. Lemma 3.38), folgt die Behauptung sofort aus Satz 3.66. ]

Bemerkung. Man kann auch nichttriviale Anfangsdaten behandeln, d.h.
man betrachtet das Problem

Opu — div(|VulP~2Vu) + g(u) = f inlx,
u=0 auf I x 942, (3.107)
u(0) = ug in 2,

wobei ug eine gegebene Anfangsbedingung ist. In diesem Fall muss man den
Operator Lu = % auf dem ganzen Raum W (cf. (3.70)) betrachten. Dann
ist allerdings L nicht mehr maximal monoton. Um das Problem (3.107) zu
l6sen, kann man eine ,instationdre Variante“ des Satzes von Brezis iiber
pseudomonotone Operatoren (cf. Satz 2.10) benutzen. Man kann zeigen, dass
das Problem (3.107) 16sbar ist, wenn man zusétzlich zu den Bedingungen in

Satz 3.106 fordert, dass ug € L?(£2) gilt (cf. [20, I11.4.1]).



4 Der Abbildungsgrad

Der Abbildungsgrad ist eine Moglichkeit, die Losbarkeit von Gleichungen

flz)=y

mithilfe topologischer Uberlegungen zu untersuchen. Grob gesagt gibt der
Abbildungsgrad die Anzahl der Losungen dieser Gleichung an. Wir werden
den Abbildungsgrad definieren fiir Funktionen f: R? — R? und fiir Operatoren
T: X — X, wobei X ein Banachraum ist. Mithilfe des Abbildungsgrades
kénnen wir einen einfachen Beweis fiir die Fixpunktsiitze von Brouwer (cf.
Satz 1.2.17) und von Schauder (cf. Satz 1.2.46) finden.

4.1 Der Abbildungsgrad von Brouwer
In diesem Abschnitt sei immer 2 C R?, 2 # (), eine beschrinkte, offene
Menge. Wir wollen folgenden Satz beweisen:

1.1 Satz (Brouwer 1912, Nagumo 1951). Sei f: 2 — R? eine stetige
Punktion und sei p € R%\ £(012). Dann ezistiert eine ganze Zahl d(f, 2, p),
der Abbildungsgrad, mit folgenden Eigenschaften:

(i) Falls d(f, 2,p) # 0, dann existiert ein xg € {2, so dass
f(zo)=p.
(FEzistenz von Ldsungen)

(i) Falls f(x,t): 2 x [0,1] — R? eine stetige Abbildung ist und fiir p € R?
gilt, dass p # f(x,t) fir alle x € 02 und t € [0,1], dann haben wir:

d(f(,()), 'va) = d(f(7 1)’ 'va) :

(Invarianz unter Homotopien)

(iil) Sei 2 = UZZI 2; , wobei §2; offene, paarweise disjunkte, beschrinkte
Mengen sind mit 02; C 982. Dann gilt fiir olle p & £(082):
d(f,2,p) = > _d(f,2;,p).
i=1

(Zerlegungseigenschaft)
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Satz 1.1 verallgemeinert folgendes Konzept von C auf R?. Sei I" eine ge-
schlossene C''~Kurve und a € C\I". Die Umlaufzahl n(I,a) von I" beziiglich

a ist definiert durch ) p
z
Ia)=— .
(I a) 2 / z—a

r
f'(z) 1 dz
d r,0) — —
g/, 27m / (2) 27rz z
()
Dabei sei f eine meromorphe Funktion mit f # 0 auf I" und I" eine nullho-
mologe C'*~Kurve. Dann ist

deg(f,T,0) = > k(z
zEN

wobei N die Menge der Nullstellen von f ist und k(z) € N die Ordnung der
Nullstelle z € N.Fiir d = 2 stimmen beide Konzepte iiberein.

Wir setzen

4.1.1 Die Konstruktion des Abbildungsgrades von Brouwer

Sei f: 2 C R? — R? eine Funktion mit f € (Cl(Q))d N (C’(ﬁ))d. Die De-
terminante der Jacobi—Matriz von f im Punkte x € (2 bezeichnen wir mit
J(f)(z), d.h.

J(£)(z) := det (VE(x)) .

Ferner setzen wir fiir p € R¢
ffl(p) ={zx e ’ f(z) =p}.
Der Punkt = € f~!(p) heifit regulér, wenn J(f)(z) # 0.

1.2 Lemma. Seif € (C’l(ﬁ))d N (C(ﬁ)) p € f(2)\ £(092), und sei jeder
Punkt der Menge £~1(p) reguldr. Dann ist - Y(p) endlich.

Beweis. Sei f~1(p) nicht endlich. Dann gibt es eine Folge (z,,) C f~!(p) mit
T 7 Xy fir m # n. Da (2 beschriinkt ist, ist auch die Folge (z,,) beschrénkt
und es gibt ein xg € 2 und eine Teilfolge (7, ) mit x,, — zo (k — oo). Fiir
diese Teilfolge gilt:
f<xnk) =P

und somit f(zg) = p, da f stetig ist. Nach Voraussetzung haben wir also
zo ¢ 02 und 29 € £~1(p). Da f~1(p) nur aus reguliren Punkten besteht,
erhalten wir J(f)(xzo) # 0, d.h. der Rang von Vf(z) ist d. Demzufolge ist
Vi(zo) ein Hom6omorphismus. Nach dem Satz iiber die inverse Funktion (cf.
Satz 2.2.17) folgt, dass es eine Umgebung V'(x¢) gibt, so dass f [y (,,) eben-
falls ein Hom6omorphismus und insbesondere eineindeutig ist. Dies ist ein
Widerspruch, denn einerseits haben wir f(z¢) = p und andererseits existiert
ein ko € N, so dass fiir alle k > ko gilt z,,, € V(x0) und f(z,,) = p. |
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1.3 Definition. Seif € (Cl(Q))dﬂ (C(ﬁ))d und sei p € R\ £(002) derart,
dass alle Punkte in £=1(p) regulir sind. Dann definieren wir den Abbil-
dungsgrad durch

d(f,2,p):= > sgnJ(f)(z).

zef~1(p)

Bemerkungen. (i) Aus Lemma 1.2 folgt, dass die Summe in der Definition
endlich ist.

(ii) Offensichtlich ist d(f, 2,p) € Z.
(iii) Falls f~*(p) = (), dann definieren wir d(f, 2,p) := 0.
Wir wollen nun die Definition auf solche Félle verallgemeinern, bei denen

(a) f~1(p) nichtregulire Punkte enthélt,
(b) f nur stetig ist.

In beiden Fillen benutzen wir dazu Approximationsargumente. Wir wer-
den dabei wie folgt vorgehen:

ad (a): Sei K die Menge der nichtreguléren Punkte, d.h.
K :={ze2|J({f)(z)=0}

und sei p € f(K) \ £(992). Der Satz von Sard (cf. Satz 1.6) liefert, dass
w(f(K)) = 0, wobei u das Lebesgue-Mafl bezeichnet. Daher hat f(K)
keine inneren Punkte und es gibt eine Folge p,, — p (n — o) mit

pn ¢ f(K), pn ¢ £(002). (1.4)
Wir werden zeigen, dass der Grenzwert

lim d(f, 2,pn)

existiert und zwar unabhéngig von der Wahl der Folge (p,). Daher
kénnen wir fiir £ € (C’l(()))d N (C’(ﬁ))d und p ¢ £(9£2) definieren
d(f,2,p) := lim d(f,2,p,).

n—oo

ad (b): Sei f € (C’(ﬁ))d und sei p € R?\ £(042). Dann gibt es nach dem
Approximationssatz von Weierstrass (cf. Satz A.12.1) eine Folge von Po-
lynomen (f,,), so dass f,, = f auf {2 (n — oco) mit

£, (CH(2)" N (C®)",  péEi09). (1.5)
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Wir werden beweisen, dass der Grenzwert
Jim_d(f,, £2,p)
existiert und unabhéngig von der Wahl der Folge (f,) ist. Daher kénnen
wir fiir f € (C(ﬁ))d und p € R4\ £(92) definieren
d(f, 2,p) := lim d(f,, 2,p).
n—00

4.1.2 Technische Hilfsmittel

Es folgen nun einige technische Lemmata, die uns die Erweiterung der Defini-
tion 1.3 auf nichtregulire Punkte und stetige Funktionen erméglichen werden.

1.6 Satz (Sard 1942). Fir f € (C*(2))? gilt:

p(f(K)) =0,
wobei K = {x € 2| J(£)(x) = 0} die Menge aller nichtreguliren Punkte ist.
Beweis. Da {2 beschrinkt ist, gibt es einen Wiirfel W := [—cha]d, a >0, so

dass 2 C W gilt. Sei G eine offene Teilmenge von {2 mit G C 2 C R4,
Wir {iberdecken den Wiirfel W mit abgeschlossenen Wiirfeln w; der Sei-
tenléinge | < ﬁ dist (G,R?\ £2). Dann gibt es endlich viele Wiirfel w; C 2,
i=1,...,N, mit

) 7 N
GC U w; =: G1 .
=1
Wir zeigen zunéchst, dass das Bild der Menge aller nichtreguldren Punkte in
G, d.h. die Menge f(K N G), eine Lebesgue-Nullmenge ist.

(a) Sei dazu w; einer der Wiirfel mit Seitenlénge [. Aufgrund der Vorausset-

zung ist Vf € (C(Q))dXd7 also auf G gleichméfig stetig und beschriankt,
d.h. es existiert ein L > 0 mit

|[VE(z)| < L Vo € Gy, (1.7)
und es existiert fiir alle € > 0 ein m € N, so dass fiir alle y1,y> € G mit
ly1 — y2| < #\/E:: J gilt:

[VE(y1) — VE(y2) < €. (1.8)
Also gilt nach dem Mittelwertsatz fiir alle 21, 29 € G1 mit |21 — 23] < §
[£(z1) — £(22) — VE(22) (21 — 22)|

1
S /|Vf(l'2 + t(.’ﬂl - LUQ)) - Vf($2)| |{E1 - {E2| dt
0

gei\/g:&té.
m
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(b) Nun zerlegen wir den Wiirfel w; in m? Wiirfel w;; der Seitenléinge

L= % und wéhlen einen festen aber beliebigen Wiirfel w;;. Nach

Schritt (a) gilt fiir alle x1, z2 € wy;:
f(.’ﬂl) = f(fﬂg) -+ Vf(IQ)(II,’l — 1'2) -+ R(ZQ,’Il) (19)
mit ;
IR (22, 21)] < &:E\/gzsz?. (1.10)

Sei nun xy € w;; ein nichtreguldrer Punkt. Wir bezeichnen den um —x»
verschobenen Wiirfel w;; mit

wij — w2 = {y — 12 € R |y € wy;} .
und definieren eine Abbildung T: w;; — x2 — R?: 2+ T(z) durch
T(x) = £(ay + ) — £(as)
= Vf(z2) z + R(z),

mit R(z) := R(za, 2+12). Aus (1.9) und (1.10) (ersetze 21 durch z+z5)
erhalten wir

|R(z)| Se%\/&zeé. (1.11)

Da x4 ein nichtreguldrer Punkt ist, gilt det(Vf(x2)) = 0, d.h. der Rang
von Vf(zy) ist hochstens d — 1. Also ist das Bild der Menge w;; — x2
unter Vf(x3) in einem (d — 1)-dimensionalen Raum enthalten. Deshalb
gibt es einen Vektor b; € R?, |by| = 1 mit

(b1,y) =0 Vy € (VE(22))(wij — x2) ,

wobei (-,-) fiir das Skalarprodukt im R? steht. Wir ergéinzen b; durch
bs, ..., by zu einer Orthonormalbasis des R%. Dann kénnen wir schreiben

d
T(z) = > (T(x),bx)by.

k=1

Es gilt fiir alle x € w;; — 22

(T(2),b1)| < [(VE(22) 2,b1)| + |(R(x), by)]

gow%\/&:sa, (1.12)
(T(2), by)| < [(VE(z2) 2, by)| + [(R(z),bi)]  k=2,....d
< L] [bi| + [R(x)| [bx]
(1.13)

gLi\/EJrei\/&
m m
<Lé+¢ed,
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da |z| < %\/& Aufgrund der Definition der Abbildung T(-) gilt:
T(U)ij — .’I,‘Q) = f(wij) — f(aig) .

Da das Lebesgue—Maf i invariant gegeniiber Verschiebungen ist, erhalten
wir aus (1.12) und (1.13)

n(f(wiy)) = p(T(wy — x3)) < 2° (L%\/ZH- 5%@ ‘“6%@

falls w;; einen nichtreguldren Punkt enthalt.
(c) Aufgrund von Schritt (b) gilt:

m

w(f(w; N K)) Z f(w;; NK))

Qdmd—d(Ll\/E—i-sl\/g)dflsl\/g
m
< o(d, G, 0,f) e

IN

Da ¢ beliebig gewéhlt war, folgt p(f(w; N K)) = 0. Somit erhalten wir
u(E(G N K)) =0,
da die Wiirfel w; die Menge G iiberdecken.

Um zu zeigen, dass
p(f(K)) =0
gilt, wobei K = {x € 2| J(f)(z) = 0}, wihlen wir

{m€Q|dlst&Qx } n € N.

Wir haben G,, € 2 und 2 C UneN G,. Aus dem gerade Bewiesenen und den
Eigenschaften des Lebesgue—Mafles folgt
p(f(K)) < > pE(GnNK)) =0.

neN
]

Sei nun f € (C1(£2))N(C(R2))" und p € £(2)\£(912). Die Menge = (p)
enthalte nur regulére Punkte. Dann ist diese Menge nach Lemma 1.2 endlich,
d.h.

f_l(p) = {xla"'axk}'

Aufgrund des Beweises von Lemma 1.2 gibt es zu jedem x;,i = 1,..., k, eine
offene Umgebung V' (z;), so dass
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(2) V(z)nV(x;) =0, i#7],
k

(3) J(E)(x)#0 Ve |JV(w), (1.14)

=1

(1) V(zi) € 22,

(4) fly (s, ist ein Hombomorphismus der Umgebung V'(x;) auf eine

Umgebung f(V(z;)) von p und ist insbesondere eineindeutig.

Wir setzen
P(x) :=f(z) — p. (1.15)

Dann ist 4(V (z;)) eine Umgebung von 0. Demzufolge existiert ein n > 0 mit

k
ﬂ Y(V(z:)) 2 By(0). (1.16)

Aufgrund der Konstruktion der Umgebungen V' (x;), i = 1,..., k, gibt es ein
§ > 0, so dass fiir alle z € 2\ Ule V(x;) gilt:

[P (x)] > 9. (1.17)

In der Tat, da die Funktion & — |¢(y)| stetig ist, nimmt sie auf dem Kom-
paktum 2\ Ule V(z;) ein Minimum an. Weiterhin haben wir |t (x)| > 0 fiir
alle z € 2\ Ule V(z;), und somit folgt (1.17).

1.18 Lemma. Sei f € (Cl(Q))d N (C(ﬁ))d, sei p € £(02)\ £(02) und
enthalte £=1(p) nur regulire Punkte. Ferner sei ¢ € C(]0,00)) N C*(0,00)
eine Funktion mit

/ o(|zl)de = 1 (1.19)
Rd

und supp ¢ C [0, min(d,n)) mit 6,n wie in (1.17) und (1.16). Dann gilt:

/@(If(x) —p|)J(f)(z)dz = d(f, 2,p). (1.20)
02

Beweis. Wenn wir wie oben 1 = f — p setzen, erhalten wir

J(£)(x) = J($)(x) .

Dies zusammen mit (1.17) und suppy C [0,min(n,d)), der Eigenschaft
sgnJ(v)(x) = sgnJ(¢)(z;) fir alle x € V(x;), dem Transformationssatz
(cf. Satz A.11.17), sowie ¥(V(z;)) 2 B,(0) O supp (¢(] -])) und (1.19)

liefert
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/@(If(x) —p)J(F)(z) dw:/w(l%b(x)l)J(tb)(I) da

2 0

= ngnJ(@/))(%) / o(|]) dw

zef~1(p)

d.h. (1.20) ist bewiesen. ]

Um Lemma 1.18 zu verallgemeinern, benttigen wir folgendes Resultat:

1.21 Lemma. Sei f € (CI(Q))d N (C(ﬁ))d und 0 & £(012). Seie > 0 so,
dass fiir alle x € 92 gilt:
[f(x)] > €. (1.22)

Ferner sei ¢ € C§°(0,00) eine Funktion mit o(r) =0 firr > e und

/rd_lgo(r) dr=0. (1.23)
0
Dann gilt:
/<p(|f(x)|)J(f)(x) dz = 0. (1.24)

rd / s p(s) ds, falls 0 < r < 00,
P(r) = ) (1.25)

0, falls r = 0.
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Aufgrund unserer Voraussetzungen ist auch ¢ eine Funktion aus C§°(0,00)
mit ¥(r) = 0 fiir r > . Weiterhin erfiillt ¢ fir 0 <r < co die gewohnliche
Differentialgleichung

r’(r) +dy(r) = o(r). (1.26)
Die Funktionen
gi(y) = 1/J(|y\)yw 1=1,...,d, (127)

gehéren zum Raum C§°(R) und es gilt g(y) = (9 (y), - .., g%(y)) = O fiir alle
ly| > €. Aufgrund von (1.22) und der Stetigkeit von f existiert eine offene
Menge M CC {2, so dass fiir alle z € 2\ M gilt:

()] > .

Insgesamt ergibt sich also g o f € (C5°(£2))?, d.h. g o f ist identisch Null in
einer Umgebung des Randes 9f2. Mithilfe von (1.2.12) angewendet auf Vf{
erhalten wir:

i@i(i (cof Vf(as))iC g* (f(x)))

i=1 ) k=1 ) o
=Y ai(cof VE(x))! + 37 (cof VE(@)! 2 (£(2)) 0,1 (2)
ik=1 ij k=1 5yj
d d .
dg* agJ
= —(f J(f — T 1.28
Z_ ; (£@) 0 2 5y, (@) JO@ (1.28)
= (If@@)] ¥'(If(2)]) + de([f(2)])) J(£)(x)
= o(|f()]) J(£)(),
wobei wir auch die Eigenschaft der Kofaktormatrix!
d
det(Vf(x)) 6 = Z (cofo(sc))f@ifj(x), g k=1,...,d,
i=1

sowie (1.27) und (1.26) benutzt haben. Integration von (1.28) iiber {2 liefert
mithilfe partieller Integration und aufgrund von g(f(z)) = 0 fiir x € 942:

[ etis@n s dm—/Za i cof VE(@))} o (£(2))) da
/zd:(zd: cof VE(2))} g (F(x)) )" dS =0,

a9

! Dies folgt sofort aus (1.2.13), wenn man beachtet, dass det(P) = det(P") und
(cof P)T = (cof PT) gilt, und die Symmetrie der Matrix (cof P)PT = det(P) I
benutzt.
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wobei v = (v1,...,v%) die duBere Normale an 92 ist. Somit gilt (1.24) fiir
. d —d
fe (C>) n(CH)".
2. Seinun f € (CI(Q))d N (C’(ﬁ))d. Aufgrund von (1.22) und der Stetig-
keit von f existiert eine offene Menge M CC 2, so dass fiir alle z € 2\ M
gilt:

|f(x)|2€+%<yré%r}2|f(y)\—s) >e. (1.29)

Der Satz von Weierstrass (cf. Satz A.12.1) liefert die Existenz einer Folge

f, C (COO(.Q))d, so dass f, = f auf 2 und Vf, = Vf auf allen Mengen
K cC (2. Insbesondere existiert ein ng € N, so dass fiir alle n > ng und alle
z € 2\ M gilt:

1 .
£, (2) — £(2)] < 5(;% Fy)| ).

Dies zusammen mit (1.29) impliziert, dass fiir alle n > ng und alle z € 2\ M
gilt:

[ (2)] = |£(2)] = |fn(z) — £(2)] > €.
Aufgrund der Eigenschaften von ¢ erhalten wir somit, dass fiir alle n > ng

und alle x € 2\ M gilt p(|f,(z)]) = 0. Dies und Schritt 1 des Beweises
liefern:

01/@(\fn(w)|)J(fn)(ff)d93: / e (2)]) J () (2) d .

0 2\M

Der Grenziibergang n — oo, der aufgrund der Eigenschaften der Folge (f,)
moglich ist, liefert somit

0= / @) T(E) () di = / @) () () de

o\M Q

wobei wir benutzt haben, dass fiir alle z € 2\ M gilt ¢(|f(z)|) = 0. Also ist
(1.24) bewiesen. |

1.30 Lemma. Sei G C R? cine offene, beschrinkte Menge. Sei g €
(C’l(()))d N (C’(ﬁ))d und p € R4\ g(092). Seie > 0 so, dass fiir alle x € 92
ilt:
' lg(z) —p|>¢. (1.31)
Ferner seien p; € C§°(0,00), i = 1,2, Funktionen mit @;(r) = 0 fiir r > ¢,
1=1,2, und
/<p,-(|as|)dx:1, i=1,2. (1.32)

Rd
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Dann gilt:

/901(|g($) - pl)J(g)(x) dw:/sﬂzﬂg(l‘) - pl)J(g)(z)dz. (1.33)

[0} N

Beweis. Wir bezeichnen mit D den linearen Unterraum von C§°(0, c0) von
Funktionen ¢ mit ¢(r) = 0 fiir 7 > ¢ und setzen fiir p € D:

le

0
/@le

Ra

o) = [ ellg) - p)I (@) (@) do.
G

i
~—3

Dies sind offensichtlich lineare Funktionale auf D. Wenn wir Lemma 1.21 auf
f(z) = z, 2 = B:(0), bzw. f(z) = g(z) — p, 2 = G, anwenden, erhalten
wir, dass fiir ¢ € D gilt:

L(p)=0 == M(p)=N(p)=0. (1.34)

Seien nun ¢;, i = 1,2, zwei Funktionen aus D, die (1.32) erfiillen. Da L ein
lineares Funktional auf D ist erhalten wir

L(L(1) p2 — L(2) 1) =0,
also liefert die Implikation (1.34):
0= M(L(¢1) 2 — L(p2) 1)
= L(p1) M(p2) — L(p2) M (1)

= L(sﬂl) - L(@z)
= L(p1 — ¥2),

da (1.32) sich als M (1) = M (p2) = 1 schreiben ldsst. Aus (1.34) folgt somit
N(p1 —p2) = 0, d.h.
N(p1) = N(p2)

und das Lemma ist bewiesen. [ |

1.35 Lemma. Sei f € (C’l(Q))d N (C’(ﬁ))d, sei p € £(02)\ £(002) und
enthalte £~1(p) nur requlire Punkte. Sei ¢ > 0 so, dass fiir alle x € 982 gilt:

If(x) —p| >e. (1.36)

Ferner sei ¢ € C§°(0,00) eine Funktion mit o(r) =0 fir r > e und
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/w(lxl) dr=1. (1.37)
Rd
Dann gilt:
[ elt@) - pIE)(e) do = dit. 2.p). (1.38)

9]

Beweis. Wir setzen ¢1 = ¢ und wihlen eine Funktion po € C§°(0,00)
so, dass (1.37) und supp(¢2) C (0,min(e,d,n)) gilt mit 1,6 aus (1.17)
und (1.16). Somit erfiillt ¢y die Voraussetzungen vom Lemma 1.18 und ¢;,
i = 1,2, erfiillen die Voraussetzungen von Lemma 1.30. Also erhalten wir

d(£,2.p) = / oa([f(x) — ) T(£) () da
(]

- / () — p)I(F)(x) da

i)

und das Lemma ist bewiesen, da @1 = ¢. ]

1.39 Lemma (Heinz 1959). Sei p € R? und seien die Funktionen
f;: 2 — R? i = 1,2, Elemente des Raumes (C(ﬁ))d N (C’l(Q))d. Sei e >0

so, dass

Ifi(z) —p| > Te firi=1,2 und x € 012,

_ (1.40)
Ifi(z) — fa(x)| < ¢ firx e 2.
Ferner seien alle Punkte aus fi_l(p), i = 1,2, requldr. Dann gilt:
d(fla "(27 p) = d(an "(27 p) . (141)

Beweis. O.B.d.A. sei p = 0. Wir wihlen eine glatte Abschneidefunktion
v:10,00) — [0, 1] mit

1, falls 0 <r <2¢,
v(r)=0, falls 3¢ <r,

und definieren
f3(2) == (1 = 7(Ifi (@)]) i (2) +~(f1(2))fa(z) -

Offensichtlich haben wir f5 € (C1 (2\£71(0)))*n(C(R2))". Fiir alle z € £, (0)
existiert aufgrund der Stetigkeit von f; eine Umgebung V' (z), so dass fiir
alle z € V(z) gilt |fi(z)] < 2e. Fiir alle z € V(z) erhalten wir somit
f3(z) = f(z) . Also ist auch f3 im Punkt = € f;*(0) stetig differenzierbar.
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Folglich ist f3 € (C* (Q))d N (C(ﬁ))d. Dariiber hinaus gilt aufgrund von
(1.40) fir z € 2, i = 1,2:

Ifi(z) — f3(z)|
= | (1= B @) ) + (1 () )i (a)
~(1- (\f1<x>|>)f1<x>—v<|f1<:c>|>f2<x>] (1.42)

< (L =A(fi(2))) [fi(z) — fi(@)| + v ([f1(2)]) |fi(z) — 2 ()]
<e.

Da 7e < |fi(x)] < |fi(x) — f3(x)| + [f3(2)] < e + |[f3(x)| gilt, haben wir
[f3(z)] > 6¢ fiir z € 092, (1.43)
und somit 0 ¢ f3(9£2). Aufgrund der Definition von f3 gilt:

f3(z) = f1(2), falls |fy(z)| > 3¢,

f3(z) = f2(x) , falls |fy(z)| < 2¢. (1.44)

Sei g € f; 1(0) und sei § > 0 so, dass fiir alle x € Bs(zo) gilt |f3()| < e.
Fiir diese x erhalten wir aufgrund von (1.42)

£1(2)] < I£: (2) — fa(a)] + [fala)] < 2¢.

Dies zusammen mit (1.44) liefert fo(x) = f5(z) fiir alle € Bs(zo), insbeson-
dere fo(xp) = 0, d.h. zq ist ein regulidrer Punkt. Zusammen mit (1.43) und
den Voraussetzungen fiir f;, ¢ = 1,2, erhalten wir, dass f;, ¢ = 1,2,3, und
der Punkt 0 die Voraussetzungen von Lemma 1.35 und Lemma 1.30 erfiillen,
und dass gilt:

Ifi(z)| > 6¢ fiir x € 092,i=1,2,3.

Wir wihlen Funktionen o1, @2 € C§°(0,00), so dass supp (¢;) C (0,6¢),
i=1,2, und (1.37) gilt, sowie mit

p1(r) =0, fiir r € [0,4¢e] U [5e,00),
pa(r) =0, fir r € [e,00),

d.h. ¢;, i = 1,2, erfiillen die Voraussetzungen von Lemma 1.35 und Lemma
1.30. Weiterhin erhalten wir

p1(lf3(2)])J (3)(2) = pr([fa(2)])J (1) () , (1.45)
denn ¢4 (r) ist nur ungleich Null, falls r > 4. Aber fiir |f3(x)| > 4 ¢ gilt:

If1(z)] > [f3(x)| — |f1(x) — f5(z)| > 4e —e =3¢,
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und deshalb erhalten wir f; (z) = f3(z). Weiterhin haben wir
pa(Ifs(2)])J(£3)(2) = pa(|f2(2)]) ] (f2)(2) (1.46)
denn o (r) ist nur ungleich Null, falls r < €. Sei also |f3(z)| < €, dann gilt:
£ (2)] < [fi(2) — f3(2) + [f3(2)] <e+e=2e,

also f5(z) = fa(x). Aufgrund von Lemma 1.35, (1.45), Lemma 1.30, (1.46)
und nochmals Lemma 1.35 folgt

t,2.0) = [ (@) (E) @) ds

£2

pr([fs(2)])J (£3)(2) d
pa(|fs(2)])J (£3)(2) d

pa(lf2(2)])J(f2)(2) dz = d(f2, 2,0),

Il
D B B

und somit ist die Behauptung bewiesen. [

1.47 Lemma. Seien f; € (Cl(!?))d N (C(ﬁ))d,pi e R i = 1,2 und sei
e >0 so, dass

Ifi(x) — p;| > Te, fiiri, 7 =1,2 und x € 912,
fi(z) — fa(z)| <e, fiir z € 02,
Ip1 — p2f <e.

Ferner seien alle Punkte von fi_l(pj)7 1,7 = 1,2, reguldr. Dann gilt:
d(fy, 2,p1) = d(f2, 2,p2) .

Beweis. Nach Lemma 1.39 gilt d(f1, 2, p1) = d(f2, {2, p1). Wir setzen
g1(z) == fr(x),
g2(7) := fa(z) + (p1 — P2) -

Die Funktionen g;,gs € (C’l(Q))d N (C(ﬁ))d und der Punkt p; erfiillen die
Voraussetzungen von Lemma 1.39, denn es gilt:

Ig1(x) — p1| = |f2(z) — p1| = e,

lg2(7) — p1| = |f2(z) + p1 — P2 — P1| > Te,
lg2(7) — g1(7)] = [fa(x) + p1 — P2 — fa ()] < &,
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sowie g; ' (p1) = £5 ' (p1) und
g, ' (p1) ={z € 2|f2(z) + p1 — p2 = p1}
= {z € 2|f2(x) = p2} (1.48)
= fgl(pQ) )

d.h. alle Punkte von g;l(pl), 1 =1,2, sind regulir. Lemma 1.39 liefert also

d(f2, 2,p1) = d(f2 + (P1 — P2), £2,p1) -
Auflerdem haben wir Vfy = Vg, und somit folgt aus (1.48)
Yo osend(®)@)= Y senJ(g2)(@),
zef; ! (p2) zeg; ' (p1)

d.h.
d(fy + (p1 — P2), 12, p1) = d(f2, 2, p2) .

Insgesamt haben wir gezeigt:

d(f17 Qa Pl) = d(f27 97 pl)
=d(fy + (p1 — P2), 2, p1)
= d(f27 'Qa p2) )
somit ist die Behauptung des Lemmas bewiesen. [

4.1.3 Erweiterung auf nichtregulire Punkte und stetige
Funktionen

Nun kénnen wir die Idee zur Konstruktion des Abbildungsgrades d(f, {2, p)
fiir Punkte p € R, deren Urbild f~!(p) nichtregulire Punkte enthilt, rigoros
ausfiithren.

Sei f € (C’l(Q))d N (C’(ﬁ))d und sei p € f(K) \ £(92), wobei
K={z¢ Q}J(f)(x) =0}

die Menge aller nichtregulédren Punkte ist. Der Rand 942 ist abgeschlossen
und beschréinkt, also kompakt. Folglich erhalten wir, da p ¢ £(912), dass gilt:

If(z) —p| >0 Vo € 012,
und somit gibt es ein € > 0, so dass fiir alle x € 912 gilt:
[f(z) — p| = 8e.

Aus dem Satz von Sard (cf. Satz 1.6) folgt, dass u(f(K)) = 0 gilt. Also hat
f(K) keine inneren Punkte und es gibt eine Folge (p,,) mit
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Pn— P (n — 00),
n = < ) €N7
p pl=e¢ " (1.49)
pn ¢ £(002), neN,
pn ¢ f(K), n€N.

Daraus ergibt sich fiir alle n € N und alle z € 912
f(x) —pn| = [f(z) —p[ = [P —Pal = Te.
Lemma 1.47 impliziert daher, dass fiir alle n, k € N gilt:
d(f, 2,px) =d(f,2,pn) .

Der Grenzwert lim d(f, {2, p,,) existiert also, und wir setzen
d(f,2,p) := lim d(f,2,p,).

Es bleibt zu zeigen, dass der Grenzwert unabhéngig von der Wahl der Folge
(pn) ist. Sei dazu (qy,) eine weitere Folge mit q,, — p (n — o0), die (1.49)
erfiillt. Dann gibt es ein ng, so dass fiir alle n > ng gilt: |pp — qn| < & und
somit liefert Lemma 1.47

d(fv qun) = d(fa van) :
Damit ist nun d(f, 2, p) fiir £ € (C(2))’N(C*(2))* und p ¢ £(992) eindeutig
definiert.

Um den Abbildungsgrad auf Funktionen f € (C (ﬁ)) 4 verallgemeinern,
bendtigen wir noch ein Lemma.

1.50 Lemma. Seien f; € (C’(ﬁ))dﬂ (C’l(()))d, i=1,2, peRNF(N2) und
sei € > 0 klein genug. Wir nehmen an, dass gilt:
Ifi(z) — p| > 8¢ Veed2,i=1,2,
Ifi(z) — fa(2)] < e Vz e .
Dann gilt auch:
d(flv Qap) = d(f27 Qap) .

Beweis. 1. Falls f{ '(p) Uf, ' (p) nur regulire Punkte enthilt, folgt die Be-
hauptung aus Lemma 1.39.

2. Falls f;'(p) U f, '(p) nichtregulire Punkte enthilt, withlen wir eine
Folge (pyn), die (1.49) beziiglich f; und f5 erfiillt. Dann gilt fiir alle n € N:

fi(2) — pnl > fi(z) —p| — [P — Pal > 7¢ i=1,2.

Aus Lemma 1.39 folgt daher d(f, 2, p,) = d(f2, 2, p,). Im Grenziibergang
n — oo ergibt sich die Behauptung

d(fy, 2,p) = d(f2,2,p) . -
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Sei jetzt f € (C(ﬁ))d und p ¢ f(912). Da 0f2 abgeschlossen und be-
schrankt ist, gibt es ein € > 0, so dass fiir alle z € 012 gilt:

[£(x) —p| > 9¢.

Also gibt es nach dem Approximationssatz von Weierstrass (cf. Satz A.12.1)
eine Folge von Funktionen mit

f,=f in? (n—o0),

£, € (C'(2)'n(c®@)?, neN.

(1.51)
Ferner existiert ein ng € N, so dass fiir alle n, k > ng und z € 2 gilt:

|fn(2) — fi(2)| <e,
If.(x) — f(z)] < e,

da f, = f auf 2 (n — 00). Also ergibt sich fiir alle n > ng und alle z € 912
£, (z) — p| = |f(z) — p| = [f(z) — fu(2)] = 8¢,
und insbesondere gilt:
p ¢£.(082), neN. (1.52)
Lemma, 1.50 liefert somit fiir alle n, k > ngq:
d(f, 2,p) = d(fn, 2,p),

und daher existiert der Grenzwert lim d(f,, 2, p). Er ist unabhingig von

der Wahl der Folge (f,): Fiir eine v:e?ccg;e Folge (gn), die (1.51) und (1.52)
erfiillt, gibt es ein ny € N, so dass
lgn(z) —f.(x)| <e  VYn>mng, Vo€,
und Lemma 1.50 liefert:
d(gn, 2,p) = d(fn, 2,p).

Daher konnen wir definieren

d(f,2,p) == lim d(f,, 2,p).

Somit ist nun fiir f € (C (ﬁ))d und p ¢ £(942) der Abbildungsgrad definiert.
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4.1.4 Eigenschaften des Abbildungsgrades von Brouwer

1.53 Satz. Seien §21, £2, disjunkte, beschrinkte, offene Teilmengen des R?,
sei f: 27 U 2y — R? stetig und fir p € R? gelte: p ¢ £(062, U 062). Dann
gilt auch:

d(f, £, U (25,p) = d(f, £1,p) + d(f, 22, p).

Beweis. 1.Seif € (C’l(QlUQg))dﬂ (C(y Uﬁg))d und sei p so, dass f~1(p)
nur reguldre Punkte enthélt. Dann gilt:

> I Z JE)@)+ >, J(E
z€f~!(p) £ (p)
T€21Uf2> TEQ1 TE€(2s

aufgrund der Disjunktheit der Mengen (27 und (2.

2. Sei f € (C'(1 U Qg))d Nn(C(2, U ﬁQ))d und sei p so, dass f~1(p)
nichtreguldre Punkte enthélt. Wir wéhlen eine Folge (p,), die (1.49) fiir
21 U £, erfiillt. Nach 1. gilt die Behauptung fiir jedes p,,. Durch Grenziiber-
gang n — oo folgt daher die Behauptung fiir p, da die Folge (p,) (1.49)
sowohl beziiglich (27 als auch beziiglich (2, erfiillt.

3.8ei f € (C(2, U ﬁg))d. Wir wihlen eine Folge (f,), die (1.51) fiir
21 U £, erfiillt. 2. liefert die Behauptung fiir jedes f,,. Der Grenziibergang
n — oo liefert dann das Gewiinschte, da die Folge (f,,) (1.51) sowohl beziiglich
{21 als auch beziiglich (2, erfiillt. [

1.54 Satz. Sei f € C(02) und p ¢ £(902). Falls d(f,$2,p) # 0 ist, dann
existiert ein xo € 2 mit £(xo) = p.

Beweis. Angenommen die Behauptung sei falsch und es gelte f(x) # p fiir
alle z € 2. Damit haben wir |f(z) — p| > 0 fiir alle x € 2. Da f und der
Betrag | - | stetig sind und {2 kompakt ist, existiert ein ¢ > 0 mit

[£(a) — p| > 2¢.

Sei (f,) eine Folge, die (1.51) und (1.52) erfiillt. Dann gibt es ein ng € N, so
dass fiir alle n > ng und alle x € {2 gilt:

£, (z) — f(z)| <e.

Somit gilt fiir alle z € 2 und alle n > ng

|fn(x) — p| = [f(z) — p| = [f(z) — fu(2)[ 2 €.

Also ist f,1(p) = 0 und p ¢ £,(92). Aufgrund der Bemerkung nach Defini-
tion 1.3 erhalten wir

d(f, 2,p) = 0.
Im Grenziibergang n — oo folgt d(f, £2,p) = 0. Das ist aber ein Widerspruch
zur Voraussetzung. Also gilt die Behauptung. [
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1.55 Satz. Sei f(z,t): 2 x [a,b] — R? stetig und sei p € R? ein Punkt
so, dass fir alle x € 08 und alle t € [a,b] gilt £(x,t) # p. Dann ist
t— d(f(-,t), 2,p) konstant auf [a,b].

Beweis. Da 92 X [a, b] kompakt ist, existiert nach den Voraussetzungen ein
e > 0, so dass fiir alle z € 92 und alle ¢ € [a, b] gilt:

|f(z,t) — p| > 9¢.

Auflerdem ist f(z,t) gleichmifBig stetig auf@ X [a,b], d.h. fiir alle e > 0
existiert ein § = §(¢) > 0, so dass fiir alle € £2 und alle ¢1, to mit [t; —t2| <
gilt:

|f(x, tl) - f(xa t2)| <

Wl m

Fir ¢q, t2, mit [t; — to| < 0, wihlen wir zwei Folgen (f;,,) und (f2,,), die
(1.51) und (1.52) erfiillen, insbesondere

fl,n(') = f<7t1) in
fo.() = £(-,t2) in

Sl D

Dann existiert ein ng € N, so dass fiir alle n > ng und alle x € 2,7 =1, 2,
gilt:
€
1) ~ Fin(w)] <

und wir erhalten

[fin(z) —pl > |p— £z, ;)| — [fi n(2) — £(2, ;)]
>8e, i=1,2,

(10 (2) = fon(2)] < [f10(2) = £z, 00)] + [£(2, 81) — £(2, 22)]
+ £z, t2) = f2.0(2))|
<e.

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 1.50 erfiillt, welches
d(f1,n, 2,p) = d(f2,n, 2, p)
liefert. Im Grenziibergang n — oo folgt fiir alle t1, to, mit |[t; — t2| < 4,
d(f (- t1), 2,p) = d(£(:,12), £2,p) -

Eine endliche Uberdeckung von [a, b] mit Intervallen der Lénge kleiner § liefert
sofort, dass d(f(-,t), {2, p) konstant auf [a, b] ist. ]

Mithilfe dieses Satzes kénnen wir die Aussage von Lemma 1.50 verschérfen.
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1.56 Satz. Seien f;: 2 — RY, i = 1, 2, stetig und gelte fir p € R?\ £(042)
und alle x € 012:
Ify (z) — f2(z)| < [f1(z) —p|.
Dann gilt:
d(fy, 2,p) = d(f2,2,p).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt fiir alle z € 0£2:
|fi(z) —p[>0

und

|f2(x) — p| = [f1(z) — p| — [fi () — f2(2)[ > 0.
Wir setzen f(z,t) := fi(z) + t(f2(x) — fi(x)), 0 < ¢ < 1. Offensichtlich ist f
stetig auf {2 x [0, 1]. Seien z € 02 und ¢ € [0, 1] so, dass f(x,t) = p. Daraus
folgt aufgrund der Voraussetzung;:

Ifi(2) — p| = tfi(z) - fa(2)] < |f1(2) - p|,

was nicht moglich ist. Also gilt f(z,t) # p fiir alle x € 92 und ¢ € [0,1].
Die Funktion f(z,t) und der Punkt p erfiillen die Voraussetzungen von Satz
1.55, und somit ist der Abbildungsgrad konstant fiir alle ¢ € [0, 1], d.h.

Wenn wir ¢ = 0 und ¢ = 1 einsetzen, erhalten wir

d(f;, 2,p) =C =d(f5,2,p).
| |

Ein triviales Beispiel fiir eine Funktion mit nichttrivialem Abbildungsgrad
ist die identische Abbildung id, denn es gilt offensichtlich:

0, falls p ¢ 02,

d(id, 2,p) =
(id, 2.p) {1, falls p € 2.

Der folgende Satz liefert nichttriviale Beispiele fiir Funktionen deren Abbil-
dungsgrad nicht identisch Null ist.

1.57 Satz (Borsuk 1933). Sei (2 eine symmetrische, d.h. aus x € (2 folgt

—x € 12, offene beschrinkte Menge im R%. Sei 0 € 2 und f € (C(ﬁ))d eine
ungerade Funktion auf 082, d.h. fiir alle x € 982 gilt f(x) = —f(—=x). Falls
0 ¢ £(912), dann ist d(f, £2,0) eine ungerade Zahl.

Beweis. Der Beweis beruht auf speziellen Konstruktionen zur Fortsetzung
von Funktionen (cf. [11, S. 24-29]). |

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir, wie angekiindigt, den Satz
von Brouwer auf eine andere Weise als im Kapitel 1 beweisen.
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1.58 Satz (Brouwer). Sei f: B;(0) C R? — B (0) eine stetige Funktion.
Dann ezistiert ein Fizpunkt in B1(0), d.h. es existiert ein xo € B1(0) mit

f($0> = Xp -

Beweis. Nehmen wir an, dass fiir alle z € By (0) gilt f(x) # x. Wir definieren
F(x,t) = x —tf(z) fiir x € B1(0) und 0 < ¢ < 1. Unsere Annahme impliziert

|F(x,t)] = |z —tf(x)] > |z| —t|f(z)] > 1 -t firz € dB1(0),te€]0,1],
>0 fir € 9B1(0), t € [0,1),

d.h. 0 ¢ F(0B1(0),t), 0 < t < 1. Fiir t = 1 folgt |F(z,1)] > 0 fiir alle
x € 012 aufgrund unserer Annahme. Demnach sind die Voraussetzungen von
Satz 1.55 fiir p = 0 erfiillt und wir erhalten

d(F(~,O), Bl(o)vo) = d(F(’ 1)7 By (O>7 0) :

Nun ist aber F(-,0) die Identitit und somit erhalten wir d(F(-,0), B1(0),0)=1.
Nach Satz 1.54 existiert daher ein xzy € B1(0) mit

Tro — f(afo) =0.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. Also besitzt f einen Fixpunkt. [

Beispiel. Das nichtlineare Gleichungssystem

2z +y+sin(zr+y) =0

1.59
x—2y+cos(z+y)=0 (1.59)

besitzt eine Losung in B,.(0) C R?, falls 1 < 5r2. Um dies zu zeigen, definieren
wir f,g: [0,1] x R? — R durch

[tz y) =2z +y+tsin(z+y),
g(t,x,y) ==z — 2y + tcos(x +y) .

Fiir ¢ = 0 besitzt das homogene, lineare Gleichungssystem

20 +y=0
r—2y=20

die eindeutige Losung (z,y) = (0,0), da die zugehorige Koeffizientenmatrix
Rang 2 hat und deren Determinante —1 ist. Somit erhalten wir nach De-
finition 1.3, dass fur alle » > 0 und F(t, z,y) := (f(t,x,y),g(t,x,y)) gilt:

d(F(0,-,-), B,(0),0) = —1. (1.60)
Nehmen wir an es giibe ein (x,y) € 0B,(0) mit f(¢t,z,y) = g(t,z,y) = 0.
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Dann erhielten wir
t2(sin2(x +y)+ cosz(x + y)) =(—2x — y)? + (2y — x)2 ,

also
2 =5r2.

Fiir r > % und ¢ € [0,1] ist dies nicht moglich, d.h. F(¢,2,y) # 0 fiir alle

t € [0,1] und alle (z,y) € 9B,(0), r > . Satz 1.55 und (1.60) liefern also
d(F(1,-,-), B.(0),0) = —1.

Aufgrund von Satz 1.54 besitzt also das Gleichungssystem (1.59) eine Losung.

4.2 Der Abbildungsgrad von Leray—Schauder

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff des Abbildungsgrades auf unend-
lich-dimensionale Rdume ausweiten. Bei diesem Schritt kénnen jedoch Pro-
bleme auftreten. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, dass die Einheitskugel
in unendlich—dimensionalen Réumen nicht kompakt ist — im Gegensatz zur
Einheitskugel in endlich—dimensionalen Réumen. In Abschnitt 1.2.2 haben
wir aus dem Gegenbeispiel von Kakutani (cf. Satz 1.2.33) bereits gelernt,
dass im Allgemeinen eine stetige Funktion auf einem Banachraum, die die
Einheitskugel auf sich selbst abbildet, keinen Fixpunkt haben muss. Dieses
Gegenbeispiel zeigt auch, dass es unmoglich ist, einen Abbildungsgrad fiir
nur stetige Funktionen auf Banachrdumen zu definieren, der dieselben Ei-
genschaften hat wie in endlich-dimensionalen Rdumen. Diese Eigenschaften
implizieren nidmlich die Existenz eines Fixpunktes von stetigen Abbildungen,
die die Einheitskugel auf sich selber abbilden.

Die Grundidee bei der Konstruktion des Abbildungsgrades von Leray—
Schauder ist, die betrachteten Operatoren durch Operatoren mit endlich—
dimensionalen Wertebereich zu approximieren. Dabei hilft uns Satz 1.2.37.
Dieser besagt:

T: M C X — X kompakt, M beschrinkt und offen.
= 3 P,: M — X kompakt mit dim R(P,) < oo und (2.1)

1 J—
|Tx — Px| < — VzeM.
n

Daher ist es sinnvoll, fiir kompakte Operatoren einen Abbildungsgrad zu
definieren. Im Weiteren werden wir mit den im Beweis von Satz 1.2.37 kon-
struierten Schauder—Operatoren P, arbeiten.
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4.2.1 Abbildungsgrad fiir endlich—dimensionale Vektorriume

Bisher haben wir einen Abbildungsgrad auf R? definiert. Jetzt wollen wir dies
auf beliebige endlich—dimensionale normierte Vektorrdume verallgemeinern.
Sei X ein normierter Vektorraum mit dim X < oco. Dann gibt es eine Zahl
d € N und einen isometrischen Isomorphismus h: X — R? d.h. h ist eine
stetige, lineare, bijektive Abbildung mit |h(z)|ge = ||2||x-

Sei f: 2 C X — X eine stetige Abbildung, wobei die Menge {2 offen und
beschrinkt ist, und sei p ¢ f(942). Wir definieren den Abbildungsgrad der
Abbildung f beziiglich {2 und p durch?

dX(fa Q7p) = de (hofoh_lvh(9)7h(p)) . (22)
2.3 Lemma. Die Definition (2.2) ist unabhingig von der Wahl von h.

Beweis. 0O.B.d.A. sei p = 0. Aufgrund der Theorie, die wir im Abschnitt 4.1
entwickelt haben, kénnen wir annehmen, dass f € C1(£2; X) N C(£2; X) und
dass das Urbild von h; (0) unter der Abbildung hjofoh; ! nur regulire Punkte
enthilt. Seien nun h;: X — R? i = 1,2, zwei isometrische Isomorphismen.
Dann ist h := hy o hi*: R? — R? ein isometrischer Isomorphismus von R?
auf R, und insbesondere gilt |J(h)| = 1. Da das Urbild von h;(0) unter der
Abbildung h; o fo hfl nur reguldre Punkte enthélt, enthilt auch das Urbild
von h(h;(0)) = hy(0) unter der Abbildung hoh;ofoh;'oh™! = hyofohy*
nur reguldre Punkte. Sei ¢ eine Funktion mit den Eigenschaften aus Lemma
1.18. Dann gilt aufgrund von Lemma 1.18, des Transformationssatzes (cf. Satz
A.11.17) und der Eigenschaften der Isometrie h, insbesondere |J(h)| = 1,
hoh; = hy und |h(z)| = |z]:

dga (10 fohy ! by (€2), 1y (0)) = / o(Ihyo fohi L (@)])J (hyo fohi)(z) de

h; (2)
- / o(lhy o fohrtoh~t(y))J (hy o f o b ) (hL(y)) dy
h(hy(£))
- / oy o fohy (1)) (hr o fohyt) (b () dy
h3(£2)
- / o(hz o fohy (y)) I (o f o by V) (WY (y)) dy (2.4)
h;(£2)
_ / o(Ihzo fohy(2)))J (b o f o hyY)(y) dy
h;(2)

= dga(hs o fohy ' hy(£2),hy(0)),

2 Wir benutzen hier auch fiir die Inverse der Abbildung h: X — R? die Vektor-
schreibweise h™' = (h)~': R? — X, obwohl dieses keine Abbildung nach R¢
ist.
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wobei wir auch benutzt haben, dass

J(hao fohy')(y)

=J(hohyo fohy'oh™')(y)

= J(h)(hzo fohy'oh™!(y)) - J(hio fohy')(h (y)) - J(h™!)(y)
=J(hiofoh")(h7'(y)),

da fiir alle y,z € R? gilt J(h)(y) J(h™!)(z) = 1. Also folgt die Behauptung
aus (2.4), mithilfe von Approximationsargumenten und der Theorie, die wir
in Abschnitt 4.1 entwickelt haben. ]

2.5 Satz (Reduktion). Sei 2 C R? offen und beschrinkt. Sei m < d und
R™ C R?, d.h. der Raum R™ wird identifiziert mit dem Teilraum des R%, fiir
dessen Elemente x gilt:

Tmy1=...=24=0.
Sei £: 2 — R™ stetig und g: 2 — R definiert durch
glx)=xz+f(z), ze€.
Dann gilt fiir alle p € R™ mit p ¢ g(912)

d]Rd (ga Qv p) = dR’” (g|ﬁn]}{m7 nn Rmv p) .

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass g(2NR™) C R™ gilt und somit die rechte
Seite in obiger Formel wohldefiniert ist. Sei f € (C(ﬁ))m N (CI(Q))m und sei
p € R™ derart, dass f~!(p) nur reguliire Punkte enthélt. Sei nun z € {2 ein
Urbild von p bzgl. g, d.h. g(z) = = + f(z) = p € R™. Diese Gleichung kann
man auch schreiben als x = p—f(z) € R™, d.h. x € R™, z liegt also im Urbild
von p bzgl. glg gm- Somit gilt g~ (p) = (g|g r=) ' (P). Zu zeigen ist nun,
dass J(g)(z) = J(g|gagm)(x). Dazu miissen wir die jeweiligen Gradienten
berechnen. Es gilt:

oft
0O m = Im '
vngFﬂR (l‘) + (a$j>i7j—1,,..,m

" k=m+1,...d
0 ‘ lg—m
wobei g, k € N, die k—dimensionale Einheitsmatrix ist. Entwicklung nach
der ,rechten unteren Ecke* liefert J(g)(z) = J(glgngm)(®). Somit folgt
aus der Definition 1.3 die Behauptung im Falle f € (C(£2))" n (C*(£2))™
und p derart, dass f~1(p) nur reguliire Punkte enthélt. Aus der Theorie des
Abschnittes 4.1 folgt daher die Behauptung im allgemeinen Fall. ]

Vg(x)=< i )
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4.2.2 Konstruktion des Abbildungsgrades von Leray—Schauder

Wir wollen nun einen Abbildungsgrad fiir kompakte Perturbationen der Iden-
titdt definieren. In diesem Abschnitt sei X ein Banachraum und M C X
immer eine beschrinkte, offene Menge. Ferner sei

T-MCcX—X
ein kompakter Operator und sei
0¢ (I =T)(0M),

wobel I : X — X die Identitat ist.

Der Einfachheit halber definieren wir den Abbildungsgrad nur fiir den
Punkt 0. Es ist jedoch kein Problem, den Begriff des Abbildungsgrades auf
beliebige Punkte p € X zu erweitern.

Zuerst zeigen wir, dass eine positive Zahl r > 0 existiert, so dass fiir alle
x € OM gilt:

|z —Tz| >r. (2.6)

Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann gibt es eine Folge (z,) C O0M
mit

|z, —Tzp]| =0 (n— 00).
Da die Menge M beschréinkt und der Operator 7" kompakt ist, gibt es ein

xzo € X und eine Teilfolge, die wiederum mit (z,,) bezeichnet wird, so dass
Tz, — x¢ (n — 00). Damit folgt

[en = oll < llxn = Tnll + [[T2n — wol| -

Beide Summanden auf der rechten Seite konvergieren gegen 0 fiir n — oo,
also gilt z, — = (n — 00). Somit erhalten wir

rg = lim Tz, =Tz,
n—oo
wobei wir auch die Stetigkeit von T benutzt haben. Wir haben also gezeigt,
dass g — Txg = 0 gilt, wobei o € OM, da OM eine abgeschlossene Menge
ist und (x,,) C OM gilt. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung
0¢ (I—T)(OM). Also muss (2.6) gelten.

Wir betrachten nun die Schauder—Operatoren P, : M — X . Da diese
(2.1) erfiillen, gibt es ng € N, so dass fiir alle n > ng und alle z € M gilt:

| Pz — Tx|| < (2.7)

N3

Aus den Eigenschaften der P, folgt, dass der Bildraum R(P,) in einem li-
nearen, endlich-dimensionalen Unterraum von X liegt, den wir mit X, be-

zeichnen, d.h. X,, := span (R(FP,)). Man sieht sofort, dass X,, " M =: M,
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eine offene, beschrankte Menge in X, ist, fiir die dM,, C OM gilt. Weiterhin
haben wir (I — P,)(M,,) C X,, und aus (2.6) und (2.7) folgt:
roor
Jinf flo = Pr| > inf (||a: Tz| - | T anu) > 5 >0,
d.h. 0 ¢ (I — P,)(OM). Somit kénnen wir dx, (I — P,, My,0) wie in (2.2)
definieren. Den Leray—Schauder Abbildungsgrad von I — T beziiglich M
und 0 definieren wir nun durch

[\

dx (I —T,M,0) := lim dx, (I — P, M,,0). (2.8)

Um diese Definition zu rechtfertigen, miissen wir zeigen, dass der Grenzwert
existiert und unabhéngig von der Wahl der P, ist. o
Seien dazu P,, und P,, zwei Abbildungen, so dass fiir allex € M, i = 1,2
gilt:
r
| P,z — Tx|| < 7
AuBerdem seien X,,, die zugehorigen linearen, endlich-dimensionalen Un-

terrdume von X, und X, sei der kleinste lineare Unterraum von X, der X,
und X, enthdlt. Aus Satz 2.5 folgt

d(I = Pn,, M,,,0) =d(I — P, ,M,,,0), i=1,2, (2.9)

wobei M,,, = X, " M und M,, = X,, N M. Wir betrachten die Homotopie
H: M,, x[0,1] — X,,, definiert durch
H(z,t) =t(I — Po,)(x) + (1 = t)({ = Ppy)(2).
Wir haben fiir alle x € OM
[H(z,t) — (I =T)(z)|| = [|H(z,t) =+ (1—1)) = T)(z)]
<t = Poy)(@) = (I = T)(2)|| .
(1—t)H(I Po)(@) — (I -T)()| (210

<ti4(1-t)o==L.

- 2 2 2°
Somit erhalten wir, mithilfe von (2.6) und (2.7
alle x € OM gilt:

), dass fiir alle ¢ € [0,1] und

[H (z, )| > [[(T = T)(@) || = [[H(x,t) = (I = T) ()]

r
>r——=>0.
2T

Daher folgt nach Satz 1.55 (Homotopieeigenschaft des Abbildungsgrades in
Xm), dass d(H(-,t), Mp,,0) auf [0,1] konstant ist, d.h. fiir alle s,¢ € [0,1]
gilt:

d(s(I=Pn,) +(1=8)(I = Pny,), M, 0) = d(t(I = Py, )+ (1=1)(I = Py, ), My, 0).
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Fiir s = 0 und ¢ = 1 erhalten wir insbesondere
d(I = Py,, My, 0) = d(I — P,,, M,,,0).
Dies und (2.9) ergeben also
d(I = P,,, My,,0)=d(I — P,,, M,,,0), (2.11)

somit ist die Folge in (2.8) fiir n > ng konstant, der Grenzwert existiert und
ist unabhéngig von der Wahl der Schauder—Operatoren P, .

4.2.3 Eigenschaften des Abbildungsgrades von Leray—Schauder

Jetzt zeigen wir, dass der Abbildungsgrad von Leray—Schauder dieselben Ei-
genschaften hat wie der Abbildungsgrad von Brouwer.

2.12 Satz. Falls d(I — T, M,0) # 0, dann gibt es ein xo € M mit
Tﬂio =Xo -

Beweis. Wir wihlen Schauder—Operatoren P,. Da diese (2.1) erfiillen, gibt
es ein ng € N, so dass nach Konstruktion des Abbildungsgrades (cf. (2.11))
fiir alle n > ng gilt:

d(I — P, M,,0) £0.

Daher folgt aus Satz 1.54, dass es Elemente x,, € M,, gibt mit P,z, = z,.
Fiir die Folge (z,,) gilt:

|20 — Tan|l < |20 — Poznll + | Pavn — Ton|

cosl
n
Da T kompakt ist und die Folge (z,) C M,, C M beschrinkt ist, gibt es eine
Teilfolge, wiederum mit (x,) bezeichnet, und einen Punkt y € M, so dass
Tz, — y (n — o00). Aus obiger Abschiitzung folgt, dass z, — y (n — 00).
Da T stetig ist, gilt auBerdem Tx,, — Ty (n — o0). Wegen der Eindeutigkeit
des Grenzwertes impliziert dies Ty = y. Da 0 ¢ (I — T)(OM) ist, gilt also
ye M\OM =M. ]

2.13 Definition. Fir ¢t € [0,1] seien die Operatoren T'(t): N C X — X
kompakt. Dann ist T: t — T(t) genau dann eine Homotopie, wenn fiir alle
e > 0 und alle beschrinkten Teilmengen G C N ein § > 0 existiert, so dass
fiir alle ty, to mit [t; — ta] < § und alle x € G gilt:

IT(t1) () = T(t2)(2)[| < €.

2.14 Satz. Sei T eine Homotopie auf M, wobei M eine offene, beschrinkte
Teilmenge von X ist. Sei ferner T(t)(x) # x fir alle t € [0,1] und alle
x € OM. Dann hat fir alle t € [0,1] der Abbildungsgrad d(I — T(t),M,0)
denselben Wert.
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Beweis. 1. Zuerst zeigen wir, dass eine Zahl r > 0 existiert, so dass fiir alle
t €[0,1] und alle z € M gilt:

(L =T@) ()] = 7.

Angenommen dies sei nicht so, dann existieren Folgen (z,) C M und
(tn) C [0,1], so dass

tn = T(tn)(@n) = Yn , (2.15)
mit ||y, || < L. Aus (2,) C M und der Beschréinktheit von M folgt, dass auch
die Folge (z,,) beschrénkt ist. Weiterhin folgt aus (¢,) C [0,1], die Existenz
einer Teilfolge, wiederum mit (¢,) bezeichnet, und eines Punktes ¢y € [0,1]
mit ¢, — to (n — 0). Da der Operator T'(ty) kompakt ist, folgt fiir eine
Teilfolge, wiederum mit (z,) bezeichnet, T'(t)(x,) — vy € X (n — o0). Dies
impliziert zusammen mit Definition 2.13 im Grenziibergang n — oo

1T (En) (2n) — yll < T (n)(@n) = T(to) (@)l + [T () (xn) — yll = 0.

Also erhalten wir T'(t,)(x,) — y (n — 00). Dies, zusammen mit (2.15) und
Yn — 0 (n — 00), liefert: ©, — y € OM (n — o00). Die Stetigkeit von T'(to)
impliziert dann T'(¢o)(z,) — T'(to)(y) (n — o). Insgesamt erhalten wir

1T (tn)(2n) = T(0) W) < T () (2n) = T(to)(@n)l| + T (t0)(zn) — T (to) ()|
—0 (n — 00),

d.h. T(tn)(xn) — T(to)(y) (n — 00). Wenn wir daher in (2.15) den Grenz-
iibergang n — oo durchfiihren, erhalten wir

y—T(to)(y) =0,

wobei y € M. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes.

2. Wir withlen nun ein festes ¢; € [0, 1] und Schauder-Operatoren P,. Da

diese (2.1) erfiillen, gibt es ein ng € N, so dass fiir n > ng und alle z € M
gilt:

[P0 () = T(t2)(2)]| <

A~ 3

Da T eine Homotopie ist, gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle ¢ mit [t —#;1| <
und alle z € M gilt:

1T () (x) = T@) ()] <

Daher haben wir fiir alle ¢ mit |t — 1] < &
[1Pn(z) = T@) ()] < [[Pae) = T(t2)(@)[] + 1T (t2)(2) = T(#)(2)]| <

d.h. die Schauder—-Operatoren P, erfiillen (2.1) auch fiir die Operatoren T'(t),
t € (t1 — d,t1 + 0). Die Definition des Abbildungsgrades von Leray—Schauder
(2.8) impliziert somit fiir alle ¢ mit |t — ¢;| < ¢ und geniigend grofie n

d(I — P,,M,,,0) =d(I —T(t), M,0),

3

)

N3
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wobei M,, = M N X, und X,, = span (R(F,)), d.h. der Abbildungsgrad ist
konstant auf dem Intervall (f1—4, t1+4). Nun st [0,1] € U, ¢(o,1 (10, t1+0).
Da [0, 1] kompakt ist, gibt es t1,...,t,, mit [0,1] C U;":l(tj —4&,t; + ). Also
hat fiir alle t € [0, 1] der Abbildungsgrad d(I —T(t), M,0) denselben Wert. m

2.16 Satz (Schauder). Sei M C X eine offene, konveze, beschrinkte Teil-
menge und sei T: M — M ein kompakter Operator. Dann hat T einen Fiz-
punkt, d.h. es gibt ein xg € M mit T (x) = xo.

Beweis. Die Menge M ist hombomorph zur abgeschlossenen Einheitskugel
B1(0) C X, d.h. es existiert ein Hombomorphismus h: B1(0) — M. Der
Operator h™ o T o h: B1(0) — B1(0) ist offensichtlich kompakt und die
Abbildung

H(z,t)=x —th ' oToh(x)

ist offensichtlich eine Homotopie im Sinne von Definition 2.13. Nehmen wir
an, dass h~'oT oh keinen Fixpunkt besitzt. Analog zum Beweis von Satz 1.58
zeigt man dann, dass fiir alle x € 9B1(0) und alle ¢ € [0, 1] gilt H(z,t) # 0.
Satz 2.14 liefert also

1 =d(I,B(0),0) =d(I — h™' o T o h, B;(0),0),

und somit folgt aus Satz 2.12 die Existenz eines Punktes yo € Bp(0) mit
T o h(yo) = h(yo), d.h. zo = h(yo) ist der gesuchte Fixpunkt von T |

2.17 Satz (Borsuk). Sei M C X eine beschrinkte, offene, symmetrische
Teilmenge mit 0 € M und sei T: M — M ein ungerader, kompakter Opera-
tor. Ferner sei T(x) # x fir alle x € OM. Dann ist d(I — T, M,0) ungerade.

Beweis. Da die Menge T(M) kompakt ist, existiert ein endliches e~Netz

v1,...,0p (cf. Abschnitt A.2). Wir setzen v,11 = —v1,..., 02, = —vp, sowie
Vop4+1 = V1, ..., V3p = vUp und definieren
2p
> my(Ta)v;
i=1
P’Vl(x) = 2p )

>, mi(Tx)

i=1

wobei
mA(x):{e—Hx—viH fir |z —vi| <e,
! 0 fir ||l — vl > €.
Sei X,, = span (R(P,)). Man sieht leicht ein, dass M N X,, symmetrisch ist
und dass P, = T (n — o0) (cf. Beweis von Satz 1.2.37). Auflerdem sind die
Schauder—Operatoren P, ungerade. In der Tat haben wir
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2p 2p
Z:lmi(Tx)Ui —Zlmier(T(—fﬂ))”ier
Pa(e) = 5L — SNCAL
SmiTr) 3 mi(T(-a)
denn v; = —viyp, ¢ = 1,...,2p, Tx = —T(—z), und somit gilt fir = mit
1Tz — v <e
mi(Tz) =e— [Tz —vi| =e — || = T(-z) — v
=& —[[T(=2) = vigpl| = mip(T(—2)).
Da v; = viyop, ¢ = 1,...,p, gilt auch m; = mij0p, ¢ = 1,...,p, also erhilt
man
2p P 2p
Zmi(Ta:)vi = Zmi+2p(T1;)vi+2p + Z m;(Tx)v;
i=1 i=1 i=p+1
2p P
= Z Mitp(TT)vitp + Zmier(Tx)Uiﬂ?
i=p+1 i=1
2p
=> M (T)visy .
i=1

Also kann man P, (x) auch schreiben als

2p
> Migp(T2)vigp

Pn(x) — i=1

2p
; Mitp (Tx)

b

und wir erhalten aus (2.18), dass
P, (z) =—P,(—x).

Mit Satz 1.57 folgt, dass d(I — P,,, M,,,0) ungerade ist. Demnach ist aufgrund
der Definition des Abbildungsgrades d(I — T, M, 0) ungerade. ]

4.2.4 Quasilineare elliptische Gleichungen III

Diesmal wollen wir quasilineare elliptische Gleichungen in Réumen Holder—
stetiger Funktionen C%%(§2) betrachten. Dazu betrachten wir zuerst die
lineare Gleichung

Au=f, (2.19)

wobei X,Y Banachriume sind, A : X — Y ein linearer Operator ist und
f €Y ein gegebenes Element. Sei B : X — Y ein weiterer linearer Operator
und sei

Dyu:=tAu+ (1 — t)Bu, 0<t<1. (2.20)
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Anstelle von (2.19) betrachten wir die Schar von Problemen
Diuy=f, 0<t<I, (2.21)

und machen folgende Annahme: Es gibt eine Konstante ¢y > 0, die un-
abhéngig von f € Y und ¢ € [0, 1] ist, so dass fiir alle Losungen u von (2.21)
fiir beliebige f € Y und beliebige ¢ € [0, 1] die apriori Abschitzung

lullx < collflly (2.22)
gilt.

2.23 Satz. Seien X,Y Banachrdiume und seien A, B : X — 'Y stetige, lineare
Operatoren. Ferner gelte fiir (2.21) die apriori Abschitzung (2.22), und das
Problem (2.21) habe fiir t =0 und alle f € Y eine eindeutige Losung. Dann
hat auch das Problem (2.19) fiir alle f € Y eine eindeutige Lisung.

Beweis. 1. Sei N die Menge der ¢ € [0, 1], fiir welche das Problem (2.21) fiir
alle f € Y eine eindeutige Losung besitzt. Offensichtlich ist 0 € N und wir
wollen zeigen, dass auch 1 € NV ist. Sei 7 > 0 derart, dass

Teo ([[All + 1B])) < 1. (2.24)
Wir werden zeigen, dass dann die Implikation
seN = [s,s+T]C N (2.25)

gilt. Da 7 unabhéngig von s ist, konnen wir in endlich vielen Schritten von 0
zu 1 gelangen, d.h. 1 € N.

2. Es bleibt zu zeigen, dass [s,s + 7] C N gilt, falls s € N und 7 wie in
(2.24) gewihlt wurde. Das Problem (2.21) fiir ¢ = s+ 79,9 € [0, 1] lasst sich
aufgrund der Definition (2.20) von D; schreiben als

Dsu= f—drAu+ 07Bu. (2.26)

Da s € N, existiert der inverse Operator D;! : Y — X, der linear ist und
fiir den aufgrund von (2.22) gilt:

1D < co-
Also ist (2.26) dquivalent zu
u=D;*(f - 67Au+ 67Bu) =: Lu. (2.27)
Fir L : X — X gilt:
[ Lu — Lo|| < d7co ([[All + | BI)[[u — o],

und somit liefert der Banachsche Fixpunktsatz (cf. Satz 1.1.5), dass (2.27)
fiir alle § € [0, 1] eine eindeutige Lésung besitzt, d.h. [s,s + 7] C N. ]
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Wir wollen Satz 2.23 anwenden um zu zeigen, dass das lineare elliptische
Problem

(Lu)(z) == — Z aij(x) 9;05u(x) = f(x) in 2, (2.28)
hj=1 w=0 auf 012,

eine Losung besitzt.

2.29 Satz (Schauder 1934). Sei 2 ein beschrinktes Gebiet des R* mit
Rand 92 € C*“ a € (0,1). Seien ferner f,a;; € C¥*(02),i,j =1,...,d und
gelte

”ai,jHCOvD‘ <a, 1,] = 13"'ad' (230)
Der Operator L sei elliptisch, d.h. es existiert ein A\g > 0, so dass fiir alle

x € 2 und ¢ € RY gilt:

d

D ai (@) = Mol€lP (2.31)

ij=1

Dann besitzt das Problem (2.28) eine eindeutige Losung u € C%%(82), die der
Abschdtzung

[ullcz.e < c2(c1, Ao) [| fllcoa (2.32)
gentgt.
Der Beweis beruht auf folgenden zwei Beobachtungen:
(i) Fiir die Laplace-Gleichung gilt die Behauptung des Satzes, d.h. fiir alle
f € C%(0) existiert eine eindeutige Losung von
—Au=f in 2,

2.33
u=20 auf 012, ( )

die der Abschitzung

[ulloze < es(er, Ao) [| fll o (2.34)

geniigt. Der Beweis dieser Aussage sprengt den Rahmen dieses Buches.
Man kann ihn in [13] oder [4] nachlesen.

(ii) Fur das Problem (2.28) gelten Schauder—Abschitzungen, d.h. falls a;,
i,j =1,...,d, die Bedingungen von Satz 2.29 erfiillen und u eine Losung
von (2.28) ist, dann gilt:

|ul| 2.0 < e2(c1, Xo) [ fllcoe - (2.35)

Man beachte, dass die Schauder—Abschitzungen (2.35) keine Aussage
iiber die Existenz von Losungen enthalten. Auch der Beweis dieser Aus-
sage kann in [13] nachgelesen werden.
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Beweis (Satz 2.29). Wir wollen Satz 2.23 anwenden. Dazu setzen wir
X =C%(02),Y =C%(),Bu= —Au, und Au = Lu. Wir miissen also die
apriori Abschétzung (2.22) fiir den Operator Dy, definiert in (2.21), herleiten.
Dazu bendétigen wir die folgenden Eigenschaften Holder—stetiger Funktionen:
Seien g, h € C%%(£2), dann ist auch gh € C%*(02). Dies folgt sofort aus

l9(x) h(@) — g(y) h(y)| = [g(2) (h(x) = h(y)) + h(y) (9(=) — 9(1)) |
<clg@)lfz —yl* +clh(y)l |z —y|*.
Aufgrund dieser Eigenschaft und der Definition von D; erhalten wir fiir u € X
[Deullcoe < cllufc2.e
d.h. Dy : X — Y ist stetig und linear fiir alle ¢ € [0, 1]. Die Gleichung
Dou = f

hat aufgrund obiger Beobachtung (i) eine eindeutige Losung. Da die apriori
Abschitzungen (2.34) und (2.35) nur von Ag und ¢; abhéingen, erhalten wir
fiir die Losungen u von

Dtu:f, tG[O,l],

sofort
[ulloza < cllfllcoe

wobei ¢ von ¢ € [0, 1] unabhéingig ist. Satz 2.23 liefert also, dass
D1u = f

genau eine Losung u in X = C%%(2) besitzt. [

Nun haben wir alle Hilfsmittel zusammengestellt um folgende quasilineare
elliptische Gleichung zu betrachten:

Lu(x) =eg(x,u, Vu in 2,

(@) = =gz, 0, Vu) 256
u=20 auf 012,

wobei ¢ klein genug ist, g : 2 x R x R? — R eine C%® Funktion ist und der

Operator L in (2.28) definiert ist.

2.37 Satz. Sei 2 ein beschrinktes Gebiet des R mit Rand 012 € C>?,
a € (0,1) und sei g : 2 xR xR — R eine C*~Funktion. Ferner erfiille der
in (2.28) definierte Operator L die Bedingungen (2.30) und (2.31). Dann gibt
es fiir alle ¢ € R mit |e| klein genug eine Losung u € C>%(§2) des Problems
(2.36).
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Beweis. 1. Wir setzen X = C#(2), 3 € (0,1) beliebig. Aufgrund der
Eigenschaften Holder—stetiger Funktionen erhalten wir fiir alle Funktionen
mit
lullgrs < eca, (2.38)
dass fiir v := o g gilt:
g u, Va)lloon < c5. (2.39)
wobei die Konstante cs nur von ¢4 und g abhéngt.

2. Aufgrund von Satz 2.29 ist der Operator L : C*7(2) — C%(0)
invertierbar. Wir setzen

T(tyu:=tL ' (cg(z,u, Vu)), (2.40)

mit T(t) : CYA(2) — C*7(2) C C(N), d.h. der Operator T(t) ordnet

jedem u € C1P(§2) die Losung v € C?7(£2) des Problems
Lv =teg(z,u,Vu) in 2, (2.41)
v=20 auf 942,

zu. Satz 2.29 und die kompakte Einbettung C?7(§2) << C18(0) (cf. Satz
A.12.6) liefern, dass die Operatoren T'(t): C1P(2) — CHP(02), t € [0,1],
kompakt sind. Fiir alle ¢1,t2 € [0,1] gilt aufgrund von (2.40), (2.41) und
(2.32):

IT(t)u = T(t2)ullc2n < calel [ty — ta [lg(; u, VU)o - (2.42)
Mithilfe von (2.39) erhalten wir fiir beliebige Funktionen w mit |julci.s < ¢4
IT(t1)u — T(ta)ul|czr < eacse |ty — ta.

Dies impliziert zusammen mit der Einbettung O (£2) — C8(£2) dass
T:t— T(t): C*P(2) — CHP ()

eine Homotopie ist.

3. Sei B,(0) die Kugel mit Radius r in C1#(£2). Fiir alle t € [0,1] und
u € 0B, (0) gilt:
T(t)u # u (2.43)

falls |e| klein genug ist. In der Tat, sei u € 9B, (0) ein Element mit T'(¢)u = u,
dann gilt aufgrund von (2.41), (2.32) und (2.39)

ca = [lullers < s llullezr < cocatlel lg(z, v, Vu)llcon < cocacslel,

wobei cg die Einbettungskonstante von C?7(£2) «— C1#(£2) ist. Wir wihlen
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nun |e| so klein, dass gilt:
CeC2 05 e < cq.

Wir erhalten einen Widerspruch und somit ist (2.43) bewiesen.
4. Satz 2.14 besagt nun, dass fiir alle ¢ € [0, 1] der Abbildungsgrad

d(I - T(t)v BC4 (0)7 0)

denselben Wert hat. Aufgrund von (2.41) und der Eindeutigkeitsaussage aus
Satz 2.29 ist aber T(0) die triviale Abbildung, d.h. T(0)u = 0. Da also

d(I = T(0), B, (0),0) = 1

gilt, haben wir auch
d(I - T(l)v BC4(0)7 0) =1,

d.h. nach Satz 2.12 existiert eine Losung u € C18(£2) der Gleichung (2.36).
5. In Schritt 2 haben wir gezeigt, dass gilt:

T(1): CY3(Q) — C27(02).

Aufgrund der Einbettung C?7(£2) < C11(£2) (cf. Satz A.12.6, Satz A.12.7),
sowie (2.38) und (2.39) folgern wir daraus

g(x,u, Vu) € C**(0).
Dies zusammen mit (2.35) liefert
u € C*(0),

und somit ist der Satz bewiesen. [ ]



A Appendix

Ziel dieses Appendixes ist es, an einer Stelle wichtige grundlegende Konzepte,
Hilfsmittel und Resultate aus der linearen Funktionalanalysis zusammenzu-
stellen, die fiir dieses Buch relevant sind. Es wird vorausgesetzt, dass der Leser
mit diesen Begriffen grundsétzlich vertraut ist und es wird insbesondere auf
die Darstellungen in [5], [2] und [7] verwiesen.

A.1 Topologische Riume

Der Begriff des topologischen Raumes ist motiviert durch das System der
offenen Mengen im R?. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, 7), wobei
X eine Menge und 7 ein System von Teilmengen von X ist, welches den
folgenden Bedingungen geniigt:

(01) Xer,her,

(02) die Vereinigungen einer beliebigen Familie von Mengen aus 7 ist wieder
eine Menge aus T,

(0O3) der Durchschnitt einer Familie von endlich vielen Mengen aus 7 ist
wieder eine Menge aus 7.

Das System 7 heifit Topologie und die Mengen aus 7 heiflen offene Men-
gen. Das typische Beispiel eines topologischen Raumes ist der R? mit dem
iiblichen System offener Mengen. Weitere Beispiele sind die diskrete Topolo-
gie, in der alle Teilmengen von X zu 7 gehoren, und die chaotische Topologie,
in der das System 7 nur aus X und ) besteht. Wenn auf einer Menge X zwei
Topologien 71 und 72 gegeben sind, so nennt man 71 feiner als 75 (oder
grober als 1), wenn 7o C 7 gilt. Ein topologischer Raum heiffit Hausdorff—
Raum, wenn es zu je zwei Punkten x1,zo € X mit x7 # xo zwei Mengen
U,Us € 7 gibt, so dass x; € U;, i = 1,2 und U; N Uy = B gilt. Im Wei-
teren nehmen wir an, dass alle von uns betrachteten topologischen Rdume
Hausdorff-Rdume sind.

Eine Menge A C X heifit genau dann abgeschlossen, wenn X \ A offen
ist. Eine Umgebung eines Punktes x € X ist eine Menge V(z) C X, fiir die
es eine offene Menge U € 7 gibt mit € U C V(z). Eine Umgebungsbasis
eines Punktes x € X ist ein System von Umgebungen (V;);c; des Punktes x,
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so dass jede Umgebung V() von = mindestens eine der Mengen V; enthiilt.
Ein Punkt z € X heifit innerer (bzw.. duflerer) Punkt einer Menge A
genau dann, wenn es eine Umgebung V(z) von z gibt mit V(z) C A (bzw.
V(z) € X\ A). Einen Punkt der weder innerer noch duflerer Punkt von A ist
nennt man Randpunkt von A. Fiir eine Menge M C X fithren wir folgende
Bezeichnungen ein:

OM := {z € X |z ist Randpunkt von M},
int(M) := {2 € X |« ist innerer Punkt von M},
M :=MUOM .

Diese Mengen werden als Rand, Inneres und Abschluss von M bezeichnet.
Der Abschluss von M ist abgeschlossen. Eine Menge A heifit dicht in X genau
dann, wenn A = X gilt. Man nennt den Raum X separabel genau dann,
wenn es eine abzéhlbare dichte Menge in X gibt. Sei M C X eine Teilmenge
von X. Eine Menge A C M heifit relativ offen in M, wenn es eine Menge
U € 7 gibt, so dass A = M NU gilt. Analog heifit eine Menge A C M relativ
abgeschlossen in M, wenn es eine in X abgeschlossene Menge C' gibt, so
dass A = M N C gilt. Das System 7(M) bestehend aus allen in M relativ
offenen Mengen heifit induzierte Topologie auf M.

Wenn eine Menge X mit einer Topologie versehen ist kann man Begrif-
fe wie Stetigkeit, Kompaktheit und Konvergenz erkliaren. Eine Abbildung
f : X — Y eines topologischen Raumes (X,7) in einen topologischen
Raum (Y, 0) heifit stetig im Punkt 2 € X, wenn es zu jeder Umgebung
V(f(z)) CY von f(x) eine Umgebung V() C X von z gibt, so dass

V() CV(f(z))

gilt. Die Abbildung f : X — Y heifit stetig, wenn sie in allen Punkten z € X
stetig ist. Wir haben folgende Charakterisierung stetiger Abbildungen.

1.1 Lemma. Fir eine Abbildung f : X — Y eines topologischen Raumes X
in einen topologischen Raum 'Y sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) f ist stetig.
(i1) Urbilder offener Mengen in'Y sind offen in X.

(iii) Urbilder abgeschlossener Mengen in'Y sind abgeschlossen in X.

Eine Abbildung f: X — [—o00, o0] heifit unterhalbstetig (bzw. oberhalb-
stetig) genau dann, wenn fiir alle r € R das Urbild f~*((—o0,7]) (bzw. das
Urbild f=*([r,00))) eine abgeschlossene Menge in X ist. Offensichtlich ist
f stetig genau dann, wenn f sowohl unterhalbstetig als auch oberhalbstetig
ist. Man nennt eine Abbildung f : X — Y einen Homdomorphismus ge-
nau dann, wenn f bijektiv ist und sowohl f als auch die inverse Abbildung
! stetig sind. Zwei topologische Réume X, Y heiflen hom&omorph genau
dann, wenn ein Homdomorphismus h: X — Y existiert.



A.1 Topologische Raume 167

Eine Menge K heifit (iiberdeckungs-) kompakt genau dann, wenn je-
de Uberdeckung von K durch offene Mengen (U;);c; eine endliche Teiliiber-
deckung enthalt, d.h.

N
Kc|JUi = 3NeNi, ... iv: KC|JU,.
el k=1

Die Menge M heifit relativ kompakt, wenn M kompakt ist.

1.2 Lemma. Sei K eine kompakte Teilmenge eines topologischen Hausdorff—
Raumes X. Dann gilt:

(i) Die Menge K ist abgeschlossen.
(ii) Jede Teilmenge M C K ist relativ kompakt.

Beweis. Mithilfe der Trennungseigenschaft von Hausdorff-Rdumen und der
Kompaktheit von K kann man leicht zeigen, dass das Komplement von K
offen ist (cf. [9, Satz 3.1.8]). Somit ist Behauptung (i) bewiesen. Behauptung
(ii) ist offensichtlich, da man aus jeder offenen Uberdeckung von M, durch
Hinzunahme von X \ M, eine offene Uberdeckung von K erzeugen kann. m

Man kann kompakte Mengen auch iiber Systeme abgeschlossener Mengen
charakterisieren. Ein System (A;);c; von Teilmengen von X heifit zentriert,
wenn der Durchschnitt beliebiger endlicher Teilsysteme A;, ,k = 1,..., N,
nichtleer ist.

1.3 Lemma (Endliches Durchschnittsprinzip). Fine Menge K ist genau
dann kompakt, wenn jedes zentrierte System von in K relativ abgeschlossenen
Mengen einen nichtleeren Durchschnitt besitzt.

Beweis. Dies ist eine einfache Folgerung aus den de Morganschen Rechen-
regeln fiir Mengensysteme:

N (K\A)=K\JA, [JE\NA)=K\[)A.
i€l i€l i€l i€l
]
Fiir endliche, offene Uberdeckungen kompakter Mengen kann man eine
Zerlegung der Eins konstruieren. Sei f: X — R eine Funktion. Man defi-
niert den Tréger von f, in Zeichen supp(f), als

supp(f) == {z € X | f(z) # 0},
wobei der Abschluss bzgl. der Topologie in X gebildet wird.

1.4 Satz (Zerlegung der Eins). Sei (X, 1) ein topologischer Raum. Sei
K C X eine kompakte Teilmenge und sei (U;)i=1,..n eine endliche Uber-
deckung durch offene Mengen. Dann existieren stetige Funktionen A;: X — R,
1=1,...,n, mit folgenden Figenschaften:
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(i) Firalexe X git: 0 < N\(z)<1,i=1,...,n.

(ii) Die Trdger der stetigen Funktionen A;, i = 1,...,n, sind kompakt und
es gilt: supp () C U;, i=1,...,n.

(iii) Fir allex € K gilt: Y Ni(z) =1.

Ein solches System wvon Funktionen (\;)i=1,..n heif§t die zur Uberdeckung
(Us)i=1,...n zugehirige Zerlegung der Eins.

Beweis. cf. [18, Satz 2.13] =

Stetigkeit und Kompaktheit in einem topologischen Raum (X, 7) kann
man auch iiber Folgen definieren. Eine Folge (x,) C X heifit konvergent
bzgl. der Topologie T gegen einen Punkt x € X, wenn es zu jeder Umgebung
V(z) des Punktes x einen Index ng gibt, so dass z, € V(z) fir alle n > ng
gilt. Man schreibt z,, — z (n — 00). Eine Abbildung f: X — Y heifit fol-
genstetig im Punkt € X genau dann, wenn f(z,) — f(z) (n — oo) fiir
alle Folgen mit x,, —  (n — oo) gilt. Eine Menge M nennt man folgenkom-
pakt genau dann, wenn alle Folgen aus M eine in M konvergente Teilfolge
besitzen, d.h.

v(xn)nEN g M 3 ('rnk)k:EN C Ty, — T cM (k - OO) .

Die Menge M C X heifit relativ folgenkompakt genau dann, wenn alle
Folgen (z,,) aus M eine in X konvergente Teilfolge (x,, ) besitzen.

Im Allgemeinen stimmen in topologischen Riumen die Begriffe ,stetig
in z und ,folgenstetig in =, sowie , kompakt“ und , folgenkompakt® nicht
iiberein. Um eine Aquivalenz dieser und verwandter Begriffe zu erhalten, muss
man in den obigen Definitionen den Begriff ,,Folgen* durch ,,verallgemeinerte
Folgen“ oder ,,Netze“ ersetzen (cf. [7, Abschnitt I.B], [9, Abschnitt 1.6]). In
metrischen Rédumen sind diese Begriffe dquivalent (cf. Satz 2.1).

A.2 Metrische Riaume

Die Eigenschaften des topologischen Raumes basieren auf den Eigenschaften
des Systems der offenen Mengen. Allerdings ist es nicht moglich, einen Ab-
standsbegriff in allgemeinen topologischen Rdumen zu definieren. Um dies zu
erreichen fithrt man metrische Rdaume ein.

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), wobei X eine Menge ist auf
der eine Abstandsfunktion d: X x X — R gegeben ist, welche die folgenden
Eigenschaften fiir alle x,y, z € X besitzt:

(M1) positive Definitheit: d(z,y) > 0, und es gilt: d(x,y) = 0 genau dann,
wenn r =y,

(M2) Symmetrie: d(x,y) = d(y, ),

(M3) Dreiecksungleichung: d(z,y) < d(x, z) + d(z,y).
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Man nennt die Funktion d auch Metrik und d(z,y) den Abstand zwischen
den Punkten x und y. In metrischen Rdumen kann man offene Kugeln um
den Punkt z mit dem Radius r» > 0 durch

B.(z) ={ye X | d(z,y) <r}

definieren. Weiterhin kann man sowohl den Abstand zweier nichtleerer Men-
gen M, N C X als auch den Durchmesser einer Menge M C X durch

dist (M, N) := inf{d(z,y) |z € M,y € N},
diam (M) := sup{d(z,y) | z,y € M}

festlegen. Eine Menge M C X heifit offen genau dann, wenn fiir alle z € M
eine Kugel B,(z), r = r(xz) > 0 gibt, so dass B,(x) C M. Das System
aller offenen Mengen bildet eine Topologie 74, welche die durch die Metrik d
induzierte Topologie genannt wird. Dadurch wird (X, 74) ein topologischer
Raum und alle Begriffe, die wir in topologischen Rdumen definiert haben,
konnen auch in metrischen Rdumen benutzt werden. Insbesondere nennt man
eine Folge (z,) C X konvergent gegen ein Element 2 € X genau dann, wenn

d(xp,x) — 0 (n — o).

Man schreibt z, — = (n — o0) in X oder bzgl. d. Eine Folge (z,) heifit
Cauchy—Folge genau dann, wenn fiir alle ¢ > 0 ein Index ng = ng(e) exi-
stiert, so dass fiir alle m,n > ng gilt:

d(Tp,Tm) < €.

Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstéindig, wenn jede Cauchyfolge ()
in X einen Limes bzgl. der Metrik d hat.

In metrischen Rdumen stimmen die Begriffe , stetig in z“ und ,,folgenste-
tig in ¢, ,kompakt* und ,folgenkompakt*, sowie weitere verwandte Begriffe
iiberein.

Neben (iiberdeckungs—)kompakt und folgenkompakt gibt es in metrischen
Réumen einen weiteren Kompaktheitsbegriff. Die Menge M heifit prikom-
pakt genau dann, wenn sie ein endliches e—Netz besitzt, d.h. wenn sie sich
fiir alle € > 0 durch endlich viele offene e-Kugeln iiberdecken ldsst, d.h.

N
Ve>03IN=N()eN,ay,...,.ay e M: MC|JB(x:).
i=1

2.1 Satz. In einem metrischen Raum (X, d) sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) M ist (iberdeckungs—) kompakt,

(il) M ist folgenkompakt,
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(iii) M ist prikompakt und vollstindig.
Weiterhin gilt:
(iv) M ist relativ kompakt genau dann, wenn M relativ folgenkompakt ist.

(v) Wenn M relativ kompakt ist, dann ist M prikompakt. Die umgekehrte
Implikation gilt, falls der metrische Raum (X, d) vollstindig ist.

(vi) Wenn M kompakt ist, dann ist M abgeschlossen und beschrinkt.
Beweis. cf. [2, Paragraph 2.5] oder [28, S. 31-33] . |

A.3 Vektorriaume

Ein Vektorraum X iiber K, mit K = R oder K = C, ist eine Menge X,
in der eine Addition und eine skalare Multiplikation definiert sind, d.h. fiir je
zwei Elemente x,y € X ist eine Summe x + y und fiir alle z € X und o € K
ist ein skalares Vielfaches ax so erklért, dass folgende Rechenregeln fiir alle
z,y,z € X und alle o, § € K gelten:

rty=y+uz, (@+y)+z=a+(y+2),
(a+ B)z = azx + Pz, az+y) =az+ ay,
a(fz) = (af)x, le==x.

Auflerdem existiert ein Element 0 in X, so dass fiir alle x € X gilt:
r+0==z,
und fiir alle z € X existiert —x € X mit
z+(—x)=0.
Fiir Mengen M, N C X und « € K setzen wir:
M+N:={z+y|zeM,yc N},
aM = {az|zeM}.

Fiir eine nichtleere Menge M C X bezeichnen wir mit span (M) die lineare
Hiille von M, die als die Menge aller endlichen Linearkombinationen

Zaixi , (31)

el

definiert ist, wobei a; € K, x; € M und I eine endliche Indexmenge ist.
Eine nichtleere Menge M C X heifit linearer Unterraum von X genau
dann, wenn span (M) = M. Die Menge M ist genau dann konvex, wenn aus
z,y € M und X € [0,1] folgt: Ax + (1 — A)y € M. Die konvexe Hiille einer
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nichtleeren Menge M C X ist die Menge aller endlichen Linearkombinationen
(3.1) mit

dai=1, a;€[0,1],Viel.

iel
Die Elemente xz;,7i = 1,...,n des Vektorraumes X heiflen linear un-
abhingig genau dann, wenn fiir beliebige «; € K aus

n
E Q; Ty = 0
i=1

immer a; = 0,7 = 1,...,n, folgt. Die Dimension des Vektorraumes X,
bezeichnet mit dim (X), ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Ele-
mente aus X, falls diese Zahl endlich ist. In diesem Falle heiffit der Vek-
torraum endlich—dimensional. Anderenfalls heifit ein Vektorraum unendlich—
dimensional, in Zeichen dim (X) = oo, d.h. fiir alle n € N existieren n line-

ar unabhéngige Elemente x; € X, ¢« = 1,...,n. Eine Basis eines endlich—
dimensionalen Vektorraum X, mit dim (X) = n, n € N, ist eine Menge
{x1,...,2,} linear unabhingiger Vektoren.

A.4 Banachriaume

Ein normierter Vektorraum ist ein Vektorraum X iiber K, mit K =R
bzw. K = C, der mit einer Norm || - || : X — R versehen ist, welche die
folgenden Eigenschaften fiir alle z,y € X besitzt:

(N1) positive Definitheit: ||z|| > 0 und es gilt ||z|| = 0 genau dann, wenn
z=0.

(N2) positive Homogenitat: | Az|| = |A| [|z|| fiir alle A € K.

(N3) Dreiecksungleichung: ||z + | < ||z|| + |||l -

Setzt man

d(z,y) = [z =yl (4.1)
so wird auf X eine Metrik definiert. Somit lassen sich alle in metrischen
Réumen definierten Begriffe, wie Konvergenz, Vollstindigkeit, Umgebung,
Offenheit und Abgeschlossenheit von Teilmengen, Kompaktheit, Separabi-
litdt und Stetigkeit, auch in normierten Vektorrdumen verwenden. Insbeson-
dere konvergiert eine Folge (z,) C X gegen x € X genau dann, wenn

|en —2|| = 0 (n— o0). (4.2)

Man schreibt z,, — x in X (n — 00). In endlich-dimensionalen normierten
Vektorrdumen X gilt auch die Umkehrung von Aussage (vi) in Satz 2.1, d.h.
fiir Teilmengen M C X gilt:

M ist genau dann kompakt, wenn M abgeschlossen und beschrankt ist.
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Ein Banachraum ist ein vollsténdiger, normierter Vektorraum. Beispiele
von Banachrdumen, die neben Hilbertrdumen der wichtigste Raumtyp in der
Funktionalanalysis sind, finden sich im Abschnitt A.12.

A.5 Hilbertraume

Ein Pra-Hilbertraum H ist ein Vektorraum iiber K, mit K = R bzw.
K = C, in dem ein Skalarprodukt (-,-) gegeben ist, d.h. eine Abbildung
von H x H nach K, die fiir alle w,v,w,z € H und «,3 € K die folgenden
Eigenschaften besitzt:

(H1) Bilinearitét bzw. Sesquilinearitét: (au + v, w) = a(u,w) + S(v,w) .
(H2) Symmetrie bzw. Hermitezitdt: (u,v) = (v,u), wobel (v,u) die konju-
giert komplexe Zahl zu (v, u) ist.

(H3) positive Definitheit: (u,u) > 0 und es gilt (u,u) = 0 genau dann, wenn
u=0.

Setzt man

1
[ullar o= (u,u)?

so wird H ein normierter Vektorraum. Falls dieser vollstdndig ist, d.h. ein
Banachraum ist, nennt man H einen Hilbertraum. Somit lassen sich alle in
Banachrdumen definierten Begriffe auch in Hilbertrdumen verwenden.

Zwei Elemente wu,v eines Hilbertraumes H heiflen orthogonal genau
dann, wenn (u,v) = 0 gilt. Das Orthogonalkomplement V+ eines Un-
terraumes V' C H ist definiert durch

vt ={ze€H|(x,v)=0 YweV}.

Die Menge {w; € H |j € I}, wobei I eine endliche oder abziihlbare Index-
menge ist, nennt man ein Orthonormalsystem genau dann, wenn fiir alle
k,j €I gilt:

(wk, w;) = Ok;j
wobei 0; das Kronecker—Symbol ist, d.h. §x; = 1 falls k = j und d; = 0
falls k # j. Ein Orthonormalsystem (w;);en heifit vollsténdig in H, wenn
span {w; ‘ j € N} dicht in H ist. Ein vollstindiges Orthonormalsystem nennt
man auch Orthonormalbasis. Man kann zeigen, dass jeder separable Hil-
bertraum eine Orthonormalbasis besitzt und dass sich jedes Element v € H
als konvergente verallgemeinerte Fourierreihe

oo

u= Z(u, wj) w;

Jj=1

darstellen lasst, wobei
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oo

> = 1, wy) . (5.1)

Jj=1

Umgekehrt gilt: Falls ein Orthonormalsystem die Eigenschaft (5.1) fiir alle
u € H besitzt, dann ist es vollstandig.

A.6 Operatoren

Seien X,Y Banachrdume iiber K, mit K = R bzw. K = C. Der Operator
A: X — Y heifit beschriankt genau dann, wenn A beschriankte Mengen in
X in beschrinkte Mengen in Y abbildet. Ein Operator A: X — Y heifit
linear genau dann, wenn fiir alle z,y € X und «, 5 € K gilt:

Alaz+ fy) =aAz+ B Ay.

Man kann zeigen, dass lineare Operatoren genau dann stetig sind, wenn sie
beschrankt sind. Durch

[l Lex vy = Al == sup [ Az[ly

llzllx <1

wird auf dem Raum der stetigen, linearen Operatoren A: X — Y, den wir
mit L(X,Y) bezeichnen, eine Norm definiert. Diese heift Operatornorm
und es gilt fiir alle x € X:

[Az]ly < [[AllLxy) lollx -

Der Raum L(X,Y") versehen mit der Operatornorm bildet einen Banachraum.
Fir A € L(X,Y) bezeichnen wir mit
Ker(A) :={z € X | Az = 0},
R(A) :={Az €Y |z € X},
den Kern, bzw. den Bildraum von A. Wenn A € L(X,Y) bijektiv ist,
d.h. Ker(A) = {0} und R(4A) = Y, dann existiert der inverse Operator
A71Y — X und es gilt A7! € L(Y, X). Einen solchen Operator A nen-

nen wir Isomorphismus. Ein Operator A € L(X,Y) heifit Isometrie, falls
fiir alle x € X gilt: || Az|ly = ||z]|x -

A.7 Dualitit in Banachriumen

Sei X ein Banachraum iiber K, mit K = R bzw. K = C. Der Dualraum X*
von X ist definiert durch

X* = L(X,K).
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Die Elemente f von X* nennt man lineare Funktionale und man schreibt

(fzx)yx~x =(f,x)x = (f,z) = f(x), VeeX.

Man nennt (-, -) x» x das Dualitéitsprodukt zwischen X und X*. Die Norm
eines linearen Funktionals ist definiert durch

[ fllx= = sup [(f,z)].

llzllx <1

Eine Folge (f,) C X* konvergiert gegen f € X* genau dann, wenn

[fn = fllx- =0 (n—o00). (7.1)

Wir haben folgende einfachen Folgerungen aus dem Satz von Hahn-Banach
10.11.

7.2 Lemma. Sei X ein Banachraum und X* sein Dualraum. Dann gilt:

(i) Zu jedem xz € X emistiert ein f € X* mit ||fl|x~ = |z|lx und
(f,2) = ll=[l% -

(ii) Seixz € X. Aus (f,x) = 0 fiir alle f € N, wobei N C X* eine dichte
Teilmenge in X* ist, folgt x = 0.

(i) Sei f € X*. Aus (f,z) = 0 fiir alle x € M, wobei M C X eine dichte
Teilmenge in X ist, folgt f =0.

Der Bidualraum X** eines Banachraumes X ist definiert durch

und wird, versehen mit der Norm

lgllx=+ == sup (g, f)x= x+
[Ifllx*<1

)

zu einem Banachraum. Die kanonische Isometrie J : X — X** wird wie
folgt definiert: Fiir z € X fest ist die Abbildung f — (f,z) von X* nach K
ein beschrinktes, lineares Funktional auf X*, d.h. ein Element von X**, das
mit Jz bezeichnet wird. Wir haben also

<Jx7f>X**,X*:<f7x>X*,X VZ‘EX,VfEX*. (73)
Es ist klar, dass J eine lineare Isometrie ist, d.h. ||Jz| y.. = |z| y gilt fiir
alle z € X. In der Tat haben wir aufgrund von Lemma 7.2:

[ Szl = sup [{Jz, [)] = sup |
If1<1 If1<1

(frx)| = =]l -

Allerdings ist J nicht notwendig surjektiv. Man kann aber immer mithilfe von
J den Raum X mit einem abgeschlossenen Unterraum von X** identifizie-
ren. Der Raum X heifit reflexiv, wenn die kanonische Isometrie J aus (7.3)
surjektiv ist, d.h. J(X) = X**.
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7.4 Lemma. Seien X,Y Banachriume. Dann gilt:

(i) Jeder abgeschlossene, lineare Unterraum von X ist reflexiv, falls X re-
flexiv ist.

(ii) Sei I: X — Y ein Isomorphismus. Dann ist X genau dann reflexiv,
wenn Y reflexiv ist.

(iil) X st genau dann reflexiv, wenn X* reflexiv ist.

(iv) Falls X* separabel ist, dann ist auch X separabel.

(v) Sei X reflexiv. Dann ist X genau dann separabel, wenn X* separabel
15t.

(vi) Sei X separabel. Dann ist auch jede Teilmenge M C X separabel.

Beweis. Die Beweise der Behauptungen (i)—(v) kann man in [2, Paragraph
6.8] finden. Da X separabel ist, gibt es eine dichte abzihlbare Teilmenge
(w;)ien € X. Fiir alle ¢ € N und alle rationalen Zahlen g, wihlen wir ein
Elemente z; , € B, (w;) N M aus. Offensichtlich ist die Menge (2; )i nen
eine dichte abzidhlbare Teilmenge von M, d.h. M ist separabel (cf. [7, Satz
1.6.12)). .

A.8 Schwache Topologie und schwache Konvergenzen

In normierten Vektorrdumen gilt folgende fundamentale Beobachtung:

8.1 Satz (Riesz 1918). Sei X ein normierter Vektorraum. Dann ist die
abgeschlossene Einheitskugel B = {z € X | ||z|| < 1} genau dann kompakt,
wenn der Raum X endlich—dimensional ist.

Beweis. cf. [2, Satz 2.9]. |

Demzufolge werden auf unendlich—dimensionalen Réumen X weitere To-
pologien (bzw. Konvergenzen) eingefiihrt, bzgl. derer die abgeschlossene Ein-
heitskugel kompakt (bzw. folgenkompakt) ist.

Sei X ein Banachraum und X* sein Dualraum. Die Konvergenz von
Folgen (x,) C X bzw. (f,) C X*, definiert in (4.2) bzw. (7.1), bezeich-
nen wir im Weiterem als starke Konvergenz. Eine Folge (x,) C X
heifit schwach konvergent in X gegen ein Element x € X, in Zeichen
xn, — x schwach in X (n — 00) genau dann, wenn fiir alle f € X* gilt:

(fsan) = (f;x) (n—o00). (8.2)

Eine Folge (f,,) C X* heifit *—schwach konvergent in X * gegen ein Element
f e X*, in Zeichen f, = f s+—schwach in X* (n — o0) genau dann, wenn fiir
alle z € X gilt:

{(fnsx) = (f2) (n—00). (8.3)
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Man beachte, dass es im Dualraum X* zwei verschiedene schwache Konver-
genzen fiir eine Folge (f,,) C X* gibt, ndmlich

fn—f schwach in X* (n — o0),
d.h. fiir alle g € X** gilt (g, fn)x+* x+ — (g, [) x++ x+, und
fo = f x —schwach in X* (n — o00),

d.h. fiir alle z € X gilt (f,,,x)x+ x — (f, %) x~ x. Diese Konvergenzen lassen
sich durch entsprechende Topologien charakterisieren. Dazu benétigen wir
eine allgemeine Konstruktion von Topologien.

Sei X ein Vektorraum und seien (Y;);c; topologische Riume. Fiir alle
i € I seien @; : X — Y; Abbildungen. Wir suchen die grébste Topologie T
auf X, so dass alle ¢; stetig sind, d.h. die Topologie, die am wenigsten offene
Mengen enthilt. Seien U; C Y; offene Mengen, dann sind notwendigerweise
alle ;' (U;) Elemente von 7. Wir bezeichnen die Familie aller solcher Men-
gen mit (Uy)aea. Wir suchen nun das kleinste Mengensystem 7, dass (Uy) xea
enthilt und abgeschlossen bzgl. endlicher Durchschnitte und beliebiger Verei-
nigungen ist. Dazu bilden wir zuerst alle moglichen endlichen Durchschnitte
von Mengen aus (Ux)rea, d.h. (e Un,I" € A, I endlich. Dieses System
bezeichnen wir mit ¢. Danach bilden wir beliebige Vereinigungen von Men-
gen aus @. Dieses neue System sei F. Es ist klar, dass F abgeschlossen bzgl.
beliebigen Vereinigungen ist. Man kann auch zeigen, dass F abgeschlossen
bzgl. endlicher Durchschnitte ist (cf. [5, Lemma IIL.1]).

Somit ist die gesuchte graobste Topologie T gegeben durch endliche Durch-
schnitte von Mengen der Form gofl(Ui) , U; offen in Y;, und beliebigen Ver-
einigungen solcher Mengen. In Termen von Umgebungen ausgedriickt heif3t
dies: Sei € X, dann ist eine Umgebungsbasis von x bzgl. 7 gegeben durch
endliche Durchschnitte der Form ¢; '(V;), V; Umgebung von ¢;(x) in Y;.
Die Konvergenz von Folgen in der Topologie 7 ist vollstindig durch die Ab-
bildungen ¢;, i € I, charakterisiert.

8.4 Lemma. Sei (x,) C X eine Folge. Die Folge x,, konvergiert gegen x € X
bzgl. 7 genau dann, wenn ;(x,) — w;(x) (n — 00) fir allei € I.

Beweis. cf. [5, Proposition I11.1] |

Wir wenden diese allgemeine Konstruktion nun an, um die zu schwachen
Konvergenzen zugehorigen Topologien zu charakterisieren.
Sei X ein Banachraum und sei f € X*. Wir definieren ¢y : X — R durch

pr(x) = (f,x)

und betrachten die Familie (¢¢)fex~+. Die schwache Topologie w(X, X*)
auf X ist die grobste Topologie bzgl. derer alle (¢y)ex+ stetig sind. (Wir
setzten in der obigen Konstruktion X = X, Y; = R, I = X*). Eine offene
Umgebungsbasis von zg € X bzgl. w(X, X*) ist durch Mengen der Form
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V={zeX||(fi,x—m)| <eiclJ} (8.5)

gegeben, wobei J eine endliche Indexmenge ist, f; € X* und € > 0. Man
kann zeigen, dass X versehen mit der schwachen Topologie w(X, X™*) ein
Hausdorff-Raum ist (cf. [5, Proposition II1.3]).

8.6 Lemma. Fir eine Folge (x,,) C X gilt:

(i) xp — 2 bzgl. w(X, X*) (n — o0) genau dann, wenn x, — x (n — 00)
in Sinne von (8.2).

(ii) Aus z, — x stark in X (n — o0) folgt x,, = = schwach in X (n — o0).

(iii) Falls x, — x schwach in X (n — 00), dann ist die Folge (||z,]) C R
beschrdinkt und es gilt:

lz|| < liminf ||z,]|| .
n—oo

Beweis. Behauptung (i) folgt aus Lemma 8.4. Behauptung (ii) folgt sofort
aus der Abschitzung [(f,z, — x)| < ||f|| [|xn — ||, wobei f € X*. Die Be-
schrinktheit der Folge (||« ||) in Behauptung (iii) ist eine Folgerung aus dem
Prinzip der gleichméifligen Beschriinktheit (cf. Satz 10.6, Lemma 3.0.3). Die
Ungleichung in Behauptung (iii) folgt mithilfe von Lemma 7.2 (i). |

8.7 Lemma. Se: M C X eine kompakte Menge bzgl. der schwachen Topo-
logie w(X, X*). Dann ist M bzgl. der Norm in X beschrinkt.

Beweis. Dies folgt auch aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschrianktheit.
Zum Beweis der punktweisen Beschranktheit, d.h. sup,c,, [(f,z)| < c(f),
benutzt man die Uberdeckung von M durch die schwach offenen Mengen
Ux:{zeXH(f,x—zH}. n

Aufgrund der Konstruktion der schwachen Topologie ist klar, dass die
schwache Topologie w(X, X*) immer grober ist als die, durch die Norm in
X definierte, starke Topologie. Im Allgemeinen ist die schwache Topologie
strikt grober als die starke Topologie, d.h. es gibt bzgl. der starken Topologie
offene Mengen, die aber nicht offen bzgl. der schwachen Topologie sind. In
endlich—dimensionalen Banachrdumen gilt allerdings:

8.8 Lemma. Sei X ein endlich—dimensionaler Banachraum. Dann stimmen
die starke und die schwache Topologie tiberein. Insbesondere konvergiert eine
Folge (z,,) C X genau dann schwach, wenn sie stark konvergiert.

Beweis. Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass die Projektionen z — x;
stetige lineare Funktionale auf X sind, wobei x = E?:l x; e; eine Darstellung
beziiglich einer Einheitsbasis (e;)"_; von X ist (cf. [5, Proposition II1.6]). m

8.9 Satz. Eine konvexe Menge C eines Banachraumes X ist genau dann bzgl.
der starken Topologie abgeschlossen, wenn sie bzgl. der schwachen Topologie
abgeschlossen ist.
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Beweis. Dies folgt sofort aus der Trennungseigenschaft des Satzes von Hahn—
Banach 10.11 und der Charakterisierung der Umgebungsbasis (cf. (8.5)) in
der schwachen Topologie (cf. [5, Theorem IIL.7]). =

8.10 Folgerung (Satz von Mazur). Es sei (u,) C X eine schwach kon-
vergente Folge in einem Banachraum X. Dann gibt es eine Folge (v;) wvon
konvezen Linearkombinationen

chuk, >0 clizl,NjeN,

die stark gegen den schwachen Limes der Folge (u,,) konvergiert.

Beweis. Man betrachtet den Abschluss der Menge aller endlichen konvexen
Linearkombinationen von Elementen der Folge (u,,) und benutzt Satz 8.9. m

Auf dem Dualraum X* eines Banachraumes kann man neben der starken
Topologie (gegeben durch die Norm in X*) und der schwachen Topologie
w(X*, X**) noch die x—schwache Topologie w(X*, X) definieren. Fiir z € X
definieren wir ¢, : X* — R durch

pa(f) = (f, )

und betrachten die Familie (¢;)zex. Die *—schwache Topologie w(X*, X)
auf den Dualraum X* eines Banachraumes X ist die grobste Topologie bzgl.
derer alle (¢;)zex stetig sind. (Wir setzen X = X*|Y; =R, I = X in der
obigen Konstruktion). Eine Umgebungsbasis von fy € X* bzgl. w(X*, X) ist
durch Mengen der Form

V={feX”

I(f = fo,xi)| <e,i€J},

gegeben, wobei J eine endliche Indexmenge ist, ; € X und ¢ > 0. Man
kann zeigen, dass X* versehen mit der *—schwachen Topologie w(X™*, X) ein
Hausdorff-Raum ist (cf. [5, Proposition II1.10]). In Analogie zu Satz 8.6 hat
man:

8.11 Satz. Fir eine Folge (f,) C X* gilt:
() fo = f bzgl. w(X*,X) (n — 00) genau dann, wenn f, — f (n — oo)
im Sinne von (8.3).

(i) Aus f, — f schwach in X* (n — c0) folgt f, = f *—schwach in X*
(n — o).

(iii) Falls f, = f *—schwach in X* (n — 00), dann ist die Folge (||f.|) C R
beschrinkt und es gilt:

1) < tmin [ £,
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Fiir reflexive Banachrdume X erhélt man sofort, dass schwache Konver-
genz und x—schwache Konvergenz von Folgen (f,,) C X* iibereinstimmen.
In der s—schwachen Topologie w(X*, X) haben wir folgendes fundamentale
Resultat:

8.12 Satz (Banach, Aloaglu, Bourbaki 1938). Sei X ein Banachraum.
Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel B = {f € X*|||f|lx~ < 1} des
Dualraumes X* kompakt bzgl. der x—schwachen Topologie w(X™*, X).

Beweis. cf. [5, Theorem I11.15], [14, Satz 69.3] |

8.13 Satz. Sei X ein Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Einheits-
kugel B = {x € X |||z|x <1} des Raumes X kompakt bzgl. der schwachen
Topologie w(X, X*) genau dann, wenn der Raum X reflexiv ist.

Beweis. cf. [5, Theorem III.16], [14, Satz 70.4] |

8.14 Folgerung. Sei X ein reflexiver Banachraum und sei K C X eine
konvexe, abgeschlossene, beschrinkte Teilmenge. Dann ist K kompakt bzgl.
der schwachen Topologie w(X, X™*).

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 8.13, Satz 8.9 und Lemma 1.2. [

8.15 Satz (Eberlein, Smuljan 1940). Sei X ein reflexiver Banachraum.
Dann besitzt jede beschrinkte Folge (x,,) C X eine schwach konvergente Teil-

folge (z,,,.).
Beweis. cf. [5, Theorem II1.27], [2, Satz 6.9] |

8.16 Satz. Sei X ein Banachraum, dessen Dualraum X* separabel ist. Dann
ist die abgeschlossene Einheitskugel B = {z € X | ||lz||x < 1} in der schwa-
chen Topologie w(X, X*) metrisierbar, d.h. es existiert eine Metrik d, deren
induzierte Topologie T4 mit der schwachen Topologie w(X, X*) auf B iiber-
einstimmt.

Beweis. cf. [5, Satz IT1.257]. |
Mithilfe von (8.5), Satz 8.16, Satz 8.15 und Satz 10.8 kann man zeigen:

8.17 Lemma. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und sei M C X
eine beschrinkte Teilmenge. Dann gibt es fir alle Punkte © des Abschlusses
von M bzgl. der schwachen Topologie w(X, X™*) eine Folge (x,) C M mit

Ty — T (n — 0).

Beweis. cf. [25, S. 911-912] |
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A.9 Konvexitidt und Glattheitseigenschaften der Norm

Sei X ein reeller Banachraum. Der Raum X heifit strikt konvex, wenn fiir
alle z # y, mit ||z|| = |ly|| = 1, und ¢ € (0,1) gilt: ||(1 —t)z + ty|| < 1. Man
nennt den Raum X lokal gleichmé8ig konvex genau dann, wenn fiir alle
€ € (0,2] und alle x mit ||z|]| =1 ein § = d(x, ) > 0 existiert, so dass fiir alle
y, mit [|y|| = 1 und ||z — y|| > ¢, gilt: |27 (2 + y)|| < 1 — 6. Diese Definition
ist dquivalent zu folgender Aussage: Seien zp € X und (z,) C X Elemente
mit ||zo]| = 1, || = 1. Dann folgt aus |27 (x, + x0)|| — 1 (n — o), dass
Zn — xg (n — o0). Falls man § unabhéngig von x wihlen kann, heifit der
Raum gleichméflig konvex. Offensichtlich haben wir fiir einen Raum X
folgende Implikationen:

gleichméBig konvex = lokal gleichméfig konvex = strikt konvex.

Als direkte Konsequenz der dquivalenten Definition eines lokal gleichméflig
konvexen Raumes und Lemma 8.6 (iii) haben wir:

9.1 Lemma. Sei X ein lokal gleichmdflig konvexer, reeller Banachraum. Aus
Ty — xo (n — 00) und ||x,|| — [|zo] (n — o0) folgt x,, — a0 (N — 00).
Beweis. cf. [24, S. 258]. =

Wir haben folgende wichtige Eigenschaft gleichméfBig konvexer reeller Ba-
nachrdume.

9.2 Satz (Milman 1938, Pettis 1939). Jeder gleichmdiflig konveze, reelle

Banachraum ist reflexiv.

Beweis. cf. [6, S. 37 ff], [22, S. 125]. |
Die Konverititseigenschaften der Norm sind eng mit den Glattheitseigen-

schaften der Norm verbunden.

9.3 Satz. Sei X ein refleziver, reeller Banachraum. Dann gilt:

(i) Falls der Dualraum X* strikt konvex ist, dann ist die Norm © — ||z| x
auf X \ {0} Gdteaux—differenzierbar.

(ii) Falls der Dualraum X* lokal gleichmdfig konvex ist, dann ist die Norm
x — ||z||x auf X \ {0} Fréchet—differenzierbar.

Beweis. cf. [6, S. 23, 32], Satz 3.3.21. ]
Es gilt folgendes fundamentale Resultat:

9.4 Satz (Kadec 1958, Troyanski 1971). In jedem reflexiven, reellen Ba-

nachraum X gibt es eine dquivalente Norm, so dass sowohl X bzgl. dieser neu-

en Norm als auch X* bzgl. der dadurch induzierten Norm lokal gleichmdjfig
konvez sind.

Beweis. cf. [6, S. 164 ff]. [
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A.10 Wichtige Sitze aus der linearen Funktionalanalysis

10.1 Satz. Essei M C H eine nichtleere, abgeschlossene, konveze Teilmenge
eines Hilbertraumes H. Fiir alleu € H gibt es ein eindeutiges Elementv € M
mit

|u—v|| =inf {|ju—w||weM}.
Beweis. cf. [2, Satz 2.2], [5, Theorem V.2], [16, Satz 11.4] |

10.2 Satz (Projektionssatz). Sei V' ein abgeschlossener Unterraum des
Hilbertraumes H. Dann gibt es zu jedem u € H eine eindeutige Zerlegung

v=v4+w, veV, weVt,
d.h. es existiert eine Zerlequng H =V ® V.
Beweis. cf. [5, Folgerung V.4], [16, Satz 11.7] |

10.3 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Sei H ein Hilbertraum. Zu
jedem linearen Funktional F' € H* gibt es ein eindeutig bestimmtes Element
f € H mit

F(u) = (u, f), Vue H,

und ||fllg = || Fllmg- - Also lisst sich H mit seinem Dualraum H* identifizie-
ren und man schreibt H = H*.
Beweis. cf. [5, Theorem V.5], [16, Satz 11.9] |

Sei H ein reeller Hilbertraum. Eine Bilinearform ist eine Abbildung [, -]
von H x H nach R, die linear in beiden Argumenten ist. Eine Bilinearform
heilit beschrénkt, wenn es eine Konstante K > 0 gibt, so dass fiir alle
u,v € H gilt:

[u,]| < K o]

Eine Bilinearform heiffit koerziv, wenn eine Konstante ¢y > 0 existiert, so
dass fiir alle u € H gilt:
[, u] > eollull?.

Man beachte, dass keine Symmetrie fiir [, -] vorausgesetzt wird.

10.4 Lemma (Lax, Milgram). Sei H ein reeller Hilbertraum und [-,-] eine
koerzive, beschrinkte Bilinearform auf H. Dann gibt es zu jedem beschrink-
ten, linearen Funktional F' € H* ein eindeutiges u € H mit

[v,u] = F(v) fir allev e H. (10.5)

Beweis. cf. [5, Folgerung V.8], [2, Satz 4.2] =
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10.6 Satz (Prinzip der gleichméBigen Beschrinktheit, Banach, Stein-
haus). Sei (A;)i;er ein System beschrinkter linearer Operatoren, die einen
Banachraum X in einen Banachraum Y abbilden. Das System (A;) sei
punktweise beschrinkt, d.h. fir alle x € X gelte

sup ||Aiz|ly < o0.
iel

Dann sind die Operatornormen gleichmdflig beschrdnkt, d.h.
sup || Asl|Lox,y) < o00.
iel

Beweis. cf. [5, Theorem IL.1], [2, Satz 5.2] |

Der Beweis beruht auf dem Baireschen Kategoriensatz.

10.7 Satz (Baire). Sei M ein vollstindiger, metrischer Raum und sei (Ay,)
eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen von M. Jede der Mengen A,, habe
ein leeres Inneres, d.h. int (A,) = 0. Dann gilt:

int ( U An) =0.
n=1
Beweis. cf. [5, Lemma IL.1], [2, Satz 5.1] [

10.8 Satz (Hahn—Banach, analytische Form). Sei V' ein reeller Vek-
torraum und p : V. — R subadditiv und positiv homogen, d.h. p(Az) = Ap(z)
fir alle x € V und A € R, A > 0, sowie p(x +y) < p(x) + p(y) fir alle
x,y € V. Ferner sei W ein linearer Teilraum von V und ¢ : W — R ein
lineares Funktional mit

o(z) < p(x) fir allex € W

Dann gibt es eine Fortsetzung f : V — R von ¢, d.h. flw = ¢, so dass
f(z) < p(x) fir allex € V.

Beweis. cf. [5, Theorem 1.1], [2, Satz 4.14] [

10.9 Folgerung. Sei V' ein normierter Raum und W C V ein linearer Teil-
raum. Jedes stetige, lineare Funktional o € W* ldsst sich zu einem stetigen,
linearen Funktional f € V* fortsetzen, so dass

[fllv < Nl -
Beweis. cf. [5, Folgerung 1.2], [2, Satz 4.15] =

Fine Hyperebene H in einem reellen Vektorraum V ist eine Menge der
Gestalt

H={zeV]|p()=a}={p=a},
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wobei ¢ : V' — R eine nichttriviale lineare Abbildung ist und o € R. Die
Hyperebene ist abgeschlossen genau dann, wenn die lineare Abbildung ¢
stetig ist. Seien A, B Teilmengen des normierten, reellen Vektorraumes V.
Man sagt, dass die Hyperebene {¢ = a} die Mengen A und B trennt genau
dann, wenn fiir alle z € A und y € B gilt:

p(r) << e(y). (10.10)
Man spricht von strikter Trennung, wenn ein £ > 0 existiert mit
p)te<a<oply)—e, z€A YyeDB.

10.11 Satz (Hahn—Banach, geometrische Form). Sei V' ein normier-
ter, reeller Vektorraum und seien A, B zwei nichtleere, disjunkte, konvexe
Teilmengen von V. Die Menge A sei offen. Dann gibt es eine abgeschlossene,
A und B trennende Hyperebene.

Beweis. cf. [5, Theorem 1.6] |

10.12 Satz. Sei V' ein normierter Vektorraum und seien A,C C V konveze,
disjunkte, nichtleere Teilmengen von V. Ferner sei A abgeschlossen und C
kompakt. Dann gibt es eine abgeschlossene Hyperebene, die A und C' strikt
trennt.

Beweis. cf. [5, Theorem 1.7] ]

A.11 Lebesgue—Mafl und Lebesgue—Integral

Die Theorie des Lebesgue—-Mafles und Lebesgue—Integrals kann in vielen
Lehrbiichern gefunden werden. Die Beweise aller Behauptungen in diesem
Abschnitt kénnen z.B. in [10, Kapitel 1], [2, Anhang 1], [3, Kapitel IX, X]
und [19] gefunden werden.
Ein offenes Intervall I C R?, d > 1, ist eine Menge der Form I = (ay, by) x
. X (ag,bq), a; <b; € R, i =1,...,d. Das Volumen eines offenen Intervalls
wird durch
VOI(I) = (b1 — (11) L (bd — ad)

definiert. Fiir jede beliebige Teilmenge A C R? setzen wir

w*(A) :=inf {Z vol(1) ’A - U Iy, I, ist ein offenes Intervall} .
k=1 k=1

Die so definierte Funktion p* : 28" — R* U {oo} heift &uBeres Lebesgue—

Maf3, wobei 2R die Menge aller Teilmengen des R? ist. Allgemeiner, sei X
eine Menge, dann bezeichnet man jede Funktion v*: 2X — R* U {co}, die
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monoton und nichtnegativ ist, sowie v*(@) = 0 und fiir beliebige Teilmengen

A;CX
A(Ua) =3 va)
j=1 j=1

erfiillt, als &uBBeres Maf3.
Eine Menge A C R¢ heifit Lebesgue—messbar, wenn fiir alle Teilmengen
T C R? gilt:
(1) = (TN A) + (T A). (11.1)

Das System aller Lebesgue—messbaren Mengen bezeichnen wir mit M und
definieren das Lebesgue—Maf p, von Mengen M € M durch

Man kann zeigen, dass alle offenen Mengen des R? und alle Mengen A C R¢
mit p*(A) = 0 im System der Lebesgue—messbaren Mengen M enthalten
sind. Weiterhin kann zeigen, dass fiir paarweise disjunkte Mengen A, € M

gilt: . .
M( U Ak) = ZM(Ak)-
k=1 k=1

Messbare Mengen A € M kénnen beliebig genau durch offene bzw. kompakte
Mengen approximiert werden, d.h.

u(A) = inf { u(G) | G offen, G 2 A},

(11.2)
1(A) = sup { u(K) | K kompakt, K C A}.

Ein System S von Teilmengen einer Menge X heifit c—Algebra, falls:
i) Xes§,
(i) AeS = X\AeS,

(111) AjES = U AjES.
j=1

Zu jedem System 7 von Teilmengen von X existiert eine kleinste o-Algebra
S, die das gegebene System 7 enthélt. Man sagt, dass S von 7 generiert wird.
Die von den offenen Mengen generierte o-Algebra heifit Borel o-Algebra.
Die Elemente der Borel o-Algebra heiflen Borel-Mengen. Man kann zeigen,
dass das System aller Lebesgue—messbaren Mengen M eine o—Algebra ist,
die die Borel o-Algebra enthélt.

Der hier vorgestellte Zugang zur Konstruktion des Lebesgue-Mafles kann
vollig analog auf beliebige Mengen X verallgemeinert werden. Fiir allgemeine
Mengen X werden folgende Begriffe und Bezeichnungen benutzt. Sei S ein
System von Teilmengen von X. Eine nichtnegative Funktion v : § — [0, o0
heifit Maf3, falls
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(i) S eine o—Algebra ist,
(i) v(0) =0,
(iii) fiir jede Folge paarweiser disjunkter Mengen A; € S gilt:

oo e}
l/( U Ak> = ZV(Ak)

k=1 =1
Das Tripel (X,S,v) heift MaBiraum. Die Eigenschaft (iii) nennt man o—
Additivitdat. Man sagt, dass ein Maf§ endlich ist, falls ¥(X) < oco. Eine
Teilmenge A C X heifit o—endlich, falls man Mengen By, v(Bg) < oo,
findet mit A = U2, By. Ein Mafl v ist vollstdndig, wenn fiir alle B € S
folgende Implikation gilt:

v(B)=0 und ACB = AeS.

Man sagt, dass ein Maf} regulér ist, falls fiir alle messbaren Mengen M € S
(11.2) gilt. Ein Maf} v heifit Borel-Maf}, wenn v auf der Borel o—Algebra
definiert ist. Eine Menge mit Mafi Null heiit Nullmenge. Sei v ein Maf}
auf X und F € S. Um die Restriktion des Mafles v auf E zu definieren,
bezeichnen wir mit Sg die o-Algebra {M € S, |M C E} von Teilmengen
von E. Auf Sg definieren wir

vig(M) :=v(M), M € Sg.

Somit iibertragen sich alle Eigenschaften des Mafiraumes (X, S, v) auf den
Mafiraum (E,Sg,v|g). Eine Funktion v: § — [—o00, 0], die obige Eigen-
schaften (i)—(iil) besitzt nennt man signiertes Mafl. Man beachte, dass ein
signiertes Mafl nur einen der Werte oo oder —oo annehmen kann. Alle fiir
Mafle eingefiihrten Begriffe haben eine Entsprechung fiir signierte Mafe.

11.3 Satz (Hahn). Fir jeden signierten Maf$ (X,S,v) gibt es eine, bis
auf Nullmengen, eindeutige, disjunkte Zerlegqung X = PUN, PN € S,
PN N =0, so dass fiir alle M € S gilt:

v(PNM)>0 wund v(NNM)<O0.

Das Lebesgue-Maf} u auf M C 2R igt also ein vollstéandiges, c—endliches,
reguldres Borel-Maf}. Die Restriktion des Lebesgue-Mafles auf beliebige
messbare Mengen A hat vollig analoge Eigenschaften wie das Lebesgue-Maf3
auf R%.

Im Folgenden sei (X, S, v) ein vollstéindiger Mafiraum. Man stelle sich das
Lebesgue-MaB auf R? oder messbaren Teilmengen des R? vor. Sei D € S.
Eine Funktion f: D — R U {£o0c} heifit »—messbar auf D, falls fiir alle
a € R die Menge

{xGD’f(z)>oz}::{f>oz}
v—messbar ist. Das System der messbaren Funktionen ist sehr stabil, wie der
folgende Satz zeigt:
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11.4 Satz (Eigenschaften messbarer Funktionen). Seien f,g: X — R,
frn: X = RU{£oo} messbare Funktionen, A € R und ¢ eine stetige Funktion
definiert auf einer offenen Menge G C R. Dann sind auch die folgenden
Funktionen messbar

(i) Af,f+g,max(f,g),min(f,g),f*,f".|fl.fg,f/g falls g #0,

(ii) sup fp, inf f,,limsup f,,liminf f,,, Um f, falls der Grenzwert exis-
neN neN n—00 n— o0 n— oo
tiert,

(iii) @ o f, falls f(X) C G.

Im Falle des Lebesgue-Mafes p auf R? sind messbare Funktionen bereits
auf ,groflen“ Mengen stetig.

11.5 Satz (Lusin). Sei AC RY eine Lebesque-messbare Menge mit ji(A) < oo
und sei f : R? — R Lebesque-messbar. Fiir alle ¢ > 0 existiert eine kompakte

Menge K = K () C A, so dass
() p(A\K)<e
(ii) f|x ist stetig.

Eine Treppenfunktion f: X — R ist eine endliche Linearkombination
von charakteristischen Funktionen messbarer Mengen, d.h. es gibt a; € R
und A; € S mit

m

f = Zai XA;
=1

wobei die charakteristische Funktion der Menge A durch

(z) = 0 red A,
xa )1 r €A,

definiert ist. Es gilt folgender wichtiger Satz:

11.6 Satz. Sei f > 0 eine messbare Funktion. Dann existiert eine monoton
steigende Folge (fy,) nichtnegativer Treppenfunktionen mit fr, / f.

Da im Allgemeinen Nullmengen fiir die Integration und das Mafl keine
Rolle spielen, ist der Begriff fast iiberall von fundamentaler Bedeutung.
Wir sagen, dass eine Funktion h: D — R fast iiberall definiert ist, falls der
Definitionsbereich D € S die Bedingung v(X \ D) = 0 erfiillt. Seien f und
g Funktionen, die fast iiberall auf X definiert sind. Wir sagen f(z) < g(x)
fast iiberall, falls es eine Nullmenge N € S gibt, so dass f(z) < g(x)
fiir alle x € X \ N gilt. Analog wird der Begriff ,fast iiberall* oder ,fast
alle® in anderen Zusammenhéngen verstanden, z.B. sagt man, dass eine Folge
fn: X — R fast iiberall gegen die Funktion f: X — R konvergiert, wenn
es eine Nullmenge N € S gibt, so dass fiir allex € X \ N gilt:

n—oo
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Die Relation ,, f = g fast iiberall“ ist offensichtlich eine A quivalenzrelation auf
der Menge der messbaren Funktionen. Man kann also eine gegebene Funktion
f auf einer beliebigen Nullmenge beliebig umdefinieren und bleibt in der
gleichen Aquivalenzklasse. Fiir messbaren Funktionen unterschieden wir nicht
zwischen der Funktion f und ihrer Aquivalenzklasse [f].

Im Falle des Lebesgue-MaBes p auf R¢ folgt aus der fast iiberall Kon-
vergenz einer Folge (f,) bereits die gleichmifiige Konvergenz auf ,grofen*
Mengen.

11.7 Satz (Egorov). Sei A C R? eine Lebesgue-messbare Menge mit
w(A) < oo und seien f,fn: A — R Lebesque—messbare Funktionen mit
fn — [ fast diberall (n — o0). Dann existiert fiir alle € > 0 eine messba-
re Menge B C A mit

(i) wA\B)<e,
(i) fn = f gleichmiflig auf B (n — o0).

Das abstrakte Lebesgue—Integral fiir Funktionen f: X — R, wo-
bei (X,S,v) ein vollstindiger Mafiraum ist, wird wie folgt eingefiihrt. Sei
D € S und s eine nichtnegative Treppenfunktion mit einer Darstellung
s = 2?21 BixB,, wobei Bj; paarweise disjunkte, messbare Mengen sind und
B; > 0 gilt. Wir setzen

/SdV = Zﬁ]V(DﬂB]) .

D J=1

Aufgrund von Satz 11.6 existiert fiir jede nichtnegative messbare Funktion
f eine Folge von Treppenfunktionen s, > 0, s, / f (n — o0). Demzu-
folge definieren wir das abstrakte Lebesgue—Integral einer nichtnegativen
messbaren Funktion f > 0 iiber einer Menge D € S durch

/fdu = sup { / sdv { 0<s< fauf D,s Treppenfunktion} .
D D

Fiir eine allgemeine messbare Funktion f und D € § setzen wir

D/fdu:!ﬁdu—D/fdy,

falls wenigstens eins der Integrale auf der rechten Seite endlich ist. Da fiir

D € S offensichtlich gilt:
[rav= [ rwar,
D X

konnen wir uns im Weiteren auf Integrale auf ganz X beschréanken. Die Men-
ge aller messbaren auf X definierten Funktionen f, deren Integral definiert ist,
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wird mit £*(v) bezeichnet. Weiter bezeichnen wir

L= L) = L'(X.80) = {f e £°()| /fdu <R}
X

und sagen, dass Elemente f € L'(v) integrierbare Funktionen sind. Das
so definierte Integral hat folgende Eigenschaften:

11.8 Satz. Seien f,g € L'(v), a,3 € R und h eine messbare Funktion.
Dann gilt:

(i) Die Funktion f ist fast iberall endlich.

(ii) Das Lebesque—Integral ist additiv, d.h.

/(af+ﬁg)du:a/fdu+ﬁx/gdy.

X X

(iii) Das Lebesque—Integral ist absolut stetig, d.h. fir alle e > 0 existiert ein
d > 0 so, dass fiir alle messbaren Mengen D mit v(D) < ¢ gilt:

/ |f| dv <e.
D
(iv) |f] € LY (v) und es gilt die Abschitzung:

)/fdv\s/\fl dv |

X

(v) max(f,g),min(f,9) € L'(v).
(vi) Aus |h| < g folgt h € L*(v).

Es gelten folgende Sétze iiber das Vertauschen von Integral und Grenz-
wert.

11.9 Satz (iiber monotone Konvergenz, Levi). Sei (f,) eine Folge
messbarer Funktionen mit f, / [ fast iberall (n — o0) und fX fidv > —o0.
Dann gilt:

lim fndl/:/fdy.

n—oo

X X

11.10 Satz (iiber majorisierte Konvergenz). Sei (f,) eine Folge messba-
rer Funktionen mit f, — [ fast dberall (n — o00). Wenn es eine Funktion
h € LY (v) gibt mit |f,| < h fast iberall fiir alle n € N, dann gilt: f € L' (v)
und

n—oo

lim fndz/_/fdz/
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Man kann diesen Satz wie folgt verallgemeinern.

11.11 Satz. Seien (f,) und (h,) Folgen aus L*(v), die fast diberall gegen f
bzw. h, ebenfalls aus L' (v), konvergieren. Weiterhin gelte |f,| < hy, und

/hndy—>/hd1/ (n — 00).
X X

Dann folgt
[1t=ldv =0 (0 c0).
b'e

Es gilt folgende Umkehrung des Satzes 11.10.
11.12 Satz. Seien f,, f € L'(v), n € N, und gelte

\/|fn7f|dl/*>0 (n — 0).
X

Dann gibt es eine Teilfolge (fn, ), die fast iberall gegen f konvergiert.

11.13 Lemma (Fatou). Sei (f,) eine Folge messbarer Funktionen und sei
g € LY(v). Aus f, > g fast iiberall fiir alle n € N folgt

/ liminf f,, dv < lim inf/fn dv.
X

n— 00 n—oo
X

Der Satz iiber majorisierte Konvergenz hat einfache aber wichtige Kon-
sequenzen fiir Parameterintegrale.

11.14 Satz. Sei (X, S,v) ein Mafraum, P ein metrischer Raum und U eine
offene Umgebung eines Punktes a € P. Sei F' : U x X — R eine Funktion,
die folgende Carathéodory— und Wachstumsbedingungen erfillt:
(i)  Fir fast alle Punkte x € X ist die Funktion F(-,x) stetig in a.
(ii) Fir alle t € U ist die Funktion F(t,-) messbar.
(iii) Es existiert eine Funktion g € L*(v), so dass fiir alle t € U und fast alle

x e X gilt:

|F(t,z)] < g(x).

Dann ist fiir alle t € U die Funktion F(t,-) integrierbar, d.h. F(t,-) € L*(v),
und die Funktion

fit— | F(t,)dv
/

ist stetig in a.
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11.15 Satz. Sei (X,S,v) ein Mafraum und I C R ein offenes Intervall. Sei
F:Ix X — R eine Funktion mit folgenden FEigenschaften:

(i) Fir fast alle v € X ist F(-,z) differenzierbar in I.
(il) Fir allet € I ist F(t,-) messbar.

(iii) Es ewistiert eine Funktion g € L*(v), so dass fiir alle t € I und fiir fast
alle x € X gilt:
d
—F(t,x)

o <g(z).

(iv) Es gibt ein tg € I, so dass F(to,-) € L' (v).
Dann ist F(t,-) integrierbar fir alle t € I und die Funktion

fit— | F(t,-)dv
[

st differenzierbar auf I mit der Ableitung

f(t) = %/F(t,-)du: %F(t,~)du.

Seien (X, S,v) und (Y, 7, A) Mafirdume. Wir definieren das &uflere Pro-
duktmafl (v x \)*: 2X>*Y — [0, oq] fiir beliebige Teilmengen S C X x Y
durch

(UxXN)*(S) :== inf{Zu(Ai)/\(Bi) |A4;€8,B;eT,ieNSc| AixBi}.
=1

i=1

Die Restriktion von (v x A)* auf alle beziiglich (v x A)*~messbaren Mengen
(cf. (11.1)) bezeichnen wir als Produktmafl v x A.

11.16 Satz (Fubini). Seien (X,S,v) und (Y,T,\) vollstindige Mafsrdume
und sei f € LY(X xY,8 x T,v x \). Dann gilt fiir v—fast alle v € X

f(I,) € Ll(YaTa /\)7

und die fir v—fast alle x € X erkldrte Funktion

wH/yf(w,y)dA(y)

ist ein Element von L'(X,S,v). Fiir \—fast alley € Y gilt:

f(?y) € Ll(X’Sﬂ/)a
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und die fir A\—fast alle y € Y erklirte Funktion
y— / fz,y) dv(z)
X

ist ein Element von L*(Y,T,\). Weiterhin gilt:

/Xxyf(:c,y)d(ux A) :/Y(/Xf(x,y) dy(x)) d\(y)

[ ([ s@naw) ).

11.17 Satz (Transformationssatz). Seien U,V C R%, d € N, offene Teil-
mengen des R%. Ferner sei p: U — V ein Diffeomorphismus und f: U — R
eine Lebesque—messbare Funktion. Dann ist f € LY(V) genau dann, wenn
(f op)|det(Ve)| € LY(U). In diesem Fall gilt die Transformationsformel:

/ fly)dy = / f(p(@))] det (Ve(x)) | da .
(U) U

A.12 Funktionenridume

A.12.1 Riume stetiger Funktionen

Eine Teilmenge 2 C R% d > 1, heifit Gebiet, falls 2 offen und zusam-
menhéngend ist. In diesem Abschnitt setzen wir grundsétzlich voraus, dass
2 ein Gebiet ist. Eine Funktion f: 2 — R heifit gleichm&Big stetig genau
dann, wenn fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle z,y € 2 mit
|z —y| <8 gilt: |f(x) — f(y)| < e. Mit C(£2) bezeichnen wir die Menge aller
beschrinkten und gleichmiiflig stetigen Funktionen f: 2 — R. Versehen mit
der Norm

[[f1lo := sup [f ()]

e

bildet C(£2) einen Banachraum (cf. [15, Kapitel 1]). Im Falle eines beschriink-
ten Gebietes {2 ist C'(£2) separabel. Dies beweist man mithilfe folgenden Sat-
zes.

12.1 Satz (Weierstrass). Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet und sei

e > 0. Dann existiert fir alle f € C(£2) ein Polynom p, so dass

If —pllo<e.

Beweis. cf. [2, Satz 7.10] |
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Der Dualraum von C(f2) kann mithilfe von Borel-MaBen charakterisiert
werden. Allerdings ist der Raum C(£2) nicht reflexiv (cf. [15, Satz 1.7.3]).

12.2 Satz (Riesz—Radon). Sei 2 ein beschrinktes Gebiet und sei f ein
stetiges, lineares Funktional auf C(£2). Dann existiert ein eindeutig bestimm-
tes reguliires, signiertes, endliches Borel-Maf v, so dass fiir alle u € C(£2)
gilt:
(frw)em :/udl/.
0
Dariiber hinaus gilt:

n

1l ey = var (v) == sup S [w(M5) (12.3)
=1

wobei das Supremum tiber alle endlichen Systeme von paarweise disjunkten
Borel-Mengen M;, i =1,...,n, gebildet wird.
Beweis. cf. [2, Satz 4.22] ]

Eine Teilmenge M von C(f2) heifit gleichgradig stetig genau dann,
wenn fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

[f(@) = fly) <e
fiir alle f € M und alle z,y € 2 mit |z — y| < § gilt.

12.4 Satz (Arzela, Ascoli). Sei (2 ein beschrinktes Gebiet. Eine Teilmen-
ge M von C(£2) ist genau dann relativ kompakt, wenn M beschrinkt und
gleichgradig stetig ist.

Beweis. cf. [15, Satz 1.5.3], [2, Satz 2.11] [

Um R&ume stetig differenzierbarer Funktionen definieren zu koénnen,
benétigen wir partielle Ableitungen, die durch

_0f(x) _ .. f(z+he)— f(z)
O = g0y = 114 h
definiert sind, wobei e;, ¢ = 1,...,d ein Vektor der kanonischen Orthonor-
malbasis des R? ist. Der Gradient einer Funktion f ist definiert durch
Vf(z):= (alf(m),...78df(x)) . (12.5)

Partielle Ableitungen hdoherer Ordnung werden mithilfe von Multiindizes er-
klart. Fiir einen Multiindex a = (a1,...,aq4), @; € Ny := N U {0},
i=1,...,d, setzen wir || := a3 + ... + ag4 und definieren

0%f(x) =07 ...09" f(x),

wobei 07" f(x) = ai;;ﬂ(f), A f(x) = f(z). Mit C*(2), k € Ny, bezeichnen
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wir die Menge aller Funktionen f € C(f2), deren partielle Ableitungen 0 f,
|a| < k, bis zur Ordnung k& inklusive, zum Raum C({2) gehoren. Versehen
mit der Norm

I ller = [1f]lk = sup |0%f(x)]

la| <k €SN

bildet C*(£2) einen Banachraum (cf. [15, Kapitel 1]), der separabel ist, falls £2
beschrinkt ist. Ein Analogon von Satz 12.4 gilt auch im Raum C*(§2). Wir
setzen

0 (0) = ﬁ k().
k=1

Mit C§(£2), k € N, bzw. C5°(£2) bezeichnen wir die Teilriume von C*(12)
bzw. C*(£2) von Funktionen mit kompakten Triger supp(f) in 2, d.h.
supp (f) CC 2'. Der Raum der H6lder—stetigen Funktionen C**(12),
k € Ng, A € (0,1], besteht aus denjenigen Funktionen aus C*(2), fiir die gilt:

0%f(x) = 0% (y)|

[flea= > sup 5 < 0.
la|=k TYER |z -y
TFY
Versehen mit der Norm
[fllerx = [ fllex = 1 Ik + [flex

bildet C*A(£2) einen Banachraum, der nicht separabel ist (cf. [15, Kapitel 1]).
Elemente aus dem Raum C%!(f2) heiflen Lipschitz—stetige Funktionen.

Seien X,Y Banachrdume. Man sagt, dass X stetig nach Y einbettet,
in Zeichen X — Y falls X C Y und falls fiir alle x € X gilt:

]y < ellzllx

wobei die Konstante ¢ von x unabhéngig ist. Die Einbettung X nach Y heif3t
kompakt, in Zeichen X —< Y, falls sie stetig ist und beschrinkte Mengen
in X prakompakt in Y sind.

Wir haben folgende Einbettungen fiir R&ume Holder—stetiger Funktionen.

12.6 Satz. Sei {2 ein Gebiet und sei k € Ng, 0 <v < A < 1. Dann sind die
Einbettungen

CHA(@) > O (),

CFA(R2) — C*(R2)
stetig. Falls £2 ein beschrinktes Gebiet ist, sind diese Einbettungen kompakt.
Beweis. cf. [15, Satz 1.5.10], [1, Satz 1.31] |

! Man schreibt M CC 2 falls M C 2 und M kompakt ist.



194 A Appendix

Um einen weiteren Einbettungssatz formulieren zu kénnen benétigen wir
eine Bedingung an das Gebiet 2. Wir sagen, dass ein beschrianktes Gebiet 2
einen Rand 912 € C** k € Ny, A € (0, 1], besitzt, wenn es m € N kartesische
Koordinatensysteme X;, j =1,...,m,

Xj= (21, %ja-1,%5,4) = (25,%j,)
gibt und positive reelle Zahlen «, 8 > 0, sowie m Funktionen
a; € CFM[~a,a]?1), j=1,...,m,

so dass die Mengen

A _{ ERd’|$1|<O‘de_aJ(xJ)}’
Vi={(af,250) € RY| |2]] < a,a;(a)) < w50 < a;(a) + B},
1% —{ ERde‘<a aj(z ) B <zjq<a;(z )}

folgende Eigenschaften besitzen:

Ncoan, Vice, VIcRN\Q, j=1,....m,
m
=00
j=1

12.7 Satz. Sei 2 ein beschrinktes Gebiet mit Rand 082 € C%'. Dann ist,
fiir k € No, X € (0,1], die Einbettung

Ck+1(ﬁ) SN Ck,k(ﬁ)
stetig.
Beweis. cf. [15, Satz 1.2.14], [1, Satz 1.31] =

A.12.2 Lebesgue—Rdume LP(2)

Eine Darstellung der Theorie der Lebesgue-Réume LP(f2) kann in vielen
Lehrbiichern gefunden werden. Die Beweise aller Behauptungen in diesem
Abschnitt sind z.B. in [15, Kapitel 2], [2, Kapitel 1-4] und [1, Kapitel 2]
enthalten.

Sei 2 C R?, d > 1, ein Gebiet, u das auf R? definierte Lebesgue-MafB und
sei 1 < p < co. Wir bezeichnen mit LP(§2) die Menge aller (Aquivalenzklas-
sen) Lebesgue—messbarer Funktionen f: {2 — R mit

!pr da :=([f|” dp < oo
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Mit L>(£2) bezeichnen wir die Menge aller (Aquivalenzklassen) Lebesgue-
messbarer Funktionen f: 2 — R fiir die eine Konstante K > 0 existiert, so
dass fiir fast alle x € 2 gilt:

[f(@)| < K.

Wir sagen, dass eine Funktion f: {2 — R lokal integrierbar ist, wenn fiir
alle Lebesgue-messbaren Mengen M CC 2 gilt f € L*(M). Die Menge aller
lokal integrierbaren Funktionen f: 2 — R wird mit L{ (£2) bezeichnet. Fiir
Funktionen aus LP(£2), 1 < p < oo, bzw. L>({2) definieren wir

191 =171, = ([ 1617 a2)" (12,8
2
Wliw =1l = smmp ) =ty s 5@ 029

Fiir diese Groflen gilt folgende fundamentale Ungleichung;:

12.10 Lemma (H8lder—Ungleichung). Sei f € LP(2) und g € L¥ (£2),
wobei p € [1,00] und p’ der duale Exponent ist, d.h. % + 1% = 1.2 Dann ist
fg € LY(2) und es gilt:

| [ toda] <151, 1l (12.11)
2

Der Beweis beruht auf der Young—Ungleichung

a? b
ab S —+ AR

p p
die fir p € (1,00), %—F 1% = 1 und a,b € RT gilt. In Anwendungen ist
auch folgende Variante der Young-Ungleichung niitzlich: Seien a,b € Rt und
p € (1,00), 1% + ﬁ = 1. Dann existiert fiir alle ¢ > 0 eine Konstante c(¢), so
dass )

ab <ea? +c(e) P .

Mithilfe der Holder—Ungleichung kann man die Minkowski—Ungleichung
1f +gll, < £, + llgll,

beweisen, die fiir Funktionen f, g € LP(£2), p € [1, o0], gilt. Demzufolge bilden
(LP(£2),]]“|lp), p € [1, <], normierte Vektorrdume. Man kann zeigen, dass die-
se Ridume vollsténdig sind, d.-h. (LP(£2), ||-||,), p € [1, oc], sind Banachrdume.

2 Wir benutzen die Konvention, dass sowohl p = 1, p’ = oo als auch p = oo,p’ =1
in der Identitét % + i = 1 enthalten sind.
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Der Raum L*(f2) versehen mit dem Skalarprodukt (f,g) = [, fgda,
f,g € L*(£2), ist ein Hilbertraum. Wir sagen, dass eine Folge (f,,) C LP(2)
gegen f € LP({2) konvergiert, in Zeichen f, — f in LP(£2) (n — o0), genau
dann, wenn

Jim 1 = flz =0,

Mithilfe des Satzes von Lusin 11.5 und des Satzes 11.6 kann man beweisen,
dass die Menge stetiger Funktionen mit kompakten Triger Cp(f2) dicht in
LP(£2), 1 < p < o0, liegt. Dies zusammen mit dem Satz von Weierstrass (cf.
Satz 12.1) impliziert, dass LP(£2), 1 < p < oo, separabel ist. Auf Grundlage
der Sétze 11.14 und 11.15 kann man sogar zeigen, dass glatte Funktionen
mit kompakten Triger C§°(2) dicht in LP(£2) liegen falls 1 < p < oo. Dazu
bendtigt man eine nichtnegative Funktion J € C§°(§2) mit den Eigenschaften:
(i) J(z)=0, falls |z| > 1,

(ii) fpa J(x)dx=1.

Fiir € > 0 definieren wir den Gliattungsoperator

Jo(z) =T (x/e).

Aufgrund der Definition gilt supp (J.) C B:(0) und J; besitzt die Eigenschaft
(ii). Die Konvolution

<¢*ﬁ@w:/kw—wﬂm@,

Rd

welche fiir Funktionen f definiert ist, fiir die die rechte Seite Sinn macht,
heifit Regularisierung von f. Ein typisches Beispiel fiir J ist

J(:L') = k eXp(ﬁ)’ falls |$| < 17
0, falls || > 1,

wobei k eine Normierungskonstante ist.

12.12 Satz. Sei 2 ein Gebiet des R?, sei f: R* — R auferhalb von 2
identisch Null und sei ¢ > 0.

(i) Fir f € LY(Q) gilt: J. x f € C°(R?).
(ii) Fallssupp(f) CC 02, dann ist Joxf € C3°(£2) fiire < dist(supp(f), 092).
(i) Fir f € LP(£2), 1 <p < oo, gilt: Jo * f € LP(12) und

17z % £, < 161,
i 2+ f — f], = 0.
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(iv) Fir f € C(£2) und K CC 2 gilt:

lim J. * f(z) = f(x) gleichmifig auf K .

e—0t
Der Dualraum von LP({2) kann wie folgt charakterisiert werden.

12.13 Satz. Sei 2 ein Gebiet und sei f ein stetiges, lineares Funktional
auf LP(£2), 1 < p < oo. Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte Funktion
g € LP (12), % + 1% =1, so dass fiir alle w € LP($2) gilt:

(fsu)Le(2) :/QUd$~

2

Dartiber hinaus gilt:
[l ze(2))- = llgll e -

Aufgrund dieses Satzes kann man zeigen, dass der Raum LP(§2) reflexiv
ist, falls 1 < p < oo. Die Riume L'(£2) und L*°(£2) sind fiir beschrinkte,
nichtleere Gebiete 2 nicht reflexiv. Der Beweis des Satzes 12.13 beruht auf
Satz 11.3 und

12.14 Satz (Radon—Nikodym). Sei {2 ein Gebiet und sei v ein auf der
o—Algebra Mg, der Lebesqgue—messbaren Teilmengen von (2, definiertes Mafs
mit var (V) < 0o, das absolut stetig bzgl. des Lebesque—Mafles u ist, d.h. fir
alle M € Mg gilt:

w(M) =0 = v(M)=0.
Dann ezistiert genau eine nichtnegative Funktion h € L'(82), so dass fiir alle
M e Mg gilt:
v(M) = /hdu.
M

Man nennt die Funktion h die Radon—Nikodym Ableitung von v bzgl. .
Es gilt folgendes Analogon des Satzes 12.4.

12.15 Satz (Kolmogorov). Sei {2 ein beschrinktes Gebiet. Eine Teilmen-
ge M wvon LP(2), 1 < p < oo, ist genau dann relativ kompakt, wenn M
beschrinkt und p—gleichgradig stetig ist, d.h. fiir alle € > 0 existiert ein
§ >0, so dass fiir alle f € M und alle h € R? mit |h| < § gilt:

/'f(x+h>—f(x)|” de < e
2

Mithilfe der Holder—Ungleichung (12.11) kann man folgende Einbettung
beweisen.
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12.16 Satz. Sei {2 ein beschrinktes Gebiet. Fiir alle 1 < ¢ < p < oo ist die
FEinbettung

LP(02) — LY(12)
stetig.

Diese Aussage ist fiir unbeschrinkte Gebiete nicht richtig.

A.12.3 Sobolev-Riume W¥P(£2)

Auch die Theorie der Sobolev—Riume W#P?(§2) kann in vielen Lehrbiichern
nachgelesen werden. Die Beweise aller Behauptungen in diesem Abschnitt
finden sich z.B. in [15, Kapitel 5], [2], [10, Kapitel 4] und [1, Kapitel 3, 5, 6].

Sei 2 C R, d > 1, ein Gebiet. Seien f,g € LL () lokal integrierbare

Funktionen und sei o ein Multiindex. Wir sagen, dass g die a-te schwache
partielle Ableitung von f ist, in Zeichen

°f =gy,
wenn fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(2) gilt:

([faacpdm:(—l)lo‘/gcpdx.

(]

Mit den schwachen partiellen Ableitungen kann man im Wesentlichen wie mit
klassischen partiellen Ableitungen rechnen, allerdings muss man immer acht
geben, dass alle auftretenden Terme wohldefiniert sind. Fiir 1 < p < oo und
k € N bezeichnen wir mit W#?(£2) die Menge aller Funktionen f € LP(£2),
deren schwache partielle Ableitungen 0 f, || < k, existieren und zum Raum
LP(£2) gehoren. Der Raum W*P(§2), versehen mit der Norm

1

1 lwer = 1l = (2 10710

lo| <k

bildet fiir alle 1 < p < oo und k € N einen Banachraum. Der Raum WP (),
1 < p < o0, k € N, ist isometrisch isomorph zu einem abgeschlossenen
Teilraum von (LP(2))N, N := > |a|<k 1- Deshalb ist WkP(£) separabel fiir
1 < p < oo und reflexiv fiir 1 < p < co. Man beachte, dass fiir alle Elemente
f € WEP(§2) per Definition die partielle Integrationsformel

/f@agodx: (—1)‘al/aaf<pdx (12.17)
(9 2

fiir alle p € C§°(§2) gilt. Wir sagen, dass eine Folge (f,) C W*P(£2) gegen
f € WFP(£) konvergiert, in Zeichen f, — f in W*P(£2) (n — 00), genau
dann, wenn

Tim (£, = Fllwes = 0.
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Wir bezeichnen mit W?(£2), 1 < p < oo, k € N, den Abschluss von C5°(2)
im Raum W7 (£2). Da WP (£2) ein abgeschlossener Unterraum von W+ (£2)
ist, erhalten wir sofort, dass der Banachraum Wg’p(ﬂ) fir 1 < p < oo sepa-
rabel und fiir 1 < p < oo reflexiv ist. Man kann zeigen, dass fiir alle Elemente
f des Dualraumes (W}?(£2))* Funktionen f, € L¥' (£2), |a| < k, existieren,
so dass fiir alle u € WP(£2) gilt:

(fyu) = < Z (71)|04|6°‘fa,u> = Z /fa 0“udx .

lo| <k la|<k g

Mithilfe des Glittungsoperators J. kann man Funktionen aus W*P((2)
lokal durch glatte Funktionen approximieren.

12.18 Satz. Sei §2 ein Gebiet und sei f € WFP(£2),1<p < oo, k € N. Fiir
e >0 sei 2 := {x € 2|dist (002,z) > €}. Dann gilt:
(i) 0%(Jex f) =Je* (0°f) in £, |o| < k.
(i) Jo* f € WhP(£2,) fiir alle € > 0.
(iii) J. * f — f in WFP(V) (e — 0) fiir alle V CC £2.
Um auch eine globale Approximation von Funktionen aus W#?(§2) durch

glatte Funktionen zu beweisen, benotigt man eine so genannte Zerlegung der
FEins.

12.19 Satz. Sei A cine beliebige Teilmenge des R? und sei (U;)ier eine
Uberdeckung von A durch offene Mengen, d.h. A C U;e U;. Dann existiert
ein System von Funktionen \; € C§°(RY), i € I mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fir alle \;, i € I, und alle 7 € R? gilt: 0 < \j(x) < 1.

(ii) Sei K CC A. Dann gilt fiir alle bis auf endlich viele i € I: \j|x =0.
(iii) Fir alle i € I gilt: supp (\;) C U; .

(iv) Fir allex € A gilt: Y, ; Ai(z) = 1.

Ein solches System von Funktionen (\;);er heifit die zur Uberdeckung (Ui)ier
zugehorige Zerlegung der Eins.

Von nun an beschréanken wir uns auf beschrdinkte Gebiete {2 und Sobolev—
Riume WP(£2) bzw. Wy (2), 1 < p < oo. Fiir die meisten der folgenden
Aussagen gibt es entsprechende Verallgemeinerungen auf beliebige Sobolev—
Riume W¥P(2) bzw. Wéf’p(ﬂ), 1 < p < o0, k € N und unbeschrinkte
Gebiete (2.

12.20 Satz. Sei {2 ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz—stetigem Rand 052.
Dann existiert fiir alle Funktionen f € WLP(£2), 1 < p < oo, eine Folge
(fn) C C°(2) mit f,, — f in WHP(2) (n — 00).

Fiir Funktionen f aus dem Sobolev-Raum W'P(§2) kann man zeigen,
dass f schwache Randwerte besitzt.
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12.21 Satz. Sei (2 ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz—stetigem Rand OS2

und 1 < p < co.

(i) Es gibt einen stetigen, linearen Spuroperator T: WhP(£2) — LP(912),
so dass fiir alle f € C(02) gilt:

T(f)=f aufon.

(ii) Fir alle f € W'?(Q) und g € W' (12),

+ 1% =1 gilt die Formel fir
die partielle Integration:

1
[togds == [atgans [ 1)) mds,
(9} (9} o

wobei v = (v!,...,v?) die dufiere Normale an OS2 ist.

Die Funktion T'(f) € LP(942) nennt man Spur der Funktion f € WP((2).
Man kann zeigen, dass

Wo () = {f e W' (2)|T(f) = 0}
gilt. Man kann auch zeigen, dass man Funktionen aus W17 (£2) auf R? fort-
setzen kann.

12.22 Satz. Sei {2 ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz—stetigem Rand OS2
und 1 < p < co. Sei V eine beschrinkte offene Menge mit 2 CC V. Dann

gibt es einen stetigen, linearen Operator E: W1P () — WLP(RY), so dass
fiir alle f € WYP(02) gilt:

E(fy=f fast diberall in 2

und supp E(f) C V. Dariiber hinaus gilt fiir alle f € WLHP(£2):

IEN)Iwremey < cllfllwre)
wobei die Konstante ¢ nur von p, {2 und V abhingt.
Auch fiir Sobolev—Rédume kann man Einbettungssétze beweisen.

12.23 Satz. Sei 2 C R%, d > 1, ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz—
stetigem Rand 0f2. Dann gilt:
(i) Falls1<p<dund f € WhP(Q), dann gilt fir alle 1 < q < p* := dpfdp
die Abschdtzung:
[fllze < cllifllwre,

wobei die Konstante ¢ nur von p,d und {2 abhdngt.
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(i) Falls p = d und f € WH4(Q), dann gilt fir alle 1 < q¢ < oo die
Abschdtzung:
[fllze < ellfllwaa,

wobei die Konstante ¢ nur von d,q und {2 abhdngt.
(iii) Falls p > d und f € WYP(02), dann gilt fir v :=1— g die Abschitzung:

”fHCOmr(ﬁ) <cl|fllwrs,
wobei die Konstante ¢ nur von p,d und §2 abhdngt.

Fiir Funktionen f € W, ”(£2) kann man die Abschiitzung in (i) wie folgt
verbessern:

[fllze < eIV AL,

wobei 1 < ¢ < p* und die Konstante ¢ nur von p, d und {2 abhéngt. Man kann
zeigen, dass die obigen Einbettungen kompakt sind, falls die Ungleichungen
strikt sind.

12.24 Satz. Sei 2 C R%, d > 1, ein beschrdinktes Gebiet mit Lipschitz—
stetigem Rand 0f2. Dann gilt:

(i) Falls 1 <p<d, dann ist fir alle 1 < g < p* die Einbettung
WhP(02) —— LI(2)
kompakt.
(ii) Fallsp=d und 1 < g < oo, dann ist die Finbettung
Whi(0) s LI(N)

kompakt.
(i) Fallsp>dund 0 <A <~vy:=1— %, dann ist die Finbettung

WhP(£2) —— C*(2)

kompakt.

12.25 Satz (Poincaré—Ungleichung). Sei 2 C R?, d > 1, ein beschrink-
tes Gebiet mit Lipschitz—stetigem Rand 0£2. Dann gilt fir alle f € Wol’p(Q)
die Abschditzung:

Iflle < elV e,
wobei die Konstante ¢ nur von p,d und {2 abhdngt.

Mithilfe dieses Satzes kann man sofort sehen, dass auf dem Raum WO1 P(02)
durch |V f||L» eine dquivalente Norm gegeben ist, d.h. es gibt Konstanten
c1, ¢ > 0, so dass fiir alle f € WyP(£2) gilt:

e IVFle < 1fllwrr < colVF Lo - (12.26)



Literaturverzeichnis

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.
17.
18.

19.
20.

21.

R.A. Apawms, Sobolev spaces, Pure and Applied Mathematics, vol. 65, Acade-
mic Press, New York-London, 1975.

H.W. Avrr, Lineare Funktionalanalysis. Eine anwendungsorientierte Einfiih-
rung, Springer, Berlin, 2002.

H. AMANN, J. ESCHER, Analysis III, Grundstudium Mathematik, Birkhduser
Verlag, Basel, 2001.

L. BErs, F. JouN, M. SCHECHTER, Partial differential equations, American
Mathematical Society, Providence, R.I., 1979.

H. BrEezis, Analyse fonctionnelle, Théorie et applications., Masson, Paris, 1983.
J. DIESTEL, Geometry of Banach spaces—selected topics, Springer, Berlin,
1975, Lecture Notes in Mathematics, Vol. 485.

N. DUNFORD, J.T. SCHWARTZ, Linear Operators. I. General Theory, Inters-
cience Publishers, Inc., New York, 1958.

1. EKELAND, R. TEMAM, Convex analysis and variational problems, Classics in
Applied Mathematics, vol. 28, Society for Industrial and Applied Mathematics
(SIAM), Philadelphia, PA, 1999.

R. ENGELKING, General topology, PWN—Polish Scientific Publishers, Warsaw,
1977.

L.C. Evans, R.F. GARIEPY, Measure theory and fine properties of functions,
CRC Press, Boca Raton, FL, 1992.

S. Fucik, J. NECAS, J. SOUCEK, V.SOUCEK, Spectral analysis of nonlinear
operators, Lecture Notes in Mathematics, vol. 346, Springer, Berlin, 1973.

H. GaJEwskI, K. GROGER, K. ZACHARIAS, Nichtlineare Operatorgleichungen
und Operatordifferentialgleichungen, Akademie-Verlag, Berlin, 1974.

D. GILBARG, N.S. TRUDINGER, Elliptic partial differential equations of second
order, Springer, Berlin, 2001, Reprint of the 1998 edition.

H. HEUSER, Funktionalanalysis, B. G. Teubner, Stuttgart, 1992.

A. KUFNER, O. JOHNU UND S. FucCik, Function Spaces, Academia, Praha,
1977.

R. MEISE, D. VoaGT, Einfiihrung in die Funktionalanalysis, Vieweg & Sohn,
Braunschweig, 1992.

G. DE RHAM, Variétés Différentiables, Hermann, Paris, 1960.

W. RUDIN, Reelle und komplexe Analysis, R. Oldenbourg Verlag, Munich, 1999.
J. LUKES, J. MALY, Measure and Integral, Matfyzpress, Prague, 1995.

R.E. SHOWALTER, Monotone operators in Banach space and nonlinear partial
differential equations, Mathematical Surveys and Monographs, vol. 49, Ameri-
can Mathematical Society, Providence, RI, 1997.

J. WLOKA, Partielle Differentialgleichungen, B. G. Teubner, Stuttgart, 1982.



204 Literaturverzeichnis

22
23

24.

25.

26.

27.

28.

. K. Yosipa, Functional analysis, Springer, Berlin, 1980.

. E. ZEIDLER, Nonlinear functional analysis and its applications. I, Springer, New
York, 1986, Fixed-point theorems.

E. ZEIDLER, Nonlinear functional analysis and its applications. II/A, Springer,
New York, 1990, Linear monotone operators.

E. ZEIDLER, Nonlinear functional analysis and its applications. II/B, Springer,
New York, 1990, Nonlinear monotone operators.

E. ZEIDLER, Nonlinear functional analysis and its applications. III, Springer,
New York, 1985, Variational methods and optimization.

E. ZEIDLER, Nonlinear functional analysis and its applications. IV, Springer,
New York, 1988, Applications to mathematical physics.

E. ZEIDLER, Applied functional analysis, Applied Mathematical Sciences, vol.
109, Springer, New York, 1995, Main principles and their applications.



Index

Br(xz0) 169
e—Netz 169
No 192
o—Algebra 184
— Borel 184
X—Y 193

Abbildung 86

— bilineare 45

— folgenstetig 168

— maximal monoton 87

— monoton 87

— stetig 166

— unterhalbstetig 166

Abbildungsgrad

— Brouwer 129,151

— Leray—Schauder 154

Ableitung

— Fréchet 44

— Gateaux 42

partielle 192

— Radon-Nikodym 197

— Richtungs- 42

— schwache partielle 198

— verallgemeinerte Zeit- 103

Abstand 169

apriori Abschitzung 31,56, 64, 78,
102, 108, 159

Basis 171
Bilinearform 30, 181

Carathéodory—Bedingung 67
Cauchy-Folge 169

Definitionsbereich 42
— effektiver 86
Diffeomorphismus 44

Differentialgleichung

— gewOhnliche 5,28

— partielle 30,69, 73, 74, 79, 81, 102,
115,119, 127

Dimension 171

Dualitdat 173

Dualitatsabbildung 95

Dualitatsprodukt 174

Dualraum

— von C(£2) 192

— von LP(£2) 197

— von WFP(2) 199

Durchmesser 169

Einbettung 193, 198, 200

— kompakt 193

— stetig 193

endliches Durchschnittsprinzip 167
Energiefunktional 11
Euler-Lagrange—Gleichungen 12
Exponent

— duale 41,195

fast iiberall 186
Fehlerabschidtzung 4
Fixpunkt 1
Fixpunktsatz 1

— Banach 2

— Brouwer 9

— Schauder 9,26, 28
Fourierreihe 172
Funktion

— Bochner—messbar 34
— charakteristische 186
— integrierbar 188

— konvex 91

— Lipschitz—stetig 193
— lokal integrierbar 195



206 Index

— messbar 185

— stetig 41, 166, 191

— stetig differenzierbar 44
— unterhalbstetig 91

Galerkin—Verfahren 56, 63, 78
Gebiet 191

Gelfand—Tripel 103
Glattungsoperator 196
gleichgradig stetig 192
Gleichung

— Euler-Lagrange 12

— Laplace 31,160

— Navier—Stokes 82

— quasilineare elliptische 69, 74, 79,

161

— quasilineare parabolische 119

— Wirmeleitungs— 102
Gradient 11,192
Graph 86

Hindernisproblem 115
Hom6omorphismus 166
Homotopie 129,155
Hyperebene 182

Indikatorfunktion 93
Integral

— Bochner 33,34

— Lebesgue 34,187

— Parameter— 189
Isometrie 151,173
Isomorphismus 151,173
iterative Folge 2

Kettenregel 45
Kompaktheit 167
Konvergenz 174

— x—schwache 175

— einer Folge 168,169,171
— schwache 175

stark 175
Konvergenzprinzip 58
konvexe Hiille 170
Konvolution 196
Kronecker—-Symbol 172
Kugel 169

Lagrangefunktion 11

Laplace—Gleichung 31
Lebesgue-Mafi 33,184
Lemma

— von Aubin-Lions 121
— von Fatou 189

— von Lax—Milgram 181
— von Mazur 27

linear unabhéngig 171
lineare Hiille 170
lineares Funktional 174
Linearkombination 170
Losung

— schwach 31

Mafi 184

— o—endlich 185

— absolut stetig 197

— dufleres 183

— Borel 185

— Lebesgue 184

— regulidr 185

— signiertes 185

— vollstdndig 185
Mafiraum 185

Menge

— abgeschlossen 165

— Borel 184

— dicht 166

— folgenkompakt 168

— konvex 170

— Lebesgue-messbar 184

— monoton 18

— offen 165,169

— prakompakt 169

— relativ kompakt 167

— relativ folgenkompakt 168
— iiberdeckungskompakt 167
Metrik 169
Minimierungsproblem 90, 100
Minimum 12

Minty Trick 56

Navier—Stokes—Gleichungen 82
Nemyckii-Operator 67
Newtonverfahren 4

Norm 171

— dquivalente 7,201
Null-Lagrangefunktion 12
Nullmenge 185



Operator 173
Bedingung (M) 74
beschrankt 61,173

— Bildraum 173

— demistetig 61

— hemistetig 55, 61

— Integral- 23

— Kern 173

— koerziv 56, 60, 106, 113
— kompakt 23

— linear 173

— maximal monoton 18,57, 86
— monoton 55,59

— pseudomonoton 74,75
— stark monoton 60

— stark stetig 61

— stetig 173

— strikt monoton 59
Operatornorm 173
orthogonal 172
Orthogonalkomplement 172
Orthonormalbasis 172
Orthonormalsystem 172
— vollstdndig 172

partielle Integration 198,200

Prinzip der gleichméfligen Beschrankt-
heit 182

Produktmafi 190

— &duBeres 190

Produktregel 45

Rand 194

Randwert

— schwacher 199
Randwertproblem 31, 69

Raum

- CU;Y) 42
- C(2) 191

- C&(2) 193
- C*(2) 192
— C™U;Y) 44,47
- C*MN©2) 193
- L(X,Y) 173
- Llloc(Q) 195
— L*>(2) 195
— LP(S;X) 39
- LP(0) 194

~ WFP(2) 198

Index 207

WEP(2) 199

Banachraum 171,172
Bidualraum 174

Dualraum 173

gleichmafBig konvex 180
Hausdorff-Raum 165
Hilbertraum 172
Lebesgue-Raum, LP({2) 194
lokal gleichméBig konvex 180
metrischer 168

normierter Vektorraum 171
reflexiv 174

separabel 166
Sobolev—Raum, W*P(£2) 198
strikt konvex 180
topologischer 165,169
Vektorraum 170
vollstédndiger 169

Retraktion 10

Satz
— Mittelwert- 43

Projektions- 181

Reduktions- 152

Rieszscher Darstellungs- 181
Transformations- 191

iiber die inverse Funktion 52
iiber implizite Funktionen 49
iiber majorisierte Konvergenz 188
iiber monotone Konvergenz 188
von Arzela—Ascoli 192

von Baire 182

von Banach—Aloaglu—Bourbaki 179
von Banach—Steinhaus 182
von Bochner 36

von Borsuk 148,157

von Brouwer 149

von Browder 106

von Browder—-Minty 63

von De Rham 85

von Eberlein-Smuljan 179

von Egorov 187

von Fubini 190

von Hahn 185

von Hahn-Banach 182,183

von Kadec—Troyanski 180

von Kolmogorov 197

von Levi 188

von Lusin 186



208 Index

— von Mazur 178

— von Milman—Pettis 180
— von Minty 57

— von Pettis 35

— von Radon-Nikodym 197
— von Riesz 175

— von Riesz—Radon 192

— von Schauder 157,160

— von Taylor 48

— von Weierstrass 191
schwache Formulierung 30, 69, 102
Skalarprodukt 172

Spur 200

Spuroperator 200
Subdifferential 89
Subgradient 89

Topologie 165
— induzierte 169
— schwache 175

Tréger einer Funktion 167
Trégerfunktional 93
Treppenfunktion 33,186

Umgebung 165
Ungleichung
Holder 41,195
— Minkowski 195
— Poincaré 201
— Young 195

Variationsrechnung 11
Variationsungleichung 113,116
Vektorraum 170

Wachstumsbedingung 67
Wirmeleitungsgleichung 102
Wertebereich 86

Zerlegung der Eins 19,25,167, 199



Druck und Bindung: Strauss GmbH, Morlenbach



	Inhaltsverzeichnis
	Notation
	1 Fixpunktsätze
	1.1 Der Banachsche Fixpunktsatz
	1.1.1 Gewöhnliche Differentialgleichungen

	1.2 Die Fixpunktsätze von Brouwer und Schauder
	1.2.1 Der Satz von Brouwer
	1.2.2 Kompakte Operatoren
	1.2.3 Der Satz von Schauder
	1.2.4 Anwendung auf Differentialgleichungen


	2 Integration und Differentiation in Banachräumen
	2.1 Bochner&#8211;Integrale
	2.1.1 L[sup(p)]&#8211;Räume mit Werten in Banachräumen

	2.2 Differentiation von Funktionen mit Werten in Banachräumen
	2.2.1 Satz über implizite Funktionen


	3 Die Theorie monotoner Operatoren
	3.1 Monotone Operatoren
	3.1.1 Der Satz von Browder und Minty
	3.1.2 Der Nemyckii&#8211;Operator
	3.1.3 Quasilineare elliptische Gleichungen

	3.2 Pseudomonotone Operatoren
	3.2.1 Der Satz von Brezis
	3.2.2 Quasilineare elliptische Gleichungen II
	3.2.3 Die stationären Navier&#8211;Stokes&#8211;Gleichungen

	3.3 Maximal monotone Operatoren
	3.3.1 Subdifferentiale
	3.3.2 Zeitableitungen
	3.3.3 Der Satz von Browder
	3.3.4 Variationsungleichungen
	3.3.5 Evolutionsprobleme
	3.3.6 Quasilineare parabolische Gleichungen


	4 Der Abbildungsgrad
	4.1 Der Abbildungsgrad von Brouwer
	4.1.1 Die Konstruktion des Abbildungsgrades von Brouwer
	4.1.2 Technische Hilfsmittel
	4.1.3 Erweiterung auf nichtreguläre Punkte und stetige Funktionen
	4.1.4 Eigenschaften des Abbildungsgrades von Brouwer

	4.2 Der Abbildungsgrad von Leray&#8211;Schauder
	4.2.1 Abbildungsgrad für endlich&#8211;dimensionale Vektorräume
	4.2.2 Konstruktion des Abbildungsgrades von Leray&#8211;Schauder
	4.2.3 Eigenschaften des Abbildungsgrades von Leray&#8211;Schauder
	4.2.4 Quasilineare elliptische Gleichungen III


	A Appendix
	A.1 Topologische Räume
	A.2 Metrische Räume
	A.3 Vektorräume
	A.4 Banachräume
	A.5 Hilberträume
	A.6 Operatoren
	A.7 Dualität in Banachräumen
	A.8 Schwache Topologie und schwache Konvergenzen
	A.9 Konvexität und Glattheitseigenschaften der Norm
	A.10 Wichtige Sätze aus der linearen Funktionalanalysis
	A.11 Lebesgue&#8211;Maß und Lebesgue&#8211;Integral
	A.12 Funktionenräume
	A.12.1 Räume stetiger Funktionen
	A.12.2 Lebesgue&#8211;Räume L[sup(p)](&#937;)
	A.12.3 Sobolev&#8211;Räume W[sup(k,p)](&#937;)


	Literaturverzeichnis
	Index
	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I
	K
	L
	M
	N
	O
	P
	R
	S
	T
	U
	V
	W
	Z



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (None)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /SyntheticBoldness 1.00
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 524288
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org?)
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /DEU <>
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [2834.646 2834.646]
>> setpagedevice




