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Vorwort

Das Buch ist entstanden aus einsemestrigen Vorlesungen, die ich im SS 1999
an der Universität Bonn und in den SS 2002, 2003 an der Universität Frei-
burg für Studierende ab dem 6. Semester gehalten habe. Ziel war es, aus
dem großen Gebiet der nichtlinearen Funktionalanalysis solche Methoden und
Techniken auszuwählen, die von allgemeinem Interesse sind und eine zentrale
Rolle bei der Untersuchung von nichtlinearen elliptischen und parabolischen
partiellen Differentialgleichungen spielen.

Bei der Auswahl und der Darstellung des Stoffes habe ich das Zusam-
menspiel und die gegenseitige Beeinflussung von Theorie und Anwendungen
in den Vordergrund gestellt. Zugleich sollte der Stoff in einer einsemestrigen
Vorlesung darstellbar und in sich geschlossen sein. Es ist klar, dass dabei
viele interessante und wichtige Themenkomplexe nicht berücksichtigt wer-
den können, wie schon allein aus dem Umfang des enzyklopädischen Werkes
von E. Zeidler ”Nonlinear functional analysis and its application. I – IV“
[23], [24], [25], [26], [27] ersichtlich ist. Für das Verständnis des Buches ist
natürlich die Grundausbildung in Analysis und Linearer Algebra Vorausset-
zung. Darüber hinaus sind Kenntnisse in linearer Funktionalanalysis und Le-
besguescher Maß– und Integrationstheorie notwendig. Alle Resultate aus den
beiden letztgenannten Gebieten, die im vorliegenden Buch benutzt werden,
sind im Appendix zusammengestellt.

An dieser Stelle möchte ich mich ganz herzlich bei all jenen bedanken,
die zur Entstehung des Buches beigetragen haben. Ich möchte mich bei
J. Frehse für viele inhaltliche Diskussionen bedanken und dafür, dass er mich
darin bestärkt hat, dieses Buch zu schreiben. Eine erste Mitschrift der Vor-
lesung, die auch die Grundlage dieses Buches ist, wurde von S. Goj und
K. Lorenz geTEXt und ausgearbeitet. Ich möchte mich auch bei L. Diening
und S. Knies bedanken, die das gesamte Buch gelesen und viele Verbesse-
rungen eingebracht haben. Und nicht zuletzt bin ich den Studenten meiner
Vorlesungen, insbesondere C. Diehl, F. Ettwein, A. Huber, H. Junginger und
B. Münstermann, dankbar für die vielen Fragen und Anregungen, die hof-
fentlich dem Buch zugute gekommen sind.

Freiburg, November 2003 M. Růžička



Notation

In jedem Abschnitt der einzelnen Kapitel sind Sätze, Lemmata, Definitionen
und Formeln fortlaufend gemeinsam durchnummeriert. Hierfür wird die Ab-
schnittsnummer und die laufende Nummer benutzt. Bei Verweisen innerhalb
eines Kapitels, werden nur diese Nummern angegeben. Wird in ein anderes
Kapitel verwiesen, so wird zusätzlich die Kapitelnummer vorangestellt, z.B.
wird auf Satz 2.17 bzw. Formel (2.24) des Kapitels 1 innerhalb von Kapitel
1 durch Satz 2.17 bzw. (2.24) verwiesen und von allen anderen Kapitels aus
durch Satz 1.2.17 bzw. (1.2.24). Auf Abschnitte bzw. Formeln im Appendix
wird z.B. durch Abschnitt A.12.2 bzw. Formel (A.12.26) verwiesen.

In diesem Buch wird die allgemein übliche Notation verwendet. Vektoren
p ∈ Rd, d ∈ N, und vektorwertige Funktionen f : Ω ⊆ Rd → Rn, d, n ∈ N,
werden im Fettdruck notiert. Eine Ausnahme bilden Punkte x ∈ Ω ⊂ Rd,
d ∈ N, wenn Ω der Definitionsbereich einer Funktion ist. In den Rechnun-
gen auftretende Konstanten sind immer positiv und werden mit c, C,C1, . . .
bezeichnet. Sie können sich von Zeile zu Zeile verändern. Durch c(α) wird
angegeben, dass die Konstante c von der Größe α abhängt.
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2.1 Bochner–Integrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
4.1.4 Eigenschaften des Abbildungsgrades von Brouwer . . . . 146

4.2 Der Abbildungsgrad von Leray–Schauder . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
4.2.1 Abbildungsgrad für endlich–dimensionale Vektorräume 151
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1 Fixpunktsätze

Eines der wichtigsten Instrumente bei der Behandlung nichtlinearer Probleme
mit Methoden der Funktionalanalysis sind Fixpunktsätze. Für eine gegebene
Abbildung T : A→ B bezeichnet man jede Lösung der Gleichung

Tx = x

als Fixpunkt. Fixpunktsätze garantieren, unter bestimmten Bedingungen
an die Abbildung T : A → B und die Mengen A und B, die Existenz von
Fixpunkten. Ein einfaches Beispiel für eine Abbildung, die keinen Fixpunkt
besitzt, ist die Translation

Tx = x + x0 x0 ∈ X, x0 �= 0 .

Die folgenden Beispiele illustrieren, wie die Behandlung nichtlinearer Proble-
me auf die Lösung von Fixpunktproblemen zurückgeführt werden kann:

• Nullstellenbestimmung von nichtlinearen Funktionen:

F (x) = 0 .

Diese Gleichung kann auf verschiedene Weisen in ein Fixpunktproblem für
einen Operator T umgeschrieben werden:

Tx = x− F (x) (einfachste Möglichkeit) ,
Tx = x− ωF (x) (lineare Relaxation mit ω > 0) ,

Tx = x−
(
F ′(x)

)−1
F (x) (Newtonverfahren) .

• Gewöhnliche Differentialgleichungen:

x′(t) = f(t, x(t)) ,

x(0) = p0 .

Für eine gegebene stetige Funktion f : Q ⊆ R×X → X, wobei X ein Ba-
nachraum sein kann, ist dieses Anfangswertproblem äquivalent zu folgender
Integralgleichung

x(t) = p0 +

t∫
0

f
(
s, x(s)

)
ds .

Wenn man die rechte Seite dieser Gleichung mit Tp0x bezeichnet, ist die
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Integralgleichung äquivalent zum Fixpunktproblem Tp0x = x, wobei der
Operator Tp0 auf einem geeigneten Funktionenraum definiert ist.

• Nichtlineare partielle Differentialgleichungen:

−∆u = f(u) in Ω ,

u = 0 auf ∂Ω ,

wobei f eine gegebene nichtlineare Funktion ist und die Funktion u gesucht
wird. Dieses Problem kann man mithilfe von

Tu = (−∆)−1
(
f(u)

)
in ein Fixpunktproblem umschreiben.

1.1 Der Banachsche Fixpunktsatz

Wir wählen einen konstruktiven Zugang zur Lösung des Fixpunktproblems

Tx = x , x ∈ M , (1.1)

wobei im Allgemeinen T eine nichtlineare Abbildung ist, die auf einer Menge
M definiert ist. Wir betrachten die iterative Folge

x0 ∈M , xn+1 := Txn , n = 0, 1, 2 . . . , (1.2)

die unter bestimmten Bedingungen gegen einen Fixpunkt von T konvergiert.

1.3 Definition. Sei (X, d ) ein metrischer Raum und sei M ⊆ X eine Teil-
menge. Ein Operator T : M → X heißt k−kontraktiv genau dann, wenn es
ein k ∈ (0, 1) gibt, so dass für alle x, y ∈M gilt:

d(Tx, Ty) ≤ k d(x, y) . (1.4)

T heißt kontraktiv, wenn für alle x, y ∈M mit x �= y gilt:

d(Tx, Ty) < d(x, y) .

Der folgende Satz ist von grundlegender Bedeutung für iterative Verfah-
ren, die sowohl zum theoretischen Nachweis von Existenz und Eindeutigkeit
von Lösungen und deren Stabilität, als auch zur numerischen Berechnung von
approximativen Lösungen und dazugehörigen apriori und aposteriori Fehler-
abschätzungen benutzt werden.

1.5 Satz (Banach 1922). Sei M ⊆ X eine nichtleere, abgeschlossene Menge
eines vollständigen metrischen Raumes (X, d ) und sei

T : M ⊆ X →M (1.6)

ein gegebener k–kontraktiver Operator. Dann gilt:
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(i) Die Gleichung (1.1) hat genau eine Lösung x ∈ M , d.h. T hat genau
einen Fixpunkt in M .

(ii) Die durch (1.2) definierte iterative Folge (xn) konvergiert gegen die
Lösung x für alle Anfangswerte x0 ∈M .

Der Banachsche Fixpunktsatz sagt bildlich gesprochen aus, dass der
Graph des Operators T über der Menge M einen eindeutig bestimmten
Schnittpunkt mit der Diagonale, d.h. der Identitätsabbildung I, besitzt.
Beweis (Satz 1.5). Sei x0 ∈ M beliebig. Aufgrund der Definition der Folge
(xn) und wegen der k–Kontraktivität des Operators T gilt:

d(xn, xn+1) = d(Txn−1, Txn) ≤ k d(xn−1, xn) ≤ · · · ≤ kn d(x0, x1) .

Dies und die Dreiecksungleichung liefern

d(xn, xn+m) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + . . . + d(xn+m−1, xn+m)

≤ (kn + kn+1 + · · ·+ kn+m−1) d(x0, x1)

= kn(1 + k + k2 + · · ·+ km−1) d(x0, x1)

≤ kn

1− k
d(x0, x1) ,

(1.7)

wobei die Summenformel für die geometrische Reihe
m−1∑
n=0

kn ≤
∞∑

n=0
kn = 1

1−k

benutzt wurde. Da k < 1 vorausgesetzt wurde, haben wir gezeigt, dass (xn)
eine Cauchy–Folge ist. Wegen der Vollständigkeit von X folgt daraus, dass
es ein Element x ∈ X gibt mit

d(xn, x) → 0 (n →∞) .

Da T nach Voraussetzung (1.6) eine Selbstabbildung der Menge M ist, liegen
aufgrund der Konstruktion (1.2) alle Folgenglieder in M . Die Menge M ist
abgeschlossen und somit liegt auch der Grenzwert x der Folge (xn) in M .
Der Operator T ist k–kontraktiv, also insbesondere stetig, und demzufolge
kann man in der Gleichung (1.2) den Grenzübergang n → ∞ durchführen
und erhält

x = Tx , (1.8)

und damit die Existenz einer Lösung des Problems (1.1).
Es bleibt die Eindeutigkeit der Lösung zu zeigen. Angenommen, x und

y seien zwei Lösungen von (1.1), d.h. Tx = x und Ty = y. Aufgrund der
k–Kontraktivität des Operators T folgt dann

d(x, y) = d(Tx, Ty) ≤ k d(x, y) .

Wegen k < 1 muss also d(x, y) = 0 gelten, d.h. x = y .
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Bemerkungen. (i) Die folgenden Gegenbeispiele zeigen, dass keine der Vor-
aussetzungen des Satzes 1.5 weggelassen werden kann:

(a) M = ∅, T beliebig
Dann kann T natürlich keinen Fixpunkt haben.

(b) M = [0, 1], N = [2, 3], T : M → N
T bildet M nicht in sich selbst ab und hat deshalb natürlich keinen
Fixpunkt.

(c) M = (0, 1), Tx = x
2

M ist nicht abgeschlossen, die Abbildung besitzt keinen Fixpunkt in M .
(d) M = R, Tx = π

2 + x− arc tanx
Für die Ableitung gilt T ′(x) = 1− 1

1+x2 und somit folgt nach dem Mit-
telwertsatz |Tx− Ty| = |1− 1

1+ζ2 ||x− y| < |x−y|, d.h. T ist kontraktiv,
aber nicht k–kontraktiv; T hat in R keinen Fixpunkt.

(ii) Für die durch (1.2) definierte iterative Folge kann man weiterhin be-
weisen, dass für alle n ∈ N gilt:

d(xn, x) ≤ kn

1− k
d(x1, x0) ,

d(xn+1, x) ≤ k

1− k
d(xn+1, xn) ,

d(xn+1, x) ≤ k d(xn, x) .

(1.9)

Die Ungleichung (1.9)1 nennt man apriori Fehlerabschätzung, während (1.9)2
eine aposteriori Fehlerabschätzung ist. Ungleichung (1.9)3 zeigt, dass die Me-
thode (1.2) eine lineare Konvergenzgeschwindigkeit besitzt.

(iii) Ein Beispiel für ein iteratives Verfahren mit höherer Konvergenzge-
schwindigkeit ist das Newtonverfahren. Hierbei wird die Gleichung

F (x) = 0 , (1.10)

wobei F : R → R eine Funktion mit Lipschitz–stetiger Ableitung ist, in das
äquivalente Fixpunktproblem

Tx = x , mit Tx := x−
(
F ′(x)

)−1
F (x)

umgeschrieben. Falls x� eine Lösung von (1.10) mit F ′(x�) �= 0 ist, kann man
mit Hilfe der Taylorentwicklung zeigen, dass es ein δ > 0 gibt, so dass das
iterative Verfahren (1.2) für alle Startwerte x0 mit |x0 − x�| ≤ δ konvergiert
und eine quadratische Konvergenzgeschwindigkeit besitzt, d.h. es gibt eine
Konstante c mit

|xn+1 − x�| ≤ c |xn − x�|2 .

Diese Aussagen kann man auch auf Operatoren F : X → X, wobei X ein
Banachraum ist, verallgemeinern.
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In vielen Anwendungen hängt T zusätzlich noch von einem Parameter
p ∈ P ab. Dabei ist P ein metrischer Raum, der so genannte Parameterraum.
In diesem Fall betrachtet man das von p ∈ P abhängige Fixpunktproblem:

Tpxp = xp , xp ∈M , p ∈ P . (1.11)

1.12 Folgerung. Es gelte:

(i) Die Operatoren Tp : M ⊂ X → X erfüllen für alle p ∈ P die Vorausset-
zungen von Satz 1.5, wobei k von p unabhängig ist.

(ii) Es existiert ein p0 ∈ P , so dass für alle x ∈ M gilt: Tpx → Tp0x in X
(p → p0).

Dann existiert für alle p ∈ P eine eindeutige Lösung xp von (1.11) und es
gilt:

xp → xp0 in X (p → p0) .

Beweis . Sei xp die eindeutig bestimmte Lösung des Problems (1.11), die
nach Satz 1.5 existiert. Für diese Lösungen gilt, aufgrund der gleichmäßigen
k–Kontraktivität von Tp:

d(xp, xp0) = d(Tpxp, Tp0xp0)
≤ d(Tpxp, Tpxp0) + d(Tpxp0 , Tp0xp0)
≤ k d(xp, xp0) + d(Tpxp0 , Tp0xp0)

und somit folgt:

d(xp, xp0) ≤
1

1− k
d(Tpxp0 , Tp0xp0) → 0 (p → p0)

nach Voraussetzung (ii), d.h. xp konvergiert gegen xp0 für p→ p0.

1.1.1 Gewöhnliche Differentialgleichungen

Als Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes betrachten wir folgendes
Anfangswertproblem

x′(t) = f
(
t, x(t)

)
,

x(t0) = p0 ,
(1.13)

für eine gewöhnliche Differentialgleichung auf dem Intervall [t0 − c, t0 + c].
Wenn f in einer geeigneten Umgebung von (t0, p0) stetig ist, dann ist obiges
Anfangswertproblem äquivalent zu folgender Integralgleichung

x(t) = p0 +

t∫
t0

f
(
s, x(s)

)
ds , t ∈ [t0 − c, t0 + c] , (1.14)

wovon man sich leicht durch Integration von (1.13) bzw. Differentiation von
(1.14) überzeugt.



6 1 Fixpunktsätze

Betrachten wir allerdings nicht nur reellwertige Funktionen, sondern auch
Funktionen mit Werten in einem Banachraum X, d.h.

f : D(f) ⊆ R×X → X ,

dann ist insbesondere auch die Lösung x : R → X von (1.13) eine Funktion
mit Werten im Banachraum X. Dadurch ergibt sich ein Problem, da bisher
weder die Ableitung x′(t) noch das Integral

∫
f(s) ds für Funktionen mit

Werten in Banachräumen definiert sind. Im Prinzip sind diese Begriffe analog
zu den entsprechenden Begriffen aus der Theorie reellwertiger Funktionen
definiert und wir werden uns im Kapitel 2 damit beschäftigen. Der folgende
Beweis des Satzes von Picard, Lindelöf benutzt die Struktur von R nicht und
ist deshalb wortwörtlich auf Banachräume X übertragbar. Zunächst kann
man sich X = R in den Rechnungen vorstellen.

Die Beweisidee besteht darin, die Integralgleichung (1.14) als äquivalente
Operatorgleichung

Tp0 x = x (1.15)

zu schreiben. Hierbei ist Tp0 ein Operator auf dem Raum der stetigen Funk-
tionen auf dem Intervall I = [t0 − c, t0 + c] mit Werten im Banachraum X,
den wir mit C(I;X) bezeichnen und mit der kanonischen Norm

‖f‖0 := sup
t∈I
‖f(t)‖X (1.16)

versehen. Der Raum C(I;X) mit der Norm ‖ · ‖0 ist ein Banachraum, was
man analog zum Fall reellwertiger Funktionen beweist. Die Konvergenz einer
Funktionenfolge (fn) ⊂ C(I;X) bezüglich der Norm ‖ · ‖0 ist nichts anderes
als die auf I gleichmäßige Konvergenz von fn gegen f im Banachraum X.

1.17 Satz (Picard 1890, Lindelöf 1894). Sei X ein Banachraum und sei
Q ⊆ R×X für gegebene t0 ∈ R und p0 ∈ X, sowie a, b > 0, definiert durch

Q := {(t, y) ∈ R×X
∣∣ |t− t0| ≤ a , ‖y − p0‖X ≤ b} .

Ferner sei die stetige Funktion f : Q → X Lipschitz–stetig bzgl. der zweiten
Variablen, d.h. es gibt Konstanten K ,L > 0, so dass für alle (t, y1), (t, y2) ∈ Q
gilt:

‖f(t, y1)‖X ≤ K ,

‖f(t, y1)− f(t, y2)‖X ≤ L ‖y1 − y2‖X .
(1.18)

Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Es existiert eine eindeutige stetige Lösung x(·) von (1.14) im Intervall
[t0 − c, t0 + c], mit c = min(a, b

K ), die auch die eindeutige Lösung von
(1.13) ist.
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(ii) Die Folge von Approximationen
(
xn(·)

)
, gegeben durch x0(t) := p0 und

xn+1(t) := p0 +

t∫
t0

f
(
s, xn(s)

)
ds , n = 0, 1, . . .

konvergiert gleichmäßig auf [t0 − c, t0 + c] gegen die Lösung x(·).
(iii) Sei 0 < d < c gegeben. Dann besitzt (1.14) für alle p aus einer genügend

kleinen Umgebung von p0 genau eine Lösung xp(·), die auf dem Intervall
[t0−d, t0+d] definiert ist. Für p → p0 in X konvergiert xp(·) gleichmäßig
gegen xp0(·) auf dem Intervall [t0 − d, t0 + d].

1.19 Folgerung. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.17 setzen wir
k := 1− exp(−Lc) und definieren

‖x‖1 := max
t∈[t0−c,t0+c]

exp
(
− L|t− t0|

)
‖x(t)‖X (1.20)

für x(·) ∈ C([t0 − c, t0 + c];X). Dann gilt für alle n ∈ N:

‖xn − x‖1 ≤
kn

1− k
‖x1 − x0‖1 ,

‖xn+1 − x‖1 ≤
k

1− k
‖xn+1 − xn‖1 ,

‖xn+1 − x‖1 ≤ k ‖xn − x‖1 .

Beweis (Satz 1.17, Folgerung 1.19). 1. Wir wollen die Integralgleichung
(1.14) in eine Operatorgleichung in C([t0 − c, t0 + c];X) umschreiben. Um
allerdings das im Satz behauptete Existenzintervall zu erhalten, müssen wir
den Raum C([t0− c, t0 + c];X) mit einer äquivalenten Norm versehen. Offen-
sichtlich ist durch (1.20) eine weitere Norm auf C([t0− c, t0 + c];X) gegeben,
die aufgrund der Ungleichungen

exp(−Lc) ‖f‖0 ≤ ‖f‖1 ≤ ‖f‖0 ,

äquivalent zur Norm ‖ · ‖0 ist. Somit ist auch
(
C([t0− c, t0 + c];X), ‖ · ‖1

)
ein

Banachraum.

2. Wir setzen M := {g ∈ C([t0−c, t0+c];X)
∣∣ ‖g−p0‖0 ≤ b} und definieren

den Operator Tp0 durch

Tp0 : M →
(
C([t0 − c, t0 + c];X), ‖ · ‖1

)
: x(·) 
→ y(·) , (1.21)

wobei

y(t) = p0 +

t∫
t0

f
(
s, x(s)

)
ds .

Um Satz 1.5 anwenden zu können, überprüfen wir dessen Voraussetzungen:
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(a) Für eine Folge (xn) ⊆M mit xn → x in
(
C([t0 − c, t0 + c];X), ‖ · ‖1

)
gilt

auch xn → x in
(
C([t0 − c, t0 + c];X), ‖ · ‖1

)
(n → ∞), da die beiden

Normen äquivalent sind. Aufgrund der Definition der Menge M haben
wir

‖xn − p0‖0 ≤ b .

Der Grenzübergang n → ∞ liefert sofort x ∈ M und somit ist M auch
bzgl.

(
C([t0 − c, t0 + c];X), ‖ · ‖1

)
abgeschlossen.

(b) Nach Definition von M gilt ‖x(t)− p0‖X ≤ b für alle t ∈ [t0 − c, t0 + c],
d.h. x(t) ∈ Q für alle t ∈ [t0 − c, t0 + c]. Also liefern (1.18)1 und die
Eigenschaften des Integrals (cf. Folgerung 2.1.14)

‖Tp0x− p0‖0 = max
t∈[t0−c,t0+c]

∥∥∥ t∫
t0

f
(
s, x(s)

)
ds

∥∥∥
X

≤ max
t∈[t0−c,t0+c]

t∫
t0

K ds ≤ c K ≤ b ,

aufgrund der Definition von c. Also bildet der Operator Tp0 die Menge
M in sich selbst ab, d.h. Tp0 : M → M .

(c) Für x, z ∈ M gilt aufgrund von (1.18)2 und der Definition der Norm ‖·‖1:

‖Tp0x− Tp0z‖1

= max
t∈[t0−c,t0+c]

exp
(
− L|t− t0|

) ∥∥∥ t∫
t0

f
(
s, x(s)

)
− f

(
s, z(s)

)
ds

∥∥∥
X

≤ max
t

exp
(
− L|t− t0|

) t∫
t0

L ‖x(s)− z(s)‖X exp
(
− L|s− t0|

)
×

× exp
(
L|s− t0|

)
ds

≤ L ‖x− z‖1 max
t

t∫
t0

exp
(
L|s− t0| − L|t− t0|

)
ds

= ‖x− z‖1 max
t

(
1− exp(−L|t− t0|)

)
≤ k ‖x− z‖1 ,

wobei das letzte Integral separat für t ≥ t0 und t ≤ t0 berechnet wurde
und die Definition von k = 1 − exp(−Lc) < 1 benutzt wurde. Somit ist
der Operator Tp0 k–kontraktiv auf M bzgl.

(
C([t0 − c, t0 + c];X), ‖ · ‖1

)
.

Aufgrund von Satz 1.5 folgt dann, dass genau ein Fixpunkt x ∈M existiert,
d.h. x = Tp0x. Somit ist Teil (i) des Satzes bewiesen.
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3. Die Abschätzungen der Folgerung 1.19 folgen unmittelbar aus (1.9).
Insbesondere gilt:

‖xn − x‖1 ≤
kn

1− k
‖x0 − x1‖1 → 0 (n →∞) ,

da k < 1. Somit erhalten wir die gleichmäßige Konvergenz xn ⇒ x (n →∞),
da die Normen ‖ · ‖1 und ‖ · ‖0 äquivalent sind, und Konvergenz bezüglich
der Maximumsnorm gleichmäßige Konvergenz bedeutet. Damit ist auch Be-
hauptung (ii) bewiesen.

4. Zum Beweis von (iii) gehen wir wie in den Schritten 1 – 3 vor, wobei
wir das Intervall [t0 − c, t0 + c] durch das kleinere Intervall [t0 − d, t0 + d]
ersetzen, d.h. wir arbeiten mit dem Raum

(
C([t0 − d, t0 + d];X), ‖ · ‖1

)
. Für

x ∈ C([t0−d, t0+d];X) und p ∈ X betrachten wir den Operator Tp, definiert
durch

Tp x := p +

t∫
t0

f
(
s, x(s)

)
ds ,

auf der Menge M = {g ∈ C([t0 − d, t0 + d];X)
∣∣ ‖g − p0‖0 ≤ b}. Wie in den

Schritten 1 – 3 erhalten wir dann, dass für p in einer kleinen Umgebung von
p0 eine eindeutige Lösung xp der Gleichungen

Tpxp = xp

existiert. Für jede Folge (pn) ⊂ X mit pn → p0 in X (n → ∞) erhal-
ten wir aufgrund der Definition der Operatoren Tp0 bzw. Tpn

, dass für alle
x ∈ C([t0 − d, t0 + d];X) gilt:

‖Tpn
x− Tp0x‖1 ≤ ‖Tpn

x− Tp0x‖0 = ‖pn − p0‖X → 0 (n →∞) ,

wobei wir die Äquivalenz der Normen ‖·‖1 und ‖·‖0 benutzt haben. Aufgrund
von Folgerung 1.12 gilt dann ‖xpn

−xp0‖1 → 0 (n →∞), und somit auch die
gleichmäßige Konvergenz xpn

⇒ xp0 (n →∞).
Damit sind der Satz und die Folgerung bewiesen.

1.2 Die Fixpunktsätze von Brouwer und Schauder

Der Banachschen Fixpunktsatz stellt nur geringe Anforderungen an den zu-
grundeliegenden Raum, es genügt ein vollständiger, metrischer Raum, aber es
werden relativ starke Anforderungen an den Operator gestellt, nämlich des-
sen k–Kontraktivität. In den Sätzen von Brouwer (im Rn) und Schauder (in
unendlich–dimensionalen Banachräumen) werden nur geringe Anforderungen
an die Operatoren, dafür aber stärkere Anforderungen an den zugrundeliegen-
den Raum gestellt. Beide benutzen ein Analogon des folgenden tiefliegenden
topologischen Resultats:
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Sei B1(0) der abgeschlossene Einheitskreis im R2. Es gibt keine stetige
Abbildung (Retraktion)

R : B1(0) ⊂ R2 → ∂B1(0) ,

so dass für alle Randpunkte x ∈ ∂B1(0) gilt:

Rx = x .

Man kann sich z.B. vorstellen, man versuchte, eine Gummimembran, die den
ganzen Kreis bedeckt, an den Rand zu ziehen; sie muss auf jeden Fall zerrei-
ßen. Dieses Resultat ist anschaulich klar, aber keineswegs trivial! Wenn man
das obige Resultat als gegeben hinnimmt, kann man sich intuitiv klarmachen:

Eine stetige Abbildung A : B1(0) ⊂ R2 → B1(0) besitzt einen Fix-
punkt, d.h. es existiert ein x ∈ B1(0) mit Ax = x.

”Beweis:“ Nehmen wir an, dass für alle x ∈ B1(0) gilt Ax �= x.

Ax

x

Rx

Abb. 1

Mithilfe von Abbildung 1 sieht man sofort, dass es dann eine Retraktion

R : B1(0) → ∂B1(0) : x 
→ Rx

mit Rx = x für alle x ∈ ∂B1(0) gibt, die aufgrund der Stetigkeit von A
selbst stetig ist. Dies ist aber ein Widerspruch zu obiger Aussage (cf. Beweis
von Satz 2.17).

Die analoge Aussage in R ist einfach zu beweisen.

2.1 Lemma. Sei f : [a, b] → [a, b] stetig. Dann besitzt f in [a, b] einen Fix-
punkt.

Beweis . Wir setzen
g(x) = f(x)− x .

Da f das Intervall [a, b] auf sich selbst abbildet, gilt:

f(a) ≥ a , und f(b) ≤ b ,
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was übertragen auf g bedeutet:

g(a) = f(a)− a ≥ 0 , und g(b) = f(b)− b ≤ 0 .

Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann, dass ein x0 ∈ [a, b] existiert mit

g(x0) = 0 = f(x0)− x0 ,

also ist x0 der gesuchte Fixpunkt.

1.2.1 Der Satz von Brouwer

Es gibt viele verschiedene Möglichkeiten, den Satz von Brouwer (cf. Satz
2.17) zu beweisen. Durch einen kurzen Ausflug in die Variationsrechnung, die
sich unter anderem mit dem Auffinden von Minima von Energiefunktionalen
beschäftigt, erhält man einen einfachen analytischen Beweis.

Sei E(·) ein Energiefunktional der Form1

E(w) :=
∫
Ω

L
(
∇w(x),w(x), x

)
dx , (2.2)

wobei Ω ein glattes Gebiet des Rd ist und

L : Rm×d × Rm ×Ω → R

eine gegebene glatte Funktion. Man nennt L die Lagrangefunktion des
Energiefunktionals E(·). Wir werden im Folgenden die Bezeichnung

L = L(P, z, x) = L(p1
1, . . . , p

m
d , z1, . . . , zm, x1, . . . , xd)

für Matrizen2 P = (pi
j) ∈ Rm×d, Vektoren z = (zi) ∈ Rm und Punkte

x = (xj) ∈ Ω benutzen.
Sei g : ∂Ω → Rm eine gegebene glatte Funktion. Man sucht nun

das Minimum des Energiefunktionals (2.2) unter allen glatten Funktionen
w : Ω ⊆ Rd → Rm, w = (w1, . . . , wm), die auf dem Rand ∂Ω mit der Funk-
tion g übereinstimmen, d.h.

w = g auf ∂Ω . (2.3)

1 Der Gradient einer vektorwertigen Funktion w = (w1, . . . , wm) : Rd → Rm ist
gegeben durch ∇w = (∂jw

i)i=1,...,m
j=1,...,d

(cf. (A.12.5)).

2 Obere Indizes bezeichnen Zeilenindizes. Desweiteren benutzen wir für die par-
tiellen Ableitungen der Lagrangefunktion L nach den einzelnen Komponen-
ten der Matrizen bzw. Vektoren die Notation DPL = (Lp1

1
, . . . , Lpm

d
) bzw.

DzL = (Lz1 , . . . , Lzm).
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Sei nun u = (u1, . . . , um) ein glattes Minimum von (2.2) unter allen
glatten Funktionen, die (2.3) erfüllen. Dann ist u notwendigerweise die
Lösung eines Systems von partiellen Differentialgleichungen, den so genann-
ten Euler–Lagrange–Gleichungen .

Um dies zu beweisen, betrachten wir für v = (v1, . . . , vm) ∈ C∞
0 (Ω) die

reellwertige Funktion

i(τ) := E(u + τ v) , τ ∈ R .

Da auch u + τv die Randbedingungen (2.3) erfüllt und u ein Minimum von
(2.2) ist, muss i im Punkt 0 ein Minimum haben, d.h. i′(0) = 0. Die Ableitung
i′(τ), die man erste Variation nennt, kann man explizit berechnen. Es gilt:

i(τ) =
∫
Ω

L(∇u + τ∇v,u + τv, x) dx (2.4)

und somit

i′(τ) =
∫
Ω

d∑
j=1

m∑
k=1

Lpk
j
(∇u + τ∇v,u + τv, x) ∂jv

k

+
m∑

k=1

Lzk(∇u + τ∇v,u + τv, x) vk dx .

Aus i′(0) = 0 erhalten wir

0 =
∫
Ω

d∑
j=1

m∑
k=1

Lpk
j
(∇u,u, x) ∂jv

k +
m∑

k=1

Lzk(∇u,u, x) vk dx .

Da diese Identität für alle v ∈ C∞
0 (Ω) gilt, erhalten wir nach partieller In-

tegration, dass ein glattes Minimum u des Energiefunktionals E(·) folgendes
nichtlineare System von partiellen Differentialgleichungen erfüllen muss:

−
d∑

j=1

∂j

(
Lpk

j
(∇u,u, x)

)
+Lzk(∇u,u, x) = 0 in Ω , k = 1, . . . , m , (2.5)

u = g auf ∂Ω . (2.6)

Das System (2.5) nennt man die dem Energiefunktionals I(·) zugehörigen
Euler–Lagrange–Gleichungen.

Überraschenderweise ist es interessant, Lagrangefunktionen L zu betrach-
ten, für die alle glatten Funktionen eine Lösung von (2.5) sind.

2.7 Definition. Die Funktion L heißt Null–Lagrangefunktion, wenn die
zugehörigen Euler–Lagrange–Gleichungen (2.5) für alle glatten Funktionen
erfüllt sind.
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Null–Lagrangefunktionen spielen eine entscheidende Rolle in der nichtli-
nearen Elastizitätstheorie und bei der Charakterisierung von schwach folgen-
stetigen Energiefunktionalen E für Lagrangefunktionen der Form L(∇u). Für
unsere Zwecke besteht die Bedeutung von Null–Lagrangefunktionen darin,
dass der Wert des zugehörigen Energiefunktionals E(w) nur von den Rand-
werten der Funktion w abhängt.

2.8 Satz. Sei L eine Null–Lagrangefunktion und seien u, ũ zwei glatte Funk-
tionen mit

u = ũ auf ∂Ω . (2.9)

Dann gilt

E(u) = E(ũ) . (2.10)

Beweis . Wir definieren j : [0, 1] → R durch

j(τ) := E
(
τu + (1− τ)ũ

)
,

und erhalten für τ ∈ [0, 1]

j′(τ) =
∫
Ω

d∑
i=1

m∑
k=1

Lpk
i

(
τ∇u + (1− τ)∇ũ, τu + (1− τ)ũ, x

)
(∂iu

k − ∂iũ
k)

+
m∑

k=1

Lzk

(
τ∇u + (1− τ)∇ũ, τu + (1− τ)ũ, x

)
(uk − ũk) dx

=
m∑

k=1

∫
Ω

(
−

d∑
i=1

∂i

(
Lpk

i
(τ∇u + (1− τ)∇ũ, τu + (1− τ)ũ, x)

)
+ Lzk

(
τ∇u + (1− τ)∇ũ, τu + (1− τ)ũ, x

))
(uk − ũk) dx = 0 ,

wobei wir im ersten Integral partiell integriert haben, sowie (2.9) und den
Fakt, dass τu + (1 − τ)ũ eine Lösung der Euler–Lagrange–Gleichungen ist,
benutzt haben. Somit ist j auf [0, 1] konstant und (2.10) folgt sofort.

Wir benötigen noch folgenden Begriff. Sei A ∈ Rd×d eine Matrix. Mit

cof A

bezeichnen wir die Kofaktormatrix, deren (k, i)–ter Eintrag aus der Deter-
minante der (d−1)× (d−1) Matrix Ak

i besteht, die man durch Streichen der
k–ten Zeile und der i–ten Spalte erhält, d.h.

(cof A)k
i := (−1)i+k det Ak

i .
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2.11 Lemma. Sei u : Rd → Rd eine glatte Funktion. Dann gilt
d∑

i=1

∂i(cof∇u)k
i = 0 , k = 1, . . . , d . (2.12)

Beweis . Aus der linearen Algebra wissen wir, dass für Matrizen P ∈ Rd×d

gilt:

(det P) Id = P�(cof P) ,

wobei Id die d–dimensionale Einheitsmatrix ist, d.h. wir haben für i, j =
1, . . . , d

(det P) δij =
d∑

k=1

pk
i (cof P)k

j . (2.13)

Daraus folgt für r, s = 1, . . . , d (man wähle j = i = s und nutze die Definition
von cof P)

∂ det P

∂pr
s

=
d∑

k=1

δkr(cof P)k
s + pk

s

∂(cof P)k
s

∂pr
s

= (cof P)r
s .

(2.14)

Wenn man P = ∇u =
(
∂su

r
)
r,s=1,...,d

in (2.13) einsetzt, nach xj differenziert
und dann das Ergebnis über j = 1, . . . , d aufsummiert, erhält man unter
Benutzung von (2.14) für i = 1, . . . , d

d∑
j,r,s=1

δij(cof∇u)r
s ∂j∂su

r =
d∑

k,j=1

∂j∂iu
k (cof∇u)k

j + ∂iu
k ∂j(cof∇u)k

j .

Dies kann man aber auch als
d∑

k=1

∂iu
k
( d∑

j=1

∂j(cof∇u)k
j

)
= 0 , i = 1, . . . , d , (2.15)

schreiben, d.h. der Vektor
(∑d

j=1 ∂j(cof∇u)k
j

)
k=1,...,d

ist eine Lösung des
linearen Gleichungssystems A�y = 0, mit A = ∇u. In einem Punkt x0 ∈ Rd,
für den det∇u(x0) �= 0 gilt, erhalten wir sofort

d∑
j=1

∂j

(
cof∇u(x0)

)k

j
= 0 , k = 1, . . . , d .

Falls allerdings det∇u(x0) = 0 in einem Punkt x0 ∈ Rd gilt, dann wählen
wir ε0 > 0, so dass det(∇u(x0) + ε Id) �= 0 für alle 0 < ε ≤ ε0 gilt3, und
führen die obigen Rechnungen für ũ := u + εx aus. Am Ende führen wir den
Grenzübergang ε→ 0 durch und die Behauptung folgt.
3 Dies ist in der Tat möglich, da det(∇u(x0) + ε Id) ein Polynom in ε ist, also nur

endlich viele Nullstellen haben kann.
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2.16 Satz (Landers 1942, Ball 1976). Die Determinante

L(P) = detP , P ∈ Rd×d ,

ist eine Null–Lagrangefunktion.

Beweis . Wir müssen zeigen, dass für jede glatte Funktion u : Ω → Rd gilt:

d∑
i=1

∂i

(
Lpk

i
(∇u)

)
= 0 , k = 1, . . . , d .

Aus (2.14) wissen wir

Lpk
i
(∇u) = (cof∇u)k

i , i, k = 1, . . . , d

und somit ist die Behauptung nichts anderes als Lemma 2.11.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass L(∇u) genau dann eine Null–Lagrange-
funktion ist, wenn es Matrizen B = (bi

j),C = (ci
j) ∈ Rd×d und Konstanten

a, d ∈ R gibt, so dass

L(P) = a +
d∑

i,j=1

bi
jp

i
j +

d∑
i,j=1

ci
j(cof P)i

j + d det P .

Darüber hinaus sind Energiefunktionale E für solche Lagrangefunktionen
schwach folgenstetig in entsprechenden Funktionenräumen. Ein weiteres Bei-
spiel für eine Null–Lagrangefunktion ist

L(P) = tr(P2)−
(
tr(P)

)2
.

Nun können wir den Brouwerschen Fixpunktsatz beweisen.

2.17 Satz (Brouwer 1912). Jede stetige Abbildung einer abgeschlossenen
Kugel des Rn in sich selbst besitzt einen Fixpunkt.

Beweis . Wir betrachten o.B.d.A die abgeschlossene n–dimensionale Ein-
heitskugel B = B1(0).

1. Als erstes zeigen wir, dass es keine glatte Funktion

w : B → ∂B (2.18)

gibt, so dass für alle x ∈ ∂B gilt

w(x) = x . (2.19)

Nehmen wir an, eine solche Funktion w würde existieren. Sei w̃ die identische
Funktion auf B, d.h. w̃(x) = x für alle x ∈ B. Dann gilt w̃(x) = w(x) für
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alle Randpunkte x ∈ ∂B. Da die Determinante eine Null–Lagrangefunktion
ist (cf. Satz 2.16), liefert Satz 2.8∫

B

det∇w dx =
∫
B

det∇w̃ dx = vol(B) �= 0 , (2.20)

da det∇w̃ = 1. Aus (2.18) folgt, dass für alle x ∈ B gilt |w(x)|2 ≡ 1, und
somit erhalten wir durch Differentiation

(∇w)�w = 0 . (2.21)

Da |w| = 1 gilt, besagt (2.21), dass 0 ein Eigenwert von (∇w(x))� für alle
x ∈ B ist. Somit haben wir det∇w(x) = 0 für alle x ∈ B, was ein Wider-
spruch zu (2.20) ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

2. Als nächstes zeigen wir, dass es keine stetige Funktion w gibt, die (2.18),
(2.19) erfüllt. Falls w eine solche Funktion ist, setzen wir w durch w(x) = x,
x ∈ Rn \B, auf ganz Rn fort. Dies und (2.18) impliziert, dass für alle x ∈ Rn

gilt dass |w(x)| ≥ 1, insbesondere w(x) �= 0. Sei nun wε := Jε ∗ w, wobei
Jε, ε > 0, der Glättungsoperator ist (cf. Abschnitt A.12.2). Man kann ε > 0
so wählen, dass auch für wε gilt wε(x) �= 0, x ∈ Rn. In der Tat existiert ein
solches ε > 0, da für x ∈ Rn \B2(0) und ε > 0 klein genug gilt:

wε(x) =
∫

Bε(0)

Jε(|y|)w(x− y) dy =
∫

Bε(0)

Jε(|y|)(x− y) dy = x , (2.22)

wobei wir benutzt haben, dass
∫

Bε(0)
Jε(|y|) dy = 1, sowie dass Jε(|y|) eine

radialsymmetrische Funktion und y eine antisymmetrische Funktion ist. Wei-
terhin folgt aus den Eigenschaften des Glättungsoperator Jε (cf. Satz A.12.12
(iv)), dass auf B2(0) gilt: Jε ∗w ⇒ w (ε → 0). Hieraus und aus (2.22) folgt,
dass für ein genügend kleines ε > 0 und alle x ∈ Rn gilt dass |wε(x)| ≥ 1/2,
insbesondere wε(x) �= 0. Dann würde aber die glatte Funktion

w̃(x) =
2wε

|wε|

(2.18), (2.19) mit B = B2(0) erfüllen, was aufgrund von 1. nicht möglich ist.

3. Sei nun A : B → B eine stetige Funktion, die keinen Fixpunkt besitzt.
Wir definieren w : B → ∂B dadurch, dass w(x) der Punkt auf dem Rand ∂B
ist, der von dem Strahl, der aus A(x) startet und durch x geht, getroffen wird
(cf. Abb. 1, Seite 10). Diese Funktion ist wohldefiniert, da nach Voraussetzung
A(x) �= x für alle x ∈ B gilt. Offensichtlich ist w stetig und erfüllt (2.18),
(2.19). Dies ist ein Widerspruch zu 2. und der Satz ist bewiesen.

2.23 Folgerung. Jede stetige Abbildung einer zu einer abgeschlossenen Ku-
gel B ⊂ Rn homöomorphen Menge M in sich selbst besitzt einen Fixpunkt.
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Beweis . Sei T : M → M eine stetige Abbildung und h : B ⊂ Rn → M ein
Homöomorphismus4, d.h. h und h−1 sind stetig, eineindeutig und surjektiv.
Die durch

A := h−1 ◦ T ◦ h : B → B

definierte Abbildung ist stetig. Somit folgt nach dem Satz von Brouwer die
Existenz eines Fixpunktes x0 von A, d.h.

Ax0 = x0 .

Dies bedeutet aber, dass h−1Thx0 = x0 gilt. Durch Anwendung von h auf
beiden Seiten dieser Gleichung erhalten wir

T (h(x0)) = h(x0) ,

d.h. h(x0) ist der gesuchte Fixpunkt von T .

Beispiel. Beispiele von zu abgeschlossenen Kugeln homöomorphen Mengen
sind nichtleere, konvexe, kompakte Mengen im Rn, sowie nichtleere, kompakte
Mengen im Rn, die sternförmig bzgl. einer abgeschlossenen Kugel sind.

Nichtlineare Gleichungssysteme
Als erste Anwendung des Brouwerschen Fixpunktsatzes betrachten wir

folgendes System von nichtlinearen Gleichungen

gi(x) = 0 , x ∈ Rn , i = 1, . . . , n , (2.24)

wobei gi : Rn → R, i = 1, . . . , n, stetige, nichtlineare Funktionen sind, die
folgender Bedingung genügen:

∃R > 0 :
n∑

i=1

gi(x)xi ≥ 0 ∀x mit |x| = R . (2.25)

2.26 Lemma. Seien gi : Rn → R, i = 1, . . . , n, stetige Funktionen, die der
Bedingung (2.25) genügen. Dann existiert eine Lösung x0 von (2.24) mit
|x0| ≤ R.

Beweis . Wir führen einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass das
System (2.24) keine Lösung in BR(0) ⊂ Rn habe. Für g := (g1, . . . , gn)
definieren wir

f i(x) := −R
gi(x)
|g(x)| , i = 1, . . . , n .

Da |g(x)| > 0 für alle x ∈ BR(0) gilt, ist f = (f1, . . . , fn) wohldefiniert, stetig
und bildet die abgeschlossene Kugel BR(0) des Rn in sich selbst ab. Somit
4 Wir benutzen hier auch für die Abbildung h : B ⊂ Rn → M die Vektor-

schreibweise, obwohl es keine Abbildung in den Rn ist, da die inverse Abbildung
h−1 : M → B in den Rn abbildet.
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folgt mit dem Satz von Brouwer die Existenz eines Fixpunktes x� von f in
BR(0), d.h.

x� = f(x�) .

Daraus ergibt sich
|x�| = R ,

denn |x�| = |f(x�)| = | − R g(x�)
|g(x�)| | = R. Damit gilt aufgrund der Bedingung

(2.25)

0 ≤
n∑

i=1

gi(x�)x�
i = −

n∑
i=1

f i(x�)x�
i

|g(x�)|
R

= −|x�|2 |g(x�)|
R

= −R |g(x�)| < 0 .

Dies ist ein Widerspruch, also muss es eine Lösung des Systems von Glei-
chungen (2.24) in BR(0) geben.

Wir wollen nun zeigen, dass auch nichtlineare Ungleichungen mithilfe des
Brouwerschen Fixpunktsatzes behandelt werden können. Dieses Problem tritt
später bei der Untersuchung von maximal monotonen Operatoren auf (cf.
Abschnitt 3.3).

2.27 Lemma (Debrunner, Flor 1964). Sei X ein Banachraum mit Dual-
raum X∗ und sei K ⊆ X eine konvexe, kompakte, nichtleere Teilmenge von
X. Ferner sei M ⊆ K × X∗ eine monotone Teilmenge, d.h. für alle
(v, f), (w, g) ∈M gilt:

〈f − g, v − w〉X ≥ 0 . (2.28)

Dann existiert für alle stetigen Operatoren T : K ⊆ X → X∗ eine Lösung
u ∈ K von

〈f − Tu, v − u〉X ≥ 0 , ∀(v, f) ∈M . (2.29)

Wir wollen die Aussage des Lemmas am Beispiel X = R = X∗ zunächst
illustrieren. Sei K = [a, b] und ϕ : [a, b] → R eine monoton wachsende Funk-
tion. Der Graph von ϕ

M = G(ϕ) :=
{(

x, ϕ(x)
)
∈ R2

∣∣x ∈ [a, b]
}

ist eine monotone Menge, denn für alle x, y ∈ [a, b] gilt:(
ϕ(x)− ϕ(y)

)
(x− y) ≥ 0 .

Lemma 2.27 besagt dann, dass für alle stetigen Funktionen T : [a, b] → R eine
Lösung u ∈ [a, b] von(

ϕ(x)− T (u)
)
(x− u) ≥ 0 , x ∈ [a, b]



1.2 Die Fixpunktsätze von Brouwer und Schauder 19

existiert. In Abhängigkeit von den konkreten Funktionen ϕ und T ist die
Lösung entweder einer der Randpunkte des Intervalls [a, b] oder ein Schnitt-
punkt der beiden Graphen. Als konkretes Beispiel kann man betrachten:
ϕ(x) = x + 2, T (x) = x2 und [a, b] = [−3, 0] bzw. [a, b] = [0, 3] bzw.
[a, b] = [0.5, 1.5] bzw. [a, b] = [−6,−3].
Beweis (Lemma 2.27). Angenommen, (2.29) habe keine Lösung. Wir defi-
nieren für v ∈ X und f ∈ X∗

U(v, f) := {u ∈ K ⊆ X
∣∣ 〈f − Tu, v − u〉X < 0} .

Die Menge U(v, f) ist offen, denn für gegebene v ∈ X und f ∈ X∗ ist die
Abbildung u 
→ 〈f − Tu, v − u〉X stetig. Das Problem (2.29) hat aufgrund
unserer Annahme keine Lösung und somit gilt:

K ⊆
⋃

(v,f)∈M

U(v, f) .

Da die Menge K kompakt ist, existiert eine endliche Überdeckung, d.h. es
existieren (vi, fi) ∈M , i = 1, . . . , m, so dass

K ⊆
m⋃

i=1

U(vi, fi) .

Zu dieser Überdeckung gibt es eine Zerlegung der Eins (cf. Satz A.1.4, Beweis
Satz 2.37), d.h. es existieren stetige Abbildungen λi : X → R, 0 ≤ λi(u) ≤ 1,
mit suppλi ⊆ U(vi, fi), so dass für alle u ∈ K gilt:

m∑
i=1

λi(u) = 1 . (2.30)

Sei nun K1 die konvexe Hülle der vi, i = 1, . . . , m, d.h. K1 = co(v1, . . . , vm).
Wie man sich leicht überlegt, ist K1 ⊂ X abgeschlossen. Für u ∈ K1 definie-
ren wir

p(u) :=
m∑

i=1

λi(u) vi ,

q(u) :=
m∑

i=1

λi(u) fi .

Die Abbildung p : K1 → K1 ist stetig, dim K1 < ∞, und K1 ist homöomorph
zu einer abgeschlossenen Kugel des Rdim K1 . Folgerung 2.23 sichert somit die
Existenz eines Fixpunktes der Abbildung p, d.h.

∃u� ∈ K1 mit p(u�) = u�.
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Wir setzen für i, j = 1, . . . , m

∆ij := 〈fi − Tu�, vj − u�〉X .

Dann gilt:

∆ij + ∆ji = 〈fi − Tu�, vj − u�〉X + 〈fj − Tu�, vi − u�〉X
= 〈fi − Tu�, vi − u�〉X − 〈fi − Tu�, vi〉X

+ 〈fi − Tu�, vj〉X + 〈fj − Tu�, vj − u�〉X
− 〈fj − Tu�, vj〉X + 〈fj − Tu�, vi〉X

= ∆ii + ∆jj − 〈fi − fj , vi − vj〉X
≤ ∆ii + ∆jj ,

(2.31)

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass (vi, fi) ∈ M und M eine mo-
notone Menge ist (cf. (2.28)). Mithilfe von p(u�) = u�, der Definition von p
und q und der Eigenschaft (2.30) der Zerlegung der Eins erhalten wir

0 = 〈q(u�)− Tu�, p(u�)− u�〉X

=

〈
m∑

i=1

λi(u�)fi − Tu�,

m∑
j=1

λj(u�)vj − u�

〉
X

=
m∑

i,j=1

λi(u�)λj(u�)∆ij

=
m∑

i,j=1

λi(u�)λj(u�)
1
2
(∆ij + ∆ji)

≤
m∑

i,j=1

λi(u�)λj(u�)
1
2
(∆ii + ∆jj) ,

(2.32)

wobei auch die Symmetrie der Matrix mit den Einträgen λi(u�)λj(u�) und
(2.31) benutzt wurden. Aufgrund der Eigenschaften der Zerlegung der Eins
haben wir λi(u�)λj(u�) ≥ 0, i, j = 1, . . . , m. Für alle Indices i, j mit
λi(u�)λj(u�) > 0, folgt aus den Eigenschaften der Zerlegung der Eins:

u� ∈ U(vi, fi) ∩ U(vj , fj) .

Aufgrund der Konstruktion von U(v, f) muss dann gelten:

∆ii < 0 und ∆jj < 0 ,

und somit sind die zugehörigen Summanden in (2.32) negativ. Es ergibt sich
also aus (2.32) der Widerspruch 0 < 0, da alle anderen Summanden mit
λi(u�)λj(u�) = 0 wegfallen. Wir haben also bewiesen:

λi(u�) = 0 i = 1, . . . , m .
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Da aber u� ∈ K1 ⊆ K gilt, gibt es aufgrund der Eigenschaften der Zerlegung
der Eins einen Index i0 mit λi0(u

�) > 0. Dies ist ein Widerspruch, also
existiert eine Lösung des Problems (2.29).

1.2.2 Kompakte Operatoren

Wenn wir den Satz von Brouwer auf unendlich–dimensionale Banachräume X
übertragen wollen, erkennen wir folgendes Problem: Die abgeschlossene Ein-
heitskugel B1(0) in X ist nicht kompakt, was im Rd gilt, und im Beweis des
Satzes von Brouwer eine wichtige, wenn auch sehr versteckte, Rolle gespielt
hat. Das folgende Gegenbeispiel zeigt, dass selbst in separablen Hilberträum-
en die Analogie von Satz 2.17 nicht gilt.

2.33 Satz (Kakutani 1943). Sei H ein unendlich–dimensionaler separa-
bler Hilbertraum. Dann gibt es eine stetige Abbildung f : H → H, die die
abgeschlossene Einheitskugel in sich selbst abbildet und keinen Fixpunkt be-
sitzt.

Beweis . Wir schreiben wieder abkürzend B = B1(0). Sei (yn)n∈Z eine Or-
thonormalbasis von H, d.h. für alle n, m ∈ Z gilt: (yn, ym) = δnm. Wir
definieren die Abbildung U , indem wir die Wirkung auf die Basisvektoren
angeben, d.h. wir setzen für alle n ∈ Z

U : H → H : yn 
→ yn+1 .

Da jedes x ∈ H bezüglich der Orthonormalbasis eine Darstellung

x =
∞∑

i=−∞
αiyi ,

mit
∑∞

i=−∞ |αi|2 < ∞, besitzt, können wir die Abbildung U auf beliebige
Elemente x ∈ H erweitern durch:

U(x) =
∞∑

i=−∞
αiyi+1 . (2.34)

Offensichtlich ist U : H → H linear und beschränkt, d.h. insbesondere stetig,
und bildet die Mengen Sr = {x ∈ H

∣∣ ‖x‖ = r}, 0 < r < ∞, in sich selbst
ab, wie man mit Hilfe der Darstellung (2.34) einfach nachrechnen kann. Wir
betrachten nun

f(x) :=
1
2
(
1− ‖x‖

)
y0 + U(x) .

Offensichtlich ist f stetig und bildet die Kugel B in sich selbst ab. In der Tat
gilt für ‖x‖ ≤ 1:

‖f(x)‖ ≤ 1
2
(
1− ‖x‖

)
‖y0‖+ ‖U(x)‖ =

1
2
(
1− ‖x‖

)
+ ‖x‖ ≤ 1 ,

wobei ‖y0‖ = 1 und ‖U(x)‖ = ‖x‖ benutzt wurden. Wir nehmen nun an,
dass f in B einen Fixpunkt hat, d.h. es existiert ein x0 ∈ B mit f(x0) = x0.
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Dies kann man auch schreiben als

x0 − U(x0) =
1
2
(
1− ‖x0‖

)
y0 . (2.35)

Es sind drei Fälle zu unterscheiden:

1. x0 = 0: Dann folgt aus (2.35)

0 =
1
2

y0 ,

was nicht möglich ist, da y0 ein Basisvektor ist.
2. ‖x0‖ = 1: Aus (2.35) erhalten wir

x0 = U(x0) .

Für x0 =
∑

i∈Z
αiyi mit

∑
i∈Z
|αi|2 = 1 können wir dies mithilfe von

(2.34) umschreiben als:
∞∑

i=−∞
αiyi =

∞∑
i=−∞

αiyi+1 .

Wir bilden nun das Skalarprodukt mit yj , j ∈ Z und erhalten aufgrund
der Eigenschaften der Orthonormalbasis

αj = αj−1 ∀j ∈ Z ,

d.h. alle αj sind gleich, und somit ergibt sich der Widerspruch∑
j∈Z

|αj |2 = ∞ �= 1 .

3. 0 < ‖x0‖ < 1: Sei x0 =
∑

i∈Z
αiyi, wobei

∑
i∈Z
|αi|2 < 1 gelten muss. Dies

eingesetzt im (2.35) ergibt aber:∑
i∈Z

(αi − αi−1) yi =
1
2
(
1− ‖x0‖

)
y0 ,

woraus folgt

α0 − α−1 =
1
2
(1− ‖x0‖) > 0 ,

αi = αi−1 , i �= 0 .

Insgesamt ergibt sich also

. . . α−2 = α−1 < α0 = α1 . . . ,

und somit
∑

i∈Z
|αi|2 = ∞, was ein Widerspruch ist.

In allen der drei möglichen Fälle tritt ein Widerspruch auf, d.h. die Annahme
muss falsch sein. Also hat f keinen Fixpunkt.
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Aus diesem Gegenbeispiel lernen wir, dass in unendlich–dimensionalen
Banachräumen stetige Abbildungen nicht unbedingt einen Fixpunkt haben
müssen. Es ist also notwendig, stärkere Forderungen an die Abbildungen
zu stellen. Dazu betrachten wir folgenden Ansatz: Wir untersuchen solche
Operatoren, die durch ”endlich–dimensionale“ Operatoren angenähert wer-
den können, und versuchen, den Satz von Brouwer auf diese anzuwenden. Zur
Umsetzung dieser Idee benötigen wir folgende Definition:

2.36 Definition. Sei T : M ⊆ X → Y , wobei X,Y normierte Vektorräume
sind. Der Operator T heißt kompakt, wenn gilt:

(i) T ist stetig,
(ii) T bildet beschränkte Mengen B ⊆ M in relativ kompakte Mengen ab, d.h.

T (B) ist kompakt.

Beispiel. Das klassische Beispiel eines linearen, kompakten Operators ist ein
Integraloperator mit Kern aus L2. Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet und
K ∈ L2(Ω × Ω) ein Integralkern. Der Integraloperator A : L2(Ω) → L2(Ω)
ist dann definiert durch

Au(x) :=
∫
Ω

K(x, y)u(y) dy .

Mithilfe eines Approximationsargumentes, des Satzes von Arzelà–Ascoli (cf.
A.12.4) und der Abgeschlossenheit der Menge der kompakten Operatoren
bezüglich der Operatornorm kann man zeigen, dass A kompakt ist (cf. [2,
3.13, 8.15]).

Bemerkungen. (i) Die Definition kompakter Mengen und damit zusammen-
hängende Begriffe und Resultate finden sich im Appendix in den Abschnit-
ten A.1 und A.2. Insbesondere sind die Begriffe kompakt, folgenkompakt und
präkompakt in Banachräumen äquivalent (cf. Satz A.2.1).

(ii) Wir erinnern daran, dass in endlich–dimensionalen normierten Vek-
torräumen eine Menge M genau dann kompakt ist, wenn M abgeschlossen
und beschränkt ist. Aufgrund dieser Äquivalenz überlegt man sich leicht fol-
gende Aussage: Seien X,Y normierten Vektorräume. Dann ist ein Operator
T : M ⊆ X → Y kompakt, wenn eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist:

(a) dimY <∞ und T ist stetig und beschränkt.
(b) dimX < ∞ , T ist stetig und M ist abgeschlossen.

Der folgende Satz zeigt, in welchem Sinne kompakte Operatoren durch

”endlich–dimensionale“ Operatoren angenähert werden können.

2.37 Satz. Seien X und Y Banachräume, M ⊂ X eine nichtleere, be-
schränkte Teilmenge und T : M → Y ein Operator. Dann sind äquivalent:
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(i) T ist kompakt.
(ii) Für alle n ∈ N existiert ein kompakter Operator Pn : M → Y , dessen

Bildbereich R(Pn) in einem endlich–dimensionalen Teilraum von Y liegt.
Die Operatoren Pn approximieren den Operator T gleichmäßig auf M ,
d.h. für alle x ∈M und alle n ∈ N gilt:

‖Pnx− Tx‖Y <
1
n

. (2.38)

Beweis . (ii)⇒ (i): Wir zeigen zunächst, dass T stetig ist. Sei n ∈ N beliebig,
aber fest. Dann gilt für alle x, y ∈ M :

‖Tx− Ty‖Y ≤ ‖Tx− Pnx‖Y + ‖Pnx− Pny‖Y + ‖Pny − Ty‖Y

≤ 1
n

+ ‖Pnx− Pny‖Y +
1
n

(2.39)

≤ 3
n

,

falls ‖x− y‖X klein genug ist. Hierbei wurde benutzt, dass der Operator Pn

für festes n stetig ist. Da n ∈ N beliebig war, ist der Operator T stetig. Um
die relative Kompaktheit von T (M) nachzuweisen, zeigen wir die Existenz
eines endlichen 3

n–Netzes (cf. Satz A.2.1). Aus (2.39) folgt für alle x, y ∈M

‖Tx− Ty‖Y ≤
2
n

+ ‖Pnx− Pny‖Y . (2.40)

Da M beschränkt ist und Pn kompakt ist, gibt es x1, . . . , xN ∈ M mit

Pn(M) ⊆
N⋃

i=1

B 1
n
(Pnxi) ,

d.h. für alle y ∈M existiert ein Index i ∈ {1, . . . , N}, mit

‖Pny − Pnxi‖Y <
1
n

.

Zusammen mit (2.40) ergibt sich daraus, dass für alle y ∈ M ein Index
i ∈ {1, . . . , N} existiert mit

‖Txi − Ty‖Y <
3
n

,

d.h. T (M) besitzt ein endliches 3
n–Netz. Also ist der Operator T kompakt.

(i) ⇒ (ii): Sei T kompakt und n ∈ N gegeben. Da M beschränkt ist, ist
T (M) relativ kompakt und es existiert ein endliches 1

n–Netz (cf. Satz A.2.1),
d.h.

∃xi ∈M, i = 1, . . . , N : T (M) ⊆
N⋃

i=1

B 1
n
(Txi) . (2.41)
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Wir setzen yi := Txi, i = 1, . . . , N , und konstruieren eine Zerlegung der Eins.
Für i = 1, . . . , N definieren wir Funktionen ai : M → R durch

ai(x) := max
( 1

n
− ‖Tx− yi‖Y , 0

)
, (2.42)

welche folgende Eigenschaften haben:

(a) Die Funktionen ai, i = 1, . . . , N , sind stetig, denn T ist stetig und das
Maximum zweier stetiger Funktionen ist stetig.

(b) Aus (2.42) folgt, dass für alle x ∈M gilt: ai(x) ≥ 0 .
(c) Für alle x ∈ M gilt wegen der Überdeckungseigenschaft (2.41) der yi:

N∑
i=1

ai(x) > 0 .

(d) Aus (2.42) folgt, dass ai(x) > 0 die Ungleichung ‖Tx− yi‖Y < 1
n impli-

ziert.

Wegen (c) können wir nun für i = 1, . . . , N definieren

λi(x) := ai(x)
( N∑

j=1

aj(x)
)−1

(2.43)

und erhalten, dass λi, i = 1, . . . , N , die gewünschte Zerlegung der Eins ist,
denn es gilt:

(α) Aufgrund von (a) und (c) sind die Funktionen λi, i = 1, . . . , N , stetig.
(β) Offensichtlich gilt aufgrund von (2.43) für alle x ∈M : 0 ≤ λi ≤ 1 .

(γ) Aufgrund von (2.43) haben wir für alle x ∈ M :
N∑

i=1

λi(x) = 1 .

(δ) Aus λi(x) > 0 folgt ‖Tx− yi‖Y < 1
n .

Nun setzen wir Mn = co(y1, . . . , yN ) ⊆ span(y1, . . . , yN ) und definieren den
so genannten Schauderoperator Pn : M →Mn durch:

Pn(x) :=
N∑

i=1

λi(x) yi . (2.44)

Wir zeigen, dass Pn die gewünschten Approximationseigenschaften hat. Auf-
grund von (γ), der Definition der Pn und (δ) gilt:

‖Pnx− Tx‖Y =
∥∥Pnx−

N∑
i=1

λi(x)Tx
∥∥

Y

≤
N∑

i=1

λi(x)‖yi − Tx‖Y ≤
1
n

.

(2.45)
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Aus (2.44) folgt, dass R(Pn) ⊆ span(y1, . . . , yN ) gilt, d.h. der Bildbereich von
Pn liegt in einem endlich-dimensionalen Teilraum von Y . Die Menge Pn(M)
und somit auch Pn(M) ist beschränkt, denn mit Hilfe von (2.45) folgt

‖Pnx‖ ≤ ‖Pnx− Tx‖+ ‖Tx‖ ≤ 1
n

+ c ,

da T kompakt ist und somit T (M) beschränkt ist (cf. Satz A.2.1). Also
erhalten wir, dass die Menge Pn(M) relativ kompakt ist. Aufgrund von (2.44)
und (α) ist Pn stetig. Insgesamt ist also Pn ein kompakter Operator.

1.2.3 Der Satz von Schauder

2.46 Satz (Schauder 1930). Sei T : M ⊆ X → M stetig, wobei X ein
Banachraum ist und M eine nichtleere, konvexe, kompakte Teilmenge. Dann
besitzt T einen Fixpunkt.

Beweis . Der Operator T ist kompakt, da T (M) ⊆ M als abgeschlossene
Teilmenge einer kompakten Menge selbst auch kompakt ist. Nach dem Beweis
von Satz 2.37 existieren daher kompakte Operatoren Pn : M → Mn, wobei
Mn = co(y1, . . . , yN ) ⊆M , N = N(n), so dass für alle x ∈ M gilt:

‖Pnx− Tx‖ ≤ 1
n

. (2.47)

Wir setzen
P̃n := Pn|Mn

.

Die Menge Mn ist abgeschlossen und homöomorph zur abgeschlossenen Kugel
B1(0) im RÑ , Ñ ≤ N . Der Operator P̃n bildet die Menge Mn in sich selbst
ab. Also liefert Folgerung 2.23 die Existenz von Fixpunkten xn ∈Mn, d.h.

P̃nxn = xn . (2.48)

Für die Folge der Fixpunkte (xn) gilt:

xn ∈ Mn ⊆M .

Da M kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge, die wir wieder mit (xn)
bezeichnen, d.h. es existiert x ∈ M mit xn → x (n → ∞) . Wir zeigen nun,
dass dieses x der gesuchte Fixpunkt von T ist. Unter Benutzung von (2.48)
erhalten wir:

‖Tx− xn‖ = ‖Tx− P̃nxn‖
≤ ‖Tx− Txn‖+ ‖Txn − P̃nxn‖ → 0 (n →∞) ,

aufgrund der Stetigkeit von T und der gleichmäßigen Approximationseigen-
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schaft (2.47) der Pn. Somit ergibt sich

Tx = x ,

d.h. x ist ein Fixpunkt von T .
Wir wollen noch eine alternative Version des Satzes von Schauder bewei-

sen, die häufiger benutzt wird. In der Praxis ist es nämlich oft leichter, die
Kompaktheit eines Operators zu zeigen als die Kompaktheit einer Teilmenge
eines unendlich–dimensionalen Banachraumes. Dafür benötigen wir folgendes
Lemma.

2.49 Lemma (Mazur 1930). Sei X ein Banachraum und M ⊆ X relativ
kompakt. Dann ist auch co(M) relativ kompakt.

Beweis . Sei ε > 0 vorgegeben. Da M relativ kompakt ist, existiert ein
endliches ε

2 -Netz, d.h. es existieren z1, . . . , zn ∈ M , so dass für alle x ∈ M
ein j ∈ {1, . . . , n} existiert mit

‖x− zj‖ <
ε

2
. (2.50)

Dies erlaubt es uns, eine Funktion v : M → {1, . . . , n} durch folgende Vor-
schrift zu definieren:

v(x) = j ,

wobei j der kleinste Index ist für den (2.50) gilt. Nach Definition von
co(M) gibt es für alle y ∈ co(M) eine Darstellung y =

∑m
i=1 αi yi, wobei

m = m(y) ∈ N, αi ∈ [0, 1], yi ∈ M , i = 1, . . . , m und
∑m

i=1 αi = 1. Aufgrund
dieser Darstellung und der Definition von v erhalten wir∥∥∥y −

m∑
i=1

αizv(yi)

∥∥∥ =
∥∥∥ m∑

i=1

αi(yi − zv(yi))
∥∥∥ ≤ m∑

i=1

αi‖yi − zv(yi)‖ ≤
ε

2
.

Da
∑m

i=1 αizv(yi) ∈ K := co(z1, . . . , zn) gilt, haben wir gezeigt:

co(M) ⊆
⋃

x∈K

B ε
2
(x) . (2.51)

Wir betrachten nun die Funktion

ψ : [0, 1]n → X : (α1, . . . , αn) 
→
n∑

i=1

αizi ,

die offensichtlich stetig ist. Für die Restriktion der Funktion ψ auf die Men-
ge A =

{
(α1, . . . , αn) ∈ [0, 1]n

∣∣ ∑n
i=1 αi = 1

}
gilt ψ(A) = K. Somit ist K

das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung, also selbst
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kompakt, d.h.

∃ k1, . . . , kN ∈ K : K ⊆
N⋃

i=1

B ε
2
(ki) . (2.52)

Aus (2.51) und (2.52) folgt dann insgesamt

co(M) ⊆
N⋃

i=1

Bε(ki) ,

d.h. co(M) besitzt ein endliches ε–Netz. Also ist co(M) relativ kompakt.

2.53 Folgerung (Schauder). Sei T : M ⊂ X → M ein kompakter Ope-
rator, wobei X ein Banachraum ist, und M eine nichtleere, abgeschlossene,
beschränkte, konvexe Teilmenge von X ist. Dann besitzt T einen Fixpunkt.

Beweis . Sei N = co(T (M)) ⊆M . Wir überprüfen die Voraussetzungen von
Satz 2.46. Nach Lemma 2.49 ist die Menge N kompakt, konvex und nichtleer.
Der Operator T ist stetig, denn T ist kompakt. Weiter bildet T die Menge
N in sich selbst ab, denn es gilt:

N ⊆ M ⇒ T (N) ⊆ T (M) ⇒ T (N) ⊆ co(T (N)) ⊆ co(T (M)) = N .

Damit folgt nach Satz 2.46, dass T einen Fixpunkt besitzt.

1.2.4 Anwendung auf Differentialgleichungen

Wir betrachten zuerst noch einmal die gewöhnliche Differentialgleichung

x′(t) = f
(
t, x(t)

)
,

x(t0) = y0 ,
(2.54)

wobei wir diesmal nur voraussetzen, dass f : Q → R stetig ist, und nicht, wie
beim Satz von Picard–Lindelöf, Lipschitz–stetig.

2.55 Satz (Peano 1980). Seien t0, y0 ∈ R und a, b > 0 gegeben und sei

Q = {(t, y) ∈ R2
∣∣ |t− t0| ≤ a, |y − y0| ≤ b} .

Die Funktion f : Q→ R sei stetig, d.h. insbesondere, dass ein K > 0 existiert,
so dass für alle (t, y) ∈ Q gilt:

|f(t, y)| ≤ K .

Dann hat das Anfangswertproblem (2.54) eine stetig differenzierbare Lösung
x(·), die im Intervall [t0 − c, t0 + c], mit c = min(a, K

b ), definiert ist.
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Beweis . Da f stetig ist, ist die Differentialgleichung (2.54) äquivalent zur
Integralgleichung

x(t) = y0 +

t∫
t0

f
(
s, x(s)

)
ds .

Um diese zu lösen, versehen wir den Raum X = C([t0 − c, t0 + c]; R) mit der
Norm ‖x‖0 = max

t∈[t0−c,t0+c]
|x(t)| und definieren den Operator T : M ⊂ X → X

durch

(Tx) (t) := y0 +

t∫
t0

f
(
s, x(s)

)
ds .

Das Anfangswertproblem (2.54) ist also äquivalent zu folgendem Fixpunkt-
problem:

Tx = x , x ∈ M ,

mit

M = {x ∈ X
∣∣ ‖x− y0‖0 ≤ b} .

Die Menge M ist nichtleer, konvex, abgeschlossen und beschränkt. Analog
zum Beweis vom Satz von Picard–Lindelöf kann man zeigen, dass der Ope-
rator T die Menge M in sich selbst abbildet. Es ist noch zu zeigen, dass
T kompakt ist. Dazu verwenden wir den Satz von Arzelà–Ascoli. Für alle
t ∈ [t0 − c, t0 + c] und x ∈ M gilt:

|(Tx) (t)| ≤ |y0|+
t∫

t0

∣∣f(s, x(s))
∣∣ ds

≤ |y0|+ c K ,

d.h. T (M) ist gleichmäßig beschränkt. Weiter gilt für alle t1, t2 ∈ [t0−c, t0+c]
und x ∈M :

|(Tx) (t1)− (Tx) (t2)| ≤
t2∫

t1

∣∣f(s, x(s))
∣∣ ds ≤ K|t2 − t1| ,

d.h. T (M) ist gleichgradig stetig. Der Satz von Arzelà–Ascoli (cf. Satz A.12.4)
liefert also, dass T (M) relativ kompakt in C([t0 − c, t0 + c]; R) ist. Es bleibt
noch zu zeigen, dass T stetig ist: Konvergiere xn → x (n → ∞) bzgl. der
Norm in X, d.h. xn konvergiert gleichmäßig gegen x auf [t0− c, t0 + c]. Dann
haben wir

|(Txn) (t)− (Tx) (t)| ≤
t∫

t0

∣∣f(s, xn(s))− f(s, x(s))
∣∣ ds

≤ c ε ,
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da f auf Q gleichmäßig stetig ist und |t− t0| ≤ c. Nach Folgerung 2.53 folgt
dann: Es gibt einen Fixpunkt von T , d.h. eine Lösung von (2.54). Aus der
Differentialgleichung (2.54) folgt sofort, dass die Lösung x stetig differenzier-
bar ist, da f stetig ist.

Wir betrachten nun die nichtlineare partielle Differentialgleichung

−∆u = f(u) in Ω ,

u = 0 auf ∂Ω ,
(2.56)

wobei Ω ein beschränktes glattes Gebiet des Rd ist, f : R → R eine gegebene
Funktion und der Laplace–Operator durch

∆u :=
d∑

i=1

∂2
i u

definiert ist.

2.57 Satz. Sei Ω ein beschränktes glattes Gebiet des Rd und f ∈ C0(R)
eine gegebene, beschränkte Funktion. Dann besitzt das Problem (2.56) eine
schwache Lösung u ∈ W 1,2

0 (Ω), d.h. für alle ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω) gilt die schwache

Formulierung: 5 ∫
Ω

∇u · ∇ϕdx =
∫
Ω

f(u)ϕ dx . (2.58)

Beweis . Durch

[u, ϕ] :=
∫
Ω

∇u · ∇ϕ dx , u, ϕ ∈W 1,2
0 (Ω) , (2.59)

ist eine beschränkte, koerzive Bilinearform auf dem Hilbertraum W 1,2
0 (Ω)

definiert, d.h. für alle u, ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω) gilt:∣∣[u, ϕ]

∣∣ ≤ c0 ‖u‖W 1,2
0
‖ϕ‖W 1,2

0
,

[u, u] ≥ c1 ‖u‖2W 1,2
0

.

Dies sieht man leicht mithilfe der Hölder–Ungleichung (cf. (A.12.11)) und der
Definition der Norm in W 1,2

0 (Ω) (cf. Abschnitt A.12.3), bzw. durch Einsetzen
von ϕ = u in (2.59) und mithilfe der Äquivalenz der Normen ‖∇ · ‖L2(Ω)

und ‖ · ‖L2(Ω) + ‖∇ · ‖L2(Ω) auf W 1,2
0 (Ω) (cf. (A.12.26)). Für g ∈ L2(Ω) ist

offensichtlich durch

G(ϕ) :=
∫
Ω

g ϕ dx ,

5 Für das Skalarprodukt zweier Vektoren a = (a1, . . . , ad) ,b = (b1, . . . , bd) ∈ Rd

benutzen wir die Bezeichnung a · b :=
∑d

i=1 ai bi .
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ein beschränktes lineares Funktional auf W 1,2
0 (Ω) gegeben. Nach dem Lemma

von Lax–Milgram (cf. Lemma A.10.4) besitzt somit das Randwertproblem für
die Laplace–Gleichung

−∆v = g in Ω ,

v = 0 auf ∂Ω ,
(2.60)

für alle g ∈ L2(Ω) genau eine schwache Lösung v ∈ W 1,2
0 (Ω), d.h. für alle

ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω) gilt die schwache Formulierung:

[v, ϕ] =
∫
Ω

∇v · ∇ϕdx =
∫
Ω

g ϕ dx = G(ϕ) . (2.61)

Deshalb können wir einen Lösungsoperator durch

B := (−∆)−1 : g 
→ v (2.62)

definieren. Der Operator B ist kompakt, wenn man ihn als Operator von
L2(Ω) nach L2(Ω) auffasst, und stetig als Operator von L2(Ω) nach W 1,2

0 (Ω).
In der Tat, wenn wir in (2.61) ϕ = v wählen, erhalten wir mithilfe der Hölder–
Ungleichung (cf. (A.12.11)) und der Poincaré–Ungleichung (cf. Satz A.12.25)

‖∇v‖2L2 ≤ ‖g‖L2 ‖v‖L2

≤ c ‖g‖L2‖∇v‖L2 .

Dies liefert die apriori Abschätzung

‖∇v‖L2 ≤ c ‖g‖L2 . (2.63)

Wenn wir nun wieder die obige Äquivalenz der Normen und die Definition
des Lösungsoperators benutzen, erhalten wir

‖Bg‖W 1,2
0
≤ c ‖g‖L2 ,

‖Bg‖L2 ≤ c ‖g‖L2 ,
(2.64)

wobei die zweite Ungleichung sofort aus der ersten folgt. Aus (2.64) folgt,
dass sowohl B : L2(Ω) → W 1,2

0 (Ω) als auch B : L2(Ω) → L2(Ω) stetig sind,
da B linear und beschränkt ist. Weiterhin erhalten wir aus (2.64)2, dass B
beschränkte Mengen in L2(Ω) in beschränkte Mengen in W 1,2

0 (Ω) abbildet,
was zusammen mit der kompakten Einbettung W 1,2

0 (Ω) ↪→↪→ L2(Ω) (cf. Satz
A.12.24) liefert, dass B : L2(Ω) → L2(Ω) kompakt ist.

Die schwache Formulierung (2.58) des Problems (2.56) ist nun äquivalent
zum Fixpunktproblem

Tu = u , (2.65)

wobei T : L2(Ω) → L2(Ω) definiert ist durch

Tu := B
(
f(u)

)
.
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Der Operator T ist wohldefiniert, da auf Grund der Voraussetzungen an f
für alle u ∈ L2(Ω) gilt:

‖f(u)‖L2(Ω) ≤ |Ω|
1
2 ‖f‖L∞(R) .

Dies und (2.64) liefern

‖Tu‖W 1,2
0 (Ω) ≤ c ‖f‖L∞(R) =: c2 . (2.66)

Also bildet T die abgeschlossene Kugel Bc2(0) des L2(Ω) in die abgeschlossene
Kugel Bc2(0) des W 1,2

0 (Ω) ab. Somit ist der Bildbereich R(T ) relativ kompakt
in L2(Ω) aufgrund der kompakten Einbettung W 1,2

0 (Ω) ↪→↪→ L2(Ω) (cf. Satz
A.12.24). Der Operator T ist auch stetig. In der Tat, aus un → u (n → ∞)
in L2(Ω) folgt für eine Teilfolge unk

(x) → u(x) (k → ∞) fast überall in Ω.
Da B linear ist, erhalten wir aus (2.64)

‖Tunk
− Tu‖L2 = ‖B

(
f(unk

)− f(u)
)
‖L2 ≤ c ‖f(unk

)− f(u)‖L2 .

Die rechte Seite konvergiert gegen Null aufgrund des Satzes von Lebesgue
über die majorisierte Konvergenz (cf. Satz A.11.12). Dies gilt jedoch für je-
de fast überall konvergente Teilfolge von (un) und somit auch für die ge-
samte Folge (cf. Lemma 3.0.3). Insgesamt ist also T : L2(Ω) → L2(Ω) ein
kompakter Operator, der die abgeschlossene Kugel Bc2(0) des L2(Ω) in sich
selbst abbildet. Folgerung 2.53 liefert sofort die Existenz eines Fixpunktes
u ∈ Bc2(0) ⊂ L2(Ω) von T . Aufgrund von (2.65) und (2.66) erhalten wir,
dass der Fixpunkt u in W 1,2

0 (Ω) liegt und, aufgrund der Definition von T
bzw. B, die schwache Formulierung (2.58) erfüllt.

Bemerkung. Die Behauptung des Satzes kann leicht auf den Fall einer ste-
tigen Funktion f : R → R mit

|f(x)| ≤ c
(
1 + |x|α

)
,

mit 0 ≤ α < 1, erweitert werden. Um eine Analogie von (2.66) zu erhalten,
muss man 0 ≤ α < 1 und die Young–Ungleichung (cf. Abschnitt A.12.2)
benutzen.



2 Integration und Differentiation in
Banachräumen

Ziel dieses Kapitels ist es, die Integrations- und Differentiationstheorie reeller
vektorwertiger Funktionen f : Ω ⊆ Rd → Rm auf Funktionen

f : Ω ⊆ Rd → X ,

mit Werten in einem Banachraum X zu erweitern. Insbesondere werden das
Lebesgue–Integral

∫
Ω

f i(x) dx, i = 1, . . . , m, mit f = (f1, . . . , fm), die par-

tiellen Ableitungen ∂fi

∂xj
(x), i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , d, und das Differential

Df(x) verallgemeinert. Das Vorgehen in Falle von Funktionen mit Werten
in Banachräumen ist analog zum Fall reeller vektorwertiger Funktionen. Alle
Sätze und Resultate, die wir kennenlernen werden, haben eine Entsprechung
in der Theorie reeller Funktionen, aber an manchen Stellen muss man auf-
passen!

2.1 Bochner–Integrale

Der Einfachheit halber und in Hinblick auf die Anwendung auf Evolutions-
probleme betrachten wir nur Funktionen

f : S → X ,

mit Lebesgue–messbarem eindimensionalem Definitionsbereich

S ⊆ R ,

und beschränken uns auf den Fall, dass X ein reflexiver reeller Banachraum
ist. Diese Voraussetzungen gelten für den gesamten Abschnitt. Im Folgendem
bezeichnen wir das Lebesgue Maß einer Lebesgue–messbaren Menge A ⊆ R

mit µ(A) (cf. Abschnitt A.11).

1.1 Definition. Eine Funktion f : S → X heißt Treppenfunktion, wenn
sie sich schreiben lässt als

f(s) =
n∑

i=1

χBi
(s)xi ,
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wobei xi ∈ X, i = 1, . . . , n, und Bi ⊆ S ⊆ R, i = 1, . . . , n, Lebesgue–
messbare Mengen sind, für die gilt: µ(Bi) < ∞, Bi ∩ Bj = ∅ für i �= j. Die
charakteristische Funktion χB ist definiert durch

χB(s) =
{0 , s /∈ B ,

1 , s ∈ B .

1.2 Definition. Für eine Treppenfunktion f definieren wir das Bochner–
Integral durch ∫

S

f(s) ds :=
n∑

i=1

µ(Bi)xi .

Bemerkung. Man beachte, dass das Bochner-Integral
∫

S
f(s) ds ein Ele-

ment des Banachraumes X ist.

In der Lebesgue Theorie reellwertiger Funktionen kann man zeigen, dass
eine Funktion genau dann messbar ist, wenn sie der punktweise Grenzwert
einer Folge von Treppenfunktionen ist. Weiterhin kann man das Lebesgue In-
tegral einer nichtnegativen reellen Funktion als den Grenzwert von Integralen
einer geeigneten Folge von Treppenfunktionen charakterisieren (cf. Abschnitt
A.11, [2, Anhang 1], [10, Kapitel 1]). Im Falle von Funktionen mit Werten in
Banachräumen werden Modifizierungen dieser Charakterisierungen als Defi-
nitionen benutzt.

1.3 Definition. Eine Funktion f : S → X heißt Bochner–messbar, falls
eine Folge (fn) von Treppenfunktionen fn : S → X existiert, so dass für fast
alle s ∈ S gilt:

lim
n→∞ ‖fn(s)− f(s)‖X = 0 . (1.4)

Genügt eine solche Folge der Bedingung

lim
n→∞

∫
S

‖fn(s)− f(s)‖X ds = 0 , (1.5)

so heißt f Bochner–integrierbar, und wir definieren das Bochner–Inte-
gral als ∫

S

f(s) ds := lim
n→∞

∫
S

fn(s) ds . (1.6)

Zum besseren Verständnis und zur Rechtfertigung dieser Definition müssen
wir folgende Überlegungen machen:

(a) Die Bedingung (1.5) macht Sinn, wie aus folgendem Lemma, ange-
wendet auf fn − f , folgt.

1.7 Lemma. Wenn f : S → X Bochner–messbar ist, dann ist die Funktion
‖f(·)‖ : S → R Lebesgue–messbar.
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Beweis . Sei f : S → X eine Bochner–messbare Funktion. Dann gibt es eine
Folge fn : S → X von Treppenfunktionen für die (1.4) gilt. Offensichtlich sind
‖fn(·)‖ : S → R Treppenfunktionen mit Werten in R. Aufgrund von (1.4)
haben wir für fast alle s ∈ S

lim
n→∞ ‖fn(s)‖ = ‖f(s)‖ ,

und somit ist die Funktion ‖f(·)‖ als Grenzwert einer Folge Lebesgue–
messbarer Funktionen selbst Lebesgue–messbar (cf. Satz A.11.4).

(b) Der Grenzwert in (1.6) existiert. In der Tat haben wir für n, k ∈ N∥∥∥∫
S

fn ds−
∫
S

fk ds
∥∥∥ =

∥∥∥∫
S

fn − fk ds
∥∥∥ ≤ ∫

S

‖fn − fk‖ ds ,

da (fn) Treppenfunktionen sind und es sich somit um endliche Summen von
Elementen aus X handelt. Die rechte Seite können wir abschätzen durch∫

S

‖fn − f‖+ ‖f − fk‖ ds → 0 (n, k →∞) ,

wobei wir die Bedingung (1.5) benutzt haben. Somit haben wir gezeigt, dass( ∫
S

fn ds
)

eine Cauchyfolge in X bildet. Aufgrund der Vollständigkeit von
X existiert also der Grenzwert in (1.6).

(c) Der Grenzwert in (1.6) ist von der gewählten Folge unabhängig, da
zwei Folgen zu einer kombiniert werden können und der Grenzwert existiert.

Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen Bochner–messbaren
Funktionen und Lebesgue–messbaren Funktionen her.

1.8 Satz (Pettis 1938). Sei X ein separabler Banachraum. Dann ist
f : S → X genau dann Bochner–messbar, wenn für alle F ∈ X∗ die Funktion
〈F, f(·)〉X : S → R Lebesgue–messbar ist.

Beweis . 1. Sei f Bochner–messbar. Aufgrund von Definition 1.3 gibt es eine
Folge (fn) von Treppenfunktionen, so dass für fast alle s ∈ S gilt:

fn(s) → f(s) in X , (n →∞) .

Da starke Konvergenz in X schwache Konvergenz in X impliziert (cf. Lemma
A.8.6 (ii)), folgt damit auch, dass für alle F ∈ X∗ und fast alle s ∈ S gilt:

〈F, fn(s)〉 → 〈F, f(s)〉 (n →∞) . (1.9)

Offensichtlich sind 〈F, fn(·)〉 : S → R Treppenfunktionen mit Werten in R.
Dies zusammen mit (1.9) impliziert, dass 〈F, f(·)〉 : S → R Lebesgue–messbar
ist.
2. Der Beweis dieser Richtung ist sehr technisch und kann in [22, Satz V.4],
[21, Satz 24.1] nachgelesen werden. Die Voraussetzung der Separabilität von
X kann man abschwächen.
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1.10 Folgerung. Sei X ein separabler Banachraum. Ferner sei f : S → X
eine Funktion und seien fn : S → X,n ∈ N, Bochner–messbare Funktionen,
so dass für fast alle s ∈ S gilt:

fn(s) ⇀ f(s) (n →∞) . (1.11)

Dann ist f Bochner–messbar.

Beweis . Da die Funktionen fn, n ∈ N, Bochner–messbar sind, folgt auf-
grund von Satz 1.8, dass für alle F ∈ X∗ auch die reellwertigen Funktionen
〈F, fn(·)〉, n ∈ N, Lebesgue–messbar sind. Aus (1.11) folgern wir für alle
F ∈ X∗ und fast alle s ∈ S

〈F, fn(s)〉 → 〈F, f(s)〉 (n →∞) .

Somit ist auch der Grenzwert 〈F, f(·)〉 Lebesgue–messbar. Nochmalige An-
wendung von Satz 1.8 liefert dann, dass f Bochner–messbar ist.

1.12 Satz (Bochner 1933). Eine Bochner–messbare Funktion f : S → X
ist genau dann Bochner–integrierbar, wenn die Funktion ‖f(·)‖X : S → R

Lebesgue–integrierbar ist.

Beweis . 1. Sei f : S → X Bochner–integrierbar und sei (fn) eine Folge von
Treppenfunktionen, so dass für fast alle s ∈ S gilt:

fn(s) → f(s) in X (n →∞) . (1.13)

Nach Lemma 1.7 sind ‖fn(·)‖ : S → R, n ∈ N, Lebesgue–messbar, was zu-
sammen mit (1.13) liefert, dass auch ‖f(·)‖ Lebesgue–messbar ist. Wir haben
folgende punktweise Abschätzung:

‖f(s)‖ ≤ ‖fn(s)‖+ ‖f(s)− fn(s)‖ ,

und somit ergibt sich für ein festes n0 ∈ N∫
S

‖f(s)‖ ds ≤
∫
S

‖fn0(s)‖ ds +
∫
S

‖f(s)− fn0(s)‖ ds < ∞ ,

da fn0 eine Treppenfunktion ist und der Grenzwert in (1.5) existiert. Also ist
‖f(·)‖ Lebesgue–integrierbar.
2. Sei f Bochner–messbar und sei ‖f(·)‖X : S → R Lebesgue–integrierbar.
Dann existiert eine Folge von Treppenfunktionen (fn), die (1.13) erfüllt. Wir
definieren

gn(s) :=

{
fn(s) , falls ‖fn(s)‖ ≤ 3

2‖f(s)‖ ,

0 , falls ‖fn(s)‖ > 3
2‖f(s)‖ .
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Offensichtlich sind auch gn, n ∈ N, Treppenfunktionen und für fast alle s ∈ S
gilt:

lim
n→∞ ‖gn(s)− f(s)‖ = 0 .

Aufgrund der Konstruktion von gn haben wir für alle s ∈ S und alle n ∈ N:

‖gn(s)‖ ≤ 3
2
‖f(s)‖ ,

und erhalten somit

‖gn(s)− f(s)‖ ≤ ‖gn(s)‖+ ‖f(s)‖ ≤ 5
2
‖f(s)‖ ,

d.h. die Folge reellwertiger Funktionen
(
‖gn(·)−f(·)‖

)
besitzt eine Lebesgue–

integrierbare Majorante. Nach dem Satz von Lebesgue über majorisierte Kon-
vergenz (cf. Satz A.11.10) folgt damit

lim
n→∞

∫
S

‖gn(s)− f(s)‖ ds = 0 ,

d.h. f ist nach Definition Bochner–integrierbar.

1.14 Folgerung. Sei f : S → X Bochner–integrierbar. Dann gilt:∥∥∥∥∫
S

f(s) ds

∥∥∥∥
X

≤
∫
S

∥∥f(s)
∥∥

X
ds , (1.15)

und für alle F ∈ X∗〈
F,

∫
S

f(s) ds
〉

X
=

∫
S

〈
F, f(s)

〉
X

ds . (1.16)

Beweis . 1. Nach der Definition des Bochner–Integrals gilt für geeignete
Treppenfunktionen (fn):∥∥∥∫

S

f(s) ds
∥∥∥ = lim

n→∞

∥∥∥∫
S

fn(s) ds
∥∥∥

≤ lim
n→∞

∫
S

‖fn(s)‖ ds

≤ lim
n→∞

(∫
S

‖fn(s)− f(s)‖ ds +
∫
S

‖f(s)‖ ds

)

=
∫
S

‖f(s)‖ ds ,

wobei wir die Definition des Integrals von Treppenfunktionen und (1.5) be-
nutzt haben.
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2. Nach dem Beweis von Satz 1.12 gibt es eine Folge (fn) von Treppen-
funktionen, die fast überall gegen f konvergiert und für die gilt:

‖fn(s)‖ ≤ 3
2‖f(s)‖ . (1.17)

Aufgrund der Definition des Bochner–Integrals haben wir für alle F ∈ X∗〈
F,

∫
S

f(s) ds
〉

= lim
n→∞

〈
F,

∫
S

fn(s)
〉

ds

= lim
n→∞

∫
S

〈F, fn(s)〉 ds

=
∫
S

〈F, f(s)〉 ds ,

(1.18)

wobei im 2. Schritt benutzt wurde, dass das Integral von Treppenfunktionen
eine endliche Linearkombination von Elementen aus X ist und F ein lineares
stetiges Funktional ist. In der Tat gilt für festes n ∈ N:〈

F,

∫
S

fn(s) ds
〉

=
〈
F,

N∑
i=1

µ(Bn
i )xn

i

〉

=
N∑

i=1

µ(Bn
i )

〈
F, xn

i

〉
=

∫
S

〈
F, fn(s)

〉
ds .

Im letzten Schritt in (1.18) wurde (1.17) und der Satz von der majorisierten
Konvergenz von reellwertigen Funktionen benutzt.

Bemerkung. Sei I ein beschränktes Intervall. Für Funktionen f ∈ C(Ī;X)
existiert das Bochner–Integral nach Satz 1.12, da ‖f(·)‖ : Ī → R Lebesgue–
integrierbar ist. Es ergibt sich als Grenzwert Riemannscher Summen:∫

I

f(s) ds = lim
n→∞

n∑
j=0

f(t̂nj )(tnj+1 − tnj ) , (1.19)

wobei t̂nj ∈ [tnj , tnj+1]. In der Tat, da f auf I gleichmäßig stetig ist, gilt offen-
sichtlich

fn(s) :=
n∑

j=0

f(t̂nj )χ[tn
j ,tn

j+1]
(s) ⇒ f(s) (n →∞) , (1.20)

d.h. es existieren Treppenfunktionen (fn), die gleichmäßig gegen f konver-
gieren. Das Bochner–Integral dieser Treppenfunktionen ist gleich der Summe
auf der rechten Seite in (1.19). Aus (1.20) ergibt sich mithilfe des Satzes von
der majorisierten Konvergenz, angewendet auf (‖fn(·) − f(·)‖X), dass (fn)
die Bedingung (1.5) erfüllt.
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2.1.1 Lp–Räume mit Werten in Banachräumen

Das Bochner–Integral ist analog zum Lebesgue–Integral definiert. Man kann
deshalb viele Resultate für Lebesgue–Integrale auf Bochner–Integrale über-
tragen, wobei die obigen Sätze, die einen Zusammenhang zwischen dem
Bochner– und dem Lebesgue–Integral herstellen, nützlich sind. Wir wollen
dies an einigen Beispielen illustrieren.

1.21 Definition. Wir bezeichnen mit

Lp(S;X) , 1 ≤ p <∞ ,

die Menge aller Bochner–messbaren Funktionen, für die gilt:∫
S

∥∥f(s)
∥∥p

X
ds < ∞ .

Die Menge aller Bochner–messbaren Funktionen, für die eine Konstante M
existiert, so dass für fast alle s ∈ S gilt:

‖f(s)‖X ≤M ,

bezeichnen wir mit L∞(S;X).

1.22 Satz. Die Menge Lp(S;X), 1 ≤ p ≤ ∞, bildet einen Banachraum
bezüglich der Norm

‖f‖Lp(S;X) :=

⎛⎝∫
S

‖f(s)‖p
X ds

⎞⎠
1
p

, 1 ≤ p < ∞ ,

bzw.
‖f‖L∞(S;X) := ess sup

S
‖f(s)‖X .

Beweis . Die Eigenschaften der Norm sind leicht nachzurechnen. Die Voll-
ständigkeit der Räume Lp(S;X) kann wie folgt auf die Vollständigkeit
der Räume Lp(S; R) zurückgeführt werden: Sei (fn) eine Cauchy–Folge in
Lp(S;X), d.h.

‖fn − fk‖p
Lp(S;X) =

∫
S

‖fn(s)− fk(s)‖p
X ds → 0 (n, k →∞) .

Dies, zusammen mit Satz 1.12 und der Dreiecksungleichung in X, impliziert,
dass die Folge der Funktionen

(
‖fn(·)‖X

)
eine Cauchyfolge in Lp(S; R) ist.

Nun kann man dem Beweis im Falle von Lp(S; R) folgen (cf. [2, Satz 1.17],
[12, Satz IV.1.11]).

1.23 Lemma. Die Menge der Treppenfunktionen (cf. Definition 1.1) ist
dicht in Lp(S;X), 1 ≤ p <∞.

Beweis . Dies haben wir im Falle von p = 1 bereits im Teil 2 des Beweises
von Satz 1.12 gezeigt. Der allgemeine Fall folgt völlig analog.
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Beispiel. Zur Illustration wollen wir für ein glattes, beschränktes Gebiet
Ω ⊂ Rd und ein beschränktes Intervall I = [0, T ] den Raum Lp(QT ) betrach-
ten, wobei QT := I × Ω und 1 ≤ p < ∞. Für f ∈ Lp(QT ) erhalten wir
mithilfe des Satzes von Fubini (cf. Satz A.11.16), dass für fast alle t ∈ I die
Funktion

f(t) : Ω → R : x 
→ f(t, x) ,

zum Raum Lp(Ω) gehört und die Formel

‖f‖p
Lp(QT ) =

T∫
0

∫
Ω

|f(t, x)|p dx dt=

T∫
0

‖f(t)‖p
Lp(Ω) ds=‖f‖p

Lp(I;Lp(Ω)) , (1.24)

gilt. Dies zeigt insbesondere, dass die Funktion

f : I → Lp(Ω) : t 
→ f(t)

zum Raum Lp(I;Lp(Ω)) gehört, falls f : I → Lp(Ω) Bochner–messbar
ist. Der Satz von Fubini liefert auch, dass die Funktion t 
→ ‖f(t)‖p

Lp(Ω)

Lebesgue–integrierbar ist, also insbesondere Lebesgue–messbar. Aufgrund
von Satz 1.12 folgt daraus sofort, dass f : I → Lp(Ω) Bochner–messbar ist.
Somit haben wir gezeigt: Lp(QT ) ⊆ Lp(I;Lp(Ω)).

Umgekehrt, sei Lp(I;Lp(Ω)). Lemma 1.23 liefert die Existenz einer Folge
von Treppenfunktionen (fn) der Form

fn(t, x) =
N(n)∑
i=1

χn
Bn

i
(t)un

i (x) ,

wobei Bn
i ⊂ I, i = 1, . . . , N(n), paarweise disjunkte Lebesgue–messbare Men-

gen sind und un
i , i = 1, . . . , N(n), Elemente aus Lp(Ω) sind, so dass

fn → f in Lp(I;Lp(Ω)) (n →∞) . (1.25)

Die so definierten Funktionen fn : QT → R, sind offensichtlich Lebesgue–
messbar und gehören zum Raum Lp(QT ). Aufgrund von (1.25) und der
Gleichheit der Normen in Lp(QT ) und Lp(I;Lp(Ω)) (cf. (1.24)) erhalten
wir, dass (fn) eine Cauchyfolge in Lp(QT ) bildet. Da der Raum Lp(QT )
vollständig ist (cf. Abschnitt A.12.2), besitzt die Folge (fn) einen Grenzwert
in Lp(QT ), der, aufgrund von (1.25) und Lp(QT ) ⊆ Lp(I;Lp(Ω)), mit f
übereinstimmen muss. Somit gilt auch: Lp(I;Lp(Ω)) ⊆ Lp(QT ).

Insgesamt haben wir somit gezeigt, dass gilt:

Lp(QT ) = Lp(I;Lp(Ω)) .

Weitere Beispiele für Lp–Räume mit Werten in Banachräumen werden wir
kennenlernen, wenn wir uns mit Evolutionsproblemen und parabolischen Dif-
ferentialgleichungen beschäftigen (cf. Abschnitte 3.3.2, 3.3.5, 3.3.6).
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1.26 Satz (Hölder–Ungleichung). Sei f ∈ Lp(S;X), g ∈ Lp′
(S;X∗),

wobei X∗ der Dualraum von X ist, 1 ≤ p ≤ ∞ gilt und p′ der duale Exponent
ist, d.h. 1

p + 1
p′ = 1.1 Dann ist 〈g(·), f(·)〉X ∈ L1(S; R) und es gilt:∣∣∣∣ ∫

S

〈
g(s), f(s)

〉
X

ds

∣∣∣∣ ≤ ‖g‖Lp(S;X∗)‖f‖Lp′ (S;X) .

Beweis . Seien (fn), (gn) Folgen von Treppenfunktionen, so dass für fast alle
s ∈ S gilt:

fn(s) → f(s) in X , gn(s) → g(s) in X∗ (n →∞) .

Somit gilt für fast alle s ∈ S

〈gn(s), fn(s)〉X → 〈g(s), f(s)〉X (n →∞) ,

d.h. auch die Funktion 〈g(·), f(·)〉X ist Lebesgue–messbar, und es gilt:∣∣∣∣ ∫
S

〈
g(s), f(s)

〉
X

ds

∣∣∣∣ ≤ ∫
S

‖g(s)‖X∗‖f(s)‖X ds

≤ ‖g‖Lp(S;X∗)‖f‖Lp′ (S;X) ,

aufgrund der Hölder–Ungleichung für Funktionen mit Werten in R (cf. Lem-
ma A.12.10).

1.27 Satz. Sei X ein reflexiver Banachraum und 1 < p < ∞. Dann besitzt
jedes Funktional F ∈ (Lp(S;X))∗ genau eine Darstellung der Form

F (u) =
∫
S

〈v(s), u(s)〉X ds für alle u ∈ Lp(S;X) ,

wobei v ∈ Lp′
(S;X∗), 1

p + 1
p′ = 1.

Beweis . Der sehr technische Beweis verläuft analog zum Beweis reellwertiger
Funktionen f : S → R (cf. [12, Kapitel 4]).

2.2 Differentiation von Funktionen mit Werten in
Banachräumen

Bevor wir uns mit Ableitungen von Funktionen mit Werten in Banachräum-
en beschäftigen, wollen wir an die Definition des Raumes stetiger Funktionen
1 Wir benutzen die Konvention, dass sowohl p = 1, p′ = ∞ als auch p = ∞, p′ = 1

in der Identität 1
p

+ 1
p′ = 1 enthalten sind.
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erinnern. Seien X,Y Banachräume und sei U ⊆ X. Die Menge aller steti-
gen Funktionen f : U → Y (cf. Abschnitt A.1) bezeichnen wir mit C(U ;Y ),
welche in natürlicher Weise einen Vektorraum bildet. Man beachte, dass z.B.
für offene Mengen U eine stetige Funktion f : U → Y nicht beschränkt sein
muss. Falls man die Menge der beschränkten, stetigen Funktionen Cb(U ;Y )
mit der kanonischen Norm

‖f‖0 := sup
x∈U

‖f(x)‖Y

versieht, ist(
Cb(U ;Y ), ‖ · ‖0

)
:=

(
{f ∈ C(U ;Y )

∣∣ ‖f‖0 <∞}, ‖ · ‖0
)

ein Banachraum. Dies beweist man analog zum Fall reellwertiger Funktionen.
Im Falle einer kompakten Menge U ⊂ X haben wir Cb(U ;Y ) = C(U ;Y ).

Die Konvergenz einer Folge (fn) von Funktionen aus Cb(U ;Y ) bezüglich
der Norm ‖ · ‖0 ist nichts anderes als die auf U gleichmäßige Konvergenz von
fn gegen f im Banachraum Y .

Im Folgenden werden wir die Bezeichnung f : U ⊆ X → Y benutzen, um
anzuzeigen, dass der Definitionsbereich D(f) := U der Abbildung f : U → Y
eine Teilmenge der Menge X ist.

2.1 Definition. Seien X,Y Banachräume, sei V (x0) eine Umgebung von
x0 ∈ X und seien f : V (x0) ⊆ X → Y und h ∈ X gegeben. Falls die Abbildung
ϕ : (−δ, δ) ⊂ R → Y , wobei δ > 0 geeignet gewählt ist, definiert durch

ϕ(t) := f(x0 + th) ,

in t = 0 differenzierbar ist, d.h.

ϕ′(0) = lim
t→0

f(x0 + th)− f(x0)
t

∈ Y , (2.2)

sagen wir, dass f im Punkt x0 eine Ableitung in Richtung h besitzt, die
wir mit δf(x0, h) bezeichnen. Falls δf(x0, h) für alle h ∈ X existiert und die
Abbildung

Df(x0) : X → Y : h 
→ δf(x0, h)

stetig und linear ist, sagen wir, dass f im Punkt x0 Gâteaux–differenzier-
bar ist und nennen Df(x0) die Gâteaux–Ableitung von f im Punkt x0.

Bemerkung. (i) Die Definition (2.1) stimmt im Fall von X = Rd, Y = Rm

mit der Definition der Richtungsableitung reeller vektorwertiger Funktionen
überein. Insbesondere gilt im Falle m = 1

δf(x0, ei) =
∂f

∂xi
(x0) ,

wobei ei, i = 1, . . . , d, die kanonische Orthonormalbasis des Rd ist.
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(ii) Falls δf(x0, h) existiert, ist f im Punkt x0 stetig in Richtung h, d.h.

lim
t→0

f(x0 + th) = f(x0) .

(iii) Falls δf(x0, h) existiert, dann gilt für alle y∗ ∈ Y ∗:

d

dt

〈
y∗, f(x0 + th)

〉
Y

∣∣∣
t=0

=
〈
y∗, δf(x0, h)

〉
Y

.

Indem wir die Bezeichnung r(x) = o(‖x‖) einführen, können wir die De-
finition der Gâteaux–Ableitung umschreiben. Wir definieren:

r(x) = o(‖x‖) ⇐⇒ ‖r(x)‖
‖x‖ → 0 (x → 0) .

Damit schreibt sich die Bedingung (2.2) in Definition 2.1 wie folgt:

f(x0 + th)− f(x0) = ϕ′(0) t + o(t) .

2.3 Satz (Mittelwertsatz). Seien X,Y Banachräume und seien x0, h ∈ X
gegeben. Ferner sei f : X → Y für 0 ≤ t ≤ 1 in f(x0 + th) Gâteaux–differen-
zierbar und sei die Abbildung t 
→ δf(x0+th, h) auf dem Intervall [0, 1] stetig.
Dann gilt:

f(x0 + h)− f(x0) =

1∫
0

δf(x0 + th, h) dt .

Beweis . Seien y∗ ∈ Y ∗ und h ∈ X gegeben. Wir definieren Funktionen
g : [0, 1] → Y und j : [0, 1] → R durch:

g(t) = f(x0 + th) , j(t) = 〈y∗, g(t)〉Y .

Aufgrund der Voraussetzungen sind beide Funktionen nach t differenzierbar
und es gilt:

g′(t) = δf(x0 + th, h) , j′(t) = 〈y∗, g′(t)〉Y .

Für die Funktion j gilt nach dem Mittelwertsatz in R

j(1)− j(0) =

1∫
0

j′(t) dt ,

was wir unter Benutzung der Definitionen von j und g umschreiben können
als

〈y∗, f(x0 + h)− f(x0)〉Y =

1∫
0

〈
y∗, δf(x0 + th, h)

〉
Y

dt

=
〈
y∗,

1∫
0

δf(x0 + th, h) dt
〉

Y
,
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wobei wir (1.16) verwendet haben. Da y∗ ∈ Y ∗ beliebig war, folgt mit einer
Folgerung des Satzes von Hahn–Banach (cf. Lemma A.7.2 (ii))

f(x0 + h)− f(x0) =

1∫
0

δf(x0 + th, h) dt ,

also gilt die Behauptung.

2.4 Definition. Seien X,Y Banachräume und sei f : Br(x0) ⊆ X → Y eine
Funktion. Dann ist f Fréchet–differenzierbar im Punkt x0 ∈ X genau
dann, wenn eine stetige lineare Abbildung A : X → Y existiert, so dass

f(x0 + h)− f(x0) = Ah + o(‖h‖) , (h → 0) .

Wenn diese Abbildung existiert, nennen wir sie Fréchet–Ableitung von f
in x0 und bezeichnen sie mit f ′(x0) =: A.

Bemerkung. Wenn die Funktion f : Br(x0) ⊆ X → Y an der Stelle x0 eine
Fréchet–Ableitung besitzt, dann ist f an der Stelle x0 stetig.

Die Funktion f : U ⊆ X → Y heißt stetig differenzierbar im Punkt
x0 ∈ U , falls in einer Umgebung V (x0) ⊂ U von x0 die Fréchet–Ableitung

f ′ : V (x0) ⊆ X → L(X,Y ) : x 
→ f ′(x)

existiert und im Punkt x0 stetig ist. Hierbei bezeichnet L(X,Y ) den Raum
der stetigen linearen Abbildungen A : X → Y , der, mit der kanonischen Ope-
ratornorm

‖A‖L(X,Y ) := sup
‖x‖X≤1

‖Ax‖Y

versehen, einen Banachraum bildet (cf. Abschnitt A.6). Wenn f in jedem
Punkt einer offenen Menge U ⊆ X stetig differenzierbar ist, schreiben wir
f ∈ C1(U ;Y ).

Seien U ⊆ X und V ⊆ Y offene Teilmengen der Banachräume X und
Y . Eine Funktion f : U → V heißt Diffeomorphismus von U auf V genau
dann, wenn f bijektiv ist und sowohl f ∈ C1(U, Y ) als auch f−1 ∈ C1(V,X)
gelten.

2.5 Satz. Seien X,Y Banachräume. Dann gilt für f : X → Y :

(i) Ist f im Punkt x0 Fréchet–differenzierbar, dann ist f in x0 Gâteaux–
differenzierbar.

(ii) Ist f Gâteaux–differenzierbar in einer Umgebung U(x0), und ist Df(x)
stetig in x0, dann ist f Fréchet–differenzierbar in x0.
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Beweis . ad (i): Die Behauptung folgt sofort, wenn wir in der Definition
der Fréchet–Ableitung h als th̃, h̃ fest aber beliebig, wählen und dann den
Grenzübergang t → 0 durchführen.

ad (ii): Für die Funktion g(τ) := f(x0 + τh) erhalten wir

g′(τ) = δf(x0 + τh, h) .

Nach dem Mittelwertsatz 2.3 ergibt sich dann

‖g(1)− g(0)− g′(0)‖ =
∥∥∥ 1∫

0

δf(x0 + th, h)− δf(x0, h) dt
∥∥∥

≤
1∫

0

∥∥(Df(x0 + th)−Df(x0)
)
h
∥∥ dt

≤
1∫

0

∥∥Df(x0 + th)−Df(x0)
∥∥ ‖h‖ dt

= o(‖h‖) ,

da Df stetig in x0 ist. Also ist f im Punkt x0 Fréchet–differenzierbar.

Auch das Analogon der Ketten- und Produktregel reeller vektorwerti-
ger Funktionen gilt für Funktionen mit Werten in Banachräumen. Doch wir
müssen zunächst einmal klären, was ein Produkt ist.

2.6 Definition. Seien X,Y und W Banachräume. Wir nennen eine Abbil-
dung B : X × Y →W ein Produkt, wenn B folgende Bedingungen erfüllt:

(i) B ist bilinear, d.h. B(·, ·) ist linear in beiden Komponenten,
(ii) B ist stetig, d.h. es existiert eine Konstante c > 0, so dass für alle x ∈ X

und alle y ∈ Y gilt:

‖B(x, y)‖W ≤ c ‖x‖X‖y‖Y .

2.7 Satz (Ketten– und Produktregel). Seien X,Y,W,Z Banachräume.

(i) Seien U ⊆ X, V ⊆ Y offene Mengen und seien f ∈ C1(U ;Y ) und
g ∈ C1(V ;Z) derart, dass f(U) ⊆ V . Dann ist g ◦ f ∈ C1(U ;Z), und es
gilt:

(g ◦ f)′(x) = g′
(
f(x)

)
◦ f ′(x) .

(ii) Sei U ⊆ X offen. Die Funktionen f : U → Y und g : U → Z seien in U
Fréchet–differenzierbar und B : Y ×Z →W sei ein Produkt. Dann ist die
Funktion h : U →W : x 
→ B(f(x), g(x)) Fréchet–differenzierbar, und es
gilt für alle y ∈ X

h′(x)y = B(f ′(x)y, g(x)) + B(f(x), g′(x)y) .
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Beweis . ad (i): Nach Voraussetzung ist g in y := f(x) Fréchet–differenzierbar,
d.h.

g(y + k) = g(y) + g′(y)k + ‖k‖ r1(k) ,

wobei r1(k) → 0 für k → 0. Wir wählen

k = k(h) = f(x + h)− f(x) = f ′(x)h + ‖h‖ r2(h) ,

wobei r2(h) → 0 für h → 0, was aufgrund der Fréchet–Differenzierbarkeit
von f in x gilt. Insgesamt erhalten wir dann

g(f(x + h)) = g(f(x)) + g′(f(x))f ′(x)h + r(h) ,

wobei für r(h) := g′(f(x))‖h‖ r2(h) +
∥∥f ′(x)h + ‖h‖ r2(h)

∥∥ r1(k) gilt:

‖r(h)‖
‖h‖ ≤

∥∥g′(f(x)) r2(h)
∥∥ +

∥∥f ′(x)h + ‖h‖ r2(h)
∥∥ ‖ r1(k)‖

‖h‖

≤
∥∥g′(f(x))

∥∥ ∥∥r2(h)
∥∥ +

(
‖f ′(x)‖+ ‖r2(h)‖

)
‖ r1(k)‖ .

Unter Beachtung von k(h) → 0 für h → 0 und r1(k) → 0 für k → 0 sowie
r2(h) → 0 für h → 0 erhalten wir r(h) = o(‖h‖) für h → 0. Somit ist die
Kettenregel bewiesen.

ad (ii): Sei y ∈ X. Dann gilt nach Voraussetzung:

f(x + y) = f(x) + f ′(x)y + ‖y‖r1(y) ,

g(x + y) = g(x) + g′(x)y + ‖y‖r2(y) ,

wobei r1(y) → 0, r2(y)→ 0 für y → 0. Wir betrachten nun

h(x + y)− h(x) = B(f(x + y), g(x + y))−B(f(x), g(x))

= B
(
f(x) + f ′(x)y + ‖y‖r1(y), g(x) + g′(x)y + ‖y‖r2(y)

)
−B(f(x), g(x))

= B(f(x), g′(x)y) + B(f(x), r2(y))‖y‖
+ B(f ′(x)y, g(x)) + B

(
f ′(x)y, g′(x)y + ‖y‖r2(y)

)
+ ‖y‖B

(
r1(y), g(x) + g′(x)y + ‖y‖r2(y)

)
=: B

(
f(x), g′(x)y

)
+ B

(
f ′(x)y, g(x)

)
+ r(y) ,

wobei die Bilinearität von B benutzt wurde. Aufgrund der Stetigkeit von B
und den Eigenschaften von r1 und r2 erhalten wir r(y) = o(‖y‖) für y → 0.
Es gilt z.B.∥∥B

(
f(x), r2(y)

)∥∥ ≤ c ‖f(x)‖ ‖r2(y)‖ → 0 für y → 0 .

Somit ist auch die Produktregel bewiesen.
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Bemerkungen. (i) Wenn die Funktion f in Behauptung (i) von Satz 2.7
nur Gâteaux–differenzierbar ist, dann ist die Komposition g ◦ f auch nur
Gâteaux–differenzierbar und es gilt die Kettenregel:

(g ◦ f)′(x) = g′
(
f(x)

)
◦ f ′(x) .

(ii) Wenn die Funktionen f, g in Behauptung (ii) von Satz 2.7 nur
Gâteaux–differenzierbar sind, dann ist auch das Produkt h = B(f, g) nur
Gâteaux–differenzierbar und es gilt die Produktregel:

h′(x)y = B(f ′(x)y, g(x)) + B(f(x), g′(x)y) .

• Ableitungen höherer Ordnung: Für eine Fréchet–differenzierbare
Funktion f : D(f) ⊆ X → Y haben wir

f ′ : D(f ′) ⊆ X → L(X,Y ) .

Höhere Ableitungen erhalten wir, indem wir die Definition 2.4 iterieren, z.B.
ist f ′′ dann eine Abbildung

f ′′ : D(f ′′) ⊆ X → L
(
X,L(X,Y )

)
.

Wir sehen, dass die Bildräume der Ableitungen eine immer kompliziertere
Struktur annehmen. Im weiteren benutzen wir für die n–te Ableitung fol-
gende Notation:

f (n) : X ×X × · · · ×X︸ ︷︷ ︸
n–mal

→ Y : (x, h1, . . . , hn) 
→ f (n)(x, h1, . . . , hn).

Wenn hi = h für alle i = 1, . . . , n ist, dann schreiben wir

f (n)(x)hn := f (n)(x, h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
n–mal

) .

Eine Funktion f : X → Y heißt n–mal stetig differenzierbar im Punkt
x0, falls die n–te Ableitung f (n) in einer Umgebung von x0 definiert ist und
im Punkt x0 stetig ist. Wir schreiben f ∈ Cn(U ;Y ), falls f in jedem Punkt
der offenen Menge U n–mal stetig differenzierbar ist.
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• Partielle Ableitungen: Seien X,Y und Z Banachräume. Wir betrach-
ten eine Funktion

f : X × Y → Z : (x, y) 
→ f(x, y) .

Wenn wir y0 ∈ Y festhalten, ist F (·) := f(·, y0) : X → Z eine Funktion in
einer Variablen x ∈ X. Die partielle Ableitung von f nach x ist dann,
analog zu den partiellen Ableitungen von Funktionen im Rd, definiert durch:

∂f

∂x
(x0, y0) := F ′(x0) .

Analog kann man x0 ∈ X festhalten und mithilfe von G(·) := f(x0, ·) : Y → Z
die partielle Ableitung von f nach y definieren:

∂f

∂y
(x0, y0) := G′(y0) .

2.8 Satz (Taylor). Sei U ⊆ X offen, f ∈ Cn(U ;Y ) und x ∈ U . Ferner
existiere f (n+1)(x + th) für festes h ∈ X und für alle t ∈ [0, 1]. Dann gilt:

f(x + h) = f(x) + f ′(x)h + . . . +
1
n!

f (n)(x)hn + Rn+1(x, h),

wobei ‖Rn+1(x, h)‖ ≤ sup
τ∈[0,1]

‖ 1
(n+1)!f

(n+1)(x + τh)hn+1‖.

Beweis . Für beliebige y∗ ∈ Y ∗ setzen wir g(t) = 〈y∗, f(x+ th)〉 : [0, 1] → R.
Der Satz von Taylor in R liefert für ein t1 ∈ [0, 1]

〈y∗, f(x + th)〉 =
〈
y∗, f(x) + f ′(x)h + . . . +

1
n!

f (n)(x)hn + Rn+1

〉
,

wobei Rn+1(x, h) = 1
(n+1)!f

(n+1)(x + t1h)hn+1. Die Behauptung folgt nun
mithilfe einer Folgerung des Satzes von Hahn–Banach (cf. Lemma A.7.2 (ii)),
da y∗ ∈ Y ∗ beliebig war.

2.2.1 Satz über implizite Funktionen

Unser Ziel ist es, eine Verallgemeinerung des Satzes über implizite Funktio-
nen, den wir für reellwertige Funktionen kennen, zu beweisen.

Für eine Funktion F : X × Y → Z wollen wir die Gleichung

F (x, y) = 0

in einer Umgebung U(x0, y0) lösen, wobei für (x0, y0) gilt F (x0, y0) = 0.
Wir suchen also eine Abbildung y : x 
→ y(x), die in einer Umgebung von x0

definiert ist, mit

F (x, y(x)) = 0 ,

y(x0) = y0 .
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2.9 Satz (über implizite Funktionen, Hildebrandt, Graves 1927).
Seien X,Y und Z Banachräume, U(x0, y0) ⊆ X × Y eine offene Umge-
bung von (x0, y0), F : X × Y → Z sei in U(x0, y0) definiert, und es sei
F (x0, y0) = 0. Ferner existiere ∂F

∂y als Fréchet–Ableitung in U(x0, y0), und
es sei ∂F

∂y (x0, y0) : Y → Z ein Homöomorphismus. Außerdem seien F und
∂F
∂y in (x0, y0) stetig. Dann existieren r0, r > 0 so, dass für alle x ∈ X, mit
‖x− x0‖ ≤ r0, genau ein y(x) ∈ Y existiert mit

‖y(x)− y0‖ ≤ r und F (x, y(x)) = 0 .

Beweis . O.B.d.A. seien x0 = y0 = 0. Wir setzen

g(x, y) :=
∂F

∂y
(0, 0)y − F (x, y) . (2.10)

Die Abbildung g(·, ·) ist stetig in (0, 0), da F in (0, 0) stetig ist. Weiterhin
ist, für ‖x‖ klein genug, die Abbildung g(x, ·) stetig in einer Umgebung von
0, da ∂F

∂y als Fréchet–Ableitung in einer Umgebung von (0, 0) existiert. Die
Gleichung F (x, y(x)) = 0 ist äquivalent zu folgender Gleichung:

y =
(

∂F

∂y
(0, 0)

)−1

g(x, y) =: Txy . (2.11)

In der Tat ist Gleichung (2.11) nichts anderes als

y(x) =
(

∂F

∂y
(0, 0)

)−1
∂F

∂y
(0, 0) y(x)− F (x, y(x)) ,

und dies kann man offensichtlich als F (x, y(x)) = 0 umschreiben, wobei die
Bijektivität von ∂F

∂y (0, 0) benutzt wird. Für alle ‖x‖ ≤ r0 und ‖y‖, ‖z‖ ≤ r,
wobei r, r0 > 0 klein genug sind, gilt:

∂g

∂y
(x, y) =

∂F

∂y
(0, 0)− ∂F

∂y
(x, y) ,

insbesondere haben wir also:

∂g

∂y
(0, 0) = 0 . (2.12)

Da F und ∂F
∂y stetig in (0, 0) sind und ∂F

∂y in einer Umgebung von (0, 0)
existiert, folgt mit der Taylor–Formel für n = 0 und h = y − z, sowie aus
(2.12):

‖g(x, y)− g(x, z)‖ ≤ sup
0≤τ≤1

∥∥∥∥∂g

∂y
(x, z + τ(y − z))

∥∥∥∥ ‖y − z‖

= o(1)‖y − z‖ , r → 0 , r0 → 0 .

(2.13)
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Dies, zusammen mit der Stetigkeit von g in (0, 0) und g(0, 0) = 0, liefert:

‖g(x, y)‖ ≤ ‖g(x, y)− g(x, 0)‖+ ‖g(x, 0)‖
= o(1)‖y‖+ o(1) , r → 0, r0 → 0 .

(2.14)

Wir setzen BY := {y ∈ Y
∣∣ ‖y‖ ≤ r}. Aus (2.14) erhalten wir für alle y ∈ BY

und alle x ∈ Br0(0) = {x ∈ X
∣∣ ‖x‖ ≤ r0}

‖Txy‖ ≤
∥∥∥∥(∂F

∂y
(0, 0)

)−1
∥∥∥∥ ‖g(x, y)‖

≤ K
(
o(1)‖y‖+ o(1)

)
≤ r ,

falls r0 und r klein genug gewählt wurden. Deshalb bildet Tx die Menge BY

in sich selbst ab, d.h. es gilt für alle x ∈ Br0(0):

Tx : BY → BY .

Mithilfe von (2.13) erhalten wir

‖Txy − Txz‖ ≤
∥∥∥∥(∂F

∂y
(0, 0)

)−1
∥∥∥∥ ‖g(x, y)− g(x, z)‖

≤ Ko(1)‖y − z‖

≤ 1
2
‖y − z‖ ,

wobei wir r eventuell noch kleiner wählen, d.h. Tx ist eine k–Kontraktion.
Aufgrund des Banachschen Fixpunktsatzes 1.1.5 gilt dann für alle x ∈ X mit
‖x‖ ≤ r0

∃ ! y ∈ Y mit ‖y‖ ≤ r : y = Txy .

Dies ist äquivalent dazu, dass die Gleichung

F (x, y(x)) = 0

eine eindeutige Lösung y(x) ∈ Y besitzt.

2.15 Folgerung. Die Voraussetzungen von Satz 2.9 seien erfüllt. Dann ha-
ben wir:

(i) Falls die Funktion F in einer Umgebung von (x0, y0) stetig ist, dann ist
die Funktion y(·) in einer Umgebung von x0 stetig.

(ii) Falls die Funktion F in einer Umgebung von (x0, y0) Fréchet–differenzier-
bar ist, dann ist auch y(·) in einer Umgebung von x0 Fréchet–differenzier-
bar, und es gilt:

y′(x) = −
(

∂F

∂y
(x, y)

)−1
∂F

∂x
(x, y) .
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Beweis . O.B.d.A. seien x0 = y0 = 0.

ad (i): Falls F in einer Umgebung von (0, 0) stetig ist, erhalten wir sofort,
dass die Abbildung g (cf. (2.10)) in einer Umgebung von (0, 0) stetig ist. Auf-
grund der Bijektivität von ∂F

∂y (0, 0) ist somit auch die Abbildung (x, y) 
→ Txy

in einer Umgebung von (0, 0) stetig. Also sind die Voraussetzungen von Fol-
gerung 1.1.12 erfüllt und wir erhalten, dass y(·) in einer Umgebung von 0
stetig ist.

ad (ii): Nach Voraussetzung ist F in allen Punkten (x̃, y(x̃)), mit x̃ aus
einer genügend kleinen Umgebung von 0, Fréchet–differenzierbar, d.h.

F (x, y(x)) = F (x̃, y(x̃)) +
∂F

∂x
(x̃, y(x̃))(x− x̃) +

∂F

∂y
(x̃, y(x̃))(y(x)− y(x̃))

+ o(‖x− x̃‖+ ‖y(x)− y(x̃)‖) für (x, y(x)) → (x̃, y(x̃)) .

Wegen F (x̃, y(x̃)) = 0 und F (x, y(x)) = 0 ergibt sich

0 =
∂F

∂x
(x̃, y(x̃))(x− x̃) +

∂F

∂y
(x̃, y(x̃))(y(x)− y(x̃))

+ r(x− x̃, y(x)− y(x̃))
(
‖x− x̃‖+ ‖y(x)− y(x̃)‖

)
,

mit r(x − x̃, y(x) − y(x̃)) → 0 für (x, y(x)) → (x̃, y(x̃)). Wenn wir diese
Gleichung nach y(x)−y(x̃) auflösen, wobei x̃ fest, aber beliebig, ist, erhalten
wir

y(x)− y(x̃) = −
(

∂F

∂y
(x̃, y(x̃))

)−1 (
∂F

∂x
(x̃, y(x̃))(x− x̃)

)
+ r̃(x− x̃, y(x)− y(x̃))

(
‖x− x̃‖+ ‖y(x)− y(x̃)‖

)
.

(2.16)

Da y stetig im Punkt x̃ ist, ergibt sich y(x) → y(x̃) für x → x̃. Somit folgt
aus (2.16), für genügend kleine ‖x− x̃‖,

‖y(x)− y(x̃)‖ ≤ K ‖x− x̃‖+ 1
2

(
‖x− x̃‖+ ‖y(x)− y(x̃)‖

)
,

mit K :=
∥∥∥(

∂F
∂y (x̃, y(x̃))

)−1 (
∂F
∂x (x̃, y(x̃))

) ∥∥∥. Dies impliziert

o(‖x− x̃‖+ ‖y(x)− y(x̃)‖) = o(‖x− x̃‖)

und wir erhalten insgesamt:

y(x) = y(x̃)−
(

∂F

∂y
(x̃, y(x̃))

)−1 (
∂F

∂x
(x̃, y(x̃))(x− x̃)

)
+ o(‖x− x̃‖) .

Also ist y in allen Punkten x̃ aus einer kleinen Umgebung von 0 Fréchet–
differenzierbar, und es gilt aufgrund der Definition der Fréchet–Ableitung:

y′(x̃) = −
(

∂F

∂y
(x̃, y(x̃))

)−1 (
∂F

∂x
(x̃, y(x̃))

)
.
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Wenn man die Gleichung

f(g(y)) = y

nach g auflöst, bestimmt man die Inverse von f , d.h.

g(y) = f−1(y) .

Unter welchen Bedingungen dies möglich ist, zeigt der

2.17 Satz (über die inverse Funktion). Seien X,Y Banachräume und
sei U(x0) ⊆ X eine offene Umgebung von x0 ∈ X und f : U(x0) → Y .
Die Fréchet–Ableitung f ′ existiere in U(x0), sei im Punkt x0 stetig und
f ′(x0) : X → Y sei ein Homöomorphismus. Dann ist f ein lokaler Homöomor-
phismus einer Umgebung V (x0) auf eine Umgebung W (f(x0)), und die in-
verse Abbildung f−1 ist Lipschitz–stetig.

Beweis . Wir setzen y0 := f(x0). Zu y ∈ Y suchen wir h ∈ X mit

f(x0 + h)− f(x0) = y − y0 .

Diese Gleichung ist nach der Definition der Fréchet–Ableitung äquivalent zu

f ′(x0)h + R(x0, h) = y − y0 , (2.18)

wobei
R(x0, h) := f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h = o(‖h‖) .

Wir definieren nun die Abbildung A := Ay : Bε(0) ⊆ X → X durch

Ah := (f ′(x0))
−1 (y − y0 −R(x0, h)) .

Die Gleichung (2.18) ist äquivalent zur Fixpunktgleichung

Ah = h , (2.19)

was man sieht, wenn man
(
f ′(x0)

)−1 auf (2.18) anwendet. Dies ist möglich,
da f ′(x0) ein Homöomorphismus ist. Zum Beweis der Existenz des Fixpunktes
von (2.19) wollen wir den Banachschen Fixpunktsatz benutzen, und zeigen
deshalb zunächst die k–Kontraktivität von A. Für h1, h2 ∈ Bε(0) gilt:

f ′(x0)(Ah1 −Ah2) = R(x0, h2)−R(x0, h1)
= f(x0 + h2)− f(x0 + h1)− f ′(x0)(h2 − h1)

=

1∫
0

(
f ′(x0 + τh2 + (1− τ)h1)− f ′(x0)

)
(h2 − h1) dτ ,

wobei wir die Definition von R(x0, h) und den Mittelwertsatz 2.3 benutzt
haben. Damit erhalten wir
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‖Ah1 −Ah2‖

≤ ‖ (f ′(x0))
−1 ‖ ‖h1 − h2‖

1∫
0

‖f ′(x0 + h1 + τ(h2 − h1))− f ′(x0)‖ dτ

≤ k ‖h1 − h2‖ (2.20)

mit einem k ∈ (0, 1) für genügend kleines ε, da f ′ stetig in x0 ist. Also ist A
k–kontraktiv. Weiter gilt für h ∈ Bε(0):

‖Ah‖ ≤ ‖Ah−A0‖+ ‖A0‖
≤ k ‖h‖+ ‖ (f ′(x0))

−1 (y − y0)‖
≤ ε ,

falls ‖y− y0‖ klein genug ist, d.h. A = Ay bildet für alle y, mit ‖y− y0‖ klein
genug, die Menge Bε(0) in sich selbst ab. Der Banachsche Fixpunktsatz 1.1.5
liefert also für eine kleine Umgebung W (y0) von y0:

∀ y ∈ W (y0) ∃ !h0 ∈ Bε(0) : Ayh0 = h0 .

Aufgrund obiger Überlegung ist dies äquivalent zu folgender Aussage: Für
alle y aus einer Umgebung W (y0) von y0 existiert genau ein h0 ∈ Bε(0) mit

f(x0 + h0) = y ,

d.h. die inverse Abbildung f−1 : W (y0) → V (x0) : y 
→ x0 +h0 existiert. Wei-
ter können wir zeigen, dass diese Abbildung Lipschitz–stetig ist. Dazu wählen
wir y1, y2 ∈ Bε(y0) und bezeichnen mit h1, h2 die zugehörigen Lösungen der
Gleichung (2.18). Dann gilt:

‖h1 − h2‖
= ‖Ay1h1 −Ay2h2‖
≤ ‖Ay1h1 −Ay1h2‖+ ‖Ay1h2 −Ay2h2‖
≤ k ‖h1 − h2‖+ ‖ (f ′(x0))

−1 (y1 − y0 −R(x0, h2)− y2 + y0 + R(x0, h2))‖
≤ k ‖h1 − h2‖+ ‖ (f ′(x0))

−1 (y1 − y2)‖ ,

wobei wir die k–Kontraktivität von Ay1 (cf. (2.20)) und die Definition von
Ay1 und Ay2 benutzt haben. Auflösen nach ‖h1 − h2‖ ergibt:

‖h1 − h2‖ ≤
1

1− k
‖ (f ′(x0))

−1 ‖ ‖y1 − y2‖ .

Also haben wir gezeigt, dass

‖f−1(y1)− f−1(y2)‖ = ‖h1 + x0 − (h2 + x0)‖ ≤ K ‖y1 − y2‖ , (2.21)

d.h. f−1 ist Lipschitz–stetig.
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2.22 Folgerung. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.17 ist f−1 Fréchet–
differenzierbar, und es gilt:(

f−1
)′(y0) =

(
f ′(x0)

)−1
.

Beweis . Sei f(x0) = y0, f(x0 + h) = y0 + w. Dann gilt:

f−1(y0 + w)− f−1(y0)− (f ′(x0))
−1

w

= x0 + h− x0 − (f ′(x0))
−1

w

= h−
(
f ′(x0)

)−1(f(x0 + h)− f(x0))

= −
(
f ′(x0)

)−1(
f(x0 + h)− f(x0)− f ′(x0)h

)
= o(‖h‖) ,

da f an der Stelle x0 Fréchet–differenzierbar ist. Weiter gilt:

‖h‖ = ‖x0 + h− x0‖ = ‖f−1(y0 + w)− f−1(y0)‖ ≤ K ‖w‖ ,

wobei K die Lipschitz–Konstante von f−1 ist (cf. (2.21)). Somit haben wir

f−1(y0 + w)− f−1(y0)−
(
f ′(x0)

)−1
w = o(‖h‖) = o(‖w‖) ,

d.h. f−1 ist an der Stelle y0 Fréchet–differenzierbar mit der Ableitung(
f ′(x0)

)−1.
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In diesem Kapitel wollen wir folgendes elementare Resultat verallgemeinern:

Die Funktion F : R → R erfülle folgende Bedingungen:

(a) F ist monoton wachsend,
(b) F ist stetig,
(c) F ist koerziv, d.h. F (u) → ±∞ falls u → ±∞.

Dann besitzt die Gleichung

F (u) = b

für alle b ∈ R eine Lösung u ∈ R.

Falls F strikt monoton ist, so ist die Lösung u eindeutig bestimmt. Dieser
klassische Existenzsatz folgt aus dem Mittelwertsatz für stetige Funktionen.

Die Theorie monotoner Operatoren, die dieses Resultat auf Gleichungen
der Form

Au = b (0.1)

in einem reflexiven Banachraum X verallgemeinert, beruht auf einigen grund-
legenden Prinzipien und Tricks, die wir kurz veranschaulichen wollen. Da man
sich hierbei leicht in technischen Details verlieren kann, gehen wir vorerst
nicht auf diese ein.

Angenommen

(a) der Operator A : X → X∗ ist monoton auf dem separablen, re-
flexiblen Banachraum X, d.h. für alle u, v ∈ X gilt:

〈Au−Av, u− v〉X ≥ 0 ,

(b) A ist hemistetig, d.h. die Abbildung

t → 〈A(u + tv), w〉X

ist stetig im Intervall [0, 1], für alle u, v, w ∈ X,
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(c) A ist koerziv, d.h.

lim
‖u‖X→∞

〈Au, u〉X
‖u‖X

=∞ ,

dann besagt der Hauptsatz über monotone Operatoren, dass A surjek-
tiv ist, d.h.

∀ b ∈ X∗ ∃ u ∈ X : Au = b .

Der Beweis dieses Resultats besteht im wesentlichen aus folgenden Schritten:

1. Galerkin–Approximation : Da X separabel ist, gibt es eine Basis (wi)i∈N

von X, d.h. für Xn := span{w1, . . . , wn} gilt:

X =
∞⋃

n=1

Xn .

Wir approximieren (0.1) durch Probleme in den endlich–dimensionalen
Räumen Xn, auf welche der Satz von Brouwer anwendbar ist, der die
Existenz einer Lösung un für jedes dieser Probleme sichert.

2. Apriori Abschätzung : Wir zeigen dann, dass die Folge der Lösungen (un)
beschränkt ist. Dies geschieht auf Grundlage folgenden Arguments: Wenn
A : X → X∗ koerziv ist, dann existiert ein R0 > 0, so dass für alle u mit
‖u‖X > R0 gilt:

〈Au, u〉X ≥ (1 + ‖b‖X∗)‖u‖X .

Daraus folgt

〈Au, u〉X − 〈b, u〉X ≥ (1 + ‖b‖X∗)‖u‖X − ‖b‖X∗‖u‖X

≥ ‖u‖X

≥ R0 .

Wenn u ∈ X, mit ‖u‖X > R0, eine Lösung von Au = b ist, dann gilt
aufgrund dieser Rechnung:

0 ≥ R0 > 0 .

Dies ist aber ein Widerspruch. Daher erhalten wir, dass jede Lösung u ∈ X
von Au = b der apriori Abschätzung

‖u‖X ≤ R0

genügt.
3. Schwache Konvergenz : Da X ein reflexiver Banachraum ist, folgt aus dem

Satz von Eberlein–Šmuljan (cf. Satz A.8.15), dass es in der beschränkten
Folge (un) eine schwach konvergente Teilfolge (unk

) gibt, d.h.

unk
⇀ u in X (k →∞) .

4. Existenz einer Lösung : Der so gefundene Grenzwert u ist eine Lösung der
Gleichung Au = b. Diese Aussage beweisen wir mithilfe des Minty–Tricks.
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0.2 Lemma (Minty 1962). Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und
sei A : X → X∗ ein hemistetiger, monotoner Operator. Dann gilt:

(i) Der Operator A ist maximal monoton, d.h. seien u ∈ X, b ∈ X∗ gegeben,
so dass

〈b−Av, u− v〉X ≥ 0 ∀ v ∈ X ,

dann folgt Au = b.
(ii) A genügt der Bedingung (M), d.h. aus

un ⇀ u in X (n →∞) ,

Aun ⇀ b in X∗ (n →∞) ,

〈Aun, un〉X → 〈b, u〉X (n →∞) ,

folgt Au = b.
(iii) Aus

un ⇀ u in X , Aun → b in X∗ (n →∞) ,

oder alternativ

un → u in X , Aun ⇀ b in X∗ (n →∞)

folgt Au = b.

Beweis . ad (i): Seien u ∈ X und b ∈ X∗ gegeben, so dass die obige Annahme
erfüllt ist. Für beliebige w ∈ X setzen wir v = u − tw, t > 0, und erhalten
aufgrund der Voraussetzung folgende Implikation:

〈b−Av, u− v〉 ≥ 0 ⇒ 〈b−A(u− tw), w〉 ≥ 0 .

Da A hemistetig ist, folgt durch den Grenzübergang t → 0, dass für alle
w ∈ X gilt:

〈b−Au,w〉 ≥ 0 .

Wir ersetzen w durch −w und erhalten die umgekehrte Ungleichung. Insge-
samt gilt also 〈b−Au,w〉 = 0 für alle w ∈ X, d.h. b = Au.

ad (ii): Da A monoton ist, folgt für alle v ∈ X, n ∈ N

0 ≤ 〈Aun −Av, un − v〉 = 〈Aun, un〉 − 〈Av, un〉 − 〈Aun −Av, v〉 .

Aufgrund der Voraussetzungen erhalten wir nach dem Grenzübergang n →∞
für alle v ∈ X

0 ≤ 〈b, u〉 − 〈Av, u〉 − 〈b−Av, v〉 = 〈b−Av, u− v〉 .

Da aber A aufgrund von (i) maximal monoton ist, folgt Au = b.
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ad (iii): Die Behauptung ist eine Konsequenz von (ii), wenn wir wissen,
dass aus

xn ⇀ x in X , fn → f in X∗ (n →∞)

bzw.
xn → x in X , fn ⇀ f in X∗ (n →∞)

folgt, dass
〈fn, xn〉 → 〈f, x〉 (n →∞) .

Unter unseren Voraussetzungen folgt dann 〈Aun, un〉 → 〈b, u〉 (n → ∞).
Die Behauptungen (ii) und (iii) des folgenden Lemmas liefert aber diese Aus-
sagen.

0.3 Lemma (Konvergenzprinzipien). Sei X ein Banachraum. Dann gilt:

(i) Wenn xn ⇀ x schwach in X, (n → ∞), dann gibt es ein Konstante c,
so dass ‖xn‖X ≤ c .

(ii) Wenn
xn ⇀ x in X (n →∞) ,
fn → f in X∗ (n →∞) ,

dann folgt
〈fn, xn〉X → 〈f, x〉X (n →∞) .

(iii) Wenn
xn → x in X (n →∞) ,
fn ⇀ f in X∗ (n →∞) ,

dann folgt
〈fn, xn〉X → 〈f, x〉X (n →∞) .

(iv) Sei X zusätzlich reflexiv. Die Folge (xn) sei beschränkt. Wenn alle kon-
vergenten Teilfolgen von (xn) schwach gegen denselben Grenzwert x kon-
vergieren, dann konvergiert die gesamte Folge (xn) schwach gegen x.

Beweis . ad (i): Dies ist eine Konsequenz des Prinzips der gleichmäßigen Be-
schränktheit. Für alle f ∈ X∗ ist die Folge

(
〈f, xn〉

)
beschränkt, da aufgrund

der schwachen Konvergenz von (xn) die Folge reeller Zahlen 〈f, xn〉 gegen
〈f, x〉 konvergiert. Somit haben wir

sup
n
|〈f, xn〉| ≤ c(f) . (0.4)

Mithilfe der kanonische Isometrie J : X → X∗∗, die gegeben ist durch (cf.
Abschnitt A.7)

〈Jx, f〉X∗∗ = 〈f, x〉X ,

folgt somit aus (0.4), dass die Folge (Jxn) ⊂ X∗∗ punktweise beschränkt ist.
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Das Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit (cf. Satz A.10.6) liefert also

sup
n
‖Jxn‖X∗∗ ≤ c ,

da aber ‖Jxn‖X∗∗ = ‖xn‖X gilt, ist die Behauptung bewiesen.

ad (ii): Es gilt:

|〈fn, xn〉 − 〈f, x〉| ≤ |〈fn, xn〉 − 〈f, xn〉|+ |〈f, xn − x〉|
= |〈fn − f, xn〉|+ |〈f, xn − x〉|
≤ ‖fn − f‖ ‖xn‖+ |〈f, xn − x〉| .

Nun haben wir aufgrund der Voraussetzungen ‖fn − f‖ → 0 (n → ∞),
|〈f, xn−x〉| → 0 (n →∞), sowie ‖xn‖ ≤ c nach (i). Demzufolge erhalten wir
|〈fn, xn〉 − 〈f, x〉| → 0 (n →∞).

ad (iii): Der Beweis verläuft analog zum Beweis von Behauptung (ii).

ad (iv): Beweis durch Widerspruch. Konvergiere (xn) nicht schwach gegen
x, d.h.

∃ f ∈ X∗, ∃ ε > 0, ∃ (xnk
) : |〈f, xnk

〉 − 〈f, x〉| ≥ ε ∀k ∈ N .

Nach Voraussetzung ist die Teilfolge (xnk
) beschränkt. Daher gibt es nach

dem Satz von Eberlein–Šmuljan (cf. Satz A.8.15) eine Teilfolge (xnk′ ), die
schwach konvergiert und zwar nach Voraussetzung gegen x. Dies ist ein Wi-
derspruch. Also gilt die Behauptung.

3.1 Monotone Operatoren

1.1 Definition. Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum und sei

A : X → X∗ (1.2)

ein Operator. Dann heißt A

(i) monoton genau dann, wenn für alle u, v ∈ X gilt:

〈Au−Av, u− v〉X ≥ 0 .

(ii) strikt monoton genau dann, wenn für alle u, v ∈ X,u �= v gilt:

〈Au−Av, u− v〉X > 0 .
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(iii) stark monoton genau dann, wenn es ein c > 0 gibt, so dass für alle
u, v ∈ X gilt:

〈Au−Av, u− v〉X ≥ c ‖u− v‖2X .

(iv) koerziv genau dann, wenn

lim
‖u‖X→∞

〈Au, u〉X
‖u‖X

=∞ .

Bemerkungen. (i) Offensichtlich gelten folgende Implikationen:

A ist stark monoton ⇒ A ist strikt monoton ⇒ A ist monoton.
(ii) Wenn A stark monoton ist, dann ist A auch koerziv. In der Tat gilt:

〈Au, u〉 = 〈Au−A(0), u〉+ 〈A(0), u〉
≥ c ‖u‖2 − ‖A(0)‖X∗‖u‖ ,

also folgt

〈Au, u〉
‖u‖ ≥ c ‖u‖ − ‖A(0)‖X∗ →∞ für ‖u‖ → ∞ .

Beispiele. 1. Gegeben sei eine Funktion f : R → R. Wir betrachten die
Funktion f als Operator von X nach X∗ mit X = R = X∗. In R ist das
Dualitätsprodukt gerade die Multiplikation, d.h.

〈f(u)− f(v), u− v〉 =
(
f(u)− f(v)

)
(u− v) .

Somit gelten folgende Aussagen:

(i) f : X → X∗ (strikt) monoton ⇔ f : R → R (strikt) monoton.
(ii) f koerziv ⇔ lim

u→±∞ f(u) = ±∞.

2. Wir betrachten nun die Funktion g : R → R

g(u) =

{
|u|p−2u für u �= 0 ,

0 für u = 0 .

Dann gilt:

(i) Für p > 1 ist g strikt monoton.
(ii) Für p ≥ 2 gilt:

〈g(u)− g(v), u− v〉 ≥ c |u− v|p .

(iii) Für p = 2 ist g stark monoton.
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1.3 Definition. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und A : X → X∗

ein Operator. Dann heißt A

(i) demistetig genau dann, wenn

un → u in X (n →∞) ⇒ Aun ⇀ Au in X∗ (n →∞) .

(ii) hemistetig genau dann, wenn für alle u, v, w ∈ X die Funktion

t → 〈A(u + tv), w〉X

im Intervall [0, 1] stetig ist.
(iii) stark stetig genau dann, wenn

un ⇀ u in X (n →∞) ⇒ Aun → Au in X∗ (n →∞) .

(iv) beschränkt genau dann, wenn A beschränkte Mengen in X in be-
schränkte Mengen in X∗ abbildet.

Bemerkung. Offensichtlich gelten folgende Implikationen:

A ist stark stetig ⇒ A ist demistetig ⇒ A ist hemistetig.

Wir wollen nun weitere einfache Konsequenzen obiger Definitionen bewei-
sen.

1.4 Lemma. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und A : X → X∗ ein
Operator. Dann gilt:

(i) Falls A stark stetig ist, so ist A kompakt.
(ii) Falls A demistetig ist, so ist A lokal beschränkt.
(iii) Falls A monoton ist, so ist A lokal beschränkt.
(iv) Falls A monoton und hemistetig ist, so ist A demistetig.

Beweis . ad (i): Wir wollen zeigen, dass für alle beschränkten Teilmengen
M ⊆ X die Bildmenge A(M) relativ folgenkompakt ist. Sei also (Aun) eine
beliebige Folge aus A(M). Da M beschränkt ist, ist somit auch (un) be-
schränkt. Aufgrund der Reflexivität des Raumes X existiert eine schwach
konvergente Teilfolge (unk

), d.h. unk
⇀ u ∈ X (k → ∞). Daraus folgt

Aunk
→ Au (k →∞), da A stark stetig ist. Also ist A(M) relativ folgenkom-

pakt, was in Banachräumen äquivalent zur relativen Kompaktheit der Menge
A(M) ist (cf. Satz A.2.1).

ad (ii): Beweis durch Widerspruch: Sei A nicht lokal beschränkt, d.h.
es gibt ein u ∈ X und eine Folge (un) in X mit un → u (n → ∞), so
dass ‖Aun‖X∗ → ∞ (n → ∞). Da A demistetig ist, folgt Aun ⇀ Au in
X∗ (n → ∞). Aufgrund von Lemma 0.3 (i) ist (Aun) beschränkt. Dies ist
aber ein Widerspruch. Also ist A lokal beschränkt.
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ad (iii): Beweis durch Widerspruch: Sei A nicht lokal beschränkt, dann
gibt es ein u ∈ X und eine Folge (un) ⊂ X mit un → u (n → ∞), so dass
‖Aun‖X∗ →∞ (n →∞). Wir setzen

an := (1 + ‖Aun‖ ‖un − u‖)−1 .

Die Monotonie von A liefert, dass für alle v ∈ X gilt:

0 ≤
〈
Aun −Av, un − v

〉
=

〈
Aun −Av, (un − u) + (u− v)

〉
.

Mit obiger Bezeichnung ist dies äquivalent zu

an〈Aun, v − u〉 ≤ an

(
〈Aun, un − u〉 − 〈Av, un − v〉

)
≤ an

(
‖Aun‖X∗‖un − u‖+ ‖Av‖X∗

(
‖un‖+ ‖v‖

))
≤ 1 + c(v, u) ,

wobei wir die Definition von an benutzt haben und dass nach Voraussetzung
‖un− u‖ ≤ 1, n ≥ n0. Wenn wir in dieser Rechnung v durch 2u− v ersetzen,
erhalten wir auch

−an〈Aun, v − u〉 ≤ 1 + c(v, u) .

Da v ∈ X beliebig ist, ist auch w := v − u ein beliebiger Punkt von X und
wir erhalten für alle w ∈ X

sup
n
|〈anAun, w〉| ≤ c̃(w, u) <∞ .

Die stetigen, linearen Abbildungen anAun : X → R sind nach obiger Rech-
nung punktweise beschränkt. Das Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit
(cf. Satz A.10.6) liefert also

sup
n
‖anAun‖X∗ ≤ c(u) .

Wenn wir nun bn = ‖Aun‖X∗ setzen, erhalten wir aufgrund der Definition
von an

bn ≤
c(u)
an

= c(u) ·
(
1 + bn‖un − u‖

)
⇔ bn ≤

c(u)
1− c(u) ‖un − u‖ .

Wegen ‖un − u‖ → 0 (n →∞) gibt es ein n1 ∈ N, so dass für alle n ≥ n1, n0

gilt:
‖Aun‖X∗ = bn ≤ 2 c(u) .

Somit ist die Folge (bn) beschränkt, was ein Widerspruch zur Annahme
‖Aun‖X∗ →∞ (n →∞) ist. Also gilt die Behauptung.
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ad (iv): Sei (un) eine Folge in X mit un → u (n →∞). Da A monoton ist,
ist (Aun) nach (iii) lokal beschränkt. Aufgrund der Reflexivität von X gibt
es eine Teilfolge (unk

) und ein Element b ∈ X∗, so dass Aunk
⇀ b (k →∞).

Nach Lemma 0.2 (iii) erhalten wir somit Au = b, d.h. Aunk
⇀ Au (k →∞).

Aber alle schwach konvergenten Teilfolgen von (Aun) konvergieren schwach
gegen Au, denn sonst gäbe es eine Teilfolge mit Aunl

⇀ c �= b, (l →∞). Lem-
ma 0.2 (iii) impliziert wiederum Au = c, was ein Widerspruch zu Au = b ist.
Somit liefert Lemma 0.3 (iii), dass die gesamte Folge (Aun) schwach gegen
b = Au konvergiert, d.h. A ist demistetig.

3.1.1 Der Satz von Browder und Minty

Wir haben nun alle Hilfsmittel bereitgestellt, um den Hauptsatz der Theorie
monotoner Operatoren beweisen zu können.

1.5 Satz (Browder, Minty 1963). Sei X ein separabler, reflexiver, reeller
Banachraum mit einer Basis (wi)i∈N. Ferner sei A : X → X∗ ein monotoner,
koerziver, hemistetiger Operator. Dann existiert für alle b ∈ X∗ eine Lösung
u ∈ X von

Au = b . (1.6)

Die Lösungsmenge ist abgeschlossen, beschränkt und konvex. Falls A strikt
monoton ist, ist die Lösung von (1.6) eindeutig.

Beweis . Wir beweisen den Satz mit Hilfe des Galerkin Verfahrens : Dazu
setzen wir

Xn = span{w1, . . . , wn}

und suchen approximative Lösungen un der Form

un =
n∑

k=1

cn
kwk , (1.7)

die das Galerkin–System

〈Aun − b, wk〉 = 0 , k = 1, . . . , n , (1.8)

lösen.

1. Lösbarkeit von (1.8): Dies ist ein nichtlineares System von Gleichungen
bezüglich der Vektoren cn := (cn

1 , . . . , cn
n) ∈ Rn. Dieses können wir mithilfe

der Abbildung g := (g1, . . . , gn) : Rn → Rn gegeben durch

gk : Rn → R : cn 
→ gk(cn) := 〈Aun − b, wk〉 , k = 1, . . . , n ,

umschreiben in
g(cn) = 0 .
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Nach Lemma 1.4 (iv) ist A demistetig, da A monoton und hemistetig ist.
Also ist die Abbildung g : Rn → Rn stetig, da in endlich–dimensionalen Ba-
nachräumen schwache und starke Konvergenz übereinstimmen (cf. Lemma
A.8.8). Weiter gilt

n∑
k=1

gk(cn) cn
k = 〈Aun, un〉 − 〈b, un〉 . (1.9)

Da A koerziv ist, d.h. 〈Au,u〉
‖u‖ → ∞ (‖u‖ → ∞), gibt es ein R0 > 0, so dass

für alle ‖u‖ ≥ R0 gilt:

〈Au, u〉 ≥
(
1 + ‖b‖X∗

)
‖u‖ > 0 .

Insbesondere gilt für cn mit ‖un‖ = R0 (cf. (1.7))

〈Aun, un〉 ≥
(
1 + ‖b‖X∗

)
‖un‖ , (1.10)

und somit folgt

n∑
k=1

gk(cn) cn
k ≥

(
1 + ‖b‖X∗

)
‖un‖ − ‖b‖X∗ ‖un‖

= ‖un‖ > 0 .

(1.11)

Nach Lemma 1.2.26, einer Folgerung aus dem Satz von Brouwer, gibt es also
eine Lösung un des Galerkin–Systems (1.8) mit

‖un‖X ≤ R0 . (1.12)

Insbesondere ist die Konstante R0 unabhängig von n, d.h. (1.12) ist eine
apriori Abschätzung.

2. Beschränktheit von (Aun): Da A monoton ist, folgt aus Lemma 1.4
(iii), dass A lokal beschränkt ist, d.h.

∃ r, δ > 0 : ‖v‖ ≤ r ⇒ ‖Av‖X∗ ≤ δ . (1.13)

Aufgrund der Monotonie von A gilt für alle v ∈ X:

〈Aun −Av, un − v〉 ≥ 0 . (1.14)

Da un das System (1.8) löst, d.h. es gilt insbesondere 〈Aun, un〉 = 〈b, un〉,
erhalten wir mithilfe von (1.12) für alle n ∈ N

|〈Aun, un〉| ≤ ‖b‖X∗ ‖un‖ ≤ ‖b‖X∗ R0 . (1.15)

Eine Variante der Definition der Norm in X∗ liefert zusammen mit (1.14),
(1.13), (1.15) und (1.12)



3.1 Monotone Operatoren 65

‖Aun‖X∗ = sup
v∈X
‖v‖=r

1
r 〈Aun, v〉

≤ sup
v∈X
‖v‖=r

1
r

(
〈Av, v〉+ 〈Aun, un〉 − 〈Av, un〉

)
≤ 1

r (δr + ‖b‖X∗R0 + δR0) <∞ .

Also ist die Folge (Aun) beschränkt.

3. Konvergenz des Galerkin–Verfahrens: Da X reflexiv ist und die Folge
(un) beschränkt ist, wie in (1.12) gezeigt wurde, gibt es eine Teilfolge (unk

)
mit

unk
⇀ u in X (k →∞) .

Für alle w ∈
∞⋃

l=1

Xl gibt es ein n0 mit w ∈ Xn0 . Da un eine Lösung von (1.8)

ist, erhalten wir für alle n ≥ n0

〈Aun, w〉 = 〈b, w〉 ,

woraus folgt

lim
n→∞〈Aun, w〉 = 〈b, w〉 ∀w ∈

∞⋃
l=1

Xl . (1.16)

Aufgrund von 2. ist die Folge (Aun) beschränkt in X∗. Da auch X∗ reflexiv
ist, gibt es eine Teilfolge (Aunk

) mit

Aunk
⇀ c in X∗ (k →∞) .

Aber es muss c = b gelten. Anderenfalls würde für w ∈
⋃∞

l=1 Xl einerseits
〈Aun, w〉 → 〈b, w〉 (n → ∞) gelten, aufgrund von (1.16), und andererseits
〈Aun, w〉 → 〈c, w〉 (n →∞), aufgrund der Definition der schwachen Konver-
genz in X∗. Dies bedeutet, dass für alle w ∈

⋃∞
l=1 Xl gilt 〈c − b, w〉 = 0. Da⋃∞

l=1 Xl dicht in X liegt, liefert Lemma A.7.2 (iii), dass b = c gilt, und somit
Aunk

⇀ b (k →∞). Da diese Argumentation für alle schwach konvergenten
Teilfolgen gilt, erhalten wir aus dem Konvergenzprinzip Lemma 0.3 (iii)

Aun ⇀ b in X∗ (n →∞) .

Da un eine Lösung von (1.8) ist, gilt insbesondere 〈Aun, un〉 = 〈b, un〉, woraus
folgt:

lim
n→∞〈Aun, un〉 = lim

n→∞〈b, un〉 = 〈b, u〉 .

Die Voraussetzungen des Minty–Tricks, Lemma 0.2 (ii), sind demnach erfüllt,
und wir erhalten Au = b, d.h. u ist eine Lösung der ursprünglichen Opera-
torgleichung (1.6).

4. Eigenschaften der Lösungsmenge: Für gegebenes b ∈ X∗ setzen wir
S = {u ∈ X

∣∣Au = b}. Dann hat S folgende Eigenschaften:
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(a) S �= ∅: Das wurde gerade bewiesen.
(b) S ist beschränkt: Dies folgt aus der Koerzivität von A. Falls S nicht

beschränkt wäre, dann gäbe es für alle R > 0 ein u ∈ S mit ‖u‖ ≥ R > 0.
Aber analog zu 2. haben wir (cf. (1.9), (1.11))

0 = 〈Au, u〉 − 〈b, u〉 ≥ ‖u‖ > 0 .

Dies ist aber ein Widerspruch, und somit gibt es ein R0 > 0, so dass für
alle u ∈ S gilt ‖u‖ ≤ R0.

(c) S ist konvex: Seien u1, u2 ∈ S, d.h. Aui = b für i = 1, 2. Für die Kon-
vexkombination w = tu1 + (1 − t)u2, 0 ≤ t ≤ 1, und beliebige v ∈ X
gilt:

〈b−Av,w − v〉 = 〈b−Av, tu1 + (1− t)u2 − (t + 1− t)v〉
= 〈b−Av, t(u1 − v)〉+ 〈b−Av, (1− t)(u2 − v)〉
= t〈Au1 −Av, u1 − v〉+ (1− t)〈Au2 −Av, u2 − v〉
≥ 0 ,

aufgrund der Monotonie von A. Anwendung von Lemma 0.2 (i) liefert
Aw = b, d.h. w ∈ S. Also ist S konvex.

(d) S ist abgeschlossen: Für eine Folge (un) ⊆ S, d.h. Aun = b, mit un → u
(n →∞), und für alle v ∈ X haben wir:

〈b−Av, u− v〉 = lim
n→∞〈b−Av, un − v〉

= lim
n→∞〈Aun −Av, un − v〉 ≥ 0 ,

aufgrund der Monotonie von A. Aus Lemma 0.2 (i) folgt Au = b, d.h.
u ∈ S.

5. Eindeutigkeit: Sei A strikt monoton. Falls es zwei Lösungen u �= v von
(1.6) gibt, dann haben wir einerseits Au = b = Av und andererseits folgt aus
der strikten Monotonie von A

0 < 〈Au−Av, u− v〉 = 〈b− b, u− v〉 = 0 .

Dies ist ein Widerspruch. Also kann die Gleichung höchstens eine Lösung
haben.

Bemerkung. Die Behauptungen des Satzes 1.5 bleiben auch in nicht sepa-
rablen Räumen richtig (cf. [25, S. 560–561]).

1.17 Folgerung. Sei X ein separabler, reflexiver, reeller Banachraum und
sei A : X → X∗ ein strikt monotoner, koerziver, hemistetiger Operator. Dann
existiert der Operator A−1 : X∗ → X und ist strikt monoton und demistetig.

Beweis . Der Beweis dieser einfachen Aussage bleibt dem Leser überlassen.
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3.1.2 Der Nemyckii–Operator

Um den Satz 1.5 von Browder und Minty auf Differentialgleichungen anwen-
den zu können, benötigen wir den so genannten Nemyckii–Operator

(Fu)(x) := f(x,u(x)) , (1.18)

wobei u = (u1, . . . , un), u : G ⊆ RN → Rn, mit einem Gebiet G ⊆ RN .
Bezüglich f : G× Rn → R machen wir folgende Annahmen:

(i) Carathéodory–Bedingung :

f(·,η) : x 
→ f(x,η) ist messbar auf G für alle η ∈ Rn,

f(x, ·) : η 
→ f(x,η) ist stetig auf Rn für fast alle x ∈ G.

(ii) Wachstumsbedingung :

|f(x,η)| ≤ |a(x)|+ b

n∑
i=1

|ηi|pi/q ,

wobei b > 0 eine Konstante ist und a ∈ Lq(G) , 1 ≤ pi, q < ∞, i =
1, . . . , n.

1.19 Lemma. Unter den obigen Annahmen an die Funktion f und die Men-
ge G, ist der in (1.18) definierte Nemyckii–Operator

F :
n∏

i=1

Lpi(G) → Lq(G)

stetig und beschränkt. Es gilt für alle u ∈
∏n

i=1 Lpi(G) die Abschätzung

‖Fu‖Lq(G) ≤ c
(
‖a‖Lq(G) +

n∑
i=1

‖ui‖pi/q
Lpi (G)

)
. (1.20)

Beweis . Wir betrachten nur den Fall n = 1, u = u1, p = p1. Der allgemeine
Fall folgt analog.

1. Messbarkeit von Fu: Da u ∈ Lp(G), ist die Funktion x 
→ u(x)
Lebesgue–messbar auf G. Also gibt es eine Folge (un) von Treppenfunktionen
mit

un → u fast überall in G (n →∞) .

Daher gilt für fast alle x ∈ G

(Fu)(x) = f(x, u(x)) = lim
n→∞ f(x, un(x)) ,

da f , aufgrund der Carathéodory–Bedingung (i), stetig in der zweiten Varia-
blen η ist. Da (un) Treppenfunktionen sind, haben wir
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f(x, un(x)) = f
(
x,

M(n)∑
j=0

cn
j χGn

j
(x)

)
=

M(n)∑
j=0

f(x, cn
j )χGn

j
(x) ,

mit cn
0 = 0 und Gn

0 = G \
⋃M(n)

i=1 Gn
i . Somit ist f(x, un(x)) messbar, da so-

wohl die Funktionen f(x, cn
j ) als auch die charakteristischen Funktionen χGn

j

messbar sind. Weiterhin ist der Grenzwert messbarer Funktionen messbar
und demnach auch Fu.

2. Beschränktheit von F : Es gilt für alle u ∈ Lp(G):

‖Fu‖q
Lq =

∫
G

∣∣f(x, u(x))
∣∣q dx

≤
∫
G

(
|a(x)|+ b|u(x)|p/q

)q
dx

≤ C

∫
G

|a(x)|q + bq|u(x)|p dx = C
(
‖a‖q

Lq + ‖u‖p
Lp

)
,

wobei die Wachstumsbedingung (ii) benutzt wurde und folgende Unglei-
chung, die für 0 < r < ∞, ξ1, . . . , ξM ∈ R+ gilt:

c

M∑
i=1

ξr
i ≤

(
M∑
i=1

ξi

)r

≤ C

M∑
i=1

ξr
i . (1.21)

In der Tat ist (1.21) für 1 ≤ r < ∞ nichts anderes ist als die Äquivalenz
von Normen im RM . Für 0 < r < 1 zeigt man leicht, dass für die Funk-
tion g(s) = (1+s)r

1+sr gilt: 2r−1 ≤ mins∈[0,∞) g(s) ≤ maxs∈[0,∞) g(s) ≤ 1.
Daraus folgt leicht die Behauptung. Also ist F beschränkt und erfüllt die
Abschätzung (1.20).

3. Stetigkeit von F : Lp(G) → Lq(G): Sei (un) eine Folge mit un → u
in Lp(G) (n → ∞). Demzufolge gibt es eine Teilfolge (unk

) mit unk
→ u

(k →∞), fast überall in G (cf. Satz A.11.12) und es gilt:

|f(x, unk
(x))− f(x, u(x))|q ≤ C

(
|f(x, unk

(x))|q + |f(x, u(x))|q
)

≤ C
(
|a(x)|q + bq|unk

(x)|p + |f(x, u(x))|q
)

=: hnk
(x) ,

wobei die Wachstumsbedingung (ii) benutzt wurde. Nach Integration über G
erhalten wir

‖Funk
− Fu‖q

Lq ≤
∫
G

hnk
dx .

Auf der rechten Seite der Ungleichung stehen als Integranden eine Folge von
Funktionen hnk

aus L1(G) mit
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hnk
(x) → h(x) fast überall in G (k →∞) ,∫

G

hnk
(x) dx →

∫
G

h(x) dx (k →∞) ,

da un → u in Lp(G) (n → ∞), also ‖un‖Lp → ‖u‖Lp (n → ∞). Außerdem
gilt (Funk

)(x) → (Fu)(x) (k → ∞) für fast alle x ∈ G, da aufgrund der
Carathéodory–Bedingung (i) f stetig in der zweiten Variablen η ist. Daher ist
der verallgemeinerte Satz von der majorisierte Konvergenz (cf. Satz A.11.11)
anwendbar, und demzufolge gilt:

‖Funk
− Fu‖q

Lq → 0 (k →∞) .

Das Konvergenzprinzip Lemma 0.3 (iii) liefert nun Fun → Fu in Lq(G)
(n →∞), da die Argumentation für jede beliebige konvergente Teilfolge gilt.

3.1.3 Quasilineare elliptische Gleichungen

Als Anwendung des Satzes von Browder und Minty und des Nemyckii–
Operators betrachten wir folgendes Randwertproblem für eine quasilineare
elliptische Gleichung:

−div(|∇u|p−2∇u) + s u = f in Ω ,

u = 0 auf ∂Ω .
(1.22)

Dabei sei 1 < p < ∞ , Ω ein beschränktes Gebiet im Rd mit ∂Ω ∈ C0,1

und s ≥ 0. Der kanonische Raum X für die Untersuchung von (1.22) ist der
Sobolevraum W 1,p

0 (Ω).
Die schwache Formulierung von Problem (1.22) lautet: Für gegebenes

f ∈ (Lp(Ω))∗ suchen wir u ∈ X = W 1,p
0 (Ω), so dass∫

Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕ + s uϕdx =
∫
Ω

fϕ dx , ∀ϕ ∈ X . (1.23)

Deshalb definieren wir einen Operator A durch

〈Au,ϕ〉 :=
∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕ + s uϕ dx , ∀ u, ϕ ∈ X , (1.24)

und ein Funktional b durch

〈b, ϕ〉 :=
∫
Ω

fϕ dx , ∀ ϕ ∈ X . (1.25)

Hierbei steht 〈·, ·〉 für das Dualitätsprodukt in X.
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1.26 Lemma. Sei Ω ein beschränktes Gebiet des Rd mit Lipschitz–stetigem
Rand ∂Ω. Ferner sei f ∈ Lp′

(Ω) , p′ = p
p−1 , p > 1 und s ≥ 0. Für p ≥ 2d

d+2

bildet der in (1.24) definierte Operator A den Raum X = W 1,p
0 (Ω) in seinen

Dualraum ab, d.h. A : X → X∗ und A ist beschränkt. Das in (1.25) definierte
Funktional b ist ein Element von X∗. Ferner ist die schwache Formulierung
(1.23) äquivalent zur Operatorgleichung in X∗

Au = b . (1.27)

Beweis . Wir setzen X := W 1,p
0 (Ω) und ‖u‖X := ‖∇u‖Lp . Aufgrund der

”Nullrandbedingungen“ ist diese Norm äquivalent zur üblichen W 1,p
0 (Ω)–

Norm ‖u‖W 1,p
0

=
( ∫

Ω
|u|p + |∇u|pdx

) 1
p (cf. (A.12.26)).

1. A : X → X∗: Es gilt für u, ϕ ∈ X

|〈Au,ϕ〉| ≤
∫
Ω

|∇u|p−1|∇ϕ| dx + s

∫
Ω

|uϕ| dx

≤
(∫

Ω

|∇u|(p−1)p′
dx

) 1
p′ (∫

Ω

|∇ϕ|p dx
) 1

p

+ s
(∫

Ω

|u|2 dx
) 1

2
(∫

Ω

|ϕ|2 dx
) 1

2

= ‖∇u‖p−1
Lp ‖∇ϕ‖Lp + s ‖u‖L2‖ϕ‖L2 ,

wobei wir die Hölder–Ungleichung und p′ = p
p−1 benutzt haben. Für 1 ≤ p < d

haben wir die Einbettung X = W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) mit q ≤ dp

d−p (cf. Satz
A.12.23 (i)). Insbesondere gilt also X ↪→ L2(Ω), falls 2 ≤ dp

d−p ⇔ p ≥ 2d
d+2 .

Falls p ≥ d ist, verwenden wir die Einbettungen X ↪→W 1,d(Ω) ↪→ Lq(Ω), die
für alle q < ∞ gilt (cf. Satz A.12.23 (ii)). Also erhalten wir, dass für p ≥ 2d

d+2
und alle ϕ ∈ X gilt:

‖ϕ‖L2 ≤ C1‖ϕ‖X = C1‖∇ϕ‖Lp .

Insgesamt ergibt sich daher

|〈Au,ϕ〉| ≤ ‖∇u‖p−1
Lp ‖∇ϕ‖Lp + s‖u‖L2‖ϕ‖L2

≤ C(‖∇u‖p−1
Lp + s‖∇u‖Lp)‖∇ϕ‖Lp .

Aufgrund der Definition der Norm von Au in X∗ haben wir

‖Au‖X∗ = sup
ϕ∈X
‖ϕ‖≤1

|〈Au,ϕ〉| ≤ C
(
‖∇u‖p−1

Lp + s‖∇u‖Lp

)
,

und somit ist Au ∈ X∗ sowie A : X → X∗, sofern p ≥ 2d
d+2 . Aus der letzten

Ungleichung sehen wir sofort, dass der Operator A beschränkt ist.
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2. Mithilfe der Hölder–Ungleichung und der Definition der dualen Norm
ergibt sich

‖b‖X∗ = sup
ϕ∈X
‖ϕ‖≤1

|〈b, ϕ〉| ≤ sup
ϕ∈X
‖ϕ‖≤1

‖f‖Lp′ ‖ϕ‖Lp

≤ C ‖f‖Lp′ ,

für p ≥ 1, da X = W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp(Ω), d.h. ‖ϕ‖Lp ≤ C ‖ϕ‖X .

3. Aus den Schritten 1 und 2, sowie den Definitionen von A und b folgt,
dass die schwache Formulierung von (1.23) gerade

〈Au,ϕ〉 = 〈b, ϕ〉 ∀ϕ ∈ X

ist. Dies ist aber die Operatorgleichung Au = b in X∗.

Bemerkung. Im Falle s = 0 ist im vorherigen Lemma die Einschränkung
p ≥ 2d

d+2 nicht nötig.

1.28 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.26 ist der durch
(1.24) gegebene Operator A : X → X∗ strikt monoton, koerziv und stetig.
Insbesondere sind also die Voraussetzungen von Satz 1.5 erfüllt.

Beweis . 1. A ist strikt monoton: Der Operator A wird durch die Funktion

g = (g1, . . . , gd) : Rd → Rd : ζ 
→ |ζ|p−2ζ (1.29)

generiert, wobei wir g(0) = 0 setzen. Für i, j = 1, . . . , d und ζ �= 0 haben wir

∂gi

∂ζj
(ζ) = |ζ|p−2δij + (p− 2) |ζ|p−4ζiζj

und somit gilt für alle ζ ∈ Rd \ {0}, η ∈ Rd, 1 < p <∞,

d∑
i,j=1

∂gi

∂ζj
(ζ)ηiηj = |ζ|p−2

(
|η|2 + (p− 2)

(ζ · η)2

|ζ|2
)

≥ min(1, p− 1) |ζ|p−2|η|2.

Für beliebige u �= v ∈ X haben wir also

〈Au−Av, u− v〉

=
∫
Ω

d∑
i=1

(
gi(∇u)− gi(∇v)

)
(∂iu− ∂iv) dx + s

∫
Ω

|u− v|2 dx

≥
∫
Ω

d∑
i=1

1∫
0

d

dτ
gi
(
∇v + τ(∇u−∇v)

)
dτ (∂iu− ∂iv) dx ,
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da s ≥ 0. Den Integranden auf der rechten Seite kann man schreiben als

1∫
0

d∑
i,j=1

∂gi

∂ζj

(
∇v + τ(∇u−∇v)

)
(∂ju− ∂jv)(∂iu− ∂iv) dτ

≥ c |∇u−∇v|2
1∫

0

|∇v + τ(∇u−∇v)|p−2 dτ

> 0 ,

da1 mit Ausnahme möglicherweise eines Punktes τ0, der von x ∈ Ω abhängt,
gilt: |∇v + τ(∇u−∇v)|p−2 > 0. Insgesamt erhalten wir also

〈Au−Av, u− v〉 > 0 ,

d.h. A ist strikt monoton.

2. A ist koerziv: Wir haben für u ∈ X

〈Au, u〉 =
∫
Ω

|∇u|p + s |u|2 dx = ‖∇u‖p
Lp + s‖u‖2L2 ≥ ‖∇u‖p

Lp ,

also folgt

〈Au, u〉
‖u‖X

≥ ‖∇u‖p−1
Lp →∞ (‖u‖X →∞) ,

falls p > 1.

3. A ist stetig: Sei (un) ⊆ X eine Folge mit

un → u in X (n →∞) ,

d.h. insbesondere ∇un → ∇u in Lp(Ω) (n → ∞). Wir setzen F(ζ) = g(ζ),
wobei g in (1.29) definiert ist. Da g komponentenweise die Abschätzung

|gi(ζ)| ≤ c |ζ|p−1 = c |ζ|
p
q , i = 1, . . . , d ,

mit q = p
p−1 erfüllt, ist F ein vektorwertiger Nemyckii–Operator. Aus Lemma

1.19 folgt daher, dass F : (Lp(Ω))d → (Lp′
(Ω))d stetig ist, d.h. für unsere

Folge (un) gilt:

F(∇un) → F(∇u) in
(
Lp′

(Ω)
)d (n →∞) .

1 Man beachte, dass das Integral
1∫
0

|∇v + τ(∇u−∇v)|p−2dτ endlich ist für p > 1.
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Somit erhalten wir

〈Aun −Au,ϕ〉 =
∫
Ω

(
F(∇un)− F(∇u)

)
· ∇ϕdx + s

∫
Ω

(un − u)ϕdx

≤ c ‖F(∇un)− F(∇u)‖Lp′ ‖∇ϕ‖Lp + s‖un − u‖L2‖ϕ‖L2

≤ c
(
‖F(∇un)− F(∇u)‖Lp′ + ‖un − u‖X

)
‖ϕ‖X ,

da X = W 1,p
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) für p ≥ 2d

d+2 . Aufgrund der Definition der Norm
im Dualraum gilt dann:

‖Aun −Au‖X∗ = sup
ϕ∈X
‖ϕ‖≤1

|〈Aun −Au,ϕ〉|

≤ c (‖F(∇un)− F(∇u)‖Lp′ + ‖un − u‖X) .

Für n →∞ konvergiert die rechte Seite gegen 0, da un → u in X (n →∞),
und F(∇un) → F(∇u) in (Lp′

(Ω))d (n →∞). Also ist der Operator A stetig
und damit insbesondere hemistetig.

4. X = W 1,p
0 (Ω) ist ein separabler und reflexiver Banachraum (cf. Ab-

schnitt A.12.3).

1.30 Satz. Sei Ω ein beschränktes Gebiet des Rd mit Lipschitz–stetigem
Rand ∂Ω und sei s ≥ 0. Für p ≥ 2d

d+2 , p > 1 und alle f ∈ Lp′
(Ω), p′ = p

p−1 ,
existiert genau eine schwache Lösung u des Randwertproblems (1.22), d.h.
(1.23) bzw. (1.27) gelten.

Beweis . Aus den Lemmata 1.26 und 1.28 folgt, dass wir Satz 1.5 anwenden
können, der sofort die Behauptung liefert.

Bemerkungen. (i) Satz 1.30 kann man auf die Gleichung

−div(A(x,∇u)) = f in Ω ,

u = 0 auf ∂Ω ,

verallgemeinern, falls A : Ω × Rd → Rd folgende Bedingungen erfüllt:

(i) A ist eine Carathéodory–Funktion,
(ii) |A(x,η)| ≤ C

(
g(x)+ |η|p−1

)
, g ∈ Lp′

(Ω) (Wachstumsbedingung),

(iii)
(
A(x,η)−A(x, ζ)

)
· (η − ζ)) > 0, für fast alle x (strikte Monotonie),

(iv) A(x,η) · η ≥ c |η|p − h(x), h ∈ L1(Ω) (Koerzivität).

(ii) Satz 1.30 gilt auch für beliebige f ∈ (W 1,p
0 (Ω))∗. Man kann zeigen,

dass solche f eine Darstellung der Form

f =
d∑

i=1

∂ifi + f0 ,

mit fi ∈ Lp′
(Ω), i = 0, . . . , d, besitzen (cf. Abschnitt A.12.3).
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3.2 Pseudomonotone Operatoren

3.2.1 Der Satz von Brezis

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Theorie zu entwickeln, die es ermöglicht,
auch solche quasilinearen elliptischen Gleichungen zu lösen, die einen Term
von niederer Ordnung enthalten, der nicht monoton ist. Zum Beispiel kann
die Gleichung

−div(|∇u|p−2∇u) + s u = f in Ω ,

u = 0 auf ∂Ω ,
(2.1)

nicht mit Hilfe der Theorie monotoner Operatoren gelöst werden, falls s < 0.
Eine Inspektion des Beweises von Satz 1.5 zeigt aber, dass die Argumen-
te für allgemeinere Operatoren, nämlich pseudomonotone Operatoren, adap-
tiert werden können. Typische Beispiele für pseudomonotone Operatoren sind
Operatoren der Form

A = A1 + A2,

wobei A1 : X → X∗ ein monotoner, hemistetiger Operator und A2 : X → X∗

ein stark stetiger, also kompakter, Operator ist (cf. Lemma 1.4 (i)), d.h. die
Theorie pseudomonotoner Operatoren vereinigt Monotonie und Kompaktheit.
Im Folgenden werden wir zuerst eine allgemeine Theorie entwickeln und diese
dann auf Gleichungen vom Typ (2.13) anwenden.

2.2 Definition. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und A : X → X∗

ein Operator. Wir sagen, A genügt der Bedingung (M), falls aus

un ⇀ u in X (n →∞) ,

Aun ⇀ b in X∗ (n →∞) ,

lim sup
n→∞

〈Aun, un〉X ≤ 〈b, u〉X
(2.3)

folgt, dass Au = b gilt.

Diese Bedingung ist wichtig, weil sie invariant unter stark stetigen Per-
turbationen ist. Außerdem erfüllen monotone Operatoren diese Bedingung.
Genauer gilt:

2.4 Lemma. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und A : X → X∗,
B : X → X∗ seien Operatoren. Dann gilt:

(i) Ist A monoton und hemistetig, dann genügt A der Bedingung (M).
(ii) Wenn A der Bedingung (M) genügt und B stark stetig ist, dann genügt

A + B der Bedingung (M).

Beweis . ad (i): Dies ist nichts anderes als eine Variante des Minty–Tricks
aus Lemma 0.2 (ii). Sei (un) eine Folge, die (2.3) erfüllt. Da A monoton ist,
folgt für alle v ∈ X, n ∈ N

0 ≤ 〈Aun −Av, un − v〉 = 〈Aun, un〉 − 〈Av, un〉 − 〈Aun −Av, v〉 .
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Durch Anwendung von lim supn→∞ auf diese Ungleichung ergibt sich, auf-
grund von (2.3), für alle v ∈ X

0 ≤ 〈b, u〉 − 〈Av, u〉 − 〈b−Av, v〉 = 〈b−Av, u− v〉 .

Da aber A aufgrund von Lemma 0.2 (i) maximal monoton ist, folgt daher
Au = b, d.h. A genügt der Bedingung (M).

ad (ii): Gegeben sei eine Folge (un) ⊆ X mit

un ⇀ u in X , Aun + Bun ⇀ b in X∗ (n →∞) ,

lim sup
n→∞

〈Aun + Bun, un〉 ≤ 〈b, u〉 .

Da B stark stetig ist, folgt Bun → Bu in X∗ (n →∞), und somit

lim sup
n→∞

〈Aun, un〉 ≤ 〈b−Bu, u〉 ,

Aun ⇀ b−Bu in X∗ (n →∞) .

Da A der Bedingung (M) genügt, folgt Au = b−Bu, d.h. Au + Bu = b.

2.5 Definition. Sei A : X → X∗ ein Operator auf dem reflexiven, reellen
Banachraum X. Dann heißt A pseudomonoton, falls aus

un ⇀ u in X (n →∞) ,

lim sup
n→∞

〈Aun, un − u〉X ≤ 0

folgt, dass für alle w ∈ X gilt:

〈Au, u− w〉X ≤ lim inf
n→∞ 〈Aun, un − w〉X .

Das folgende Lemma gibt typische Beispiele für pseudomonotone Opera-
toren an.

2.6 Lemma. Sei X ein reeller, reflexiver Banachraum, und A,B : X → X∗

seien Operatoren. Dann gilt:

(i) Wenn A monoton und hemistetig ist, dann ist A pseudomonoton.
(ii) Wenn A stark stetig ist, dann ist A pseudomonoton.
(iii) Wenns A und B pseudomonoton sind, dann ist A + B pseudomonoton.
(iv) Wenn A pseudomonoton ist, dann genügt A der Bedingung (M).
(v) Wenn A pseudomonoton und lokal beschränkt ist, dann ist A demistetig.

Beweis . ad (i): Gegeben sei eine Folge (un) ⊆ X mit un ⇀ u (n →∞) und

lim sup
n→∞

〈Aun, un − u〉 ≤ 0 .
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Da A monoton ist, gilt:

〈Aun −Au, un − u〉 ≥ 0 ,

woraus folgt

lim inf
n→∞ 〈Aun, un − u〉 ≥ lim inf

n→∞ 〈Au, un − u〉 = 0 .

Zusammen erhalten wir also

lim
n→∞〈Aun, un − u〉 = 0 . (2.7)

Für beliebige w ∈ X setzen wir z = u + t(w − u), t > 0. Die Monotonie von
A impliziert

〈Aun −Az, un − (u + t(w − u))〉 ≥ 0 ,

was äquivalent zu

t〈Aun, u− w〉 ≥ −〈Aun, un − u〉+ 〈Az, un − u〉+ t〈Az, u− w〉

ist. Somit erhalten wir für alle w ∈ X:

lim inf
n→∞ 〈Aun, un − w〉 ≥ 〈Az, u− w〉 ,

wobei wir (2.7) und un ⇀ u (n → ∞), sowie t > 0 benutzt haben. Nun
verwenden wir die Hemistetigkeit des Operators A und erhalten Az ⇀ Au
für t → 0+. Also gilt für alle w ∈ X:

lim inf
n→∞ 〈Aun, un − w〉 ≥ 〈Au, u− w〉 ,

d.h. A ist pseudomonoton.

ad (ii): Sei (un) ⊆ X eine Folge mit un ⇀ u (n → ∞). Dann gilt
Aun → Au (n → ∞), aufgrund der starken Stetigkeit von A. Mithilfe von
Lemma 0.3 (ii) erhalten wir somit für alle w ∈ X

〈Au, u− w〉 = lim
n→∞〈Aun, un − w〉 ,

d.h. A ist pseudomonoton.

ad (iii): Wir wählen eine Folge (un) ⊆ X mit un ⇀ u (n →∞) und

lim sup
n→∞

〈Aun + Bun, un − u〉 ≤ 0 . (2.8)

Daraus folgt

lim sup
n→∞

〈Aun, un − u〉 ≤ 0 ,

lim sup
n→∞

〈Bun, un − u〉 ≤ 0 ,
(2.9)
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was wir durch Widerspruch beweisen. Gelte also

lim sup
n→∞

〈Aun, un − u〉 = a > 0 .

Aus (2.8) folgt dann

lim sup
n→∞

〈Bun, un − u〉 ≤ −a .

Da B pseudomonoton ist, gilt für alle w ∈ X

〈Bu, u− w〉 ≤ lim inf
n→∞ 〈Bun, un − w〉 .

Für w = u erhalten wir aber 0 ≤ −a < 0, was ein Widerspruch ist. Also gilt
(2.9) und liefert mit der Pseudomonotonie von A und B

〈Au, u− w〉 ≤ lim inf
n→∞ 〈Aun, un − w〉 ,

〈Bu, u− w〉 ≤ lim inf
n→∞ 〈Bun, un − w〉 .

Addieren wir beide Ungleichungen, ergibt sich für alle w ∈ X

〈Au + Bu, u− w〉 ≤ lim inf
n→∞ 〈Aun + Bun, un − w〉 ,

d.h. A + B ist pseudomonoton.

ad (iv): Gegeben sei eine Folge (un) ⊆ X, die (2.3) erfüllt. Dies impliziert
insbesondere

lim sup
n→∞

〈Aun, un − u〉 ≤ 0 .

Aufgrund der Pseudomonotonie von A erhalten wir somit für alle w ∈ X

〈Au, u− w〉 ≤ lim inf
n→∞ 〈Aun, un − w〉

≤ 〈b, u〉 − 〈b, w〉 = 〈b, u− w〉 .

Wenn wir w durch 2u− w ersetzen, ergibt sich für alle w ∈ X:

〈Au, u− w〉 = 〈b, u− w〉 ,

d.h. Au = b.

ad (v): Sei (un) ⊆ X sei eine Folge mit un → u (n → ∞). Da A lokal
beschränkt ist, ist auch die Folge (Aun) beschränkt. Der Raum X ist reflexiv
und daher gibt es eine Teilfolge (Aunk

) mit Aunk
⇀ b (k →∞), so dass wir

lim
k→∞

〈Aunk
, unk

− u〉 = 0 erhalten. Die Pseudomonotonie von A zusammen

mit den obigen Konvergenzen impliziert

〈Au, u− w〉 ≤ lim inf
k→∞

〈Aunk
, unk

− w〉

= 〈b, u− w〉 .
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Damit folgt wie in 4. Au = b, d.h. Aunk
⇀ Au (k → ∞). Das Konver-

genzprinzip Lemma 0.3 (iii) liefert, da obige Argumentation für beliebige
konvergente Teilfolgen gilt,

Aun ⇀ b = Au (n →∞) ,

d.h. A ist demistetig.

2.10 Satz (Brezis 1968). Sei A : X → X∗ ein pseudomonotoner, be-
schränkter, koerziver Operator, wobei X ein separabler, reflexiver, reeller
Banachraum ist. Dann existiert für alle b ∈ X∗ eine Lösung u ∈ X von

Au = b . (2.11)

Beweis . Aufgrund von Lemma 2.6 (v) ist A demistetig, da A pseudomonoton
und beschränkt ist. Nach Lemma 2.6 (iv) genügt A auch der Bedingung (M),
da A pseudomonoton ist. Wir gehen nun analog zum Beweis des Satzes von
Browder–Minty (Satz 1.5) vor. Dazu wählen wir eine Basis (wi)i∈N von X.
Mithilfe des Galerkin–Verfahrens suchen wir approximative Lösungen

un =
n∑

k=1

cn
kwk ,

die das Galerkin–System (cf. Beweis von Satz 1.5)

gk(cn) = gk(un) := 〈Aun − b, wk〉 = 0 , k = 1, . . . , n , (2.12)

lösen. Die Lösbarkeit dieses Gleichungssystems folgt wie im Beweis des Satzes
1.5, da A demistetig und koerziv ist. Die Demistetigkeit von A impliziert
nämlich, dass die Funktionen gk, k = 1, . . . , n , stetig sind, und die Koerzivität
von A, dass es ein R0 > 0 gibt, so dass

∑n
k=1 gk(cn) cn

k > 0 für alle ‖un‖ = R0

gilt (cf. (1.11)). Außerdem erhalten wir aus der Koerzivität auch eine apriori
Abschätzung (cf. (1.12)), d.h.

‖un‖X ≤ R0 ∀n ∈ N .

Also gibt es eine konvergente Teilfolge (unk
) mit unk

⇀ u (k → ∞). Wir
wollen nun zeigen, dass u (2.11) löst. Aus dem Galerkin–System (2.12) folgt,
dass

lim
k→∞

〈Aunk
, v〉 = 〈b, v〉 ∀v ∈ span{w1, . . .} .

Die Beschränktheit des Operators A liefert, dass die Folge (Aunk
) beschränkt

ist, da die schwach konvergent Folge (un) beschränkt ist. Aufgrund der Refle-
xivität von X∗ (cf. Lemma A.7.4 (iii)) besitzt die Folge (Aunk

) einen schwa-
chen Limes besitzt, d.h.

Aunk
⇀ c in X∗ (k →∞) .
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Es gilt aber c = b mit denselben Argumenten wie im Beweisteil 3. von Satz
1.5. Aus dem Galerkin–System (2.12), mit w = unk

, und der schwachen
Konvergenz der (unk

) erhalten wir

〈Aunk
, unk

〉 = 〈b, unk
〉 → 〈b, u〉 (k →∞) .

Daher erfüllt die Folge (unk
) die Voraussetzung der Bedingung (M) und es

folgt
Au = b ,

d.h. u ist die gesuchte Lösung von (2.11).

3.2.2 Quasilineare elliptische Gleichungen II

Wir betrachten nun das Problem

−div(|∇u|p−2∇u) + g(u) = f in Ω ,

u = 0 auf ∂Ω ,
(2.13)

wobei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz–stetigem Rand ∂Ω
ist und u : Ω → R. Dies ist eine Verallgemeinerung der Probleme (1.22)
und (2.1) und kann, wie am Beginn von Abschnitt 3.2.1 erläutert wurde, im
Allgemeinen nicht mit der Theorie monotoner Operatoren gelöst werden.

Wir wollen die Theorie pseudomonotoner Operatoren benutzen. Dazu set-
zen wir X = W 1,p

0 (Ω) und definieren folgende Abbildungen:

〈A1u, ϕ〉 :=
∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇ϕ dx , (2.14)

〈A2u, ϕ〉 :=
∫
Ω

g(u)ϕ dx , (2.15)

〈b, ϕ〉 :=
∫
Ω

f ϕ dx . (2.16)

Wir gehen analog zum Abschnitt 3.1.3 vor. Dort wurden bereits der Operator
A1 (cf. Lemmata 1.26, 1.28 mit s = 0) und das Funktional b (cf. Lemma 1.26)
behandelt. Für den Operator A2 gilt:

2.17 Lemma. Sei Ω ein beschränktes Gebiet des Rd mit Lipschitz–stetigem
Rand ∂Ω. An die stetige Funktion g : R → R stellen wir folgende Wachs-
tumsbedingung:

|g(s)| ≤ c (1 + |s|r−1) , (2.18)

wobei 1 ≤ r < ∞. Für 1 ≤ p ≤ d und r ≤ dp
d−p bildet der in (2.14)2 definierte

Operator A2 den Raum X = W 1,p
0 (Ω) in seinen Dualraum X∗ ab und ist

beschränkt. Für r < dp
d−p ist A2 stark stetig.
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Beweis . 1. Aus der Definition von A2 und (2.18) erhalten wir für q = dp
d−p

und u, ϕ ∈ X

|〈A2u, ϕ〉| ≤
∫
Ω

c
(
1 + |u|r−1

)
|ϕ| dx

≤ c

∫
Ω

|ϕ| dx + c
(∫

Ω

|u|(r−1)q′
dx

) 1
q′
(∫

Ω

|ϕ|q dx
) 1

q

≤ c
(
1 + ‖u‖r−1

L(r−1)q′
)
‖ϕ‖X ,

wobei wir die Einbettung X = W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lα(Ω), α ≤ q, (cf. Satz A.12.23)

benutzt haben. Somit erhalten wir

|〈A2u, ϕ〉| ≤ c
(
1 + ‖u‖r−1

X

)
‖ϕ‖X , (2.19)

sofern (r− 1)q′ ≤ q, wobei wiederum die obige Einbettung verwendet wurde.
Die Forderung (r − 1)q′ ≤ q ist aufgrund der Definition von q äquivalent zu
r ≤ dp

d−p . Aus der Definition der Operatornorm folgt

‖A2u‖X∗ = sup
ϕ∈X
‖ϕ‖≤1

|〈A2, ϕ〉| ≤ c
(
1 + ‖u‖r−1

X

)
und demzufolge A2u ∈ X∗, d.h. A2 : X → X∗. Aus dieser Abschätzung folgt
auch, dass A2 beschränkt ist.

2. Sei (un) ⊂ X eine schwach konvergente Folge. Aufgrund der kompakten
Einbettung X ↪→↪→ Lr(Ω), für r < dp

d−p (cf. Satz A.12.24), gilt also für eine
Teilfolge

unk
→ u in Lr(Ω) (k →∞) . (2.20)

Wir setzen
F (v) = g(v)

und erhalten mit Hilfe der Wachstumsbedingung (2.18) und der Stetigkeit
von g, dass der Nemyckii–Operator F die Voraussetzungen von Lemma 1.19
erfüllt. Da r − 1 = r

r′ gilt, ist F : Lr(Ω) → Lr′
(Ω) stetig, d.h. für die Folge

in (2.20) gilt:

‖F (unk
)− F (u)‖Lr′ → 0 (k →∞) . (2.21)

Daraus erhalten wir

sup
ϕ∈X
‖ϕ‖≤1

|〈A2unk
−A2u, ϕ〉| ≤ sup

ϕ∈X
‖ϕ‖≤1

∫
Ω

|g(unk
)− g(u)||ϕ| dx

≤ sup
ϕ∈X
‖ϕ‖≤1

‖F (unk
)− F (u)‖Lr′ ‖ϕ‖Lr

≤ c ‖F (unk
)− F (u)‖Lr′ ,
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aufgrund der Einbettung X ↪→ Lr(Ω). Mithilfe der Konvergenz in (2.21)
folgt also A2unk

→ Au in X∗ (k → ∞). Da diese Argumentation für alle
Teilfolgen, die (2.20) erfüllen, gilt, liefert das Konvergenzprinzip Lemma 0.3
(iii), dass A2 stark stetig ist, d.h. A2un → A2u in X∗ (n →∞).

Um Satz 2.10 anwenden zu können benötigen wir noch folgendes Lemma.

2.22 Lemma. Zusätzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 2.17 erfülle g
die Koerzivitätsbedingung

inf
s∈R

g(s) s > −∞ (2.23)

und es sei p > 1. Dann ist der Operator A1 + A2 : X → X∗ koerziv.

Beweis . Wir haben (cf. Beweis von Lemma 1.28)

〈A1u, u〉 = ‖∇u‖p
Lp ,

und aufgrund von (2.23) gilt für eine Konstante c0 > 0

〈A2u, u〉 =
∫
Ω

g(u)u dx > −c0 .

Damit erhalten wir

〈A1u + A2u, u〉
‖u‖X

≥ 〈A1u, u〉
‖∇u‖Lp

− c0

‖∇u‖Lp

≥ ‖∇u‖p−1
Lp − c0

‖∇u‖Lp

→∞
(
‖∇u‖Lp →∞

)
,

falls p > 1. Also ist der Operator A1 + A2 koerziv.

2.24 Satz. Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet mit Rand ∂Ω ∈ C0,1. Sei
1 < p < d und die Funktion g : R → R erfülle die Voraussetzungen (2.18)
und (2.23) mit 1 ≤ r < dp

d−p . Dann existiert für alle f ∈ Lp′
(Ω) eine verall-

gemeinerte Lösung von (2.13), d.h. es gibt ein u ∈ X = W 1,p
0 (Ω), so dass

(A1 + A2)u = b .

Beweis . Wir wollen den Satz von Brezis (Satz 2.10) anwenden. Der Raum
X = W 1,p

0 (Ω) ist ein reflexiver, separabler Banachraum. Aus den Lemmata
1.26 und 1.28 wissen wir, dass A1 : X → X∗ ein strikt monotoner, stetiger,
beschränkter Operator ist. Also ist A1 nach Lemma 2.6 (i) pseudomonoton.
Aufgrund von Lemma 2.17 ist A2 ein stark stetiger, beschränkter Operator.
Lemma 2.6 (ii) besagt, dass somit A2 pseudomonoton ist. Insgesamt ist al-
so A1 + A2 ein beschränkter pseudomonotoner Operator, der aufgrund von
Lemma 2.22 auch koerziv ist. Lemma 1.26 liefert b ∈ X∗. Die Behauptung
folgt nun sofort aus Satz 2.10.
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3.2.3 Die stationären Navier–Stokes–Gleichungen

Die stationären Navier–Stokes Gleichungen lauten2

−∆u + [∇u]u +∇p = f in Ω ,

div u = 0 in Ω ,

u = 0 auf ∂Ω ,

(2.25)

wobei Ω ⊂ R3 ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz–stetigem Rand ∂Ω
ist. Diese Gleichungen beschreiben die stationäre Strömung einer viskosen,
inkompressiblen Flüssigkeit. Es ist u = (u1, u2, u3) : Ω → R3 die Geschwin-
digkeit, p : Ω → R der Druck und f : Ω → R3 eine äußere Kraft. Der Term
[∇u]u wird oft Wirbelterm genannt. Wir setzen

X := {u ∈
(
W 1,2

0 (Ω)
)3 ∣∣ divu = 0} . (2.26)

Dies ist offensichtlich ein linearer Teilraum von
(
W 1,2

0 (Ω)
)3, den wir mit der

Norm
‖u‖X := ‖∇u‖(L2(Ω))3×3 (2.27)

versehen. Wir definieren für alle u,ϕ ∈ X und p ∈ L2(Ω) mit
∫

Ω
p dx = 0

〈A1u,ϕ〉 :=
∫
Ω

∇u · ∇ϕ dx ,

〈A2u,ϕ〉 :=
∫
Ω

[∇u]u ·ϕ dx ,

〈P,ϕ〉 := 〈∇p,ϕ〉 := −
∫
Ω

p div ϕ dx = 0 ,

〈b,ϕ〉 :=
∫
Ω

f ·ϕ dx .

(2.28)

Offensichtlich ist die Operatorgleichung A1 + A2 = b in X∗ äquivalent zur
schwachen Formulierung von Problem (2.25), d.h. für alle ϕ ∈ X gilt∫

Ω

∇u · ∇ϕ dx +
∫
Ω

[∇u]u ·ϕ dx =
∫
Ω

f ·ϕ dx . (2.29)

Wir überprüfen nun, dass A1, A2 : X → X∗, b ∈ X∗ gilt, und dass der
Operator A1 + A2 die Voraussetzungen von Satz 2.10 erfüllt.

2 Wir benutzen die Notation [∇u]u =
( 3∑

j=1

uj (∂ju
i)
)

i=1,2,3
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2.30 Lemma. Unter den obigen Voraussetzungen an Ω ist der in (2.26)
definierte Raum X, versehen mit der Norm (2.27), ein reflexiver, separabler
Banachraum.

Beweis . Der Raum X, definiert in (2.26), ist ein abgeschlossener Teilraum
von

(
W 1,2

0 (Ω)
)3. Sei (un) ⊆ X eine Folge mit un → u in

(
W 1,2

0 (Ω)
)3 (n →

∞). Daraus folgt insbesondere, dass ∇un → ∇u in
(
L2(Ω)

)3×3 (n → ∞).
Daher gibt es eine Teilfolge mit ∇unk

→ ∇u fast überall (k → ∞). Wir
erhalten also für fast alle x ∈ Ω

div u(x) = tr∇u(x) = lim
k→∞

tr∇unk
(x) = 0 ,

d.h. u ∈ X. Da ein abgeschlossener Teilraum eines Banachraumes wieder
ein Banachraum ist, haben wir also bewiesen, dass X ein Banachraum ist.
Außerdem ist ein abgeschlossener Teilraum eines reflexiven Banachraumes
wieder reflexiv (cf. Lemma A.7.4 (i)). Da

(
W 1,2

0 (Ω)
)3 separabel ist, ist auch

der Teilraum X ⊂
(
W 1,2

0 (Ω)
)3 separabel (cf. Satz A.7.4 (vi)).

2.31 Lemma. Unter den obigen Voraussetzungen an Ω und mit X, definiert
in (2.26), ist der Operator A1 : X → X∗ linear, stetig, koerziv, strikt monoton
und beschränkt.

Beweis . Offensichtlich ist A1 linear. Der Operator A1 : X → X∗ ist eine
vektorwertige Variante des Operators A : W 1,2

0 (Ω) → (W 1,2
0 (Ω))∗ in Lemma

1.26 mit p = 2 und s = 0. Da X ein abgeschlossener Teilraum von
(
W 1,2

0 (Ω)
)3

ist folgt sofort

A1 : X ⊆
(
W 1,2,

0 (Ω)
)3 →

((
W 1,2

0 (Ω)
)3)∗ ⊆ X∗ ,

da die Restriktion eines Funktionals, das auf
(
W 1,2,

0 (Ω)
)3 definiert ist, auf den

Teilraum X natürlich ein Funktional auf X ist. Die fehlenden Behauptungen
folgen somit sofort aus Lemma 1.26 und Lemma 1.28.

2.32 Lemma. Der Operator A2 definiert in (2.28) ist ein stark stetiger,
beschränkter Operator von X nach X∗.

Beweis . 1. Für alle u,ϕ ∈ X gilt:

|〈A2u,ϕ〉| ≤
∫
Ω

|u||∇u||ϕ| dx

≤
(∫

Ω

|u|4 dx
) 1

4
(∫

Ω

|ϕ|4 dx
) 1

4
(∫

Ω

|∇u|2 dx
) 1

2

≤ c ‖∇u‖2L2‖ϕ‖X ,

denn X ↪→
(
L4(Ω)

)3 (cf. Satz A.12.23). Aus der Abschätzung folgt sowohl
A2u ∈ X∗ und damit A2 : X → X∗, als auch die Beschränktheit von A2.
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2. A2 ist stark stetig: Sei (un) ⊆ X eine Folge mit un ⇀ u (n →∞). Aus
der kompakten Einbettung X ↪→↪→

(
L4(Ω)

)3, erhalten wir für eine Teilfolge
unk

→ u in
(
L4(Ω)

)3 (k → ∞). Da die weitere Argumentation wieder für
alle konvergenten Teilfolgen gilt, bezeichnen wir obige Teilfolge wiederum mit
(un). Wir werden zeigen, dass gilt:

‖A2un −A2u‖X∗ = sup
ϕ∈X
‖ϕ‖≤1

|〈A2un −A2u,ϕ〉| → 0 (n →∞).

Nehmen wir an, dies gelte nicht. Also existiert ein ε0 > 0 und Elemente
ϕn ∈ X, ‖ϕn‖ ≤ 1, so dass für alle n ∈ N gilt:

|〈A2un −A2u,ϕn〉| ≥ ε0 .

Da die Folge (ϕn) beschränkt ist, gibt es eine Teilfolge (ϕnk
) mit ϕnk

⇀ ϕ
in X (k → ∞), und ϕnk

→ ϕ in L4(Ω) (k → ∞). Für diese Teilfolge, im
Folgenden mit (ϕn) bezeichnet, gilt:

|〈A2un −A2u,ϕn〉| =
∣∣∣ ∫
Ω

[∇un]un ·ϕn − [∇u]u ·ϕn dx
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫
Ω

[∇un](un − u) ·ϕn + [∇(un − u)]u · (ϕn −ϕ)

+ [∇(un − u)]u ·ϕ dx
∣∣∣

≤ ‖un − u‖L4‖∇un‖L2‖ϕn‖L4

+ ‖u‖L4‖∇(un − u)‖L2‖ϕn −ϕ‖L4

+
∣∣∣ ∫
Ω

[∇(un − u)]u ·ϕ dx
∣∣∣

≤ C ‖un − u‖L4 + C ‖ϕn −ϕ‖L4

+
∣∣∣ ∫
Ω

[∇(un − u)]u ·ϕ dx
∣∣∣→ 0 (n →∞) ,

da die Folge ‖∇un‖L2 beschränkt ist (cf. Lemma 0.2 (i)), un → u in(
L4(Ω)

)3 (n → ∞), ∇un ⇀ ∇u in
(
L2(Ω)

)3×3 (n → ∞) und ϕn → ϕ

in
(
L4(Ω)

)3×3 (n →∞). Dies ist aber ein Widerspruch zur Annahme. Damit
folgt A2un → A2u (n →∞), d.h. A2 ist stark stetig auf X.

2.33 Satz. Sei Ω ⊂ R3 ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz–stetigem Rand
∂Ω. Dann gibt es zu jedem f ∈ (L2(Ω))3 ein u ∈ X, wobei X in (2.26)
definiert ist, so dass u die Navier–Stokes–Gleichungen (2.25) im schwachen
Sinne löst, d.h. (2.29) gilt.
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Beweis . Aufgrund der Lemmata 2.31, 2.32 und 2.6 ist der Operator
A1 + A2 : X → X∗ beschränkt und pseudomonoton. Es bleibt zu zeigen, dass
A1 + A2 auch koerziv ist. Für alle u ∈ X haben wir:

〈A2u,u〉 =
∫
Ω

3∑
i,j=1

uj ∂ui

∂xj
ui dx =

∫
Ω

3∑
j=1

uj ∂

∂xj

(
|u|2
2

)
dx

= −
∫
Ω

div u
|u|2
2

dx = 0 ,

da für u ∈ X gilt divu = 0. Da A1 koerziv ist (cf. Lemma 2.31), ist also
insgesamt A1+A2 koerziv auf X 3. Mit denselben Argumenten wie in Lemma
1.26 erhält man b ∈

((
W 1,2

0 (Ω)
)3)∗ ⊆ X∗, sofern f ∈ (L2(Ω))3. Satz 2.10

liefert die Behauptung des Satzes.
Bisher haben wir die Existenz einer Geschwindigkeit u gezeigt, die (2.29)

erfüllt. Um auch einen Druck p zu finden, so dass für alle ϕ ∈ (W 1,2
0 (Ω))3

gilt: ∫
Ω

∇u · ∇ϕ dx +
∫
Ω

[∇u]u ·ϕ dx +
∫
Ω

p div ϕ dx =
∫
Ω

f ·ϕ dx , (2.34)

muss man den Satz von De Rham auf F ∈
(
(W 1,2

0 (Ω))3
)∗ definiert durch

〈F,ϕ〉 :=
∫
Ω

∇u · ∇ϕ dx +
∫
Ω

[∇u]u ·ϕ dx−
∫
Ω

f ·ϕ dx

anwenden.

2.35 Satz (De Rham 1960). Sei F ∈
(
(W 1,2

0 (Ω))3
)∗ ein Funktional. Falls

für alle ϕ ∈ X gilt:

〈F,ϕ〉 = 0 ,

dann existiert eine Funktion p ∈ L2(Ω) mit
∫

Ω
p dx = 0, so dass für alle

ϕ ∈ (W 1,2
0 (Ω))3 gilt:

〈F,ϕ〉 =
∫
Ω

p div ϕ dx .

Beweis . cf. [17].

3 Die Koerzivität ist die einzige Eigenschaft, die nur auf X und nicht auf(
W 1,2

0 (Ω)
)3

gilt. Zum Beweis der anderen Eigenschaften benötigen wir die Be-
dingung div u = 0 nicht.
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3.3 Maximal monotone Operatoren

Die Theorie maximal monotoner Operatoren ist das Herzstück in der Theorie
monotoner Operatoren, da sie die Grundideen zur vollen Entfaltung bringt
und sehr allgemein ist. Intuitiv kann man sich unter einem maximal monoto-
nen Operator einen monotonen Operator vorstellen, der keine echte monotone
Erweiterung besitzt.

Beispiele. 1. f : R → R sei stetig und monoton wachsend, z.B. sei

f(x) =
{
−x2 für x < 0 ,

x2 für x ≥ 0 .

Dann ist diese Funktion f maximal monoton.

2. f : R → R sei monoton wachsend, aber unstetig, z.B. sei

f(x) =
{

−x2 für x < 0 ,
x2 + 2 für x ≥ 0 .

Diese Funktion f ist monoton, aber nicht maximal monoton. Es gibt
nämlich eine monotone Erweiterung, z.B.

f̄(x) =

⎧⎨⎩
−x2 für x < 0 ,
[0, 2] für x = 0 ,

x2 + 2 für x > 0 .

Allerdings müssen wir für die maximale Monotonie ”bezahlen“, denn wir
müssen ”mehrdeutige Funktionen“ oder genauer Abbildungen zulassen. Im
Folgenden bezeichnen wir mit 2Y die Potenzmenge einer Menge Y .

3.1 Definition. Seien M,Y Mengen und sei A : M → 2Y eine Abbildung,
d.h. A ordnet allen u ∈ M eine Teilmenge Au ⊆ Y zu, d.h. Au ∈ 2Y . Dann
ist

D(A) = {u ∈ M
∣∣ Au �= ∅}

der effektive Definitionsbereich, ferner ist

R(A) =
⋃

u∈D(A)

Au

der Wertebereich und

G(A) = {(u, v) ∈ M × Y
∣∣u ∈ D(A), v ∈ Au}

der Graph von A. Wir schreiben für (u, v) ∈ G(A) einfacher (u, v) ∈ A.
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Bemerkungen. (i) Die inverse Abbildung A−1 : Y → 2M existiert immer
und ist definiert durch

A−1(v) = {u ∈M
∣∣ v ∈ Au} .

Offensichtlich haben wir D(A−1) = R(A), R(A−1) = D(A) und (u, v) ∈ A
genau dann, wenn (v, u) ∈ A−1.

(ii) Seien X,Y Vektorräume über K und sei M ⊆ X. Für gegebene Ab-
bildungen A,B : M → 2Y und für feste α, β ∈ K definieren wir die Linear-
kombination

(αA + βB)(u) =
{

αAu + βBu für u ∈ D(A) ∩D(B) ,
∅ sonst .

(iii) Jede eindeutige Abbildung A : D(A) ⊆ M → Y kann mit einer mehr-
deutigen Abbildung Ā : M → 2Y identifiziert werden, indem wir

Āu =

{
{Au} für u ∈ D(A) ,

∅ sonst

setzen. Dann gilt

D(Ā) = D(A) und R(Ā) = R(A) .

Im Folgenden verwenden wir immer diese Identifizierung und schreiben kürzer
A statt Ā.

3.2 Definition. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und M ⊆ X eine
Teilmenge. Die Abbildung A : M → 2X∗

heißt

(i) monoton genau dann, wenn für alle (u, u∗), (v, v∗) ∈ A gilt:

〈u∗ − v∗, u− v〉X ≥ 0 ,

(ii) maximal monoton genau dann, wenn A monoton ist, und aus (u, u∗) ∈
M ×X∗ sowie

〈u∗ − v∗, u− v〉X ≥ 0 ∀(v, v∗) ∈ A

folgt, dass (u, u∗) ∈ A.

Bemerkungen. (i) Ein Operator A : D(A) ⊆ X → X∗ kann mit obiger
Identifizierung als mehrdeutige Abbildung Ā : X → 2X∗

aufgefasst werden.
Die Definition 1.1 der Monotonie des Operators A ist mit der Definition 3.2
der Monotonie der mehrdeutigen Abbildung Ā identisch.

(ii) Ein Operator A : D(A) ⊆ X → X∗ heißt maximal monoton genau
dann, wenn A monoton ist, und aus (u, u∗) ∈ X ×X∗ sowie

〈u∗ −Av, u− v〉X ≥ 0 ∀v ∈ D(A)

folgt, dass u ∈ D(A) und u∗ = Au gelten.
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Die einfachsten Beispiele maximal monotoner Operatoren erhält man mit-
hilfe reeller Funktionen. Jede monoton wachsende und möglicherweise unste-
tige Funktion erzeugt offensichtlich einen monotonen Operator. Ferner gilt

3.3 Lemma. Sei f : R → R eine monoton wachsende und stetige Funktion.
Dann ist f maximal monoton.

Beweis . Sei (u, u∗) ∈ R× R und es gelte für alle v ∈ R(
u∗ − f(v)

)
(u− v) ≥ 0 .

Es ist zu zeigen, dass u∗ = f(u) gilt, denn u ∈ R = D(f) wurde ja vorausge-
setzt. Für u > v erhalten wir u∗ − f(v) ≥ 0, d.h. u∗ ≥ f(v). Wir wählen nun
v = un, mit einer Folge (un), für die gilt: un ↗ u (n → ∞). Die Stetigkeit
von f impliziert u∗ ≥ f(u). Für u < v folgt u∗ ≤ f(v). Wir wählen nun
v = un, wobei (un) eine Folge ist mit un ↘ u (n → ∞). Die Stetigkeit von
f liefert u∗ ≤ f(u). Somit gilt sowohl u∗ ≥ f(u) als auch u∗ ≤ f(u), d.h.
u∗ = f(u).

Durch ein einfaches Gegenbeispiel überlegt man sich, dass unstetige
monoton wachsende Funktionen nicht maximal monoton sein müssen. Sei
f : R → R definiert durch

f(x) =
{

x für x ≤ 0 ,
x + 1 für x > 0 ,

d.h. f ist monoton wachsend, aber nicht stetig. Diese Funktion f ist nicht
maximal monoton. Um dies zu beweisen wählen wir (u, u∗) = (0, 1

2 ) ∈ R×R

und zeigen, dass für alle v ∈ R gilt:

−
(

1
2 − f(v)

)
v ≥ 0 .

In der Tat, im Falle v > 0 haben wir −(1
2 − (v + 1))v = (v + 1

2 )v ≥ 0. Und
im Falle v ≤ 0 haben wir (v − 1

2 )v ≥ 0. Allerdings ist f(0) = 0 �= 1
2 .

Eine zu Lemma 3.3 analoge Aussage erhalten wir auch für monotone
Operatoren.

3.4 Lemma. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und A : X → X∗ ein
monotoner, hemistetiger Operator. Dann ist A maximal monoton.

Beweis . Sei (u, u∗) ∈ X ×X∗ und es gelte für alle v ∈ X

〈u∗ −Av, u− v〉 ≥ 0 .

Wir setzen v = u± tw mit w ∈ X und t > 0. Dann folgt für alle w ∈ X

∓t〈u∗ −A(u± tw), w〉 ≥ 0 ,

und demzufolge
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〈u∗ −A(u + tw), w〉 ≤ 0 ,

〈u∗ −A(u− tw), w〉 ≥ 0 .

Da A hemistetig ist, folgt im Grenzübergang t → 0+, dass für alle v ∈ X gilt:

〈u∗ −Au,w〉 = 0 ,

d.h. u∗ = Au.

Bemerkung. Die inverse Abbildung A−1 : X∗ → 2X einer maximal mono-
tonen Abbildung A : X → 2X∗

auf einem reflexiven Banachraum X ist wieder
maximal monoton. In der Tat, da X reflexiv ist, haben wir die Identifizierung
X ∼= X∗∗ und somit kann man A−1 auch als Abbildung A−1 : X∗ → 2X∗∗

auffassen. Weiterhin gilt 〈u∗, u〉X = 〈u, u∗〉X∗ für alle (u, u∗) ∈ X ×X∗ und
somit folgt die Behauptung mithilfe der Definition der inversen Abbildung

G(A−1) = {(u∗, u) ∈ X∗ ×X
∣∣ (u, u∗) ∈ G(A)} .

3.3.1 Subdifferentiale

Ein weiteres Beispiel maximal monotoner Operatoren sind Subdifferentiale,
die den klassischen Begriff der Ableitung für konvexe Funktionen verallge-
meinern.

3.5 Definition. Sei X ein reeller Banachraum und f : X → [−∞,∞] ein
Funktional auf X. Ein Element u∗ ∈ X∗ heißt Subgradient von f an der
Stelle u ∈ X genau dann, wenn f(u) �= ±∞ und

f(v) ≥ f(u) + 〈u∗, v − u〉X ∀ v ∈ X .

Die Menge aller Subgradienten von f in u heißt Subdifferential ∂f(u). Falls
an der Stelle u kein Subgradient existiert, setzen wir ∂f(u) = ∅.

Beispiele. Sei f : R → R eine Funktion. Dann ist ∂f(u) die Menge aller
Anstiege von Geraden, die durch (u, f(u)) gehen und vollständig unter dem
Graphen von f liegen.

(i) Die Funktion f : R → R sei definiert durch

f(x) =

{
−b x für x ≤ 0 ,

a x für x > 0 ,

wobei a, b ∈ R+. Dann ist ∂f(0) = [−b, a]. In der Tat, wenn wir die Un-
gleichung f(v) ≥ u∗v betrachten, so bemerken wir, dass für v > 0 die Un-
gleichung av ≥ u∗v impliziert, dass a ≥ u∗ gilt, und für v < 0 aus der
Ungleichung −bv ≥ u∗v folgt, dass −b ≤ u∗ gilt. Also kann f(v) ≥ u∗ für alle
v ∈ R nur gelten, wenn u∗ ∈ [−b, a].
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(ii) Es gibt differenzierbare Funktionen f : R → R, deren Subdifferential
die leere Menge ist. Ein Beispiel dafür ist die Funktion sin(x), für deren
Subdifferential gilt: ∂ sin(x) = ∅, falls x �= 3

2π + 2k π, k ∈ Z, ∂ sin(x) = 0,
falls x = 3

2π + 2k π, k ∈ Z .

Falls eine differenzierbare Funktion f : R → R in x0 ein Minimum hat,
dann gilt f ′(x0) = 0. Mithilfe des Subdifferentials erhält man folgende Ver-
allgemeinerung.

3.6 Lemma. Sei f : X → (−∞,∞] ein Funktional auf einem reellen Ba-
nachraum X mit f �≡ ∞. Dann ist u eine Lösung des Minimierungsproblems

f(u) = min
v∈X

f(v) , u ∈ X ,

genau dann, wenn
0 ∈ ∂f(u) .

Beweis . 1. Sei 0 ∈ ∂f(u). Nach Definition des Subgradienten gilt für alle
v ∈ X und u∗ ∈ ∂f(u)

f(v)− f(u) ≥ 〈u∗, v − u〉 .

Wenn wir u∗ = 0 einsetzen erhalten wir, dass für alle v ∈ X gilt: f(u) ≤ f(v).

2. Es gelte f(u) ≤ f(v) für alle v ∈ X. Somit ist insbesondere f(u) �= ∞
und wir erhalten für alle v ∈ X

f(v)− f(u) ≥ 0 = 〈0, v − u〉 ,

d.h. 0 ∈ ∂f(u).
Das folgende Lemma stellt die Lösbarkeit des Minimierungsproblems si-

cher.

3.7 Lemma. Sei C eine abgeschlossene, konvexe Menge eines reflexiven Ba-
nachraumes X. Das Funktional f : C → R sei konvex, unterhalbstetig und
koerziv, d.h. f(u) → ∞ für ‖u‖ → ∞, u ∈ C. Dann besitzt f auf C ein
Minimum.

Beweis . O.B.d.A. können wir annehmen, dass f nichttrivial ist, d.h. f �≡ ∞.
Sei (un) ⊂ C eine Minimalfolge von f , d.h.

f(un) → inf
v∈C

f(v) (n →∞) .

Aufgrund der Koerzivität von f muss die Folge (un) beschränkt sein. Also
gibt es aufgrund von Satz A.8.15 eine schwach konvergente Teilfolge (unk

)
mit unk

⇀ u0 (k → ∞), und Satz A.8.9 liefert u ∈ C. Sei nun ε > 0 fest,
aber beliebig, und sei k0 derart, dass für alle k ≥ k0 gilt:

f(unk
) ≤ inf

v∈C
f(v) + ε . (3.8)
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Ferner gibt es, aufgrund von Folgerung A.8.10, eine Folge (vj) ⊂ C von konve-
xen Linearkombinationen der unk

, nk ≥ k0, d.h. vj =
∑Nj

k=1 cj
kunk

, nk ≥ k0,
0 ≤ cj

k ≤ 1 ,
∑Nj

k=1 cj
k = 1, die stark gegen u0 konvergieren. Wegen der

Konvexität des Funktionals f und (3.8) folgt

f(vj) ≤
Nj∑
k=1

cj
k f(unk

) ≤
Nj∑
k=1

cj
k

(
inf
v∈C

f(v) + ε
)

= inf
v∈C

f(v) + ε . (3.9)

Da in Banachräumen die Unterhalbstetigkeit äquivalent zur Bedingung (cf.
[8, Kapitel 1])

f(x0) ≤ lim inf
xn→x0

f(xn)

ist, erhalten wir aus (3.9)

f(u0) ≤ lim inf
j→∞

f(vj) ≤ inf
v∈C

f(v) + ε .

Da ε > 0 beliebig war, ergibt sich f(u0) = inf
C

f , d.h. das Minimum wird
angenommen.

Falls die Ableitung f ′(u) und das Subdifferential ∂f(u) existieren, d.h.
∂f(u) �= ∅, so ist ∂f(u) = {f ′(u)}. Dies gilt nicht nur für Funktionen von
R nach R, sondern auch für reellwertige Funktionen auf Banachräumen. Im
Zusammenhang mit monotonen Operatoren und Subdifferentialen ist es be-
sonders fruchtbar, konvexe Funktionen zu betrachten. Denn aus der reellen
Analysis wissen wir, dass f ′ monoton wachsend ist, sofern f : R → R konvex
und stetig differenzierbar ist.

3.10 Lemma. Sei X ein reeller Banachraum und f : X → R ein Funktional.
Dann gilt:

(i) Falls f konvex ist und eine Gâteaux–Ableitung Df(u) im Punkt u besitzt,
dann gilt:

∂f(u) = {Df(u)} . (3.11)

(ii) Umgekehrt, falls ∂f : X → X∗ hemistetig und eindeutig ist, d.h. für alle
u ∈ X existiert ein u∗ ∈ X∗ mit ∂f(u) = {u∗}, dann ist f Gâteaux–
differenzierbar und (3.11) gilt für alle u ∈ X.

Beweis . ad (i): Sei h ∈ X beliebig. Wir setzen ϕ(t) = f(u + th). Dann ist
ϕ : R → R eine konvexe Funktion, denn aufgrund der Konvexität von f gilt,
für alle τ ∈ [0, 1]:

ϕ
(
(1− τ)t + τs

)
= f

(
((1− τ) + τ)u + (1− τ)th + τsh

)
≤ (1− τ)f(u + th) + τf(u + sh)
= (1− τ)ϕ(t) + τϕ(s) .
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Da f Gâteaux–differenzierbar ist, existiert ϕ′(0). Dies und die Konvexität
von ϕ liefern insbesondere

ϕ′(0) = lim
t→0+

ϕ(t)− ϕ(0)
t

≤ lim
t→0+

tϕ(1) + (1− t)ϕ(0)− ϕ(0)
t

= ϕ(1)− ϕ(0) .

Setzen wir die Definition von ϕ und der Gâteaux–Differenzierbarkeit ein,
ergibt sich daraus für alle h ∈ X

f(u + h)− f(u) ≥ 〈Df(u), h〉 ,

d.h. nach der Definition des Subgradienten gilt Df(u) ∈ ∂f(u). Sei nun
u∗ ∈ ∂f(u). Dann gilt für alle h ∈ X und t > 0

f(u + th)− f(u) ≥ 〈u∗, th〉 ,

was man umschreiben kann als

f(u + th)− f(u)
t

≥ 〈u∗, h〉 , ∀h ∈ X .

Im Grenzübergang t → 0+ folgt

〈Df(u), h〉 ≥ 〈u∗, h〉 , ∀h ∈ X ,

da f Gâteaux–differenzierbar ist. Wir ersetzen h durch −h, und erhalten

〈Df(u), h〉 = 〈u∗, h〉 , ∀h ∈ X ,

d.h. wir haben gezeigt u∗ = Df(u). Zusammen mit dem vorher Gezeigten
folgt daher ∂f(u) = {Df(u)}.

ad (ii): Für t > 0 und h ∈ X gilt:

f(u + th)− f(u) ≥ 〈∂f(u), th〉 ,
f(u)− f(u + th) ≥ −〈∂f(u + th), th〉 ,

und demzufolge haben wir

〈∂f(u), h〉 ≤ lim inf
t→0+

f(u + th)− f(u)
t

≤ lim sup
t→0+

f(u + th)− f(u)
t

≤ lim sup
t→0+

〈∂f(u + th), h〉

= 〈∂f(u), h〉 ,
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da ∂f(u) hemistetig ist. Also sind alle Ungleichheitszeichen Gleichheitszei-
chen. Daher existiert Df(u) und (3.11) gilt.

Die meisten Eigenschaften konvexer, unterhalbstetiger Funktionale auf
einem Banachraum X werden mithilfe von Trennungssätzen konvexer Men-
gen bewiesen, die auf der geometrischen Form des Satzes von Hahn–Banach
beruhen (cf. Satz A.10.11).

3.12 Lemma. Sei f : X → (−∞,∞] ein konvexes, unterhalbstetiges Funk-
tional auf einem reellen Banachraum X und seien gi : X → (−∞,∞],
i = 1, . . . , n, n ≥ 2, konvexe Funktionale. Dann gilt:

(i) Falls f �≡ ∞ gilt, existieren a ∈ R und u∗ ∈ X∗ so, dass für alle u ∈ X
gilt:

f(u) ≥ a + 〈u∗, u〉 .

(ii) Sei M ⊆ X eine konvexe, abgeschlossene Menge, so dass f : M → R.
Dann ist f stetig auf dem Inneren int(M) der Menge M .

(iii) Falls f(u) < ∞ und f stetig in u ist, dann ist ∂f(u) eine nichtleere
konvexe Menge.

(iv) Sei f �≡ ∞ und sei dom (f) := {u ∈ X
∣∣ f(u) <∞}. Dann ist die Menge

der Punkte u, in denen ∂f(u) �= ∅ gilt, dicht in dom (f).
(v) Falls ein Punkt u0 ∈ X existiert, so dass alle Funktionale gi, i =

1, . . . , n, endlich sind und die Funktionale gj, j = 1, . . . , n − 1, stetig
in u0 sind, dann gilt die Summenformel für Subdifferentiale:

∂
(
g1 + . . . + gn

)
(u0) = ∂g1(u0) + . . . + ∂gn(u0) .

Beweis . Der Beweis dieser Behauptungen erfordert einen Aufwand, der den
Rahmen des Buches sprengen würde. Die Beweise können in [26, Kapitel 47]
oder in [8, Kapitel 1] gefunden werden.

Sei X ein reeller Banachraum und C ⊆ X eine nichtleere, abgeschlossene,
konvexe Teilmenge, deren Indikatorfunktion χ durch

χ(u) =
{

0 füru ∈ C ,
∞ füru ∈ X \ C ,

definiert ist. Unter einem Trägerfunktional von C im Punkt u ∈ X verste-
hen wir ein Funktional u∗ ∈ X∗, so dass für alle v ∈ C gilt:

〈u∗, u− v〉 ≥ 0 . (3.13)

Für ein gegebenes Paar (u, u∗) ∈ X ×X∗ beschreibt die Gleichung

〈u∗, u− v〉 = 0 (3.14)
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eine abgeschlossene Hyperebene H in X durch den Punkt u, d.h. obige Be-
dingung besagt, dass die Menge C auf einer Seite der Hyperebene H liegt.

Zwischen der Indikatorfunktion und dem Trägerfunktional gibt es folgende
Beziehung:

∂χ(u) =
{

Menge aller Trägerfunktionale füru ∈ C ,
∅ füru ∈ X \ C .

(3.15)

In der Tat, ist nach der Definition des Subgradienten u∗ ∈ ∂χ(u), falls für
alle v ∈ X gilt:

χ(v) ≥ χ(u) + 〈u∗, v − u〉 . (3.16)

Sei u ∈ C. Falls wir auch v ∈ C haben, ist diese Ungleichung nichts anderes
als (3.13), d.h. insbesondere, dass u∗ ein Trägerfunktional von C im Punkt
u ∈ C ist. Umgekehrt sei u∗ ein Trägerfunktional von C im Punkt u ∈ C.
Aus der Definition der Indikatorfunktion und (3.13) erhalten wir sofort (3.16),
d.h. u∗ ∈ ∂χ(u). Falls dagegen u ∈ X \ C, dann ist χ(u) = ∞ und damit
∂f(u) = ∅ nach Definition 3.5.

Insbesondere ist der Graph des Subdifferentials der Indikatorfunktion χ
nicht leer und es gelten folgende Implikationen:

u ∈ C ⇒ 0 ∈ ∂χ(u) ,

u ∈ intC ⇒ ∂χ(u) = {0} .
(3.17)

In der Tat ist für u ∈ C die Ungleichung 0 ≤ 〈u∗, u− v〉 sogar für alle v ∈ X
erfüllt, wenn man u∗ = 0 setzt. Falls u ∈ intC, dann folgt aus u∗ ∈ ∂χ(u),
dass u∗ = 0. Denn zu u ∈ intC gibt es ein r ∈ R+ mit Br(u) ⊆ C. Wir haben
also für alle w ∈ X mit ‖w‖ = 1, dass v := u + r

2 w ∈ C. Aus (3.13) folgt
dann

0 ≤
〈
u∗, u− (u + r

2 w)
〉

= − r
2 〈u

∗, w〉 .
Wir ersetzen w durch −w und erhalten 0 ≤ r

2 〈u∗, w〉. Insgesamt folgt daher
0 = 〈u∗, w〉 für alle w ∈ X mit ‖w‖ = 1 und also u∗ = 0.

3.18 Lemma. Sei C eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge ei-
nes reellen Banachraumes X. Dann ist ∂χ : C → 2X∗

maximal monoton.

Beweis . 1. ∂χ : C → 2X∗
ist monoton: Seien (u, u∗), (v, v∗) ∈ ∂χ, d.h.

u, v ∈ D(∂χ) = C, u∗ ∈ ∂χ(u), v∗ ∈ ∂χ(v), dann gilt für alle w ∈ C:

〈u∗, u− w〉 ≥ 0 ,

〈v∗, v − w〉 ≥ 0 ,

und somit

〈u∗ − v∗, u− v〉 = 〈u∗, u− v〉+ 〈v∗, v − u〉 ≥ 0 ,

d.h. ∂χ ist monoton.
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2. ∂χ : C → 2X∗
ist maximal monoton: Sei (u, u∗) ∈ C×X∗, und es gelte

für alle (v, v∗) ∈ ∂χ
〈u∗ − v∗, u− v〉 ≥ 0 .

Nun ist aber 0 ∈ ∂χ(v) und wir erhalten

〈u∗, u− v〉 ≥ 0 ,

d.h. u∗ ∈ ∂χ(u).
Die Frage ist, ob ∂χ : X → 2X∗

ebenfalls maximal monoton ist. Zur Be-
antwortung dieser Frage müssen wir einen kurzen Ausflug in die Theorie
der Konvexitäts- und Glattheitseigenschaften von Banachräumen machen (cf.
Abschnitt A.9).

3.19 Definition. Sei X ein reeller Banachraum und ϕ(u) := 1
2‖u‖2X . Dann

wird die Dualitätsabbildung J : X → 2X∗
definiert durch

J(u) := ∂ϕ(u) .

3.20 Lemma. Sei H ein reeller Hilbertraum und J die Dualitätsabbildung
J : H → 2H∗

. Dann bildet J auf einelementige Mengen ab und kann daher
als Operator J : H → H∗ aufgefasst werden. Für diesen Operator gilt:

〈J(u), v〉H = (u, v)H .

Beweis . Nach Lemma 3.10 ist ∂ϕ(u) einelementig, falls ϕ konvex ist und ei-
ne Gâteaux–Ableitung Dϕ(u) besitzt. In diesem Fall gilt ∂ϕ(u) = {Dϕ(u)}.

1. ϕ ist konvex: Sei t ∈ [0, 1]. Dann gilt für u, v ∈ H:

ϕ
(
tu + (1− t)v

)
=

1
2
‖tu + (1− t)v‖2

≤ 1
2
(
t‖u‖+ (1− t)‖v‖

)2

≤ 1
2

(
t2‖u‖2 + (1− t)2‖v‖2 + t(1− t)

(
‖u‖2 + ‖v‖2

))
=

1
2

(
t‖u‖2 + (1− t)‖v‖2

)
= tϕ(u) + (1− t)ϕ(v) ,

da 2ab ≤ a2 + b2.

2. ϕ besitzt eine Gâteaux–Ableitung: Für t ∈ R und v ∈ H gilt:

d

dt
ϕ(u + tv) =

d

dt

(1
2
‖u + tv‖2

)
=

d

dt

(1
2
(u, u) + t(u, v) +

1
2
t2(v, v)

)
= (u, v) + t(v, v) .
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Daraus folgt, dass die Gâteaux–Ableitung existiert und dass gilt:

〈Dϕ(u), v〉 =
d

dt
ϕ(u + tv)

∣∣∣
t=0

= (u, v) .

Die obige Formel für J folgt aus der Gleichungskette

〈J(u), v〉 = 〈∂ϕ(u), v〉 = 〈Dϕ(u), v〉 = (u, v) ,

wobei wir (3.11) benutzt haben.
Im Falle von Banachräumen haben wir:

3.21 Satz. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum. Dann gilt:

(i) Falls der Dualraum X∗ strikt konvex ist, dann bildet die Dualitäts-
abbildung J auf einelementige Mengen ab und kann daher als Opera-
tor J : X → X∗ aufgefasst werden. Dieser Operator ist demistetig, be-
schränkt, koerziv, surjektiv und maximal monoton. Weiterhin haben wir
für alle u ∈ X

Ju = Dϕ(u) ,

wobei Dϕ die Gâteaux–Ableitung von ϕ = 1
2‖u‖2X ist.

(ii) Falls zusätzlich X strikt konvex ist, dann ist J strikt monoton.
(iii) Falls der Dualraum X∗ lokal gleichmäßig konvex ist, dann ist der Ope-

rator J zusätzlich zu den Behauptungen in (i) stetig und insbesondere
ist ϕ Fréchet–differenzierbar.

Bemerkungen. (i) Aus der Kettenregel (cf. Satz 2.2.7 und Bemerkun-
gen danach) und den Behauptungen des Satzes folgt, mithilfe der Formel
‖u‖ =

(
2ϕ(u)

)1/2, dass die Norm u 
→ ‖u‖ auf X \ {0} Gâteaux– bzw.
Fréchet–differenzierbar ist, falls der Dualraum X∗ strikt konvex bzw. lokal
gleichmäßig konvex ist.

(ii) Die Behauptung aus Bemerkung (i) ist im Allgemeinen, ohne die
zusätzlichen Annahmen, falsch. Davon überzeugt man sich leicht am Beispiel
des R2, versehen mit der Maximumsnorm. Aus der Darstellung

‖z‖∞ = max(|x|, |y|) =
1
2

(
|x|+ |y|+

∣∣|y| − |x|∣∣)
für z = (x, y) ∈ R2 berechnet sich der Gradient der Funktion z 
→ ‖z‖∞
formal als

1
2

(
x

|x|

(
1− |y| − |x|∣∣|y| − |x|∣∣),

y

|y|

(
1 +

|y| − |x|∣∣|y| − |x|∣∣)
)

und ist somit in den Punkten (x,±x), x ∈ R nicht definiert. In der Tat ist
(R2, ‖·‖∞) nicht strikt konvex, da die Oberfläche der ”Einheitskugel“ ∂B1(0)
Geradenstücke enthält.
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Beweis ( Satz 3.21). Wir definieren eine Abbildung A : X → 2X∗
durch:

Au :=
{
u∗ ∈ X∗ ∣∣ 〈u∗, u〉 = ‖u‖2, ‖u∗‖ = ‖u‖

}
.

1. Die Menge Au ist nicht leer: Um dies zu beweisen, definieren wir auf
X0 = span (u) durch

f(tu) := t ‖u‖2

ein stetiges, lineares Funktional f : X0 → R, mit ‖f‖ = ‖u‖. Aufgrund ei-
ner Folgerung des Satzes von Hahn–Banach (cf. Folgerung A.10.9) können
wir f als ein stetiges, lineares Funktional u∗ : X → R fortsetzen, mit
‖u∗‖ ≤ ‖f‖ = ‖u‖. Offensichtlich haben wir 〈u∗, u〉 = f(u) = ‖u‖2, wor-
aus aufgrund der Definition der Norm ‖u∗‖X∗ folgt: ‖u∗‖X∗ = ‖u‖X . Also
gilt Au �= ∅.

2. Die Menge Au ist einelementig: Seien u∗
i ∈ Au, i = 1, 2, d.h.

〈u∗
i , u〉 = ‖u‖2 = ‖u∗

i ‖2 , i = 1, 2 .

Dann gilt für alle u ∈ X:

2 ‖u∗
1‖ ‖u‖ = 〈u∗

1 + u∗
2, u〉 ≤ ‖u∗

1 + u∗
2‖ ‖u‖ ,

und somit ‖u∗
1‖ ≤ ‖2−1(u∗

1 + u∗
2)‖. Dies ist nur für u∗

1 = u∗
2 möglich, da X∗

strikt konvex ist und wir ‖u∗
1‖ = ‖u∗

2‖ haben (cf. Abschnitt A.9).

3. A : X → X∗ ist demistetig: Sei (un) ⊂ X eine Folge mit un → u
in X (n → ∞). Aufgrund der Definition der Abbildung A haben wir auch
‖Aun‖ = ‖un‖ → ‖u‖ (n → ∞), und somit ist die Folge (Aun) in X∗

beschränkt. Da X∗ reflexiv ist, existiert eine Teilfolge (unk
) mit

Aunk
⇀ u∗ in X∗ (n →∞) .

Aus Lemma A.8.6 (iii) folgt daher

‖u∗‖ ≤ lim inf
k→∞

‖Aunk
‖ = lim inf

k→∞
‖unk

‖ = ‖u‖ ,

was zusammen mit (cf. Lemma 0.3 (ii))

〈u∗, u〉 = lim
k→∞

〈Aunk
, unk

〉 = lim
k→∞

‖unk
‖2 = ‖u‖2

liefert, dass ‖u∗‖ = ‖u‖ gilt. Insgesamt erhalten wir also u∗ = Au. Aus dem
Konvergenzprinzip (cf. Lemma 0.3 (iii)) folgt dann, dass die gesamte Folge
(Aun) schwach gegen Au konvergiert, d.h. A ist demistetig.

4. ϕ ist Gâteaux–differenzierbar und Dϕ(u) = Au: Mithilfe der Definition
von A und

(
‖v‖ − ‖u‖

)2 ≥ 0 erhalten wir, dass für alle u, v ∈ X gilt:
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〈Av, v − u〉 ≥ 〈Av, v〉 − ‖Av‖ ‖u‖
= ‖v‖2 − ‖v‖ ‖u‖
≥ ‖v‖2 − 2−1

(
‖u‖2 + ‖v‖2

)
= 2−1

(
‖v‖2 − ‖u‖2

)
≥ ‖u‖ ‖v‖ − ‖u‖2

≥ 〈Au, v − u〉 .

Wenn wir nun v = u + th, t ∈ R, h ∈ X, wählen, ergibt sich:

t〈Au, h〉 ≤ 2−1
(
‖u + t h‖2 − ‖u‖2

)
≤ t〈A(u + t h), h〉 ,

woraus folgt:

〈Au, h〉 = lim
t→0

2−1
(
‖u + t h‖2 − ‖u‖2

)
t

,

da A demistetig, also insbesondere hemistetig ist. Somit ist die Gâteaux–
Ableitung von ϕ(u) gleich Au.

5. J = A: Aus dem gerade Bewiesenen und aus Lemma 3.10 (i) folgt
∂ϕ = Dϕ, da ϕ konvex ist, wie wir im Schritt 1 im Beweis von Lemma 3.20
gezeigt haben. Man beachte, das wir dort nur die Eigenschaften der Norm
benutzt haben. Insgesamt ergibt sich also

J = ∂ϕ = Dϕ = A .

6. J ist koerziv und beschränkt: Aus der Definition von A und J = A
folgt:

〈Ju, u〉 = ‖u‖2 , ‖Ju‖ = ‖u‖ ,

also ist J koerziv und beschränkt.

7. J ist maximal monoton: Wir haben für alle u, v ∈ X:

〈Ju− Jv, u− v〉 = 〈Ju, u〉+ 〈Jv, v〉 − 〈Jv, u〉 − 〈Ju, v〉
≥ ‖u‖2 + ‖v‖2 − 2‖u‖ ‖v‖

=
(
‖u‖ − ‖v‖

)2 ≥ 0 ,

(3.22)

d.h. J ist monoton. Aus Lemma 3.4 folgt also, dass J maximal monoton ist,
da J nach Schritt 3 demistetig ist, also insbesondere hemistetig.

8. J ist surjektiv: Aufgrund von Satz 1.5 und der Bemerkung danach ist
J surjektiv, da J monoton, koerziv und demistetig ist.

9. J ist strikt monoton: Sei X zusätzlich strikt konvex und seien u, v ∈ X
derart, dass

〈Ju− Jv, u− v〉 = 0 .
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Dann erhalten wir aufgrund von (3.22)

0 =
〈
Ju− J

(u + v

2

)
,
u− v

2

〉
+

〈
J
(u + v

2

)
− Jv,

u− v

2

〉
≥

(
‖u‖ − ‖2−1(u + v)‖

)2 +
(
‖2−1(u + v)‖ − ‖v‖

)2

und somit ‖u‖ = ‖2−1(u + v)‖ = ‖v‖. Da X strikt monoton ist, folgt daraus
u = v (cf. Abschnitt A.9), d.h. J ist strikt monoton.

10. J : X → X∗ ist stetig: Sei (un) ⊂ X eine Folge mit un → u in
X (n → ∞). Aufgrund von Schritt 3 und Schritt 5, sowie der Eigenschaften
von A und J = A, erhalten wir für eine Teilfolge

‖Junk
‖ → ‖Ju‖ , Junk

⇀ Ju in X∗ (k →∞) .

Da X∗ lokal gleichmäßig konvex ist, folgt aus Lemma A.9.1 dass Junk
→ Ju

in X∗ (k → ∞), d.h. J ist stetig. Da J die Gâteaux–Ableitung von ϕ ist,
liefert uns Satz 2.2.5 (ii), dass J die Fréchet–Ableitung von ϕ ist.

Der folgende Satz ist der Schlüssel zur Beantwortung unserer Frage nach
der maximalen Monotonie von ∂χ : X → 2X∗

.

3.23 Satz (Rockafellar 1966). Sei f : X → (−∞,∞] konvex und unter-
halbstetig auf dem reflexiven, reellen Banachraum X und sei f �≡ +∞. Dann
ist ∂f : X → 2X∗

maximal monoton.

Beweis . 1. ∂f : X → 2X∗
ist monoton. Aufgrund von Lemma 3.12 (iv) ist

∂f nicht trivial. Seien (u, u∗), (v, v∗) ∈ ∂f , d.h. u, v ∈ D(∂f), u∗ ∈ ∂f(u) ,
v∗ ∈ ∂f(v). Dann gilt nach Definition des Subdifferentials

f(v)− f(u) ≥ 〈u∗, v − u〉 ∀v ∈ X ,

f(u)− f(v) ≥ 〈v∗, u− v〉 ∀u ∈ X .

Eine Addition beider Ungleichungen ergibt

0 ≥ 〈u∗ − v∗, v − u〉 ⇔ 0 ≤ 〈u∗ − v∗, u− v〉 ,

d.h. ∂f ist monoton.

2. ∂f : X → 2X∗
ist maximal monoton: Sei (u0, u

∗
0) ∈ X×X∗ so, dass für

alle (u, u∗) ∈ ∂f gelte
〈u∗

0 − u∗, u0 − u〉 ≥ 0 . (3.24)

Zu zeigen ist jetzt, dass daraus u∗
0 ∈ ∂f(u0) folgt, denn dann ist ∂f maximal

monoton. Um dies zu beweisen benötigen wir folgendes Lemma:

3.25 Lemma. Unter den Voraussetzungen von Satz 3.23 existiert ein strikt
monotoner Operator J : X → X∗ mit R(J + ∂f) = X∗.
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Beweis . Der Beweis des Lemmas, der das Herzstück des Satzes 3.23 ist, be-
nutzt tiefe Zusammenhänge zwischen Konvexitätseigenschaften von X und
Glattheitseigenschaften der Norm auf X. Nach Satz A.9.4 existiert auf X
eine äquivalente Norm, so dass sowohl X bzgl. dieser neuen Norm als auch
X∗ bzgl. der dadurch induzierten Norm lokal gleichmäßig konvex sind. Wir
bezeichnen diese Norm mit ‖ · ‖X .

Wir betrachten das Minimierungsproblem

inf
u∈X

ψ(u) = β , (3.26)

mit
ψ(u) :=

1
2
‖u‖2X + f(u)− 〈u∗, u〉 ,

wobei u∗ ∈ X∗ beliebig, aber fest, ist. Aufgrund von Satz 3.21 existiert die
Fréchet–Ableitung von 1

2‖u‖2X und wir definieren J : X → X∗ durch

J(u) :=
(1

2
‖u‖2X

)′
.

Satz 3.21 liefert auch, dass J strikt monoton ist. Somit erhalten wir, mithilfe
der Summenformel für das Subdifferential (cf. Lemma 3.12 (v))

∂ψ(u) = J(u) + ∂f(u)− u∗ .

Das Funktional ψ hat folgende Eigenschaften:

(i) ψ ist unterhalbstetig und konvex, da es die Summe von Funktionalen mit
diesen Eigenschaften ist (cf. Schritt 1 im Beweis von Lemma 3.20).

(ii) ψ ist koerziv, d.h. ψ(u) → ∞ für ‖u‖X → ∞. Aufgrund von Lemma
3.12 (i) existieren a ∈ R und u∗

0 ∈ X∗, so dass für alle u ∈ X gilt
f(u) ≥ a + 〈u∗

0, u〉. Demzufolge erhalten wir

ψ(u) ≥ 1
2
‖u‖2X + a−

(
‖u∗

0‖+ ‖u∗‖
)
‖u‖X ,

woraus folgt, dass ψ koerziv ist.

Aufgrund dieser Eigenschaften garantiert Lemma 3.7, dass das Minimierungs-
problem (3.26) eine Lösung besitzt. Nach Lemma 3.6 ist daher 0 ∈ ∂ψ(u) und
somit gilt:

u∗ ∈ J(u) + ∂f(u) ,

d.h. R(J + ∂f) = X∗, da u∗ beliebig gewählt war.

Wir fahren nun mit dem Beweis fort, dass ∂f maximal monoton ist. Dazu
benutzen wir den Operator J aus Lemma 3.25. Da J(u0) + u∗

0 ∈ X∗ und
R(J + ∂f) = X∗ gilt, erhalten wir, dass (u, u∗) ∈ ∂f existiert mit

J(u) + u∗ = J(u0) + u∗
0 ⇐⇒ u∗

0 − u∗ = J(u)− J(u0) . (3.27)
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Die Ungleichung (3.24) liefert

0 ≤ 〈u∗
0 − u∗, u0 − u〉 = 〈J(u)− J(u0), u0 − u〉 ,

d.h. 〈J(u0)− J(u), u0 − u〉 ≤ 0. Der Operator J ist aber strikt monoton und
somit erhalten wir u = u0. Aus (3.27) folgern wir

u∗ = u∗
0 ∈ ∂f(u) = ∂f(u0) ,

d.h. ∂f ist maximal monoton.
Hieraus folgt die folgende Verschärfung von Satz 3.21.

3.28 Folgerung. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum. Dann ist die
Dualitätsabbildung J : X → 2X∗

maximal monoton.

Beweis . Sei ϕ durch ϕ(u) := 1
2‖u‖2X definiert. Dann ist offensichtlich

ϕ : X → (−∞,∞) ⊆ (−∞,∞] ein konvexes (cf. Beweis von Lemma 3.20),
unterhalbstetiges Funktional (ϕ ist sogar stetig). Nach Satz 3.23 ist J = ∂ϕ
maximal monoton.

Satz 3.23 liefert auch die Antwort auf unsere Frage nach der maximalen
Monotonie von ∂χ : X → 2X∗

.

3.29 Lemma. Sei C eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge ei-
nes reflexiven, reellen Banachraumes X und χ : X → (−∞,∞] seine Indika-
torfunktion. Dann ist ∂χ : X → 2X∗

maximal monoton.

Beweis . Wir überprüfen, dass χ die Voraussetzungen von Satz 3.23 erfüllt.

1. Nach Definition der Indikatorfunktion nimmt χ nur die Werte 0 und ∞
an, d.h. χ : X → (−∞,∞]. Da die Menge C nicht leer ist, ist offensichtlich
χ �≡ ∞.

2. χ ist konvex: Da C konvex ist, gilt für alle u, v ∈ C:

χ
(
(1− t)u + tv

)
= 0 = 0 + 0 = (1− t)χ(u) + tχ(v) .

Falls u �∈ C und/oder v �∈ C, gilt offensichtlich

χ
(
(1− t)u + tv

)
≤ ∞ = (1− t)χ(u) + tχ(v) .

3. χ ist unterhalbstetig: Wir müssen überprüfen, ob für alle r ∈ R das
Urbild χ−1((−∞, r]) abgeschlossen ist. Es gilt aber:

χ−1((−∞, r]) = {u
∣∣χ(u) ≤ r} =

{
∅ , falls r < 0 ,

C , falls r ≥ 0 .

Die leere Menge ∅ ist abgeschlossen und C ebenfalls nach Voraussetzung; also
ist χ unterhalbstetig.

Satz 3.23 liefert nun, dass ∂χ : X → 2X∗
maximal monoton ist.
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3.3.2 Zeitableitungen

In der modernen Mathematik werden bei der Untersuchung von paraboli-
schen Differentialgleichungen und Evolutionsgleichungen die Ort– und Zeit-
variablen unterschiedlich behandelt. Was bedeutet das?

In Gleichungen dieser Art ist die Unbekannte eine Funktion u ∈ X, wo-
bei X ein Funktionenraum ist, dessen Elemente auf dem Raum–Zeitzylinder
I×Ω definiert sind, wobei Ω ein beschränktes Gebiet im Rd ist und I = [0, T ]
ein gegebenes Zeitintervall. Nun kann man jedem u : I × Ω → R durch die
Vorschrift

[ũ(t)](x) := u(t, x)

eine Abbildung ũ : I → Y zuordnen, wobei Y ein Funktionenraum ist, dessen
Elemente nur auf Ω definiert sind. Somit können wir also für alle t ∈ I die
Funktion ũ(t) : Ω → R : x 
→ u(t, x) als ein Element dieses Funktionenraumes
interpretieren. Damit haben wir zwei Sichtweisen für u: Einerseits kann man
u als Funktion in Ort und Zeit betrachten, andererseits als Funktion in der
Zeit mit Werten in einem Funktionenraum. Im Weiteren werden wir die zweite
Sichtweise benutzen.

Eine weitere Besonderheit bei der Behandlung parabolischer Differen-
tialgleichungen besteht darin, dass in natürlicher Weise mehrere Funktio-
nenräume auftreten. Wir wollen dies am Beispiel der Wärmeleitungsgleichung

∂tu−∆u = f in I ×Ω ,

u = 0 auf I × ∂Ω ,

u(0) = u0 in Ω ,

(3.30)

illustrieren. Sei u eine glatte Lösung von (3.30), die dann natürlich auch die
schwache Formulierung von (3.30) erfüllt, d.h. für alle ϕ ∈ L2(I;W 1,2

0 (Ω))
gilt: ∫

I

∫
Ω

∂tuϕdx dt +
∫
I

∫
Ω

∇u · ∇ϕ dx dt =
∫
I

∫
Ω

fϕ dx dt . (3.31)

Wenn wir nun ϕ = u wählen, erhalten wir, mithilfe partieller Integration und
der Young–Ungleichung, die apriori Abschätzung (cf. die Rechnung, die zu
(1.2.63) führt und (3.37))

‖u‖2L∞(I;L2(Ω)) + ‖u‖2
L2(I;W 1,2

0 (Ω))
≤ c

(
‖u0‖2L2(Ω) + ‖f‖2L2(I;L2(Ω))

)
. (3.32)

Mithilfe dieser Abschätzung erhält man, wenn man (3.31) als Gleichung für
∂tu auffasst, die Abschätzung∥∥∂tu

∥∥2

L2(I;(W 1,2
0 (Ω))∗)

≤ c
(
‖u0‖2L2(Ω), ‖f‖2L2(I;L2(Ω))

)
. (3.33)
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Also benötigt man zur Behandlung der Wärmeleitungsgleichung in natürli-
cher Weise die Räume L2(Ω), W 1,2

0 (Ω) und W−1,2(Ω) := (W 1,2
0 (Ω))∗.

Wir wollen nun einen Spezialfall der Theorie verallgemeinerter Zeitab-
leitungen entwickeln. Eine ausführliche Darstellung kann man z.B. in [12,
Kapitel 4] oder [24] finden.

Sei V ein Banachraum, der stetig in den Hilbertraum H einbettet, d.h.
V ⊆ H und für alle x ∈ V gilt: ‖x‖H ≤ c ‖x‖V (cf. Abschnitt A.12.1).
Außerdem sei V dicht in H, d.h. V

‖.‖H = H. Da die Einschränkung jedes
stetigen, linearen Funktionals f ∈ H∗ auf V ein stetiges, lineares Funktional
auf V definiert, d.h. H∗ ⊆ V ∗, und für alle x ∈ V und f ∈ H∗ gilt:

〈f, x〉H = 〈f, x〉V ≤ ‖f‖V ∗ ‖x‖V

≤ c ‖f‖V ∗ ‖x‖H ,

erhalten wir mithilfe der Dichtheit von V in H, dass H∗ stetig in V ∗ einbettet.
Aufgrund des Rieszschen Darstellungsatzes (cf. Satz A.10.3) können wir H
mit H∗ identifizieren und erhalten insgesamt

V ↪→ H ∼= H∗ ↪→ V ∗ .

Ein solches Tripel (V,H, V ∗) heißt Gelfand–Tripel. Ein typisches Bei-
spiel für ein Gelfand–Tripel ist (W 1,2

0 (Ω), L2(Ω),W−1,2(Ω)), also genau die
Räume, die in natürlicher Weise bei der Behandlung der Wärmeleitungsglei-
chung auftreten.

Sei (V,H, V ∗) ein Gelfand–Tripel. Dann wird für alle h ∈ H durch

〈h̄, v〉V := (h, v)H , v ∈ V ,

ein stetiges, lineares Funktional h̄ ∈ V ∗ definiert. Die Zuordnung h 
→ h̄,
aufgefasst als Abbildung von H nach V ∗, ist linear, stetig und injektiv. Daher
kann man h̄ mit h identifizieren. In diesem Sinne haben wir also H ↪→ V ∗

und für alle h ∈ H und alle v ∈ V gilt:

〈h, v〉V = (h, v)H .

Dies, zusammen mit der Symmetrie des Skalarproduktes in H, liefert für alle
v, w ∈ V

〈v, w〉V = (v, w)H = (w, v)H = 〈w, v〉V .

3.34 Definition. Sei u ∈ Lp(I;V ) , 1 < p < ∞ und (V,H, V ∗) sei ein
Gelfand–Tripel. Dann definieren wir die verallgemeinerte Zeitableitung
du
dt als ein Element des Raumes Lp′

(I;V ∗), 1
p′ + 1

p = 1, für das gilt:

T∫
0

〈du

dt
(t), v

〉
V

ϕ(t) dt = −
T∫

0

(u(t), v)H ϕ′(t) dt ∀v ∈ V , ∀ϕ ∈ C∞
0 (I; R) .
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Bemerkung. Im Allgemeinen ist die verallgemeinerte Zeitableitung du
dt nicht

mit der schwachen Zeitableitung ∂tu identisch. Die schwache Ableitung ∂tu
auf I ×Ω ist nämlich definiert durch:

T∫
0

∫
Ω

∂tuϕdx dt = −
T∫

0

∫
Ω

u ∂tϕ dx dt ∀ϕ ∈ C∞
0 (I ×Ω) .

Beide Ableitungen stimmen jedoch überein, falls C∞
0 (Ω) dicht in V liegt.

Im Folgenden bezeichnen wir für I = [0, T ]

W :=
{

u ∈ Lp(I;V )
∣∣ du

dt
∈ Lp′

(I;V ∗)
}

,

‖u‖W := ‖u‖Lp(I;V ) +
∥∥∥∥du

dt

∥∥∥∥
Lp′ (I;V ∗)

.

(3.35)

Der Raum (W, ‖·‖W ) ist ein Banachraum. Dieser ist reflexiv, falls 1 < p <∞
und V reflexiv ist.

3.36 Lemma. Sei (V,H, V ∗) ein Gelfand–Tripel und sei W in (3.35) defi-
niert. Dann gilt die stetige Einbettung

W ↪→ C(I;H) ,

und für alle u ∈W und alle s, t ∈ I gilt:

t∫
s

〈du

dt
(τ) , u(τ)

〉
V

dτ =
1
2
‖u(t)‖2H −

1
2
‖u(s)‖2H . (3.37)

Beweis . Der Beweis ist technisch und benutzt viele Approximationsargu-
mente. Er findet sich z.B. in [12, Satz IV.1.17] oder in [24, Satz 23.23].

Bemerkung. Die Formel (3.37) ist das Analogon zu folgender Rechnung für
reellwertige Funktionen u : I → R:

t∫
s

u′(t)u(t) dt =

t∫
s

1
2
(u2(t))′ dt =

1
2
|u(t)|2 − 1

2
|u(s)|2 .

3.38 Lemma. Sei (V,H, V ∗) ein Gelfand–Tripel, und sei der Raum W in
(3.35) definiert. Ferner sei L : D(L) ⊆ Lp(I;V ) → Lp′

(I;V ∗), definiert durch

Lu :=
du

dt
,

D(L) := {u ∈W
∣∣ u(0) = 0} .

Dann ist L ein linearer, maximal monotoner Operator auf D(L).
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Beweis . 1. L ist per Definition linear.

2. L ist monoton: Seien u, v ∈ D(L), dann gilt nach Lemma 3.36

〈Lu− Lv, u− v〉Lp(I;V ) =

T∫
0

〈d(u− v)
dt

, u− v
〉

V
dt

=
1
2
‖(u− v)(T )‖2H −

1
2
‖(u− v)(0)‖2H ≥ 0 ,

da u, v ∈ D(L), und somit u(0) = v(0) = 0.

3. L ist maximal monoton: Sei v ∈ Lp(I;V ), w ∈ Lp′
(I;V ∗), und es gelte

für alle u ∈ D(L)

〈w − Lu, v − u〉Lp(I;V ) =

T∫
0

〈w − Lu, v − u〉V dt ≥ 0 . (3.39)

Wir müssen v ∈ D(L) und w = dv
dt zeigen. Wir wählen u = ϕ(t)z ∈ Lp(I;V )

mit ϕ ∈ C∞
0 (I; R), z ∈ V . Es gilt u(0) = 0 und du

dt = ϕ′(t)z ∈ Lp′
(I;V ∗), da

ϕ ∈ C∞
0 (I; R), und damit ist u ∈ D(L). Außerdem haben wir

〈Lu, u〉Lp(I;V ) =

T∫
0

〈du

dt
, u

〉
V

dt =
1
2

(
‖u(T )‖2H − ‖u(0)‖2H

)
= 0 , (3.40)

da ϕ ∈ C∞
0 (I; R). Wenn wir u in (3.39) einsetzen und (3.40) benutzen, erhal-

ten wir

0 ≤
T∫

0

〈w, v〉V dt−
T∫

0

〈w,ϕ z〉V − 〈ϕ′z, v〉V dt + 0 .

Nun gilt aber 〈z, u〉V = 〈u, z〉V für alle u, z ∈ V und somit

0 ≤
T∫

0

〈w, v〉V dt−
T∫

0

〈ϕ′v + ϕw, z〉V dt .

Da z ∈ V beliebig war, gilt die Ungleichung auch für −z und für λz, wobei
λ ∈ R beliebig groß gewählt werden kann. Außerdem ist 〈w, v〉V unabhängig
von z. Damit die Ungleichung für alle z richtig ist, muss daher gelten

T∫
0

ϕ〈w, z〉V + ϕ′(v, z)H dt = 0 ∀z ∈ V , ∀ϕ ∈ C∞
0 (I; R) .

Dies ist aber gerade die Definition der verallgemeinerten Zeitableitung von v
und somit erhalten wir w = dv

dt sowie dv
dt ∈ Lp′

(I;V ∗), d.h. v ∈W . Zu zeigen
bleibt, dass v ∈ D(L). Nach Voraussetzung gilt für alle u ∈ D(L)
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0 ≤ 〈Lv − Lu, v − u〉Lp(I;V ) =

T∫
0

〈d(v − u)
dt

, v − u
〉

V
dt (3.41)

=
1
2

(
‖v(T )− u(T )‖2H − ‖v(0)− u(0)‖2H

)
,

da v ∈W . Wir wählen eine Folge (an) ⊂ V mit anT → v(T ) in H (n →∞).
Wir definieren nun un(t) = ant, un ∈ D(L), setzen un in (3.41) ein, und
erhalten

0 ≤ 1
2

(
‖v(T )− un(T )‖2H − ‖v(0)− un(0)‖2H

)
=

1
2

(
‖v(T )− anT‖2H − ‖v(0)‖2H

)
.

Im Grenzübergang n →∞ folgt daraus

0 ≤ −1
2
‖v(0)‖2H ,

d.h. v(0) = 0 und somit v ∈ D(L).

3.3.3 Der Satz von Browder

Ähnlich wie in den vorangegangenen Abschnitten wollen wir die Lösbarkeit
von

b ∈ Au + Bu , u ∈ C , (3.42)

untersuchen, wobei A : C ⊆ X → 2X∗
ein maximal monotoner Operator

und B : C → X∗ ein pseudomonotoner Operator ist. Die Beziehung (3.42)
bedeutet, wenn A eine mehrdeutige Abbildung ist, dass wir für ein gegebenes
b ∈ X∗ ein Element u ∈ C suchen, so dass gilt:

b = v + Bu , mit v ∈ Au .

Wenn A und B Operatoren sind, dann ist (3.42) äquivalent zu

b = Au + Bu , u ∈ C .

3.43 Satz (Browder 1968). Sei C ⊆ X eine nichtleere, abgeschlossene,
konvexe Menge eines reflexiven, reellen Banachraumes X und sei b ∈ X∗.
Ferner sei A : C → 2X∗

ein maximal monotoner Operator und B : C → X∗

ein pseudomonotoner, beschränkter, demistetiger Operator. Falls C unbe-
schränkt ist, sei der Operator B koerziv bzgl. des Operators A und des Ele-
ments b ∈ X∗, d.h. es existiert ein Element u0 ∈ C ∩D(A), und eine Zahl
r > 0, so dass für alle u ∈ C mit ‖u‖ > r gilt:

〈Bu, u− u0〉 > 〈b, u− u0〉 .

Dann existiert eine Lösung u ∈ C ∩D(A) des Problems (3.42).
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Beweis . Die Strategie, die diesem Beweis zugrunde liegt, ist folgende:

• Galerkin–Approximation; aber dieses Mal führen wir sie nicht mit Glei-
chungen sondern mit Ungleichungen durch.

• Lösbarkeit der Galerkin–Ungleichungen; hierzu verwenden wir ein Abschnei-
de–Argument.

• Apriori Abschätzungen für die Lösung der Galerkin–Ungleichungen; diese
folgen aus der Koerzivität von B.

• Konvergenz der Galerkin–Methode; diese basiert auf der Pseudomonotonie
von B.

Da A : C → 2X∗
maximal monoton ist und C nichtleer, ist auch der Graph

von A nicht leer. In der Tat, angenommen er sei leer, dann ist die Bedingung

〈u∗ − v∗, u− v〉 ≥ 0 ∀ (v, v∗) ∈ A

für ein beliebiges Paar (u, u∗) ∈ C ×X∗ erfüllt, da der Graph von A leer ist.
Daraus folgt, dass (u, u∗) ∈ A gilt, da A maximal monoton ist. Dies ist aber
ein Widerspruch zur Annahme. Also existiert (u0, u

∗
0) ∈ A.

Man sieht sofort, dass für beschränkte Mengen C der Operator B koerziv
bzgl. des Operators A und jedes Elements b ∈ X∗ ist, da für genügend großes
r gilt: C ∩

(
X \Br(0)

)
= ∅.

Da der Graph von A nicht leer ist, können wir o.B.d.A. annehmen, dass
(0, 0) ∈ A. Ansonsten gehen wir von dem Problem

b ∈ Au + Bu , u ∈ C ,

über zu
b− u∗

0 ∈ Āv + B̄v , v ∈ C − u0 ,

wobei Āv := A(v + u0) und B̄v := B(v + u0)− u∗
0. Aufgrund der Definition

von Ā erhalten wir, dass (v, v∗) ∈ Ā ⇔ (v + u0, v
∗) ∈ A gilt. Sei nun

(u, u∗) ∈ (C − u0)×X∗ derart, dass für alle (v, v∗) ∈ Ā gilt:

0 ≤ 〈u∗ − v∗, u− v〉 = 〈u∗ − v∗, u + u0 − (v + u0)〉 .

Dies zusammen mit der maximalen Monotonie von A : C → 2X∗
impliziert,

dass auch Ā : C − u0 → 2X∗
maximal monoton ist. Da auch B̄ nur eine

Verschiebung von B ist, sieht man sofort, dass B̄ : C − u0 → X∗ demistetig
und beschränkt ist. Um die Pseudomonotonie von B̄ zu zeigen, wählen wir
eine Folge (un) ⊂ C − u0 mit un ⇀ u (n →∞) und

0 ≥ lim sup
n→∞

〈B̄un, un − u〉 = lim sup
n→∞

〈B(un + u0)− u∗
0, un + u0 − (u + u0)〉 .

Aufgrund der Pseudomonotonie von B erhalten wir für alle w ∈ X

〈B(u + u0)− u∗
0, u + u0 − w〉 ≤ lim inf

n→∞ 〈B(un + u0)− u∗
0, un + u0 − w〉 ,
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was mit der Bezeichnung w̃ = w − u0 die Ungleichung

〈B̄u, u− w̃〉 ≤ lim inf
n→∞ 〈B̄un, un − w̃〉

impliziert, d.h. B̄ ist pseudomonoton. Aus der Koerzivität von B bezüglich
A und b folgt für v = u− u0 ∈ C − u0, mit ‖v‖ > r − ‖u0‖,

〈B̄v, v〉 = 〈B(v + u0)− u∗
0, v〉 = 〈Bu− u∗

0, u− u0〉
> 〈b− u∗

0, u− u0〉 = 〈b− u∗
0, v〉 ,

d.h. B̄ ist koerziv bezüglich Ā und b− u∗
0. Also erfüllt auch B̄ die Vorausset-

zungen des Satzes.

1. Äquivalente Variationsungleichung: Wir suchen ein u ∈ C mit:

〈b−Bu− v∗, u− v〉 ≥ 0 ∀(v, v∗) ∈ A . (3.44)

Dieses Problem ist äquivalent zu unserem ursprünglichen Problem (3.42).
Wenn nämlich u ∈ C die Ungleichung (3.44) löst, dann folgt aus der maxima-
len Monotonie von A, dass (u, b−Bu) ∈ A, d.h. insbesondere b ∈ Au+Bu und
u ∈ D(A). Falls umgekehrt u eine Lösung von (3.42) ist, dann ist b−Bu ∈ Au
und die Ungleichung gilt aufgrund der Monotonie von A.

2. Apriori Abschätzung: Sei u ∈ C eine Lösung (3.44). Da (0, 0) ∈ A, gilt

〈b−Bu, u〉 ≥ 0 ⇔ 〈Bu− b, u〉 ≤ 0 .

Andererseits ist B koerziv bezüglich A und b mit u0 = 0. Daher gibt es ein
r > 0 mit 〈Bu− b, u〉 > 0 für alle ‖u‖ > r. Diese und die obige Ungleichung
liefern die apriori Abschätzung

‖u‖ ≤ r , (3.45)

falls u ∈ C eine Lösung von (3.44) ist.

3. Galerkin–Ungleichung: Wir bezeichnen mit L die Menge aller endlich–
dimensionalen linearen Unterräume Y von X. Wir wählen ein festes Y ∈ L.
Anstelle von (3.44) betrachten wir das approximative Problem: Wir suchen
uY ∈ C ∩ Y , das die Ungleichung

〈b−BuY − v∗, uY − v〉Y ≥ 0 ∀(v, v∗) ∈ A mit v ∈ C ∩ Y (3.46)

löst. Man beachte in diesem Zusammenhang, dass aus Y ⊆ X die Relation
X∗ ⊆ Y ∗ folgt. Dies ist so zu verstehen, dass für v∗ ∈ X∗ die Einschränkung
auf Y ⊆ X sofort ein Element aus Y ∗ liefert, d.h. die Dualitätsprodukte auf
beiden Räumen werden miteinander identifiziert, und es gilt für alle v ∈ Y :

〈v∗, v〉Y := 〈v∗, v〉X .
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4. Lösung von (3.46): Wir müssen eine weitere Approximation des Pro-
blems (3.46) durchführen. Dazu setzen wir für R > 0

KR := {v ∈ C ∩ Y
∣∣ ‖v‖X ≤ R} ,

GR := {(v, v∗) ∈ A
∣∣ v ∈ KR} .

Man beachte, dass beide Mengen nichtleer sind, da (0, 0) ∈ A. Wir approxi-
mieren (3.46) durch das abgeschnittene Problem: Suche uR ∈ KR:

〈b−BuR − v∗, uR − v〉Y ≥ 0 ∀(v, v∗) ∈ GR . (3.47)

(a) Lösung des abgeschnittenen Problems: Auf das Problem (3.47) wollen
wir Lemma 1.2.27 anwenden. Dazu setzen wir:
(α) K = KR. Die Menge K ⊂ Y ist konvex aufgrund der Definiti-

on und kompakt, da sie eine abgeschlossene Teilmenge des endlich–
dimensionalen Raumes Y ist.

(β) M = GR. Die Menge M ist monoton, da der Operator A insbeson-
dere monoton ist.

(γ) T : K → X∗ : u 
→ b−Bu. Der Operator T ist stetig, da B demistetig
ist, d.h. aus un → u (n → ∞), folgt Bun ⇀ Bu (n → ∞). Wir be-
trachten aber B eingeschränkt auf Y , d.h. B : C ∩ Y → X∗ ⊆ Y ∗ mit
dimY ∗ < ∞. In endlich–dimensionalen Räumen impliziert schwache
Konvergenz aber starke Konvergenz (cf. Lemma A.8.8). Also erhalten
wir Bun → Bu (n →∞), d.h. T ist stetig.

Nach Lemma 1.2.27 hat das abgeschnittene Problem (3.47) demnach eine
Lösung uR ∈ KR.

(b) Lösung der Galerkin–Ungleichung (3.46): Wir setzen

SR :=
{
uR ∈ KR

∣∣uR ist eine Lösung von (3.47)
}

,

d.h. SR ⊆ KR für alle R > 0. Aus der Koerzivität von B bezüglich A
und b (cf. Schritt 2) folgt:

‖uR‖ ≤ r, (3.48)

wobei r unabhängig von R und Y ∈ L ist. Die Menge SR hat folgende
Eigenschaften:
(α) SR ist abgeschlossen: Sei (un) ⊂ SR, mit un → u (n → ∞). Da B

demistetig ist folgt also Bun ⇀ Bu (n → ∞). Somit bleibt die Un-
gleichung (3.47) beim Grenzübergang n →∞ erhalten, d.h. u ∈ SR.

(β) SR ist kompakt: Die Menge SR ist eine abgeschlossene Teilmenge
von KR, und KR, als abgeschlossene und beschränkte Teilmenge des
endlich–dimensionalen Raumes Y , ist selbst kompakt.

(γ) SR′ ⊆ SR für alle R′, R mit R′ ≥ R ≥ r: Für R′ ≥ R ≥ r gilt
aufgrund der Konstruktion: GR ⊆ GR′ .
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Für eine Folge Rn → ∞ (n → ∞) bilden also die Mengen SRn
eine

absteigende Folge kompakter Mengen und somit (cf. endliches Durch-
schnittsprinzip Lemma A.1.3) folgt die Existenz eines Elements uY mit

uY ∈
∞⋂

n=1

SRn
.

Aus (3.48) und der Definition von KR ⊆ C erhalten wir sofort

‖uY ‖ ≤ r und uY ∈ C . (3.49)

Außerdem ist uY eine Lösung von (3.46), denn für (v, v∗) ∈ A, v ∈ C ∩ Y
gilt: Es existiert ein Rn0 , so dass ‖v‖ ≤ Rn0 . Damit ist uY eine Lösung von
(3.47) für Rn0 . Da aber uY für alle Rn (n →∞) in SRn

liegt und v beliebig
gewählt war, erhalten wir

〈b−BuY − v∗, uY − v〉 ≥ 0 ∀(v, v∗) ∈ A mit v ∈ C ∩ Y.

5. Konvergenz der Galerkin–Lösungen uY : Wir wollen zeigen, dass in ei-
nem gewissem Sinne gilt: “uY → u“, wobei u eine Lösung von (3.44) sein wird.
Hierbei tritt das Problem auf, dass Pseudomonotonie nur über (abzählbare)
Folgen definiert ist, das System L aber überabzählbar ist. Also ist eine weitere
Approximation nötig. Seien Y,Z ∈ L. Wir setzen

MZ := {(uY , BuY ) ∈ C ×X∗ ∣∣uY Lösung von (3.46) mit Y ⊇ Z} .

Zuerst zeigen wir, dass es ein Element

(u, u∗) ∈
⋂

Z∈L
M

w

Z (3.50)

gibt, wobei M
w

Z der Abschluss von MZ in X ×X∗ bzgl. der schwachen To-
pologie ist. Dieses u wird letztendlich die gesuchte Lösung sein.

(a) Beweis von (3.50): Aus der apriori Abschätzung (3.49) erhalten wir, dass
für alle Y ∈ L gilt ‖uY ‖ ≤ r. Da B : X → X∗ beschränkt ist, ist die
Bildmenge B(Br) auch beschränkt. Also gibt es einen abgeschlossenen
Ball K ⊆ X ×X∗, so dass ⋃

Z∈L
MZ ⊆ K .

Da X reflexiv ist, sind es auch X∗ und X ×X∗ (cf. Lemma A.7.4). Da
K stark abgeschlossen, beschränkt und konvex ist, ist K auch schwach
kompakt (cf. Folgerung A.8.14). Nun ist aber für alle Z ∈ L die Menge
M

w

Z schwach abgeschlossen und es gilt: M
w

Z ⊆ K. Demzufolge ist auch
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M
w

Z schwach kompakt, und ⋃
Z∈L

M
w

Z ⊆ K .

Seien nun Y,Z ∈ L beliebig aber fest. Wir setzen S = span{Y,Z} und
erhalten MY ∩MZ ⊇ MS . In der Tat, sei (uS , BuS) ∈ MS . Dann ist uS

eine Lösung von (3.46) in einem Raum U ⊇ S = span{Y,Z} ⊇ Y und
U ⊇ S ⊇ Z. Das bedeutet aber (uS , BuS) ∈MZ ∩MY . Wiederholen wir
dieses Argument endlich oft, erhalten wir

N⋂
i=1

M
w

Yi
�= ∅ ∀N ∈ N , ∀Yi ∈ L .

Aus dem endlichen Durchschnittsprinzip (cf. Lemma A.1.3) folgt somit
(3.50).

(b) Konstruktion eines speziellen Paares (v0, v
∗
0): Es existiert (v0, v

∗
0) ∈ A,

so dass gilt:
〈b− u∗ − v∗

0 , u− v0〉 ≤ 0 . (3.51)

Sei dem nicht, so dann gilt für alle (v, v∗) ∈ A:

〈b− u∗ − v∗, u− v〉 > 0 .

Da A maximal monoton ist, folgt b− u∗ ∈ Au. Somit können wir v = u
und v∗ = b − u∗ wählen und erhalten 〈b − u∗ − v∗, u − v〉 = 0. Dies ist
ein Widerspruch zur Annahme. Also gilt (3.51).

(c) Spezielle Approximation: Wir wählen nun Y ∈ L fest: Die Menge M
w

Y

ist schwach abgeschlossen in X × X∗, und (u, u∗) ∈ M
w

Y wegen (3.50).
Aufgrund von Lemma A.8.17 gibt es eine Folge (un, u∗

n) ⊂ MY mit
(un, u∗

n) ⇀ (u, u∗) in X × X∗ (n → ∞). Nach Konstruktion von MY

ist u∗
n = Bun und insbesondere un ∈ C. Die Menge C ist stark abge-

schlossen und konvex, also auch schwach abgeschlossen (cf. Satz A.8.9),
daher liegt auch u in C. Nach Lemma A.8.17 gibt es eine Folge (un) ⊂ C,
so dass

un ⇀ u in X

Bun ⇀ u∗ in X∗ (n →∞) , (3.52)

und

〈b−Bun − v∗ , un − v〉 ≥ 0 ∀(v, v∗) ∈ A mit v ∈ Y ∩ C , (3.53)

denn un ∈ MY , und Elemente von MY sind Lösungen von (3.46).
(d) Pseudomonotonie von B: Wir wollen zeigen, dass gilt:

〈Bu, u− v〉 ≤ 〈b− v∗, u− v〉 ∀ (v, v∗) ∈ A mit v ∈ Y ∩ C ,
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denn damit haben wir gezeigt, dass (3.44) und damit auch (3.42) für
alle v ∈ Y ∩ C gilt. Wir beschränken uns dazu auf solche Y ∈ L mit
v0 ∈ Y , wobei v0 das Element aus 5. (b) ist. Wir wählen ein festes,
aber beliebiges Y mit dieser Eigenschaft. Aus (3.53) folgt für alle w ∈ C,
(v, v∗) ∈ A, v ∈ Y ∩ C, und alle n ∈ N

〈Bun, un − w〉 ≤ 〈b− v∗, un − v〉+ 〈Bun, v − w〉 . (3.54)

Wir wählen insbesondere w = v. Dies ist möglich, da D(A) ⊆ C. Somit
folgt aus (3.54)

〈Bun, un− v〉 ≤ 〈b− v∗, un− v〉 ∀ (v, v∗) ∈ A mit v ∈ Y ∩C . (3.55)

Nun wählen wir w = u , v = v0 und v∗ = v∗
0 , wobei (v0, v

∗
0) das spezielle

Paar aus 5. (b) ist, und erhalten aus (3.54)

〈Bun, un − u〉 ≤ 〈b− v∗
0 , un − v0〉+ 〈Bun, v0 − u〉

und somit mit Hilfe von (3.52) und (3.51)

lim sup
n→∞

〈Bun, un − u〉 ≤ 〈b− v∗
0 − u∗, u− v0〉 ≤ 0 ,

d.h. lim supn→∞ 〈Bun, un − u〉 ≤ 0. Da der Operator B pseudomo-
noton ist und un ⇀ u (n → ∞), folgt mit Hilfe von (3.55) für alle
(v, v∗) ∈ A, v ∈ Y ∩ C

〈Bu, u− v〉 ≤ lim inf
n→∞ 〈Bun, un − v〉

≤ 〈b− v∗, u− v〉 ,

d.h. für alle (v, v∗) ∈ A, und v ∈ Y ∩ C gilt:

〈b−Bu− v∗, u− v〉 ≥ 0 .

Zu beliebigem (v, v∗) ∈ A gibt es ein Y ∈ L mit v ∈ Y , denn
⋃

Y ∈L
v0∈Y

Y = X.

Damit haben wir gezeigt, dass

〈b−Bu− v∗, u− v〉 ≥ 0 ∀(v, v∗) ∈ A ,

d.h. u ∈ C ist eine Lösung von (3.44).

Der Beweis des Satzes ist vollständig.

Bemerkungen. (i) Wie wir bereits im Beweis des Satzes bemerkt haben
sind die Voraussetzungen des Satzes 3.43 für alle b ∈ X∗ erfüllt, falls die
Menge C beschränkt ist.
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(ii) Die Voraussetzungen von Satz 3.43 sind auch für alle b ∈ X∗ erfüllt,
falls B koerziv bezüglich A ist, d.h. es existiert ein Element u0 ∈ C∩D(A),
so dass

lim
‖u‖→∞

u∈C

〈Bu, u− u0〉
‖u‖ = ∞ . (3.56)

Dann gibt es für alle b ∈ X∗ eine Lösung von (3.44), d.h. R(A + B) = X∗.
In der Tat haben wir für ‖u‖ > r

〈Bu− b, u− u0〉
‖u‖ ≥ 〈Bu, u− u0〉

‖u‖ − ‖b‖ ‖u− u0‖
‖u‖

≥ 〈Bu, u− u0〉
‖u‖ − ‖b‖‖u‖+ ‖u0‖

‖u‖

≥ 〈Bu, u− u0〉
‖u‖ − 2‖b‖ .

Die rechte Seite der Ungleichung konvergiert gegen ∞ für ‖u‖ → ∞. Somit
gilt 〈Bu, u − u0〉 > 〈b, u − u0〉 für alle ‖u‖ > r mit r groß genug, d.h. die
Bedingungen des Satzes 3.43 sind für alle b ∈ X∗ erfüllt.

3.3.4 Variationsungleichungen

Wir wollen nun Satz 3.43 auf Variationsungleichungen anwenden. Gegeben
sei ein Operator A : C → X∗, wobei C ⊆ X eine konvexe, abgeschlossene
Menge ist, und b ∈ X∗. Wir suchen ein u ∈ C so, dass

〈b−Au, u− v〉 ≥ 0 ∀v ∈ C . (3.57)

Eine äquivalente Formulierung von (3.57) ist: Suche ein u ∈ C, so dass

b ∈ ∂χ(u) + Au , (3.58)

wobei χ die Indikatorfunktion von C ist, d.h.

χ(u) =
{

0 u ∈ C ,
∞ u ∈ X \ C .

Wir haben gezeigt, dass das Subdifferential ∂χ gegeben ist durch:

∂χ(u) =

{
{u∗ ∈ X∗ ∣∣ 〈u∗, u− v〉 ≥ 0 ∀v ∈ C} u ∈ C ,

∅ u ∈ X \ C .

Daher ist u ∈ C mit b ∈ ∂χ(u)+Au äquivalent zu 〈b−Au, u−v〉 ≥ 0 für alle
v ∈ C. Falls C = X, so ist (3.57) äquivalent zur Operatorgleichung Au = b.
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3.59 Satz. Sei C �= ∅ eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge eines reflexi-
ven, reellen Banachraumes X. Der Operator A : C → X∗ sei pseudomonoton,
demistetig und beschränkt. Falls C unbeschränkt ist, existiere ein u0 ∈ C, so
dass

lim
‖u‖→∞

u∈C

〈Au, u− u0〉
‖u‖ =∞ .

Dann gilt:

(i) Für alle b ∈ X∗ gibt es eine Lösung u von (3.57).
(ii) Falls A : C → X∗ monoton ist, ist die Lösungsmenge von (3.57) abge-

schlossen und konvex.
(iii) Falls A : C → X∗ strikt monoton ist, ist (3.57) eindeutig lösbar.

Beweis . ad (i): Die Menge C ist konvex, abgeschlossen und nichtleer, daher
ist nach Lemma 3.29 das Subdifferential der Indikatorfunktion ∂χ : C → 2X∗

maximal monoton. Wir haben auch gezeigt, dass für u ∈ C gilt ∂χ(u) �= ∅
(cf. (3.17)). Um Satz 3.43 und die Bemerkungen nach diesem Satz anwenden
zu können, wählen wir A = ∂χ und B = A. Also existiert ein u ∈ C, so dass

b ∈ ∂χ(u) + Au .

Dies ist aufgrund obiger Überlegungen äquivalent zur Existenz einer Lösung
von (3.57).

ad (ii): Wenn A : C → X∗ monoton ist, ist (3.57) äquivalent zu: Suche
u ∈ C, so dass

〈b−Av, u− v〉 ≥ 0 ∀v ∈ C . (3.60)

In der Tat, sei u eine Lösung von (3.57), dann haben wir aufgrund der Mo-
notonie von A

〈Av, v − u〉 = 〈Au, v − u〉+ 〈Av −Au, v − u〉

≥ 〈Au, v − u〉
(3.57)

≥ 〈b, v − u〉 ,

d.h. u ist eine Lösung von (3.60). Sei umgekehrt u eine Lösung von (3.60).
Wir setzen v = (1− t)u+ tw, w ∈ C, 0 < t < 1. Da C konvex ist, folgt v ∈ C.
Die Ungleichung (3.60) impliziert daher

〈b−A((1− t)u + tw)), u− w〉t ≥ 0

oder äquivalent
〈b−A((1− t)u + tw), u− w〉 ≥ 0 .

Im Grenzübergang t → 0+ folgt, da A demistetig ist,

〈b−Au, u− w〉 ≥ 0 .
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Das ist aber gerade (3.57).
Sei S die Lösungsmenge von (3.60) und seien u, ū ∈ S. Dann gilt für

w = (1− t)u + tū:

〈b−Av,w − v〉 = 〈b−Av, (1− t)u + tū− ((1− t)v + tv)〉
= (1− t)〈b−Av, u− v〉+ t〈b−Av, ū− v〉 ≥ 0 ,

aufgrund von (3.60), d.h. die Lösungsmenge S ist konvex. Sei (un) ⊆ S eine
Folge mit un → u (n →∞). Dann gilt:

〈b−Av, un − v〉 ≥ 0 .

Für n →∞ folgt 〈b−Av, u−v〉 ≥ 0 und damit u ∈ S. Also ist S abgeschlossen.

ad (iii): Für u, ū ∈ S gilt:

〈b−Au, u− v〉 ≥ 0 ,

〈b−Aū, ū− v〉 ≥ 0 .

Wir setzen v = ū in die 1. Ungleichung ein und v = u in die 2. Ungleichung,
danach addieren wir beide Ungleichungen. Dies ergibt

〈−Au + Aū, u− ū〉 ≥ 0 ⇔ 〈Au−Aū, u− ū〉 ≤ 0 .

Da A strikt monoton ist, folgt daraus u = ū.

Beispiel. Wir betrachten folgendes Hindernisproblem: Gesucht ist ein Ele-
ment u ∈ W 1,2

0 (Ω), so dass

−∆u = f in Ω ,

u = 0 auf ∂Ω ,

u ≥ g in Ω ,

(3.61)

wobei f, g gegebene Funktionen sind und Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet
ist. Diese Gleichungen beschreiben das Verhalten einer elastischen Membran
unter dem Einfluss einer Kraft f , falls die Bewegung durch ein Hindernis g
beeinflusst wird.
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Wir setzen

C :=
{
u ∈W 1,2

0 (Ω)
∣∣u ≥ g

}
,

〈Au, v〉 :=
∫
Ω

∇u · ∇v dx ,

〈b, v〉 :=
∫
Ω

fv dx ,

und betrachten die folgende Variationsungleichung: Suche ein u ∈ C mit

〈b−Au, u− v〉 ≥ 0 , ∀v ∈ C , (3.62)

d.h. suche ein u ∈ C mit∫
Ω

f(u− v) dx−
∫
Ω

∇u · ∇(u− v) dx ≥ 0 ∀v ∈ C .

3.63 Satz. Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet mit Rand ∂Ω ∈ C0,1. Dann
existiert für alle f ∈ L2(Ω) und g ∈ W 1,2(Ω) , g ≤ 0 auf ∂Ω, genau eine
Lösung u ∈ C der Variationsungleichung (3.62).

Beweis . 1. Die Menge C ist nichtleer, da für

v = max (g, 0) = g+

offensichtlich v ≥ g gilt und man zeigen kann, dass v zum Raum W 1,2(Ω)
gehört (cf. [10, Satz 4.2.4 (iii)]). Da auf dem Rand ∂Ω aufgrund unserer Vor-
aussetzungen v = 0 gilt, ist also v ∈ W 1,2

0 (Ω). Offensichtlich ist C konvex.
Die Menge C ist auch abgeschlossen, da für eine Folge (un) ⊆ C mit un → u
in W 1,2(Ω) (n →∞) folgt, dass es eine Teilfolge gibt mit unk

(x) → u(x) fast
überall in Ω (k → ∞) (cf. Satz A.12.23, Satz A.11.12). Daraus folgt, dass
auch u ∈ C.

2. Der Operator A ist stetig, strikt monoton und koerziv, wie wir in Lem-
ma 1.28 gezeigt haben (p = 2, s = 0).

Satz 3.59 liefert also sofort die Behauptung.

Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen der Lösung der Variations-
ungleichung (3.62) und der Lösung unseres ursprünglichen Problems (3.61)?
Falls die Lösung u und die Daten f, g glatt sind, dann erhalten wir, dass

O := {x ∈ Ω
∣∣u(x) > g(x)}

offen ist und dass
B := {x ∈ Ω

∣∣u(x) = g(x)}
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abgeschlossen ist. Wir setzen v = u + τϕ mit ϕ ∈ C∞
0 (O) und |τ | klein. Da

u und g glatt sind, ist v ∈ C, und es folgt

−τ

∫
Ω

fϕ dx + τ

∫
Ω

∇u · ∇ϕdx = τ

∫
O

∇u · ∇ϕ− fϕ dx ≥ 0 .

Wir ersetzen τ durch −τ , und erhalten insgesamt∫
O

fϕ dx−
∫
O

∇u · ∇ϕdx = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (O) .

Daraus folgt durch partielle Integration (cf. (12.17)), dass∫
O

(f + ∆u)ϕdx = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (O) ,

woraus wir schließen
−∆u = f in O .

Sei nun ϕ ∈ C∞
0 (Ω), ϕ ≥ 0, 0 < τ ≤ 1. Wir setzen v = u + τϕ. Dann ist

v ∈ C und es gilt:

−τ

∫
Ω

fϕ dx + τ

∫
Ω

∇u · ∇ϕdx ≥ 0 .

Partielle Integration der Gleichung ergibt

−
∫
Ω

(f + ∆u)ϕdx ≥ 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω), ϕ ≥ 0 ,

woraus wir schließen können

−∆u ≥ f in Ω .

Wir haben also gezeigt, dass eine glatte Lösung u der Variationsungleichung
(3.62) das Problem

−∆u ≥ f, u ≥ g in Ω ,

−∆u = f, u > g in O .

löst. Man vergleiche dies mit dem Originalproblem (3.61).

3.3.5 Evolutionsprobleme

Satz 3.43 kann man auch auf Evolutionsprobleme anwenden. Wir betrachten
folgendes Anfangswertproblem
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du(t)
dt

+ Au(t) = b(t) , ∀ t ∈ I := [0, T ]

u(0) = 0 .
(3.64)

Sei L definiert durch Lu = du
dt mit

D(L) =
{
u ∈ W

∣∣u(0) = 0
}

,

wobei
W =

{
u ∈ Lp(I;V )

∣∣ du

dt
∈ Lp′

(I;V ∗)
}

,

mit 1
p + 1

p′ = 1. Die Norm in W ist gegeben durch

‖u‖W := ‖u‖Lp(I;V ) +
∥∥∥∥du

dt

∥∥∥∥
Lp′ (I;V ∗)

.

Mithilfe von L schreibt sich (3.64) als

Lu + Au = b , u ∈ D(L) . (3.65)

3.66 Satz. Sei (V,H, V ∗) ein Gelfand–Tripel. Wir setzen X = Lp(I;V ),
1 < p <∞, wobei I = [0, T ] mit T < ∞. Sei A : X → X∗ ein pseudomono-
toner, koerziver, demistetiger, beschränkter Operator. Dann existiert für alle
b ∈ X∗ eine Lösung u ∈ D(L) von (3.64). Falls A strikt monoton ist, ist
diese eindeutig bestimmt.

Beweis . 1. Existenz einer Lösung: Nach Lemma 3.38 ist L maximal monoton
auf D(L). Mithilfe von Lemma 3.36 zeigt man leicht, dass D(L) konvex ist
und abgeschlossen bzgl. der Norm von W . Mit C = D(L), u0 = 0, A = L und
B = A sind die Voraussetzungen von Satz 3.43 und der Bemerkung danach
erfüllt. Daher gibt es ein u ∈ D(L), das (3.64) löst.

2. Eindeutigkeit der Lösung: Seien u1, u2 ∈ D(L) Lösungen von (3.64).
Dann gilt

Lu1 + Au1 = b ,

Lu2 + Au2 = b .

Subtrahieren wir beide Gleichungen voneinander, folgt mithilfe von Lemma
3.36

0 = 〈L(u1 − u2), u1 − u2〉+ 〈Au1 −Au2, u1 − u2〉

=
1
2

(
‖(u1 − u2)(T )‖2H − ‖(u1 − u2)(0)‖2H

)
+ 〈Au1 −Au2, u1 − u2〉

≥ 〈Au1 −Au2, u1 − u2〉 ,

wobei wir u1(0) = u2(0) = 0 benutzt haben. Da A strikt monoton ist, folgt
daraus u1 = u2.
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3.3.6 Quasilineare parabolische Gleichungen

Zur Illustration der allgemeinen Theorie betrachten wir nun folgendes Pro-
blem:

∂tu− div(|∇u|p−2∇u) + g(u) = f in I ×Ω ,

u = 0 auf I × ∂Ω ,

u(0) = 0 in Ω ,

(3.67)

wobei f eine gegebene rechte Seite ist und g die Bedingungen (2.18) und
(2.23) erfüllt. Mit I = [0, T ] bezeichnen wir ein endliches Zeitintervall und
Ω sei ein beschränktes Gebiet im Rd. Wir setzen V = W 1,p

0 (Ω),H = L2(Ω)
und X = Lp(I;W 1,p

0 (Ω)), wobei wir V mit der äquivalenten Norm ‖∇u‖p

versehen (cf. (A.12.26)). In Analogie zur quasilinearen elliptischen Gleichung
(2.13) definieren wir für alle u, v ∈ X:

〈A1u, v〉X :=
∫
I

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇v dx dt ,

〈A2u, v〉X :=
∫
I

∫
Ω

g(u) v dx dt .

Im Folgenden bezeichnen wir die Gleichung (2.13) und die dazugehörigen
Operatoren A1 : W 1,p

0 (Ω) → (W 1,p
0 (Ω))∗ und A2 : W 1,p

0 (Ω) → (W 1,p
0 (Ω))∗

als den stationären Fall und die Gleichung (3.67) und die gerade definierten
Operatoren A1 und A2 als den instationären Fall. Wie wir in den Lemmata
1.28 und 1.26 (s = 0) gezeigt haben, ist der Operator A1 im stationären Fall
stetig, monoton, beschränkt und koerziv. Weiterhin wissen wir aus Lemma
2.17, dass der Operator A2 im stationären Fall beschränkt und stark stetig
ist, falls r < dp

d−p . In Lemma 2.22 wurde gezeigt, dass im stationären Fall der
Operator A1 + A2 pseudomonoton, koerziv, stetig und beschränkt ist.

Im hier vorliegenden instationären Fall müssen wir einerseits zeigen, dass
der Operator A1 + A2 den Raum X = Lp(I;W 1,p

0 (Ω)) in seinen Dualraum
X∗ = (Lp(I;W 1,p

0 (Ω)))∗ = Lp′
(I; (W 1,p

0 (Ω))∗), mit 1
p + 1

p′ = 1 abbildet, und
andererseits überprüfen, inwieweit sich die Eigenschaften der Operatoren vom
stationären Fall auf den instationären Fall übertragen lassen.

3.68 Lemma. Sei 1 < p < ∞ und X = Lp(I;W 1,p
0 (Ω)). Dann bildet der

Operator A1 den Raum X in seinen Dualraum X∗ ab.

Beweis . Mithilfe der Hölder–Ungleichung erhalten wir

〈A1u, v〉X ≤
∫
I

∫
Ω

|∇u|p−1|∇v| dx dt

≤ ‖∇u‖p−1
Lp(I×Ω)‖∇v‖Lp(I×Ω) .

Damit folgt A1 : X → X∗.
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3.69 Lemma. Für alle 1 < p < ∞ ist der Operator A1 : X → X∗ strikt
monoton, stetig, koerziv und beschränkt.

Beweis . Dies folgt völlig analog zum Beweis von Lemma 1.26 und Lemma
1.28 mit s = 0, allerdings muss beim Beweis der Stetigkeit und der Koerzi-
vität anstatt mit den Räumen Lp(Ω) bzw. Lp′

(Ω) mit den Räumen Lp(I×Ω)
bzw. Lp′

(I ×Ω) gearbeitet werden.

Im Beweis von Lemma 2.17 wurde für den Nachweis der starken Stetigkeit
von A2 die kompakte Einbettung W 1,p

0 (Ω) ↪→↪→ Lr(Ω), r < dp
d−p , benutzt (cf.

Satz A.12.24). Im Allgemeinen gilt allerdings nicht, dass die Einbettung

X = Lp(I;W 1,p
0 (Ω)) ↪→ Lp(I;Lr(Ω)) ,

mit r < dp
d−p , kompakt ist. Dies sieht man sofort, wenn man eine Folge

fn : I → R betrachtet, die schwach in Lp(I) gegen ein f ∈ Lp(I) konvergiert,
für die aber nicht fn → f stark in Lp(I) (n → ∞) gilt. Für ein beliebiges,
aber festes, v ∈W 1,p

0 (Ω) kann dann die Folge

un(t, x) = fn(t)v(x) ∈ Lp(I;W 1,p
0 (Ω))

nicht stark in Lp(I;Lr(Ω)) konvergieren. In der Tat gilt:

‖un − u‖p
Lp(I;Lr(Ω)) =

T∫
0

(∫
Ω

|fn(t)− f(t)|r |v(x)|r dx

) p
r

dt

= ‖v‖p
Lr(Ω) ‖fn − f‖p

Lp(I)

und somit konvergiert un → u in Lp(I;Lr(Ω)) (n → ∞) genau dann, wenn
fn → f in Lp(I) (n →∞). Wenn wir allerdings A2 nur auf dem Raum

W =
{
u ∈ Lp(I;W 1,p

0 (Ω))
∣∣ du

dt
∈ Lp′(

I; (W 1,p
0 (Ω))∗

) }
(3.70)

betrachten, erhalten wir eine kompakte Einbettung für W .

Wir betrachten folgende allgemeinere Situation. Seien B, B0, B1 Banach-
räume, wobei B0 und B1 reflexiv sind und folgende Einbettungen gelten:

B0 ↪→↪→ B ↪→ B1 , (3.71)

d.h. insbesondere bettet B0 kompakt in B ein. Wir bezeichnen

W0 :=
{

u ∈ Lp0(I;B0)
∣∣ du

dt
∈ Lp1(I;B1)

}
, (3.72)

mit 1 < p0, p1 < ∞, und versehen W0 mit der Norm

‖u‖W0 := ‖u‖Lp0 (I;B0) +
∥∥∥du

dt

∥∥∥
Lp1 (I;B1)

.
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Offensichtlich ist W0 ein reflexiver Banachraum und es gilt:

W0 ↪→ Lp0(I;B) . (3.73)

Allerdings haben wir folgendes stärkere Resultat:

3.74 Lemma (Aubin 1963, Lions 1969). Unter den Voraussetzungen
(3.71) und 1 < p0, p1 <∞ ist die Einbettung (3.73) kompakt, d.h.

W0 ↪→↪→ Lp0(I;B) . (3.75)

Bevor wir dies beweisen, benötigen wir noch folgendes Resultat:

3.76 Lemma. Unter den Voraussetzungen (3.71) gibt es für alle η > 0 eine
Konstante d(η), so dass für alle v ∈ B0 gilt:

‖v‖B ≤ η‖v‖B0 + d(η)‖v‖B1 . (3.77)

Beweis . Falls (3.77) nicht gilt, gibt es ein η > 0 und Folgen (vn) ⊂ B0 und
(dn) ⊂ R+, dn →∞ (n →∞) , so dass

‖vn‖B ≥ η‖vn‖B0 + dn‖vn‖B1 .

Wir setzen wn = vn/‖vn‖B0 und erhalten

‖wn‖B ≥ η + dn‖wn‖B1 . (3.78)

Aufgrund der Einbettung (3.71) und der Definition von wn gilt:

‖wn‖B ≤ c ‖wn‖B0 = c ,

und somit folgt aus (3.78) und dn →∞ (n →∞), dass

‖wn‖B1 → 0 (n →∞) . (3.79)

Allerdings gilt nach Konstruktion: ‖wn‖B0 = 1 . Somit folgt aus der kompak-
ten Einbettung B0 ↪→↪→ B, dass es eine Teilfolge (wnk

) gibt, so dass

wnk
→ w in B (k →∞) .

Aus der Einbettung B ↪→ B1 ergibt sich sofort

wnk
→ w in B1 (k →∞) ,

was zusammen mit (3.79) w = 0 liefert. Insgesamt haben wir also gezeigt,
dass gilt:

‖wnk
‖B → 0 (k →∞) ,

was ein Widerspruch zu (3.78) ist, da η > 0.
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Beweis (Lemma 3.74). Sei (vn) eine beschränkte Folge in W0. Da W0 reflexiv
ist, gibt es eine Teilfolge (vnk

), für die gilt:

vnk
⇀ v in W0 (k →∞) .

Wenn wir zur Folge uk = vnk
− v übergehen, erhalten wir also

un ⇀ 0 in W0 (n →∞) ,

‖un‖W0 ≤ c ∀n ∈ N .
(3.80)

Aufgrund von Lemma 3.76 gibt es für alle η > 0 ein d(η) mit

‖un‖Lp0 (I;B) ≤ η‖un‖Lp0 (I;B0) + d(η)‖un‖Lp0 (I;B1) . (3.81)

Sei nun ε > 0 beliebig. Aus (3.80)2 und (3.81) mit η = ε
2c erhalten wir

‖un‖Lp0 (I;B) ≤
ε

2
+ d(ε)‖un‖Lp0 (I;B1) .

Um den Satz zu beweisen, reicht es also zu zeigen, dass

un → 0 in Lp0(I;B1) (n →∞) . (3.82)

Aus der Definition von W0 und der Einbettung W 1,p1(I) ↪→ C(Ī) (cf. Satz
A.12.23, Satz A.12.6) folgt sofort

W0 ↪→ W 1,p1(I;B1) ↪→ C(Ī;B1) . (3.83)

Aus dieser Einbettung und (3.80)2 erhalten wir weiter, dass für alle t ∈ I
gilt:

‖un(t)‖B1 ≤ c . (3.84)

Wir definieren für 0 < λ < 1 fest, aber beliebig,

wn(t) = un(λt) (3.85)

und erhalten unter Benutzung von (3.80)2

wn(0) = un(0) ,

‖wn‖Lp0 (I;B0) =
1

λ
1

p0

‖un‖Lp0 (0,λT ;B0) ≤ c λ− 1
p0 ,∥∥∥ d

dt
wn

∥∥∥
Lp1 (I;B1)

=
λ

λ
1

p1

∥∥∥ d

dt
un

∥∥∥
Lp1 (0,λT ;B1)

≤ c λ1− 1
p1 .

(3.86)

Sei ϕ ∈ C1(I) derart, dass ϕ(T ) = 0 , ϕ(0) = −1. Dann gilt:

wn(0) =

T∫
0

d

dt

(
wn(t)ϕ(t)

)
dt =

T∫
0

ϕ(t)
dwn(t)

dt
dt +

T∫
0

dϕ(t)
dt

wn(t) dt ,
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was zusammen mit (3.86)3 liefert

‖wn(0)‖B1 ≤ c(ϕ)
∥∥∥dwn

dt

∥∥∥
Lp1 (I;B1)

+
∥∥∥∥

T∫
0

dϕ

dt
wn dt

∥∥∥∥
B1

≤ c λ1− 1
p1 +

∥∥∥∥
T∫

0

dϕ

dt
wn dt

∥∥∥∥
B1

.

(3.87)

Da p1 > 1 ist, können wir λ ∈ (0, 1) derart wählen, dass

c λ1− 1
p1 ≤ ε

2
(3.88)

gilt. Aufgrund von (3.86)2 gilt wn ∈ Lp0(I;B0) ↪→ L1(I;B0), und somit
erhalten wir mithilfe von (2.1.16), dass für alle g ∈ B∗

0 gilt:

〈
g,

T∫
0

wn
dϕ

dt
dt

〉
B0

=

T∫
0

〈
g, wn

〉
B0

dϕ

dt
dt

=

λT∫
0

〈
g

dϕ

ds

( s

λ

)
, un(s)

〉
B0

ds → 0 (n →∞) ,

da dϕ
ds g ∈ Lp′

0(0, λT ;B∗
0) und un ⇀ 0 in Lp0(0, λT ;B0) (n → ∞), aufgrund

von (3.80). Also haben wir gezeigt, dass

T∫
0

wn
dϕ

dt
dt ⇀ 0 in B0 (n →∞) ,

was aufgrund der kompakten Einbettung B0 ↪→↪→ B impliziert

T∫
0

wn
dϕ

dt
dt → 0 in B (n →∞) .

Dies zusammen mit (3.87), (3.88) und B ↪→ B1 ergibt, da ε beliebig war,

un(0) = wn(0) → 0 in B1 (n →∞) .

Sei nun s ∈ I beliebig. Ein völlig analoges Vorgehen mit wn ersetzt durch

w̃n(t) = un(s + λt) ,

liefert sofort für alle s ∈ I

un(s) → 0 in B1 (n →∞) .
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Dies zusammen mit (3.84) und dem Satz über majorisierte Konvergenz (cf.
Satz A.11.10), angewendet auf die reelle Funktionenfolge

(
‖un(·)‖p0

B1

)
, liefert

(3.82) und der Satz ist bewiesen.
Durch eine entsprechende Wahl von B, B0, B1 und p0, p1 erhalten wir

kompakte Einbettungen für den Raum W , definiert in (3.70). Wir benötigen
allerdings einen weiteren Einbettungssatz für den Raum W .

3.89 Lemma. Sei 2d
d+2 ≤ p < d und Ω ⊂ Rd , d ≥ 2, ein beschränktes Gebiet

mit Rand ∂Ω ∈ C0,1. Für alle Funktionen u aus dem Raum W , der in (3.70)
mithilfe des Gelfand–Tripels

(
W 1,p

0 (Ω), L2(Ω), (W 1,p
0 (Ω))∗

)
definiert wurde,

gilt:∫
I

∫
Ω

|u(t, x)|q dx dt ≤ c

∫
I

∫
Ω

|∇u(t, x)|p dx dt
(

sup
t∈I

∫
Ω

|u(t, x)|2 dx
) p

d

, (3.90)

wobei
q =

d + 2
d

p . (3.91)

Beweis . Aus Lemma 3.36 folgt die Einbettung W ↪→ C(I;H), d.h.

sup
t∈I
‖u(t)‖L2 ≤ c ‖u‖W . (3.92)

Mithilfe der Hölder–Ungleichung erhalten wir für r ≥ 2

‖u‖Lr =
(∫

Ω

|u|rα|u|r(1−α) dx
) 1

r ≤ ‖u‖α
Lrαδ‖u‖1−α

Lr(1−α)δ′ , (3.93)

für α ∈ (0, 1) und 1
δ + 1

δ′ = 1 mit 1 < δ < ∞ . Die Forderungen

rαδ =
dp

d− p
, r(1− α)δ′ = 2 (3.94)

liefern

α =
dp(r − 2)

r(dp + 2p− 2d)
. (3.95)

Aus (3.93) zur Potenz r, folgt nach Integration über das Zeitintervall I und
mithilfe der Einbettung W 1,p

0 (Ω) ↪→ L
dp

d−p (Ω) und der Äquivalenz der Nor-
men in W 1,p

0 (Ω) (cf. (A.12.26))∫
I

‖u(t)‖r
Lr dt ≤ c

∫
I

‖∇u(t)‖αr
Lp ‖u(t)‖(1−α)r

L2 dt

≤ c sup
t∈I
‖u(t)‖(1−α)r

L2

∫
I

‖∇u(t)‖αr
Lp dt .

(3.96)
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Nun müssen wir sicherstellen, dass αr = p gilt, was zusammen mit (3.94)
und (3.95) liefert

r = p
d + 2

d
, δ =

d

d− p
, α =

d

d + 2
, (1− α)r =

2
d

p .

Dies, eingesetzt in (3.96), liefert (3.90).

Bemerkung. Aufgrund von (3.92) kann man die Behauptung aus Lemma
3.89 auch schreiben als

‖u‖Lq(I×Ω) ≤ c ‖u‖W , q = p
d + 2

d
. (3.97)

3.98 Folgerung. Unter den Bedingungen von Lemma 3.89 ist die Einbettung

W ↪→↪→ Lq(I ×Ω)

kompakt falls

q < p
d + 2

d
. (3.99)

Beweis . Wenn man im Beweis von Lemma 3.89 anstatt (3.94) fordert, dass

rαδ = s <
dp

d− p
r(1− α) δ′ = 2 ,

erhält man

α =
s(2− r)
r(s− 2)

.

Wie im Beweis von Lemma 3.89 folgt dann∫
I

‖u‖r
Lr dt ≤ c sup

t∈I
‖u(t)‖r−p

L2

∫
I

‖u(t)‖p
Ls dt (3.100)

für alle r < p d+2
d . Aufgrund von Satz 3.74 mit B0 = W 1,p

0 (Ω), B = Ls(Ω),
s < dp

d−p , B1 = (W 1,p
0 (Ω))∗, p0 = p, p1 = p′ ergibt sich

W ↪→↪→ Lp(I;Ls(Ω)) . (3.101)

Sei nun (un) ⊆ W eine beschränkte, schwach konvergente Folge. Aufgrund
von (3.101) gibt es eine Teilfolge (unk

) mit

unk
→ u in Lp(I;Ls(Ω)) (k →∞) . (3.102)
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Aus (3.100), (3.92) und (3.102) folgt also∫
I

‖unk
(t)− u(t)‖r

Lr dt ≤ c ‖unk
− u‖r−p

W

∫
I

‖unk
(t)− u(t)‖p

Ls dt

≤ c

∫
I

‖unk
(t)− u(t)‖p

Ls dt → 0 (k →∞) ,

d.h. unk
→ u in Lr(I ×Ω) (k →∞), falls r < p d+2

d .

Nun haben wir alle Hilfsmittel zusammen, um den Operator A2 zu be-
trachten (cf. Lemma 2.17).

3.103 Lemma. Sei 1 < p < ∞ , X = Lp(I;W 1,p
0 (Ω)) und genüge die stetige

Funktion g der Bedingung (2.18), d.h. g besitzt (r − 1)–Wachstum. Wenn
r ≤ p d+2

d gilt, dann bildet der Operator A2 den in (3.70) definierten Raum
W in seinen Dualraum ab und ist beschränkt. Für r < p d+2

d ist A2 stark
stetig.

Beweis . 1. Aufgrund der Wachstumsbedingung (2.18) haben wir für alle
u, v ∈ W und q = p d+2

d

|〈A2u, v〉| ≤ c

∫
I

∫
Ω

(1 + |u|)r−1|v| dx dt

≤ c
(
1 + ‖u‖r−1

L(r−1)q′ (I×Ω)

)
‖v‖Lq(I×Ω) .

Sofern (r − 1) q′ ≤ q gilt, erhalten wir aufgrund von (3.97)

|〈A2u, v〉| ≤ c
(
1 + ‖u‖r−1

W

)
‖v‖W . (3.104)

Die Forderung (r− 1) q′ ≤ q ist äquivalent zu r ≤ q = p d+2
d . Somit folgt aus

(3.104) und der Definition der dualen Norm in W ∗, dass A2 : W → W ∗ und
dass A2 beschränkt ist.

2. Sei (un) ⊆W eine schwach konvergente Folge. Aufgrund von Folgerung
3.98 gibt es eine Teilfolge mit

unk
→ u in Lr(I ×Ω) (k →∞) ,

wobei r < p d+2
d . Wir setzen (cf. Beweis von Lemma 2.17, Teil 2)

F (u) = g(u)

und erhalten aus Lemma 1.19, dass der Nemyckii–Operator

F : Lr(I ×Ω) → Lr′
(I ×Ω)

stetig ist, d.h.

‖F (unk
)− F (u)‖Lr′ (I×Ω) → 0 (k →∞) .
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Daraus, aus der Einbettung W ↪→ Lr(I×Ω) und aus der Definition der Norm
in W ∗ erhalten wir sofort

sup
ϕ∈W
‖ϕ‖≤1

|〈A2unk
−A2u, ϕ〉| ≤ sup

ϕ∈W
‖ϕ‖≤1

∫
I

∫
Ω

|g(unk
)− g(u)||ϕ| dx dt

≤ sup
ϕ∈W
‖ϕ‖≤1

‖F (unk
)− F (u)‖Lr′ (I×Ω)‖ϕ‖Lr(I×Ω)

≤ c ‖F (unk
)− F (u)‖Lr′ → 0 (k →∞) ,

d.h.
A2unk

→ A2u in W ∗ (k →∞) .

Das Konvergenzprinzip Lemma 0.3 liefert, dass A2 : W → W ∗ stark stetig
ist.

In Lemma 3.68 wurde gezeigt, dass der Operator A1 den Raum X in
seinen Dualraum X∗ abbildet. Da W ⊆ X ist, erhalten wir sofort, dass

A1 : W → W ∗

und dass A1 : W → W ∗ ein stetiger, strikt monotoner, koerziver und be-
schränkter Operator ist.

3.105 Lemma. Zusätzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 3.103 erfülle
g die Koerzivitätsbedingung (2.23). Dann ist der Operator A1+A2 : W →W ∗

koerziv.

Beweis . Der Beweis verläuft genau wie der Beweis von Lemma 2.22, wenn
man Lp(Ω) durch Lp(I ×Ω) ersetzt.

3.106 Satz. Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet mit Rand ∂Ω ∈ C0,1

und sei I = [0, T ] ein endliches Zeitintervall. Sei ferner 2d
d+2 ≤ p < d und

die stetige Funktion g : R → R erfülle die Bedingungen (2.18) und (2.23)
mit 1 ≤ r < p d+2

d . Dann gibt es für alle f ∈ Lp′
(I × Ω), 1

p + 1
p′ = 1, eine

Lösung u ∈ D(L) = {u ∈ W
∣∣u(0) = 0} des Problems (3.67), d.h. für alle

ϕ ∈ C∞
0 (I ×Ω) gilt:∫

I

〈du(t)
dt

, ϕ(t)
〉

W 1,p
0

dt +
∫
I

∫
Ω

|∇u(t)|p−2∇u(t) · ∇ϕ(t) dx dt

+
∫
I

∫
Ω

g(u(t))ϕ(t) dx dt =
∫
I

∫
Ω

f(t)ϕ(t) dx dt .

Beweis . Offensichtlich ist
(
W 1,p

0 (Ω), L2(Ω), (W 1,p
0 (Ω))∗

)
ein Gelfand–Tripel,

da W 1,p
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) für p ≥ 2d

d+2 . Der Operator A : W → W ∗ ist koerziv
nach Lemma 3.105 und pseudomonoton, demistetig und beschränkt aufgrund



128 3 Die Theorie monotoner Operatoren

von Lemma 2.6 und Lemma 3.69, sowie Lemma 3.103 (cf. Beweis von Satz
2.24). Da L : D(L) ⊆ W → W ∗ : u 
→ du

dt ein maximal monotoner Operator
ist (cf. Lemma 3.38), folgt die Behauptung sofort aus Satz 3.66.

Bemerkung. Man kann auch nichttriviale Anfangsdaten behandeln, d.h.
man betrachtet das Problem

∂tu− div(|∇u|p−2∇u) + g(u) = f in I ×Ω ,

u = 0 auf I × ∂Ω ,

u(0) = u0 in Ω ,

(3.107)

wobei u0 eine gegebene Anfangsbedingung ist. In diesem Fall muss man den
Operator Lu = du

dt auf dem ganzen Raum W (cf. (3.70)) betrachten. Dann
ist allerdings L nicht mehr maximal monoton. Um das Problem (3.107) zu
lösen, kann man eine ”instationäre Variante“ des Satzes von Brezis über
pseudomonotone Operatoren (cf. Satz 2.10) benutzen. Man kann zeigen, dass
das Problem (3.107) lösbar ist, wenn man zusätzlich zu den Bedingungen in
Satz 3.106 fordert, dass u0 ∈ L2(Ω) gilt (cf. [20, III.4.1]).



4 Der Abbildungsgrad

Der Abbildungsgrad ist eine Möglichkeit, die Lösbarkeit von Gleichungen

f(x) = y

mithilfe topologischer Überlegungen zu untersuchen. Grob gesagt gibt der
Abbildungsgrad die Anzahl der Lösungen dieser Gleichung an. Wir werden
den Abbildungsgrad definieren für Funktionen f : Rd → Rd und für Operatoren
T : X → X, wobei X ein Banachraum ist. Mithilfe des Abbildungsgrades
können wir einen einfachen Beweis für die Fixpunktsätze von Brouwer (cf.
Satz 1.2.17) und von Schauder (cf. Satz 1.2.46) finden.

4.1 Der Abbildungsgrad von Brouwer

In diesem Abschnitt sei immer Ω ⊂ Rd, Ω �= ∅, eine beschränkte, offene
Menge. Wir wollen folgenden Satz beweisen:

1.1 Satz (Brouwer 1912, Nagumo 1951). Sei f : Ω → Rd eine stetige
Funktion und sei p ∈ Rd \ f(∂Ω). Dann existiert eine ganze Zahl d(f , Ω,p),
der Abbildungsgrad, mit folgenden Eigenschaften:

(i) Falls d(f , Ω,p) �= 0, dann existiert ein x0 ∈ Ω, so dass

f(x0) = p .

(Existenz von Lösungen)
(ii) Falls f(x, t) : Ω × [0, 1] → Rd eine stetige Abbildung ist und für p ∈ Rd

gilt, dass p �= f(x, t) für alle x ∈ ∂Ω und t ∈ [0, 1], dann haben wir:

d(f(·, 0), Ω,p) = d(f(·, 1), Ω,p) .

(Invarianz unter Homotopien)
(iii) Sei Ω =

⋃m
i=1 Ωi , wobei Ωi offene, paarweise disjunkte, beschränkte

Mengen sind mit ∂Ωi ⊆ ∂Ω. Dann gilt für alle p �∈ f(∂Ω):

d(f , Ω,p) =
m∑

i=1

d(f , Ωi,p) .

(Zerlegungseigenschaft)
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Satz 1.1 verallgemeinert folgendes Konzept von C auf Rd. Sei Γ eine ge-
schlossene C1–Kurve und a ∈ C\Γ . Die Umlaufzahl n(Γ, a) von Γ bezüglich
a ist definiert durch

n(Γ, a) =
1

2πi

∫
Γ

dz

z − a
.

Wir setzen

deg(f, Γ, 0) =
1

2πi

∫
Γ

f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πi

∫
f(Γ )

dz

z
.

Dabei sei f eine meromorphe Funktion mit f �= 0 auf Γ und Γ eine nullho-
mologe C1–Kurve. Dann ist

deg(f, Γ, 0) =
∑
z∈N

k(z)n(Γ, z) ,

wobei N die Menge der Nullstellen von f ist und k(z) ∈ N die Ordnung der
Nullstelle z ∈ N .Für d = 2 stimmen beide Konzepte überein.

4.1.1 Die Konstruktion des Abbildungsgrades von Brouwer

Sei f : Ω ⊆ Rd → Rd eine Funktion mit f ∈
(
C1(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d. Die De-
terminante der Jacobi–Matrix von f im Punkte x ∈ Ω bezeichnen wir mit
J(f)(x), d.h.

J(f)(x) := det
(
∇f(x)

)
.

Ferner setzen wir für p ∈ Rd

f−1(p) := {x ∈ Ω
∣∣ f(x) = p} .

Der Punkt x ∈ f−1(p) heißt regulär, wenn J(f)(x) �= 0 .

1.2 Lemma. Sei f ∈
(
C1(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d
, p ∈ f(Ω) \ f(∂Ω), und sei jeder

Punkt der Menge f−1(p) regulär. Dann ist f−1(p) endlich.

Beweis . Sei f−1(p) nicht endlich. Dann gibt es eine Folge (xn) ⊆ f−1(p) mit
xm �= xn für m �= n. Da Ω beschränkt ist, ist auch die Folge (xn) beschränkt
und es gibt ein x0 ∈ Ω und eine Teilfolge (xnk

) mit xnk
→ x0 (k →∞). Für

diese Teilfolge gilt:
f(xnk

) = p

und somit f(x0) = p, da f stetig ist. Nach Voraussetzung haben wir also
x0 /∈ ∂Ω und x0 ∈ f−1(p). Da f−1(p) nur aus regulären Punkten besteht,
erhalten wir J(f)(x0) �= 0, d.h. der Rang von ∇f(x0) ist d. Demzufolge ist
∇f(x0) ein Homöomorphismus. Nach dem Satz über die inverse Funktion (cf.
Satz 2.2.17) folgt, dass es eine Umgebung V (x0) gibt, so dass f |V (x0) eben-
falls ein Homöomorphismus und insbesondere eineindeutig ist. Dies ist ein
Widerspruch, denn einerseits haben wir f(x0) = p und andererseits existiert
ein k0 ∈ N, so dass für alle k ≥ k0 gilt xnk

∈ V (x0) und f(xnk
) = p.
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1.3 Definition. Sei f ∈
(
C1(Ω)

)d∩
(
C(Ω)

)d und sei p ∈ Rd \ f(∂Ω) derart,
dass alle Punkte in f−1(p) regulär sind. Dann definieren wir den Abbil-
dungsgrad durch

d(f , Ω,p) :=
∑

x∈f−1(p)

sgn J(f)(x) .

Bemerkungen. (i) Aus Lemma 1.2 folgt, dass die Summe in der Definition
endlich ist.

(ii) Offensichtlich ist d(f , Ω,p) ∈ Z .

(iii) Falls f−1(p) = ∅, dann definieren wir d(f , Ω,p) := 0 .

Wir wollen nun die Definition auf solche Fälle verallgemeinern, bei denen

(a) f−1(p) nichtreguläre Punkte enthält,
(b) f nur stetig ist.

In beiden Fällen benutzen wir dazu Approximationsargumente. Wir wer-
den dabei wie folgt vorgehen:

ad (a): Sei K die Menge der nichtregulären Punkte, d.h.

K := {x ∈ Ω
∣∣ J(f)(x) = 0}

und sei p ∈ f(K) \ f(∂Ω). Der Satz von Sard (cf. Satz 1.6) liefert, dass
µ(f(K)) = 0, wobei µ das Lebesgue–Maß bezeichnet. Daher hat f(K)
keine inneren Punkte und es gibt eine Folge pn → p (n →∞) mit

pn /∈ f(K) , pn /∈ f(∂Ω) . (1.4)

Wir werden zeigen, dass der Grenzwert

lim
n→∞ d(f , Ω,pn)

existiert und zwar unabhängig von der Wahl der Folge (pn). Daher
können wir für f ∈

(
C1(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d und p /∈ f(∂Ω) definieren

d(f , Ω,p) := lim
n→∞ d(f , Ω,pn) .

ad (b): Sei f ∈
(
C(Ω)

)d und sei p ∈ Rd \ f(∂Ω). Dann gibt es nach dem
Approximationssatz von Weierstrass (cf. Satz A.12.1) eine Folge von Po-
lynomen (fn), so dass fn ⇒ f auf Ω (n →∞) mit

fn ∈
(
C1(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d
, p /∈ fn(∂Ω) . (1.5)
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Wir werden beweisen, dass der Grenzwert

lim
n→∞ d(fn, Ω,p)

existiert und unabhängig von der Wahl der Folge (fn) ist. Daher können
wir für f ∈

(
C(Ω)

)d und p ∈ Rd \ f(∂Ω) definieren

d(f , Ω,p) := lim
n→∞ d(fn, Ω,p) .

4.1.2 Technische Hilfsmittel

Es folgen nun einige technische Lemmata, die uns die Erweiterung der Defini-
tion 1.3 auf nichtreguläre Punkte und stetige Funktionen ermöglichen werden.

1.6 Satz (Sard 1942). Für f ∈
(
C1(Ω)

)d gilt:

µ
(
f(K)

)
= 0 ,

wobei K = {x ∈ Ω
∣∣ J(f)(x) = 0} die Menge aller nichtregulären Punkte ist.

Beweis . Da Ω beschränkt ist, gibt es einen Würfel W := [−a, a]d, a > 0, so
dass Ω ⊆ W gilt. Sei G eine offene Teilmenge von Ω mit G ⊂ Ω ⊂ Rd.
Wir überdecken den Würfel W mit abgeschlossenen Würfeln wi der Sei-
tenlänge l < 1

2
√

d
dist (G, Rd \Ω). Dann gibt es endlich viele Würfel wi ⊆ Ω,

i = 1, . . . , N , mit

G ⊆
N⋃

i=1

wi =: G1 .

Wir zeigen zunächst, dass das Bild der Menge aller nichtregulären Punkte in
G, d.h. die Menge f(K ∩G), eine Lebesgue–Nullmenge ist.

(a) Sei dazu wi einer der Würfel mit Seitenlänge l. Aufgrund der Vorausset-
zung ist ∇f ∈

(
C(Ω)

)d×d, also auf G1 gleichmäßig stetig und beschränkt,
d.h. es existiert ein L > 0 mit

|∇f(x)| ≤ L ∀x ∈ G1 , (1.7)

und es existiert für alle ε > 0 ein m ∈ N, so dass für alle y1, y2 ∈ G1 mit
|y1 − y2| < l

m

√
d =: δ gilt:

|∇f(y1)−∇f(y2)| ≤ ε . (1.8)

Also gilt nach dem Mittelwertsatz für alle x1, x2 ∈ G1 mit |x1 − x2| < δ

|f(x1)− f(x2)−∇f(x2)(x1 − x2)|

≤
1∫

0

|∇f(x2 + t(x1 − x2))−∇f(x2)| |x1 − x2| dt

≤ ε
l

m

√
d = ε δ .
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(b) Nun zerlegen wir den Würfel wi in md Würfel wij der Seitenlänge
l
m = δ√

d
und wählen einen festen aber beliebigen Würfel wij . Nach

Schritt (a) gilt für alle x1, x2 ∈ wij :

f(x1) = f(x2) +∇f(x2)(x1 − x2) + R(x2, x1) (1.9)

mit
|R(x2, x1)| ≤ ε

l

m

√
d = ε δ . (1.10)

Sei nun x2 ∈ wij ein nichtregulärer Punkt. Wir bezeichnen den um −x2

verschobenen Würfel wij mit

wij − x2 := {y − x2 ∈ Rd
∣∣ y ∈ wij} .

und definieren eine Abbildung T : wij − x2 → Rd : x 
→ T(x) durch

T(x) = f(x2 + x)− f(x2)

= ∇f(x2)x + R̃(x) ,

mit R̃(x) := R(x2, x+x2). Aus (1.9) und (1.10) (ersetze x1 durch x+x2)
erhalten wir

|R̃(x)| ≤ ε
l

m

√
d = ε δ . (1.11)

Da x2 ein nichtregulärer Punkt ist, gilt det(∇f(x2)) = 0, d.h. der Rang
von ∇f(x2) ist höchstens d − 1. Also ist das Bild der Menge wij − x2

unter ∇f(x2) in einem (d − 1)–dimensionalen Raum enthalten. Deshalb
gibt es einen Vektor b1 ∈ Rd , |b1| = 1 mit

(b1, y) = 0 ∀y ∈ (∇f(x2))(wij − x2) ,

wobei (·, ·) für das Skalarprodukt im Rd steht. Wir ergänzen b1 durch
b2, . . . ,bd zu einer Orthonormalbasis des Rd. Dann können wir schreiben

T(x) =
d∑

k=1

(T(x),bk)bk .

Es gilt für alle x ∈ wij − x2

|(T(x),b1)| ≤ |(∇f(x2)x,b1)|+ |(R̃(x),b1)|

≤ 0 + ε
l

m

√
d = ε δ ,

(1.12)

|(T(x),bk)| ≤ |(∇f(x2)x,bk)|+ |(R̃(x),bk)| k = 2, . . . , d

≤ L |x| |bk|+ |R̃(x)| |bk|

≤ L
l

m

√
d + ε

l

m

√
d

≤ L δ + ε δ ,

(1.13)
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da |x| ≤ l
m

√
d. Aufgrund der Definition der Abbildung T(·) gilt:

T(wij − x2) = f(wij)− f(x2) .

Da das Lebesgue–Maß µ invariant gegenüber Verschiebungen ist, erhalten
wir aus (1.12) und (1.13)

µ(f(wij)) = µ(T(wij − x2)) ≤ 2d
(
L

l

m

√
d + ε

l

m

√
d
)d−1

ε
l

m

√
d .

falls wij einen nichtregulären Punkt enthält.
(c) Aufgrund von Schritt (b) gilt:

µ(f(wi ∩K)) ≤
md∑
j=1

µ(f(wij ∩K))

≤ 2d md 1
md

(
L l
√

d + ε l
√

d
)d−1

ε l
√

d

≤ c(d, G, Ω, f) ε .

Da ε beliebig gewählt war, folgt µ(f(wi ∩K)) = 0. Somit erhalten wir

µ(f(G ∩K)) = 0 ,

da die Würfel wi die Menge G überdecken.

Um zu zeigen, dass
µ(f(K)) = 0

gilt, wobei K = {x ∈ Ω
∣∣ J(f)(x) = 0}, wählen wir

Gn =
{
x ∈ Ω

∣∣ dist(∂Ω, x) ≥ 1
n

}
, n ∈ N .

Wir haben Gn ⊆ Ω und Ω ⊆
⋃

n∈N
Gn. Aus dem gerade Bewiesenen und den

Eigenschaften des Lebesgue–Maßes folgt

µ(f(K)) ≤
∑

n∈N

µ(f(Gn ∩K)) = 0 .

Sei nun f ∈
(
C1(Ω)

)d∩
(
C(Ω)

)d und p ∈ f(Ω)\f(∂Ω). Die Menge f−1(p)
enthalte nur reguläre Punkte. Dann ist diese Menge nach Lemma 1.2 endlich,
d.h.

f−1(p) = {x1, . . . , xk} .

Aufgrund des Beweises von Lemma 1.2 gibt es zu jedem xi, i = 1, . . . , k, eine
offene Umgebung V (xi), so dass



4.1 Der Abbildungsgrad von Brouwer 135

(1) V (xi) ⊆ Ω ,

(2) V (xi) ∩ V (xj) = ∅ , i �= j ,

(3) J(f)(x) �= 0 ∀x ∈
k⋃

i=1

V (xi) , (1.14)

(4) f |V (xi) ist ein Homöomorphismus der Umgebung V (xi) auf eine
Umgebung f(V (xi)) von p und ist insbesondere eineindeutig.

Wir setzen
ψ(x) := f(x)− p . (1.15)

Dann ist ψ(V (xi)) eine Umgebung von 0. Demzufolge existiert ein η > 0 mit

k⋂
i=1

ψ(V (xi)) ⊇ Bη(0) . (1.16)

Aufgrund der Konstruktion der Umgebungen V (xi), i = 1, . . . , k, gibt es ein
δ > 0, so dass für alle x ∈ Ω \

⋃k
i=1 V (xi) gilt:

|ψ(x)| ≥ δ . (1.17)

In der Tat, da die Funktion x 
→ |ψ(y)| stetig ist, nimmt sie auf dem Kom-
paktum Ω \

⋃k
i=1 V (xi) ein Minimum an. Weiterhin haben wir |ψ(x)| > 0 für

alle x ∈ Ω \
⋃k

i=1 V (xi), und somit folgt (1.17).

1.18 Lemma. Sei f ∈
(
C1(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d, sei p ∈ f(Ω) \ f(∂Ω) und
enthalte f−1(p) nur reguläre Punkte. Ferner sei ϕ ∈ C([0,∞)) ∩ C∞(0,∞)
eine Funktion mit ∫

Rd

ϕ(|x|) dx = 1 (1.19)

und suppϕ ⊆ [0,min(δ, η)) mit δ, η wie in (1.17) und (1.16). Dann gilt:∫
Ω

ϕ(|f(x)− p|)J(f)(x) dx = d(f , Ω,p) . (1.20)

Beweis . Wenn wir wie oben ψ = f − p setzen, erhalten wir

J(f)(x) = J(ψ)(x) .

Dies zusammen mit (1.17) und suppϕ ⊆ [0,min(η, δ)), der Eigenschaft
sgn J(ψ)(x) = sgn J(ψ)(xi) für alle x ∈ V (xi), dem Transformationssatz
(cf. Satz A.11.17), sowie ψ(V (xi)) ⊇ Bη(0) ⊃ supp

(
ϕ(| · |)

)
und (1.19)

liefert



136 4 Der Abbildungsgrad∫
Ω

ϕ(|f(x)− p|)J(f)(x) dx =
∫
Ω

ϕ(|ψ(x)|)J(ψ)(x) dx

=
k∑

i=1

∫
V (xi)

ϕ(|ψ(x)|)J(ψ)(x) dx

=
k∑

i=1

sgn J(ψ)(xi)
∫

V (xi)

ϕ(|ψ(x)|)J(ψ)(x)| dx

=
k∑

i=1

sgn J(ψ)(xi)
∫

ψ(V (xi))

ϕ(|x|) dx

=
k∑

i=1

sgn J(ψ)(xi)

=
k∑

i=1

sgn J(f)(xi)

=
∑

x∈f−1(p)

J(f)(x) = d(f , Ω,p) ,

d.h. (1.20) ist bewiesen.
Um Lemma 1.18 zu verallgemeinern, benötigen wir folgendes Resultat:

1.21 Lemma. Sei f ∈
(
C1(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d und 0 �∈ f(∂Ω). Sei ε > 0 so,
dass für alle x ∈ ∂Ω gilt:

|f(x)| > ε . (1.22)

Ferner sei ϕ ∈ C∞
0 (0,∞) eine Funktion mit ϕ(r) = 0 für r ≥ ε und

∞∫
0

rd−1ϕ(r) dr = 0 . (1.23)

Dann gilt: ∫
Ω

ϕ(|f(x)|)J(f)(x) dx = 0 . (1.24)

Beweis . 1. Sei zunächst f ∈
(
C∞(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d. Wir setzen

ψ(r) :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
r−d

r∫
0

sd−1 ϕ(s) ds , falls 0 < r < ∞ ,

0 , falls r = 0 .

(1.25)
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Aufgrund unserer Voraussetzungen ist auch ψ eine Funktion aus C∞
0 (0,∞)

mit ψ(r) = 0 für r ≥ ε . Weiterhin erfüllt ψ für 0 ≤ r < ∞ die gewöhnliche
Differentialgleichung

r ψ′(r) + dψ(r) = ϕ(r) . (1.26)

Die Funktionen

gi(y) := ψ(|y|) yi , i = 1, . . . , d , (1.27)

gehören zum Raum C∞
0 (Rd) und es gilt g(y) = (g1(y), . . . , gd(y)) = 0 für alle

|y| ≥ ε . Aufgrund von (1.22) und der Stetigkeit von f existiert eine offene
Menge M ⊆⊆ Ω , so dass für alle x ∈ Ω \M gilt:

|f(x)| ≥ ε .

Insgesamt ergibt sich also g ◦ f ∈ (C∞
0 (Ω))d , d.h. g ◦ f ist identisch Null in

einer Umgebung des Randes ∂Ω . Mithilfe von (1.2.12) angewendet auf ∇f
erhalten wir:

d∑
i=1

∂i

( d∑
k=1

(
cof∇f(x)

)k

i
gk

(
f(x)

))

=
d∑

i,k=1

∂i

(
cof∇f(x)

)k

i
gk

(
f(x)

)
+

d∑
i,j,k=1

(
cof∇f(x)

)k

i

∂gk

∂yj

(
f(x)

)
∂if

j(x)

=
d∑

j,k=1

∂gk

∂yj

(
f(x)

)
δjkJ(f)(x) =

d∑
j=1

∂gj

∂yj

(
f(x)

)
J(f)(x) (1.28)

=
(
|f(x)| ψ′(|f(x)|) + dψ(|f(x)|)

)
J(f)(x)

= ϕ(|f(x)|)J(f)(x) ,

wobei wir auch die Eigenschaft der Kofaktormatrix1

det(∇f(x)) δjk =
d∑

i=1

(
cof∇f(x)

)k

i
∂if

j(x) , j, k = 1, . . . , d ,

sowie (1.27) und (1.26) benutzt haben. Integration von (1.28) über Ω liefert
mithilfe partieller Integration und aufgrund von g(f(x)) = 0 für x ∈ ∂Ω:∫

Ω

ϕ(|f(x)|)J(f)(x) dx =
∫
Ω

d∑
i=1

∂i

( d∑
k=1

(
cof∇f(x)

)k

i
gk

(
f(x)

))
dx

=
∫

∂Ω

d∑
i=1

( d∑
k=1

(
cof∇f(x)

)k

i
gk

(
f(x)

))
νi dS = 0 ,

1 Dies folgt sofort aus (1.2.13), wenn man beachtet, dass det(P) = det(P�) und
(cof P)� = (cof P�) gilt, und die Symmetrie der Matrix (cof P)P� = det(P) I
benutzt.
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wobei ν = (ν1, . . . , νd) die äußere Normale an ∂Ω ist. Somit gilt (1.24) für
f ∈

(
C∞(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d.

2. Sei nun f ∈
(
C1(Ω)

)d∩
(
C(Ω)

)d. Aufgrund von (1.22) und der Stetig-
keit von f existiert eine offene Menge M ⊆⊆ Ω , so dass für alle x ∈ Ω \M
gilt:

|f(x)| ≥ ε +
1
2

(
min
y∈∂Ω

|f(y)| − ε
)

> ε . (1.29)

Der Satz von Weierstrass (cf. Satz A.12.1) liefert die Existenz einer Folge
fn ⊂

(
C∞(Ω)

)d, so dass fn ⇒ f auf Ω und ∇fn ⇒ ∇f auf allen Mengen
K ⊆⊆ Ω. Insbesondere existiert ein n0 ∈ N, so dass für alle n ≥ n0 und alle
x ∈ Ω \M gilt:

|fn(x)− f(x)| ≤ 1
2

(
min
y∈∂Ω

|f(y)| − ε
)

.

Dies zusammen mit (1.29) impliziert, dass für alle n ≥ n0 und alle x ∈ Ω \M
gilt:

|fn(x)| ≥ |f(x)| − |fn(x)− f(x)| ≥ ε .

Aufgrund der Eigenschaften von ϕ erhalten wir somit, dass für alle n ≥ n0

und alle x ∈ Ω \ M gilt ϕ(|fn(x)|) = 0 . Dies und Schritt 1 des Beweises
liefern:

0 =
∫
Ω

ϕ(|fn(x)|)J(fn)(x) dx =
∫

Ω\M

ϕ(|fn(x)|)J(fn)(x) dx .

Der Grenzübergang n → ∞, der aufgrund der Eigenschaften der Folge (fn)
möglich ist, liefert somit

0 =
∫

Ω\M

ϕ(|f(x)|)J(f)(x) dx =
∫
Ω

ϕ(|f(x)|)J(f)(x) dx ,

wobei wir benutzt haben, dass für alle x ∈ Ω \M gilt ϕ(|f(x)|) = 0 . Also ist
(1.24) bewiesen.

1.30 Lemma. Sei G ⊂ Rd eine offene, beschränkte Menge. Sei g ∈(
C1(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d und p ∈ Rd \g(∂Ω). Sei ε > 0 so, dass für alle x ∈ ∂Ω
gilt:

|g(x)− p| > ε . (1.31)

Ferner seien ϕi ∈ C∞
0 (0,∞), i = 1, 2, Funktionen mit ϕi(r) = 0 für r ≥ ε,

i = 1, 2, und ∫
Rd

ϕi(|x|) dx = 1 , i = 1, 2 . (1.32)
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Dann gilt:∫
Ω

ϕ1(|g(x)− p|)J(g)(x) dx =
∫
Ω

ϕ2(|g(x)− p|)J(g)(x) dx . (1.33)

Beweis . Wir bezeichnen mit D den linearen Unterraum von C∞
0 (0,∞) von

Funktionen ϕ mit ϕ(r) = 0 für r ≥ ε und setzen für ϕ ∈ D :

L(ϕ) :=

∞∫
0

rd−1ϕ(r) dr ,

M(ϕ) :=
∫
Rd

ϕ(|x|) dx ,

N(ϕ) :=
∫
G

ϕ(|g(x)− p|)J(g)(x) dx .

Dies sind offensichtlich lineare Funktionale auf D. Wenn wir Lemma 1.21 auf
f(x) = x, Ω = B2ε(0), bzw. f(x) = g(x) − p, Ω = G, anwenden, erhalten
wir, dass für ϕ ∈ D gilt:

L(ϕ) = 0 =⇒ M(ϕ) = N(ϕ) = 0 . (1.34)

Seien nun ϕi, i = 1, 2, zwei Funktionen aus D, die (1.32) erfüllen. Da L ein
lineares Funktional auf D ist erhalten wir

L
(
L(ϕ1)ϕ2 − L(ϕ2)ϕ1

)
= 0 ,

also liefert die Implikation (1.34):

0 = M
(
L(ϕ1)ϕ2 − L(ϕ2)ϕ1

)
= L(ϕ1)M(ϕ2)− L(ϕ2)M(ϕ1)
= L(ϕ1)− L(ϕ2)
= L(ϕ1 − ϕ2) ,

da (1.32) sich als M(ϕ1) = M(ϕ2) = 1 schreiben lässt. Aus (1.34) folgt somit
N(ϕ1 − ϕ2) = 0, d.h.

N(ϕ1) = N(ϕ2)

und das Lemma ist bewiesen.

1.35 Lemma. Sei f ∈
(
C1(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d, sei p ∈ f(Ω) \ f(∂Ω) und
enthalte f−1(p) nur reguläre Punkte. Sei ε > 0 so, dass für alle x ∈ ∂Ω gilt:

|f(x)− p| > ε . (1.36)

Ferner sei ϕ ∈ C∞
0 (0,∞) eine Funktion mit ϕ(r) = 0 für r ≥ ε und
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Rd

ϕ(|x|) dx = 1 . (1.37)

Dann gilt: ∫
Ω

ϕ(|f(x)− p|)J(f)(x) dx = d(f , Ω,p) . (1.38)

Beweis . Wir setzen ϕ1 = ϕ und wählen eine Funktion ϕ2 ∈ C∞
0 (0,∞)

so, dass (1.37) und supp (ϕ2) ⊂
(
0,min (ε, δ, η)

)
gilt mit η, δ aus (1.17)

und (1.16). Somit erfüllt ϕ2 die Voraussetzungen vom Lemma 1.18 und ϕi,
i = 1, 2, erfüllen die Voraussetzungen von Lemma 1.30. Also erhalten wir

d(f , Ω,p) =
∫
Ω

ϕ2(|f(x)− p|)J(f)(x) dx

=
∫
Ω

ϕ1(|f(x)− p|)J(f)(x) dx

und das Lemma ist bewiesen, da ϕ1 = ϕ .

1.39 Lemma (Heinz 1959). Sei p ∈ Rd und seien die Funktionen
fi : Ω → Rd , i = 1, 2, Elemente des Raumes

(
C(Ω)

)d ∩
(
C1(Ω)

)d. Sei ε > 0
so, dass

|fi(x)− p| ≥ 7ε für i = 1, 2 und x ∈ ∂Ω ,

|f1(x)− f2(x)| < ε für x ∈ Ω .
(1.40)

Ferner seien alle Punkte aus f−1
i (p), i = 1, 2, regulär. Dann gilt:

d(f1, Ω,p) = d(f2, Ω,p) . (1.41)

Beweis . O.B.d.A. sei p = 0. Wir wählen eine glatte Abschneidefunktion
γ : [0,∞) → [0, 1] mit

γ(r) = 1 , falls 0 ≤ r ≤ 2 ε ,

γ(r) = 0 , falls 3 ε ≤ r ,

und definieren

f3(x) :=
(
1− γ(|f1(x)|)

)
f1(x) + γ(|f1(x)|)f2(x) .

Offensichtlich haben wir f3∈
(
C1

(
Ω\f−1

1 (0)
))d∩

(
C(Ω)

)d. Für alle x ∈ f−1
1 (0)

existiert aufgrund der Stetigkeit von f1 eine Umgebung V (x), so dass für
alle x ∈ V (x) gilt |f1(x)| ≤ 2 ε . Für alle x ∈ V (x) erhalten wir somit
f3(x) = f2(x) . Also ist auch f3 im Punkt x ∈ f−1

1 (0) stetig differenzierbar.
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Folglich ist f3 ∈
(
C1

(
Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d. Darüber hinaus gilt aufgrund von
(1.40) für x ∈ Ω, i = 1, 2:

|fi(x)− f3(x)|

=
∣∣∣(1− γ(|f1(x)|)

)
fi(x) + γ(|f1(x)|)fi(x)

−
(
1− γ(|f1(x)|)

)
f1(x)− γ(|f1(x)|)f2(x)

∣∣∣ (1.42)

≤
(
1− γ(|f1(x)|)

) ∣∣fi(x)− f1(x)
∣∣ + γ(|f1(x)|)

∣∣fi(x)− f2(x)
∣∣

≤ ε .

Da 7 ε ≤ |f1(x)| ≤ |f1(x)− f3(x)|+ |f3(x)| ≤ ε + |f3(x)| gilt, haben wir

|f3(x)| ≥ 6 ε für x ∈ ∂Ω , (1.43)

und somit 0 /∈ f3(∂Ω). Aufgrund der Definition von f3 gilt:

f3(x) = f1(x) , falls |f1(x)| > 3 ε ,

f3(x) = f2(x) , falls |f1(x)| < 2 ε .
(1.44)

Sei x0 ∈ f−1
3 (0) und sei δ > 0 so, dass für alle x ∈ Bδ(x0) gilt |f3(x)| < ε.

Für diese x erhalten wir aufgrund von (1.42)

|f1(x)| ≤ |f1(x)− f3(x)|+ |f3(x)| < 2 ε .

Dies zusammen mit (1.44) liefert f2(x) = f3(x) für alle x ∈ Bδ(x0), insbeson-
dere f2(x0) = 0, d.h. x0 ist ein regulärer Punkt. Zusammen mit (1.43) und
den Voraussetzungen für fi, i = 1, 2, erhalten wir, dass fi, i = 1, 2, 3, und
der Punkt 0 die Voraussetzungen von Lemma 1.35 und Lemma 1.30 erfüllen,
und dass gilt:

|fi(x)| ≥ 6 ε für x ∈ ∂Ω , i = 1, 2, 3 .

Wir wählen Funktionen ϕ1, ϕ2 ∈ C∞
0 (0,∞), so dass supp (ϕi) ⊂ (0, 6 ε),

i = 1, 2, und (1.37) gilt, sowie mit

ϕ1(r) = 0 , für r ∈ [0, 4 ε] ∪ [5 ε,∞) ,

ϕ2(r) = 0 , für r ∈ [ε,∞) ,

d.h. ϕi, i = 1, 2, erfüllen die Voraussetzungen von Lemma 1.35 und Lemma
1.30. Weiterhin erhalten wir

ϕ1(|f3(x)|)J(f3)(x) = ϕ1(|f1(x)|)J(f1)(x) , (1.45)

denn ϕ1(r) ist nur ungleich Null, falls r > 4 ε. Aber für |f3(x)| > 4 ε gilt:

|f1(x)| ≥ |f3(x)| − |f1(x)− f3(x)| > 4 ε− ε = 3 ε ,
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und deshalb erhalten wir f1(x) = f3(x). Weiterhin haben wir

ϕ2(|f3(x)|)J(f3)(x) = ϕ2(|f2(x)|)J(f2)(x) , (1.46)

denn ϕ2(r) ist nur ungleich Null, falls r < ε. Sei also |f3(x)| < ε, dann gilt:

|f1(x)| ≤ |f1(x)− f3(x)|+ |f3(x)| < ε + ε = 2 ε ,

also f3(x) = f2(x). Aufgrund von Lemma 1.35, (1.45), Lemma 1.30, (1.46)
und nochmals Lemma 1.35 folgt

d(f1, Ω,0) =
∫
Ω

ϕ1(|f1(x)|)J(f1)(x) dx

=
∫
Ω

ϕ1(|f3(x)|)J(f3)(x) dx

=
∫
Ω

ϕ2(|f3(x)|)J(f3)(x) dx

=
∫
Ω

ϕ2(|f2(x)|)J(f2)(x) dx = d(f2, Ω,0) ,

und somit ist die Behauptung bewiesen.

1.47 Lemma. Seien fi ∈
(
C1(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d
,pi ∈ Rd, i = 1, 2 und sei

ε > 0 so, dass

|fi(x)− pj | ≥ 7ε , für i, j = 1, 2 und x ∈ ∂Ω ,

|f1(x)− f2(x)| < ε , für x ∈ Ω ,

|p1 − p2| < ε.

Ferner seien alle Punkte von f−1
i (pj), i, j = 1, 2, regulär. Dann gilt:

d(f1, Ω,p1) = d(f2, Ω,p2) .

Beweis . Nach Lemma 1.39 gilt d(f1, Ω,p1) = d(f2, Ω,p1). Wir setzen

g1(x) := f2(x) ,

g2(x) := f2(x) + (p1 − p2) .

Die Funktionen g1,g2 ∈
(
C1(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d und der Punkt p1 erfüllen die
Voraussetzungen von Lemma 1.39, denn es gilt:

|g1(x)− p1| = |f2(x)− p1| ≥ 7ε ,

|g2(x)− p1| = |f2(x) + p1 − p2 − p1| ≥ 7ε ,

|g2(x)− g1(x)| = |f2(x) + p1 − p2 − f2(x)| < ε ,
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sowie g−1
1 (p1) = f−1

2 (p1) und

g−1
2 (p1) = {x ∈ Ω

∣∣ f2(x) + p1 − p2 = p1}
= {x ∈ Ω

∣∣ f2(x) = p2}
= f−1

2 (p2) ,

(1.48)

d.h. alle Punkte von g−1
i (p1), i = 1, 2, sind regulär. Lemma 1.39 liefert also

d(f2, Ω,p1) = d(f2 + (p1 − p2), Ω,p1) .

Außerdem haben wir ∇f2 = ∇g2 und somit folgt aus (1.48)∑
x∈f−1

2 (p2)

sgn J(f2)(x) =
∑

x∈g−1
2 (p1)

sgn J(g2)(x) ,

d.h.
d(f2 + (p1 − p2), Ω,p1) = d(f2, Ω,p2) .

Insgesamt haben wir gezeigt:

d(f1, Ω,p1) = d(f2, Ω,p1)
= d(f2 + (p1 − p2), Ω,p1)
= d(f2, Ω,p2) ,

somit ist die Behauptung des Lemmas bewiesen.

4.1.3 Erweiterung auf nichtreguläre Punkte und stetige
Funktionen

Nun können wir die Idee zur Konstruktion des Abbildungsgrades d(f , Ω,p)
für Punkte p ∈ Rd, deren Urbild f−1(p) nichtreguläre Punkte enthält, rigoros
ausführen.

Sei f ∈
(
C1(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d und sei p ∈ f(K) \ f(∂Ω), wobei

K = {x ∈ Ω
∣∣ J(f)(x) = 0}

die Menge aller nichtregulären Punkte ist. Der Rand ∂Ω ist abgeschlossen
und beschränkt, also kompakt. Folglich erhalten wir, da p /∈ f(∂Ω), dass gilt:

|f(x)− p| > 0 ∀x ∈ ∂Ω ,

und somit gibt es ein ε > 0, so dass für alle x ∈ ∂Ω gilt:

|f(x)− p| ≥ 8 ε .

Aus dem Satz von Sard (cf. Satz 1.6) folgt, dass µ(f(K)) = 0 gilt. Also hat
f(K) keine inneren Punkte und es gibt eine Folge (pn) mit
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pn → p (n →∞) ,

|pn − p| ≤ ε , n ∈ N ,

pn /∈ f(∂Ω) , n ∈ N ,

pn /∈ f(K) , n ∈ N .

(1.49)

Daraus ergibt sich für alle n ∈ N und alle x ∈ ∂Ω :

|f(x)− pn| ≥ |f(x)− p| − |p− pn| ≥ 7ε .

Lemma 1.47 impliziert daher, dass für alle n, k ∈ N gilt:

d(f , Ω,pk) = d(f , Ω,pn) .

Der Grenzwert lim
n→∞ d(f , Ω,pn) existiert also, und wir setzen

d(f , Ω,p) := lim
n→∞ d(f , Ω,pn) .

Es bleibt zu zeigen, dass der Grenzwert unabhängig von der Wahl der Folge
(pn) ist. Sei dazu (qn) eine weitere Folge mit qn → p (n → ∞), die (1.49)
erfüllt. Dann gibt es ein n0, so dass für alle n ≥ n0 gilt: |pn − qn| ≤ ε und
somit liefert Lemma 1.47

d(f , Ω,qn) = d(f , Ω,pn) .

Damit ist nun d(f , Ω,p) für f ∈
(
C(Ω)

)d∩
(
C1(Ω)

)d und p /∈ f(∂Ω) eindeutig
definiert.

Um den Abbildungsgrad auf Funktionen f ∈
(
C(Ω)

)d zu verallgemeinern,
benötigen wir noch ein Lemma.

1.50 Lemma. Seien fi ∈
(
C(Ω)

)d∩
(
C1(Ω)

)d, i = 1, 2, p ∈ Rd \ f(∂Ω) und
sei ε > 0 klein genug. Wir nehmen an, dass gilt:

|fi(x)− p| ≥ 8 ε ∀x ∈ ∂Ω , i = 1, 2 ,

|f1(x)− f2(x)| < ε ∀x ∈ Ω .

Dann gilt auch:
d(f1, Ω,p) = d(f2, Ω,p) .

Beweis . 1. Falls f−1
1 (p) ∪ f−1

2 (p) nur reguläre Punkte enthält, folgt die Be-
hauptung aus Lemma 1.39.

2. Falls f−1
1 (p) ∪ f−1

2 (p) nichtreguläre Punkte enthält, wählen wir eine
Folge (pn), die (1.49) bezüglich f1 und f2 erfüllt. Dann gilt für alle n ∈ N :

|fi(x)− pn| ≥ |fi(x)− p| − |p− pn| ≥ 7ε i = 1, 2 .

Aus Lemma 1.39 folgt daher d(f1, Ω,pn) = d(f2, Ω,pn). Im Grenzübergang
n →∞ ergibt sich die Behauptung

d(f1, Ω,p) = d(f2, Ω,p) .
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Sei jetzt f ∈
(
C(Ω)

)d und p /∈ f(∂Ω). Da ∂Ω abgeschlossen und be-
schränkt ist, gibt es ein ε > 0, so dass für alle x ∈ ∂Ω gilt:

|f(x)− p| ≥ 9 ε .

Also gibt es nach dem Approximationssatz von Weierstrass (cf. Satz A.12.1)
eine Folge von Funktionen mit

fn ⇒ f in Ω (n →∞) ,

fn ∈
(
C1(Ω)

)d ∩
(
C(Ω)

)d
, n ∈ N .

(1.51)

Ferner existiert ein n0 ∈ N, so dass für alle n, k ≥ n0 und x ∈ Ω gilt:

|fn(x)− fk(x)| < ε ,

|fn(x)− f(x)| < ε ,

da fn ⇒ f auf Ω (n →∞). Also ergibt sich für alle n ≥ n0 und alle x ∈ ∂Ω

|fn(x)− p| ≥ |f(x)− p| − |f(x)− fn(x)| ≥ 8 ε ,

und insbesondere gilt:

p /∈ fn(∂Ω) , n ∈ N . (1.52)

Lemma 1.50 liefert somit für alle n, k ≥ n0:

d(fk, Ω,p) = d(fn, Ω,p) ,

und daher existiert der Grenzwert lim
n→∞ d(fn, Ω,p). Er ist unabhängig von

der Wahl der Folge (fn): Für eine weitere Folge (gn), die (1.51) und (1.52)
erfüllt, gibt es ein n1 ∈ N, so dass

|gn(x)− fn(x)| ≤ ε ∀n ≥ n1, ∀x ∈ Ω ,

und Lemma 1.50 liefert:

d(gn, Ω,p) = d(fn, Ω,p) .

Daher können wir definieren

d(f , Ω,p) := lim
n→∞ d(fn, Ω,p) .

Somit ist nun für f ∈
(
C(Ω)

)d und p /∈ f(∂Ω) der Abbildungsgrad definiert.
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4.1.4 Eigenschaften des Abbildungsgrades von Brouwer

1.53 Satz. Seien Ω1, Ω2 disjunkte, beschränkte, offene Teilmengen des Rd,
sei f : Ω1 ∪ Ω2 → Rd stetig und für p ∈ Rd gelte: p /∈ f(∂Ω1 ∪ ∂Ω2). Dann
gilt auch:

d(f , Ω1 ∪Ω2,p) = d(f , Ω1,p) + d(f , Ω2,p) .

Beweis . 1. Sei f ∈
(
C1(Ω1∪Ω2)

)d∩
(
C(Ω1∪Ω2)

)d und sei p so, dass f−1(p)
nur reguläre Punkte enthält. Dann gilt:∑

x∈f−1(p)
x∈Ω1∪Ω2

J(f)(x) =
∑

f−1(p)
x∈Ω1

J(f)(x) +
∑

f−1(p)
x∈Ω2

J(f)(x)

aufgrund der Disjunktheit der Mengen Ω1 und Ω2.

2. Sei f ∈
(
C1(Ω1 ∪ Ω2)

)d ∩
(
C(Ω1 ∪ Ω2)

)d und sei p so, dass f−1(p)
nichtreguläre Punkte enthält. Wir wählen eine Folge (pn), die (1.49) für
Ω1 ∪Ω2 erfüllt. Nach 1. gilt die Behauptung für jedes pn. Durch Grenzüber-
gang n → ∞ folgt daher die Behauptung für p, da die Folge (pn) (1.49)
sowohl bezüglich Ω1 als auch bezüglich Ω2 erfüllt.

3. Sei f ∈
(
C(Ω1 ∪ Ω2)

)d. Wir wählen eine Folge (fn), die (1.51) für
Ω1 ∪ Ω2 erfüllt. 2. liefert die Behauptung für jedes fn. Der Grenzübergang
n →∞ liefert dann das Gewünschte, da die Folge (fn) (1.51) sowohl bezüglich
Ω1 als auch bezüglich Ω2 erfüllt.

1.54 Satz. Sei f ∈ C(Ω) und p /∈ f(∂Ω). Falls d(f , Ω,p) �= 0 ist, dann
existiert ein x0 ∈ Ω mit f(x0) = p.

Beweis . Angenommen die Behauptung sei falsch und es gelte f(x) �= p für
alle x ∈ Ω. Damit haben wir |f(x) − p| > 0 für alle x ∈ Ω . Da f und der
Betrag | · | stetig sind und Ω kompakt ist, existiert ein ε > 0 mit

|f(x)− p| ≥ 2 ε .

Sei (fn) eine Folge, die (1.51) und (1.52) erfüllt. Dann gibt es ein n0 ∈ N, so
dass für alle n ≥ n0 und alle x ∈ Ω gilt:

|fn(x)− f(x)| ≤ ε .

Somit gilt für alle x ∈ Ω und alle n ≥ n0

|fn(x)− p| ≥ |f(x)− p| − |f(x)− fn(x)| ≥ ε .

Also ist f−1
n (p) = ∅ und p /∈ fn(∂Ω). Aufgrund der Bemerkung nach Defini-

tion 1.3 erhalten wir
d(fn, Ω,p) = 0 .

Im Grenzübergang n→∞ folgt d(f , Ω,p) = 0. Das ist aber ein Widerspruch
zur Voraussetzung. Also gilt die Behauptung.
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1.55 Satz. Sei f(x, t) : Ω × [a, b] → Rd stetig und sei p ∈ Rd ein Punkt
so, dass für alle x ∈ ∂Ω und alle t ∈ [a, b] gilt f(x, t) �= p. Dann ist
t 
→ d(f(·, t), Ω,p) konstant auf [a, b].

Beweis . Da ∂Ω× [a, b] kompakt ist, existiert nach den Voraussetzungen ein
ε > 0, so dass für alle x ∈ ∂Ω und alle t ∈ [a, b] gilt:

|f(x, t)− p| ≥ 9 ε .

Außerdem ist f(x, t) gleichmäßig stetig auf Ω × [a, b], d.h. für alle ε > 0
existiert ein δ = δ(ε) > 0 , so dass für alle x ∈ Ω und alle t1, t2 mit |t1−t2| < δ
gilt:

|f(x, t1)− f(x, t2)| ≤
ε

3
.

Für t1, t2, mit |t1 − t2| < δ, wählen wir zwei Folgen (f1,n) und (f2,n), die
(1.51) und (1.52) erfüllen, insbesondere

f1,n(·) ⇒ f(·, t1) in Ω (n →∞) ,

f2,n(·) ⇒ f(·, t2) in Ω (n →∞) .

Dann existiert ein n0 ∈ N, so dass für alle n ≥ n0 und alle x ∈ Ω, i = 1, 2,
gilt:

|f(x, ti)− fi,n(x)| < ε

3
,

und wir erhalten

|fi,n(x)− p| ≥ |p− f(x, ti)| − |fi,n(x)− f(x, ti)|
≥ 8 ε , i = 1, 2 ,

|f1,n(x)− f2,n(x)| ≤ |f1,n(x)− f(x, t1)|+ |f(x, t1)− f(x, t2)|
+ |f(x, t2)− f2,n(x)|

< ε .

Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 1.50 erfüllt, welches

d(f1,n, Ω,p) = d(f2,n, Ω,p)

liefert. Im Grenzübergang n→∞ folgt für alle t1, t2, mit |t1 − t2| < δ,

d(f(·, t1), Ω,p) = d(f(·, t2), Ω,p) .

Eine endliche Überdeckung von [a, b] mit Intervallen der Länge kleiner δ liefert
sofort, dass d(f(·, t), Ω,p) konstant auf [a, b] ist.

Mithilfe dieses Satzes können wir die Aussage von Lemma 1.50 verschärfen.
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1.56 Satz. Seien fi : Ω → Rd, i = 1, 2, stetig und gelte für p ∈ Rd \ f(∂Ω)
und alle x ∈ ∂Ω:

|f1(x)− f2(x)| < |f1(x)− p| .
Dann gilt:

d(f1, Ω,p) = d(f2, Ω,p) .

Beweis . Nach Voraussetzung gilt für alle x ∈ ∂Ω:

|f1(x)− p| > 0

und
|f2(x)− p| ≥ |f1(x)− p| − |f1(x)− f2(x)| > 0 .

Wir setzen f(x, t) := f1(x) + t(f2(x) − f1(x)), 0 ≤ t ≤ 1. Offensichtlich ist f
stetig auf Ω × [0, 1]. Seien x ∈ ∂Ω und t ∈ [0, 1] so, dass f(x, t) = p. Daraus
folgt aufgrund der Voraussetzung:

|f1(x)− p| = t |f1(x)− f2(x)| < |f1(x)− p| ,

was nicht möglich ist. Also gilt f(x, t) �= p für alle x ∈ ∂Ω und t ∈ [0, 1].
Die Funktion f(x, t) und der Punkt p erfüllen die Voraussetzungen von Satz
1.55, und somit ist der Abbildungsgrad konstant für alle t ∈ [0, 1], d.h.

d(f(·, t), Ω,p) = d
(
f1(·) + t

(
f2(·)− f1(·)

)
, Ω,p

)
= C .

Wenn wir t = 0 und t = 1 einsetzen, erhalten wir

d(f1, Ω,p) = C = d(f2, Ω,p) .

Ein triviales Beispiel für eine Funktion mit nichttrivialem Abbildungsgrad
ist die identische Abbildung id, denn es gilt offensichtlich:

d(id, Ω,p) =

{
0 , falls p /∈ Ω ,

1 , falls p ∈ Ω .

Der folgende Satz liefert nichttriviale Beispiele für Funktionen deren Abbil-
dungsgrad nicht identisch Null ist.

1.57 Satz (Borsuk 1933). Sei Ω eine symmetrische, d.h. aus x ∈ Ω folgt
−x ∈ Ω, offene beschränkte Menge im Rd. Sei 0 ∈ Ω und f ∈

(
C(Ω)

)d eine
ungerade Funktion auf ∂Ω, d.h. für alle x ∈ ∂Ω gilt f(x) = −f(−x). Falls
0 /∈ f(∂Ω), dann ist d(f , Ω,0) eine ungerade Zahl.

Beweis . Der Beweis beruht auf speziellen Konstruktionen zur Fortsetzung
von Funktionen (cf. [11, S. 24–29]).

Zum Abschluss dieses Abschnittes wollen wir, wie angekündigt, den Satz
von Brouwer auf eine andere Weise als im Kapitel 1 beweisen.
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1.58 Satz (Brouwer). Sei f : B1(0) ⊂ Rd → B1(0) eine stetige Funktion.
Dann existiert ein Fixpunkt in B1(0), d.h. es existiert ein x0 ∈ B1(0) mit

f(x0) = x0 .

Beweis . Nehmen wir an, dass für alle x ∈ B1(0) gilt f(x) �= x. Wir definieren
F(x, t) = x− t f(x) für x ∈ B1(0) und 0 ≤ t ≤ 1. Unsere Annahme impliziert

|F(x, t)| = |x− t f(x)| ≥ |x| − t|f(x)| ≥ 1− t für x ∈ ∂B1(0), t ∈ [0, 1] ,
> 0 für x ∈ ∂B1(0), t ∈ [0, 1) ,

d.h. 0 /∈ F(∂B1(0), t), 0 ≤ t < 1. Für t = 1 folgt |F(x, 1)| > 0 für alle
x ∈ ∂Ω aufgrund unserer Annahme. Demnach sind die Voraussetzungen von
Satz 1.55 für p = 0 erfüllt und wir erhalten

d(F(·, 0), B1(0),0) = d(F(·, 1), B1(0),0) .

Nun ist aber F(·, 0) die Identität und somit erhalten wir d(F(·, 0), B1(0),0)=1.
Nach Satz 1.54 existiert daher ein x0 ∈ B1(0) mit

x0 − f(x0) = 0 .

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. Also besitzt f einen Fixpunkt.

Beispiel. Das nichtlineare Gleichungssystem

2x + y + sin(x + y) = 0
x− 2y + cos(x + y) = 0

(1.59)

besitzt eine Lösung in Br(0) ⊆ R2, falls 1 < 5r2. Um dies zu zeigen, definieren
wir f, g : [0, 1]× R2 → R durch

f(t, x, y) := 2x + y + t sin(x + y) ,

g(t, x, y) := x− 2y + t cos(x + y) .

Für t = 0 besitzt das homogene, lineare Gleichungssystem

2x + y = 0
x− 2y = 0

die eindeutige Lösung (x, y) = (0, 0), da die zugehörige Koeffizientenmatrix
Rang 2 hat und deren Determinante −1 ist. Somit erhalten wir nach De-
finition 1.3, dass für alle r > 0 und F(t, x, y) :=

(
f(t, x, y), g(t, x, y)

)
gilt:

d(F(0, ·, ·), Br(0),0) = −1 . (1.60)

Nehmen wir an es gäbe ein (x, y) ∈ ∂Br(0) mit f(t, x, y) = g(t, x, y) = 0.
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Dann erhielten wir

t2
(
sin2(x + y) + cos2(x + y)

)
= (−2x− y)2 + (2y − x)2 ,

also
t2 = 5r2 .

Für r > 1√
5

und t ∈ [0, 1] ist dies nicht möglich, d.h. F(t, x, y) �= 0 für alle
t ∈ [0, 1] und alle (x, y) ∈ ∂Br(0), r > 1√

5
. Satz 1.55 und (1.60) liefern also

d(F(1, ·, ·), Br(0),0) = −1 .

Aufgrund von Satz 1.54 besitzt also das Gleichungssystem (1.59) eine Lösung.

4.2 Der Abbildungsgrad von Leray–Schauder

In diesem Abschnitt wollen wir den Begriff des Abbildungsgrades auf unend-
lich–dimensionale Räume ausweiten. Bei diesem Schritt können jedoch Pro-
bleme auftreten. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, dass die Einheitskugel
in unendlich–dimensionalen Räumen nicht kompakt ist – im Gegensatz zur
Einheitskugel in endlich–dimensionalen Räumen. In Abschnitt 1.2.2 haben
wir aus dem Gegenbeispiel von Kakutani (cf. Satz 1.2.33) bereits gelernt,
dass im Allgemeinen eine stetige Funktion auf einem Banachraum, die die
Einheitskugel auf sich selbst abbildet, keinen Fixpunkt haben muss. Dieses
Gegenbeispiel zeigt auch, dass es unmöglich ist, einen Abbildungsgrad für
nur stetige Funktionen auf Banachräumen zu definieren, der dieselben Ei-
genschaften hat wie in endlich–dimensionalen Räumen. Diese Eigenschaften
implizieren nämlich die Existenz eines Fixpunktes von stetigen Abbildungen,
die die Einheitskugel auf sich selber abbilden.

Die Grundidee bei der Konstruktion des Abbildungsgrades von Leray–
Schauder ist, die betrachteten Operatoren durch Operatoren mit endlich–
dimensionalen Wertebereich zu approximieren. Dabei hilft uns Satz 1.2.37.
Dieser besagt:

T : M ⊆ X → X kompakt, M beschränkt und offen.

=⇒ ∃Pn : M → X kompakt mit dimR(Pn) <∞ und

|Tx− Pnx| ≤ 1
n

∀x ∈ M .

(2.1)

Daher ist es sinnvoll, für kompakte Operatoren einen Abbildungsgrad zu
definieren. Im Weiteren werden wir mit den im Beweis von Satz 1.2.37 kon-
struierten Schauder–Operatoren Pn arbeiten.



4.2 Der Abbildungsgrad von Leray–Schauder 151

4.2.1 Abbildungsgrad für endlich–dimensionale Vektorräume

Bisher haben wir einen Abbildungsgrad auf Rd definiert. Jetzt wollen wir dies
auf beliebige endlich–dimensionale normierte Vektorräume verallgemeinern.
Sei X ein normierter Vektorraum mit dimX < ∞. Dann gibt es eine Zahl
d ∈ N und einen isometrischen Isomorphismus h : X → Rd, d.h. h ist eine
stetige, lineare, bijektive Abbildung mit |h(x)|Rd = ‖x‖X .

Sei f : Ω ⊆ X → X eine stetige Abbildung, wobei die Menge Ω offen und
beschränkt ist, und sei p /∈ f(∂Ω). Wir definieren den Abbildungsgrad der
Abbildung f bezüglich Ω und p durch2

dX(f,Ω, p) := dRd

(
h ◦ f ◦ h−1,h(Ω),h(p)

)
. (2.2)

2.3 Lemma. Die Definition (2.2) ist unabhängig von der Wahl von h.

Beweis . O.B.d.A. sei p = 0. Aufgrund der Theorie, die wir im Abschnitt 4.1
entwickelt haben, können wir annehmen, dass f ∈ C1(Ω;X) ∩ C(Ω;X) und
dass das Urbild von h1(0) unter der Abbildung h1◦f◦h−1

1 nur reguläre Punkte
enthält. Seien nun hi : X → Rd, i = 1, 2, zwei isometrische Isomorphismen.
Dann ist h := h2 ◦ h−1

1 : Rd → Rd ein isometrischer Isomorphismus von Rd

auf Rd, und insbesondere gilt |J(h)| = 1. Da das Urbild von h1(0) unter der
Abbildung h1 ◦ f ◦h−1

1 nur reguläre Punkte enthält, enthält auch das Urbild
von h(h1(0)) = h2(0) unter der Abbildung h◦h1◦f ◦h−1

1 ◦h−1 = h2◦f ◦h−1
2

nur reguläre Punkte. Sei ϕ eine Funktion mit den Eigenschaften aus Lemma
1.18. Dann gilt aufgrund von Lemma 1.18, des Transformationssatzes (cf. Satz
A.11.17) und der Eigenschaften der Isometrie h, insbesondere |J(h)| = 1,
h ◦ h1 = h2 und |h(z)| = |z|:

dRd

(
h1◦f ◦h−1

1 ,h1(Ω),h1(0)
)
=

∫
h1(Ω)

ϕ
(
|h1◦f ◦h−1

1 (x)|
)
J
(
h1◦ f ◦h−1

1

)
(x) dx

=
∫

h(h1(Ω))

ϕ
(
|h1 ◦ f ◦ h−1

1 ◦ h−1(y)|
)
J
(
h1 ◦ f ◦ h−1

1

)(
h−1(y)

)
dy

=
∫

h2(Ω)

ϕ(|h1 ◦ f ◦ h−1
2 (y)|)J

(
h1 ◦ f ◦ h−1

1

)(
h−1(y)

)
dy

=
∫

h2(Ω)

ϕ(|h2 ◦ f ◦ h−1
2 (y)|)J

(
h1 ◦ f ◦ h−1

1

)(
h−1(y)

)
dy (2.4)

=
∫

h2(Ω)

ϕ
(
|h2◦f ◦h−1

2 (x)|
)
J
(
h2 ◦ f ◦ h−1

2

)
(y) dy

= dRd

(
h2 ◦ f ◦ h−1

2 ,h2(Ω),h2(0)
)
,

2 Wir benutzen hier auch für die Inverse der Abbildung h : X → Rd die Vektor-
schreibweise h−1 = (h)−1 : Rd → X, obwohl dieses keine Abbildung nach Rd

ist.
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wobei wir auch benutzt haben, dass

J
(
h2 ◦ f ◦ h−1

2

)
(y)

= J
(
h ◦ h2 ◦ f ◦ h−1

2 ◦ h−1
)
(y)

= J
(
h
)(

h2 ◦ f ◦ h−1
2 ◦ h−1(y)

)
· J

(
h1 ◦ f ◦ h−1

1

)(
h−1(y)

)
· J

(
h−1

)
(y)

= J
(
h1 ◦ f ◦ h−1

1

)(
h−1(y)

)
,

da für alle y, z ∈ Rd gilt J(h)(y)J(h−1)(z) = 1 . Also folgt die Behauptung
aus (2.4), mithilfe von Approximationsargumenten und der Theorie, die wir
in Abschnitt 4.1 entwickelt haben.

2.5 Satz (Reduktion). Sei Ω ⊆ Rd offen und beschränkt. Sei m < d und
Rm ⊆ Rd, d.h. der Raum Rm wird identifiziert mit dem Teilraum des Rd, für
dessen Elemente x gilt:

xm+1 = . . . = xd = 0 .

Sei f : Ω → Rm stetig und g : Ω → Rd definiert durch

g(x) = x + f(x) , x ∈ Ω .

Dann gilt für alle p ∈ Rm mit p /∈ g(∂Ω)

dRd(g, Ω,p) = dRm(g|Ω∩Rm , Ω ∩ Rm,p) .

Beweis . Es ist leicht zu sehen, dass g(Ω∩Rm) ⊆ Rm gilt und somit die rechte
Seite in obiger Formel wohldefiniert ist. Sei f ∈

(
C(Ω)

)m∩
(
C1(Ω)

)m und sei
p ∈ Rm derart, dass f−1(p) nur reguläre Punkte enthält. Sei nun x ∈ Ω ein
Urbild von p bzgl. g, d.h. g(x) = x + f(x) = p ∈ Rm. Diese Gleichung kann
man auch schreiben als x = p−f(x) ∈ Rm, d.h. x ∈ Rm, x liegt also im Urbild
von p bzgl. g|Ω∩Rm . Somit gilt g−1(p) = (g|Ω∩Rm)−1(p). Zu zeigen ist nun,
dass J(g)(x) = J

(
g|Ω∩Rm

)
(x). Dazu müssen wir die jeweiligen Gradienten

berechnen. Es gilt:

∇g|Ω∩Rm(x) = Im +
(

∂f i

∂xj

)
i,j=1,...,m

,

∇g(x) =

(
Im +∇f ( ∂fi

∂xk
)i=1,...,m
k=m+1,...,d

0 Id−m

)
,

wobei Ik, k ∈ N, die k–dimensionale Einheitsmatrix ist. Entwicklung nach
der ”rechten unteren Ecke“ liefert J(g)(x) = J

(
g|Ω∩Rm

)
(x) . Somit folgt

aus der Definition 1.3 die Behauptung im Falle f ∈
(
C(Ω)

)m ∩
(
C1(Ω)

)m

und p derart, dass f−1(p) nur reguläre Punkte enthält. Aus der Theorie des
Abschnittes 4.1 folgt daher die Behauptung im allgemeinen Fall.
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4.2.2 Konstruktion des Abbildungsgrades von Leray–Schauder

Wir wollen nun einen Abbildungsgrad für kompakte Perturbationen der Iden-
tität definieren. In diesem Abschnitt sei X ein Banachraum und M ⊂ X
immer eine beschränkte, offene Menge. Ferner sei

T : M ⊂ X → X

ein kompakter Operator und sei

0 /∈ (I − T )(∂M) ,

wobei I : X → X die Identität ist.
Der Einfachheit halber definieren wir den Abbildungsgrad nur für den

Punkt 0. Es ist jedoch kein Problem, den Begriff des Abbildungsgrades auf
beliebige Punkte p ∈ X zu erweitern.

Zuerst zeigen wir, dass eine positive Zahl r > 0 existiert, so dass für alle
x ∈ ∂M gilt:

‖x− Tx‖ ≥ r . (2.6)

Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann gibt es eine Folge (xn) ⊂ ∂M
mit

‖xn − Txn‖ → 0 (n →∞) .

Da die Menge M beschränkt und der Operator T kompakt ist, gibt es ein
x0 ∈ X und eine Teilfolge, die wiederum mit (xn) bezeichnet wird, so dass
Txn → x0 (n →∞). Damit folgt

‖xn − x0‖ ≤ ‖xn − Txn‖+ ‖Txn − x0‖ .

Beide Summanden auf der rechten Seite konvergieren gegen 0 für n → ∞,
also gilt xn → x (n →∞). Somit erhalten wir

x0 = lim
n→∞Txn = Tx0 ,

wobei wir auch die Stetigkeit von T benutzt haben. Wir haben also gezeigt,
dass x0 − Tx0 = 0 gilt, wobei x0 ∈ ∂M , da ∂M eine abgeschlossene Menge
ist und (xn) ⊂ ∂M gilt. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung
0 /∈ (I − T )(∂M). Also muss (2.6) gelten.

Wir betrachten nun die Schauder–Operatoren Pn : M → X . Da diese
(2.1) erfüllen, gibt es n0 ∈ N, so dass für alle n ≥ n0 und alle x ∈ ∂M gilt:

‖Pnx− Tx‖ ≤ r

2
. (2.7)

Aus den Eigenschaften der Pn folgt, dass der Bildraum R(Pn) in einem li-
nearen, endlich–dimensionalen Unterraum von X liegt, den wir mit Xn be-
zeichnen, d.h. Xn := span (R(Pn)). Man sieht sofort, dass Xn ∩M =: Mn
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eine offene, beschränkte Menge in Xn ist, für die ∂Mn ⊆ ∂M gilt. Weiterhin
haben wir (I − Pn)(Mn) ⊆ Xn und aus (2.6) und (2.7) folgt:

inf
x∈∂M

‖x− Pnx‖ ≥ inf
x∈∂M

(
‖x− Tx‖ − ‖Tx− Pnx‖

)
≥ r − r

2
=

r

2
> 0 ,

d.h. 0 /∈ (I − Pn)(∂M). Somit können wir dXn
(I − Pn,Mn, 0) wie in (2.2)

definieren. Den Leray–Schauder Abbildungsgrad von I−T bezüglich M
und 0 definieren wir nun durch

dX(I − T,M, 0) := lim
n→∞ dXn

(I − Pn,Mn, 0) . (2.8)

Um diese Definition zu rechtfertigen, müssen wir zeigen, dass der Grenzwert
existiert und unabhängig von der Wahl der Pn ist.

Seien dazu Pn1 und Pn2 zwei Abbildungen, so dass für alle x ∈ M, i = 1, 2
gilt:

‖Pni
x− Tx‖ ≤ r

2
.

Außerdem seien Xni
die zugehörigen linearen, endlich–dimensionalen Un-

terräume von X, und Xm sei der kleinste lineare Unterraum von X, der Xn1

und Xn2 enthält. Aus Satz 2.5 folgt

d(I − Pni
,Mni

, 0) = d(I − Pni
,Mm, 0) , i = 1, 2 , (2.9)

wobei Mni
= Xni

∩M und Mm = Xm ∩M . Wir betrachten die Homotopie
H : Mm × [0, 1] → Xm, definiert durch

H(x, t) = t(I − Pn1)(x) + (1− t)(I − Pn2)(x) .

Wir haben für alle x ∈ ∂M

‖H(x, t)− (I − T )(x)‖ = ‖H(x, t)− (t + (1− t))(I − T )(x)‖
≤ t‖(I − Pn1)(x)− (I − T )(x)‖

+ (1− t)‖(I − Pn2)(x)− (I − T )(x)‖

≤ t
r

2
+ (1− t)

r

2
=

r

2
.

(2.10)

Somit erhalten wir, mithilfe von (2.6) und (2.7), dass für alle t ∈ [0, 1] und
alle x ∈ ∂M gilt:

‖H(x, t)‖ ≥ ‖(I − T )(x)‖ − ‖H(x, t)− (I − T )(x)‖

≥ r − r

2
> 0 .

Daher folgt nach Satz 1.55 (Homotopieeigenschaft des Abbildungsgrades in
Xm), dass d(H(·, t),Mm, 0) auf [0, 1] konstant ist, d.h. für alle s, t ∈ [0, 1]
gilt:

d(s(I−Pn1)+(1−s)(I−Pn2),Mm, 0) = d(t(I−Pn1)+(1−t)(I−Pn2),Mm, 0).
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Für s = 0 und t = 1 erhalten wir insbesondere

d(I − Pn2 ,Mm, 0) = d(I − Pn1 ,Mm, 0) .

Dies und (2.9) ergeben also

d(I − Pn1 ,Mn1 , 0) = d(I − Pn2 ,Mn2 , 0) , (2.11)

somit ist die Folge in (2.8) für n ≥ n0 konstant, der Grenzwert existiert und
ist unabhängig von der Wahl der Schauder–Operatoren Pn.

4.2.3 Eigenschaften des Abbildungsgrades von Leray–Schauder

Jetzt zeigen wir, dass der Abbildungsgrad von Leray–Schauder dieselben Ei-
genschaften hat wie der Abbildungsgrad von Brouwer.

2.12 Satz. Falls d(I − T,M, 0) �= 0, dann gibt es ein x0 ∈M mit

Tx0 = x0 .

Beweis . Wir wählen Schauder–Operatoren Pn. Da diese (2.1) erfüllen, gibt
es ein n0 ∈ N, so dass nach Konstruktion des Abbildungsgrades (cf. (2.11))
für alle n ≥ n0 gilt:

d(I − Pn,Mn, 0) �= 0 .

Daher folgt aus Satz 1.54, dass es Elemente xn ∈ Mn gibt mit Pnxn = xn.
Für die Folge (xn) gilt:

‖xn − Txn‖ ≤ ‖xn − Pnxn‖+ ‖Pnxn − Txn‖

≤ 0 +
1
n

.

Da T kompakt ist und die Folge (xn) ⊂ Mn ⊆M beschränkt ist, gibt es eine
Teilfolge, wiederum mit (xn) bezeichnet, und einen Punkt y ∈ M , so dass
Txn → y (n → ∞). Aus obiger Abschätzung folgt, dass xn → y (n → ∞).
Da T stetig ist, gilt außerdem Txn → Ty (n →∞). Wegen der Eindeutigkeit
des Grenzwertes impliziert dies Ty = y. Da 0 /∈ (I − T )(∂M) ist, gilt also
y ∈M \ ∂M = M .

2.13 Definition. Für t ∈ [0, 1] seien die Operatoren T (t) : N ⊆ X → X
kompakt. Dann ist T : t 
→ T (t) genau dann eine Homotopie, wenn für alle
ε > 0 und alle beschränkten Teilmengen G ⊆ N ein δ > 0 existiert, so dass
für alle t1, t2 mit |t1 − t2| < δ und alle x ∈ G gilt:

‖T (t1)(x)− T (t2)(x)‖ ≤ ε .

2.14 Satz. Sei T eine Homotopie auf M , wobei M eine offene, beschränkte
Teilmenge von X ist. Sei ferner T (t)(x) �= x für alle t ∈ [0, 1] und alle
x ∈ ∂M . Dann hat für alle t ∈ [0, 1] der Abbildungsgrad d(I − T (t),M, 0)
denselben Wert.
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Beweis . 1. Zuerst zeigen wir, dass eine Zahl r > 0 existiert, so dass für alle
t ∈ [0, 1] und alle x ∈ ∂M gilt:

‖(I − T (t))(x)‖ ≥ r .

Angenommen dies sei nicht so, dann existieren Folgen (xn) ⊂ ∂M und
(tn) ⊂ [0, 1], so dass

xn − T (tn)(xn) = yn , (2.15)

mit ‖yn‖ ≤ 1
n . Aus (xn) ⊂ ∂M und der Beschränktheit von M folgt, dass auch

die Folge (xn) beschränkt ist. Weiterhin folgt aus (tn) ⊂ [0, 1], die Existenz
einer Teilfolge, wiederum mit (tn) bezeichnet, und eines Punktes t0 ∈ [0, 1]
mit tn → t0 (n → ∞). Da der Operator T (t0) kompakt ist, folgt für eine
Teilfolge, wiederum mit (xn) bezeichnet, T (t0)(xn) → y ∈ X (n →∞). Dies
impliziert zusammen mit Definition 2.13 im Grenzübergang n →∞

‖T (tn)(xn)− y‖ ≤ ‖T (tn)(xn)− T (t0)(xn)‖+ ‖T (t0)(xn)− y‖ → 0 .

Also erhalten wir T (tn)(xn) → y (n → ∞). Dies, zusammen mit (2.15) und
yn → 0 (n →∞), liefert: xn → y ∈ ∂M (n → ∞). Die Stetigkeit von T (t0)
impliziert dann T (t0)(xn) → T (t0)(y) (n →∞). Insgesamt erhalten wir

‖T (tn)(xn)− T (t0)(y)‖ ≤ ‖T (tn)(xn)− T (t0)(xn)‖+ ‖T (t0)(xn)− T (t0)(y)‖
→ 0 (n →∞) ,

d.h. T (tn)(xn) → T (t0)(y) (n → ∞). Wenn wir daher in (2.15) den Grenz-
übergang n→∞ durchführen, erhalten wir

y − T (t0)(y) = 0 ,

wobei y ∈ ∂M . Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung des Satzes.

2. Wir wählen nun ein festes t1 ∈ [0, 1] und Schauder–Operatoren Pn. Da
diese (2.1) erfüllen, gibt es ein n0 ∈ N, so dass für n ≥ n0 und alle x ∈ M
gilt:

‖Pn(x)− T (t1)(x)‖ ≤ r

4
.

Da T eine Homotopie ist, gibt es ein δ > 0, so dass für alle t mit |t− t1| < δ
und alle x ∈ M gilt:

‖T (t1)(x)− T (t)(x)‖ ≤ r

4
.

Daher haben wir für alle t mit |t− t1| < δ

‖Pn(x)− T (t)(x)‖ ≤ ‖Pn(x)− T (t1)(x)‖+ ‖T (t1)(x)− T (t)(x)‖ ≤ r

2
,

d.h. die Schauder–Operatoren Pn erfüllen (2.1) auch für die Operatoren T (t),
t ∈ (t1 − δ, t1 + δ). Die Definition des Abbildungsgrades von Leray–Schauder
(2.8) impliziert somit für alle t mit |t− t1| < δ und genügend große n

d(I − Pn,Mn, 0) = d(I − T (t),M, 0) ,
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wobei Mn = M ∩ Xn und Xn = span (R(Pn)), d.h. der Abbildungsgrad ist
konstant auf dem Intervall (t1−δ, t1+δ). Nun ist [0, 1] ⊆

⋃
t1∈[0,1](t1−δ, t1+δ).

Da [0, 1] kompakt ist, gibt es t1, . . . , tm mit [0, 1] ⊆
⋃m

j=1(tj − δ, tj + δ). Also
hat für alle t ∈ [0, 1] der Abbildungsgrad d(I−T (t),M, 0) denselben Wert.

2.16 Satz (Schauder). Sei M ⊂ X eine offene, konvexe, beschränkte Teil-
menge und sei T : M → M ein kompakter Operator. Dann hat T einen Fix-
punkt, d.h. es gibt ein x0 ∈ M mit T (x0) = x0.

Beweis . Die Menge M ist homöomorph zur abgeschlossenen Einheitskugel
B1(0) ⊂ X, d.h. es existiert ein Homöomorphismus h : B1(0) → M . Der
Operator h−1 ◦ T ◦ h : B1(0) → B1(0) ist offensichtlich kompakt und die
Abbildung

H(x, t) = x− t h−1 ◦ T ◦ h(x)

ist offensichtlich eine Homotopie im Sinne von Definition 2.13. Nehmen wir
an, dass h−1◦T ◦h keinen Fixpunkt besitzt. Analog zum Beweis von Satz 1.58
zeigt man dann, dass für alle x ∈ ∂B1(0) und alle t ∈ [0, 1] gilt H(x, t) �= 0.
Satz 2.14 liefert also

1 = d(I, B1(0), 0) = d(I − h−1 ◦ T ◦ h,B1(0), 0) ,

und somit folgt aus Satz 2.12 die Existenz eines Punktes y0 ∈ B1(0) mit
T ◦ h(y0) = h(y0), d.h. x0 = h(y0) ist der gesuchte Fixpunkt von T .

2.17 Satz (Borsuk). Sei M ⊂ X eine beschränkte, offene, symmetrische
Teilmenge mit 0 ∈ M und sei T : M → M ein ungerader, kompakter Opera-
tor. Ferner sei T (x) �= x für alle x ∈ ∂M . Dann ist d(I − T,M, 0) ungerade.

Beweis . Da die Menge T (M) kompakt ist, existiert ein endliches ε–Netz
v1, . . . , vp (cf. Abschnitt A.2). Wir setzen vp+1 = −v1, . . . , v2p = −vp, sowie
v2p+1 = v1, . . . , v3p = vp und definieren

Pn(x) :=

2p∑
i=1

mi(Tx)vi

2p∑
i=1

mi(Tx)
,

wobei

mi(x) =
{

ε− ‖x− vi‖ für ‖x− vi‖ ≤ ε ,
0 für ‖x− vi‖ > ε .

Sei Xn = span (R(Pn)). Man sieht leicht ein, dass M ∩Xn symmetrisch ist
und dass Pn ⇒ T (n →∞) (cf. Beweis von Satz 1.2.37). Außerdem sind die
Schauder–Operatoren Pn ungerade. In der Tat haben wir
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Pn(x) =

2p∑
i=1

mi(Tx)vi

2p∑
i=1

mi(Tx)
=
−

2p∑
i=1

mi+p(T (−x))vi+p

2p∑
i=1

mi+p(T (−x))
, (2.18)

denn vi = −vi+p, i = 1, . . . , 2p, Tx = −T (−x), und somit gilt für x mit
‖Tx− vi‖ ≤ ε

mi(Tx) = ε− ‖Tx− vi‖ = ε− ‖ − T (−x)− vi‖
= ε− ‖T (−x)− vi+p‖ = mi+p(T (−x)) .

Da vi = vi+2p, i = 1, . . . , p, gilt auch mi = mi+2p, i = 1, . . . , p, also erhält
man

2p∑
i=1

mi(Tx)vi =
p∑

i=1

mi+2p(Tx)vi+2p +
2p∑

i=p+1

mi(Tx)vi

=
2p∑

i=p+1

mi+p(Tx)vi+p +
p∑

i=1

mi+p(Tx)vi+p

=
2p∑

i=1

mi+p(Tx)vi+p .

Also kann man Pn(x) auch schreiben als

Pn(x) =

2p∑
i=1

mi+p(Tx)vi+p

2p∑
i=1

mi+p(Tx)
,

und wir erhalten aus (2.18), dass

Pn(x) = −Pn(−x) .

Mit Satz 1.57 folgt, dass d(I−Pn,Mn, 0) ungerade ist. Demnach ist aufgrund
der Definition des Abbildungsgrades d(I − T,M, 0) ungerade.

4.2.4 Quasilineare elliptische Gleichungen III

Diesmal wollen wir quasilineare elliptische Gleichungen in Räumen Hölder–
stetiger Funktionen C0,α(Ω) betrachten. Dazu betrachten wir zuerst die
lineare Gleichung

Au = f , (2.19)

wobei X,Y Banachräume sind, A : X → Y ein linearer Operator ist und
f ∈ Y ein gegebenes Element. Sei B : X → Y ein weiterer linearer Operator
und sei

Dtu := tAu + (1− t)Bu , 0 ≤ t ≤ 1 . (2.20)
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Anstelle von (2.19) betrachten wir die Schar von Problemen

Dt ut = f , 0 ≤ t ≤ 1 , (2.21)

und machen folgende Annahme: Es gibt eine Konstante c0 > 0, die un-
abhängig von f ∈ Y und t ∈ [0, 1] ist, so dass für alle Lösungen u von (2.21)
für beliebige f ∈ Y und beliebige t ∈ [0, 1] die apriori Abschätzung

‖u‖X ≤ c0 ‖f‖Y (2.22)

gilt.

2.23 Satz. Seien X,Y Banachräume und seien A,B : X → Y stetige, lineare
Operatoren. Ferner gelte für (2.21) die apriori Abschätzung (2.22), und das
Problem (2.21) habe für t = 0 und alle f ∈ Y eine eindeutige Lösung. Dann
hat auch das Problem (2.19) für alle f ∈ Y eine eindeutige Lösung.

Beweis . 1. Sei N die Menge der t ∈ [0, 1], für welche das Problem (2.21) für
alle f ∈ Y eine eindeutige Lösung besitzt. Offensichtlich ist 0 ∈ N und wir
wollen zeigen, dass auch 1 ∈ N ist. Sei τ > 0 derart, dass

τc0 (‖A‖+ ‖B‖) < 1 . (2.24)

Wir werden zeigen, dass dann die Implikation

s ∈ N ⇒ [s, s + τ ] ⊆ N (2.25)

gilt. Da τ unabhängig von s ist, können wir in endlich vielen Schritten von 0
zu 1 gelangen, d.h. 1 ∈ N .

2. Es bleibt zu zeigen, dass [s, s + τ ] ⊆ N gilt, falls s ∈ N und τ wie in
(2.24) gewählt wurde. Das Problem (2.21) für t = s + τδ , δ ∈ [0, 1] lässt sich
aufgrund der Definition (2.20) von Dt schreiben als

Dsu = f − δτAu + δτBu . (2.26)

Da s ∈ N , existiert der inverse Operator D−1
s : Y → X, der linear ist und

für den aufgrund von (2.22) gilt:

‖D−1
s ‖ ≤ c0 .

Also ist (2.26) äquivalent zu

u = D−1
s (f − δτAu + δτBu) =: Lu . (2.27)

Für L : X → X gilt:

‖Lu− Lv‖ ≤ δτc0 (‖A‖+ ‖B‖)‖u− v‖ ,

und somit liefert der Banachsche Fixpunktsatz (cf. Satz 1.1.5), dass (2.27)
für alle δ ∈ [0, 1] eine eindeutige Lösung besitzt, d.h. [s, s + τ ] ⊆ N .
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Wir wollen Satz 2.23 anwenden um zu zeigen, dass das lineare elliptische
Problem(

Lu
)
(x) := −

n∑
i,j=1

aij(x) ∂i∂ju(x) = f(x) in Ω ,

u = 0 auf ∂Ω ,

(2.28)

eine Lösung besitzt.

2.29 Satz (Schauder 1934). Sei Ω ein beschränktes Gebiet des Rd mit
Rand ∂Ω ∈ C2,α, α ∈ (0, 1). Seien ferner f, aij ∈ C0,α(Ω), i, j = 1, . . . , d und
gelte

‖ai,j‖C0,α ≤ c1 , i, j = 1, . . . , d . (2.30)

Der Operator L sei elliptisch, d.h. es existiert ein λ0 > 0, so dass für alle
x ∈ Ω und ζ ∈ Rd gilt:

d∑
i,j=1

aij(x)ζiζj ≥ λ0‖ζ‖2 . (2.31)

Dann besitzt das Problem (2.28) eine eindeutige Lösung u ∈ C2,α(Ω), die der
Abschätzung

‖u‖C2,α ≤ c2(c1, λ0) ‖f‖C0,α (2.32)

genügt.

Der Beweis beruht auf folgenden zwei Beobachtungen:

(i) Für die Laplace–Gleichung gilt die Behauptung des Satzes, d.h. für alle
f ∈ C0,α(Ω) existiert eine eindeutige Lösung von

−∆u = f in Ω ,

u = 0 auf ∂Ω ,
(2.33)

die der Abschätzung

‖u‖C2,α ≤ c3(c1, λ0) ‖f‖C0,α (2.34)

genügt. Der Beweis dieser Aussage sprengt den Rahmen dieses Buches.
Man kann ihn in [13] oder [4] nachlesen.

(ii) Für das Problem (2.28) gelten Schauder–Abschätzungen, d.h. falls aij ,
i, j = 1, . . . , d, die Bedingungen von Satz 2.29 erfüllen und u eine Lösung
von (2.28) ist, dann gilt:

‖u‖C2,α ≤ c2(c1, λ0) ‖f‖C0,α . (2.35)

Man beachte, dass die Schauder–Abschätzungen (2.35) keine Aussage
über die Existenz von Lösungen enthalten. Auch der Beweis dieser Aus-
sage kann in [13] nachgelesen werden.
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Beweis (Satz 2.29). Wir wollen Satz 2.23 anwenden. Dazu setzen wir
X = C2,α(Ω), Y = C0,α(Ω), Bu = −∆u, und Au = Lu. Wir müssen also die
apriori Abschätzung (2.22) für den Operator Dt, definiert in (2.21), herleiten.
Dazu benötigen wir die folgenden Eigenschaften Hölder–stetiger Funktionen:
Seien g, h ∈ C0,α(Ω), dann ist auch g h ∈ C0,α(Ω). Dies folgt sofort aus

|g(x)h(x)− g(y)h(y)| =
∣∣g(x)

(
h(x)− h(y)

)
+ h(y)

(
g(x)− g(y)

)∣∣
≤ c |g(x)| |x− y|α + c |h(y)| |x− y|α .

Aufgrund dieser Eigenschaft und der Definition von Dt erhalten wir für u ∈ X

‖Dtu‖C0,α ≤ c ‖u‖C2,α ,

d.h. Dt : X → Y ist stetig und linear für alle t ∈ [0, 1]. Die Gleichung

D0u = f

hat aufgrund obiger Beobachtung (i) eine eindeutige Lösung. Da die apriori
Abschätzungen (2.34) und (2.35) nur von λ0 und c1 abhängen, erhalten wir
für die Lösungen u von

Dtu = f , t ∈ [0, 1] ,

sofort
‖u‖C2,α ≤ c ‖f‖C0,α ,

wobei c von t ∈ [0, 1] unabhängig ist. Satz 2.23 liefert also, dass

D1u = f

genau eine Lösung u in X = C2,α(Ω) besitzt.
Nun haben wir alle Hilfsmittel zusammengestellt um folgende quasilineare

elliptische Gleichung zu betrachten:

Lu(x) = ε g(x, u,∇u) in Ω ,

u = 0 auf ∂Ω ,
(2.36)

wobei ε klein genug ist, g : Ω × R× Rd → R eine C0,α–Funktion ist und der
Operator L in (2.28) definiert ist.

2.37 Satz. Sei Ω ein beschränktes Gebiet des Rd mit Rand ∂Ω ∈ C2,α,
α ∈ (0, 1) und sei g : Ω×R×Rd → R eine C0,α–Funktion. Ferner erfülle der
in (2.28) definierte Operator L die Bedingungen (2.30) und (2.31). Dann gibt
es für alle ε ∈ R mit |ε| klein genug eine Lösung u ∈ C2,α(Ω) des Problems
(2.36).
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Beweis . 1. Wir setzen X = C1,β(Ω), β ∈ (0, 1) beliebig. Aufgrund der
Eigenschaften Hölder–stetiger Funktionen erhalten wir für alle Funktionen
mit

‖u‖C1,β ≤ c4 , (2.38)

dass für γ := α β gilt:

‖g(x, u,∇u)‖C0,γ ≤ c5 , (2.39)

wobei die Konstante c5 nur von c4 und g abhängt.

2. Aufgrund von Satz 2.29 ist der Operator L : C2,γ(Ω) → C0,γ(Ω)
invertierbar. Wir setzen

T (t)u := t L−1
(
ε g(x, u,∇u)

)
, (2.40)

mit T (t) : C1,β(Ω) → C2,γ(Ω) ⊆ C1,β(Ω), d.h. der Operator T (t) ordnet
jedem u ∈ C1,β(Ω) die Lösung v ∈ C2,γ(Ω) des Problems

Lv = t ε g(x, u,∇u) in Ω ,

v = 0 auf ∂Ω ,
(2.41)

zu. Satz 2.29 und die kompakte Einbettung C2,γ(Ω) ↪→↪→ C1,β(Ω) (cf. Satz
A.12.6) liefern, dass die Operatoren T (t) : C1,β(Ω) → C1,β(Ω) , t ∈ [0, 1],
kompakt sind. Für alle t1, t2 ∈ [0, 1] gilt aufgrund von (2.40), (2.41) und
(2.32):

‖T (t1)u− T (t2)u‖C2,γ ≤ c2 |ε| |t1 − t2| ‖g(x, u,∇u)‖C0,γ . (2.42)

Mithilfe von (2.39) erhalten wir für beliebige Funktionen u mit ‖u‖C1,β ≤ c4

‖T (t1)u− T (t2)u‖C2,γ ≤ c2 c5 ε |t1 − t2| .

Dies impliziert zusammen mit der Einbettung C2,γ(Ω) ↪→ C1,β(Ω) dass

T : t 
→ T (t) : C1,β(Ω) → C1,β(Ω)

eine Homotopie ist.

3. Sei Br(0) die Kugel mit Radius r in C1,β(Ω). Für alle t ∈ [0, 1] und
u ∈ ∂Bc4(0) gilt:

T (t)u �= u (2.43)

falls |ε| klein genug ist. In der Tat, sei u ∈ ∂Bc4(0) ein Element mit T (t)u = u,
dann gilt aufgrund von (2.41), (2.32) und (2.39)

c4 = ‖u‖C1,β ≤ c6 ‖u‖C2,γ ≤ c6 c2 t |ε| ‖g(x, u,∇u)‖C0,γ ≤ c6 c2 c5 |ε| ,

wobei c6 die Einbettungskonstante von C2,γ(Ω) ↪→ C1,β(Ω) ist. Wir wählen
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nun |ε| so klein, dass gilt:
c6 c2 c5 |ε| < c4 .

Wir erhalten einen Widerspruch und somit ist (2.43) bewiesen.

4. Satz 2.14 besagt nun, dass für alle t ∈ [0, 1] der Abbildungsgrad

d(I − T (t), Bc4(0), 0)

denselben Wert hat. Aufgrund von (2.41) und der Eindeutigkeitsaussage aus
Satz 2.29 ist aber T (0) die triviale Abbildung, d.h. T (0)u = 0. Da also

d(I − T (0), Bc4(0), 0) = 1

gilt, haben wir auch
d(I − T (1), Bc4(0), 0) = 1 ,

d.h. nach Satz 2.12 existiert eine Lösung u ∈ C1,β(Ω) der Gleichung (2.36).

5. In Schritt 2 haben wir gezeigt, dass gilt:

T (1) : C1,β(Ω) → C2,γ(Ω) .

Aufgrund der Einbettung C2,γ(Ω) ↪→ C1,1(Ω) (cf. Satz A.12.6, Satz A.12.7),
sowie (2.38) und (2.39) folgern wir daraus

g(x, u,∇u) ∈ C0,α(Ω) .

Dies zusammen mit (2.35) liefert

u ∈ C2,α(Ω) ,

und somit ist der Satz bewiesen.



A Appendix

Ziel dieses Appendixes ist es, an einer Stelle wichtige grundlegende Konzepte,
Hilfsmittel und Resultate aus der linearen Funktionalanalysis zusammenzu-
stellen, die für dieses Buch relevant sind. Es wird vorausgesetzt, dass der Leser
mit diesen Begriffen grundsätzlich vertraut ist und es wird insbesondere auf
die Darstellungen in [5], [2] und [7] verwiesen.

A.1 Topologische Räume

Der Begriff des topologischen Raumes ist motiviert durch das System der
offenen Mengen im Rd. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, τ), wobei
X eine Menge und τ ein System von Teilmengen von X ist, welches den
folgenden Bedingungen genügt:

(O1) X ∈ τ, ∅ ∈ τ ,
(O2) die Vereinigungen einer beliebigen Familie von Mengen aus τ ist wieder

eine Menge aus τ ,
(O3) der Durchschnitt einer Familie von endlich vielen Mengen aus τ ist

wieder eine Menge aus τ .

Das System τ heißt Topologie und die Mengen aus τ heißen offene Men-
gen. Das typische Beispiel eines topologischen Raumes ist der Rd mit dem
üblichen System offener Mengen. Weitere Beispiele sind die diskrete Topolo-
gie, in der alle Teilmengen von X zu τ gehören, und die chaotische Topologie,
in der das System τ nur aus X und ∅ besteht. Wenn auf einer Menge X zwei
Topologien τ1 und τ2 gegeben sind, so nennt man τ1 feiner als τ2 (oder τ2

gröber als τ1), wenn τ2 ⊂ τ1 gilt. Ein topologischer Raum heißt Hausdorff–
Raum, wenn es zu je zwei Punkten x1, x2 ∈ X mit x1 �= x2 zwei Mengen
U1, U2 ∈ τ gibt, so dass xi ∈ Ui, i = 1, 2 und U1 ∩ U2 = ∅ gilt. Im Wei-
teren nehmen wir an, dass alle von uns betrachteten topologischen Räume
Hausdorff–Räume sind.

Eine Menge A ⊆ X heißt genau dann abgeschlossen, wenn X \A offen
ist. Eine Umgebung eines Punktes x ∈ X ist eine Menge V (x) ⊂ X, für die
es eine offene Menge U ∈ τ gibt mit x ∈ U ⊂ V (x). Eine Umgebungsbasis
eines Punktes x ∈ X ist ein System von Umgebungen (Vi)i∈I des Punktes x,
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so dass jede Umgebung V (x) von x mindestens eine der Mengen Vi enthält.
Ein Punkt x ∈ X heißt innerer (bzw.. äußerer) Punkt einer Menge A
genau dann, wenn es eine Umgebung V (x) von x gibt mit V (x) ⊆ A (bzw.
V (x) ⊆ X \A). Einen Punkt der weder innerer noch äußerer Punkt von A ist
nennt man Randpunkt von A. Für eine Menge M ⊂ X führen wir folgende
Bezeichnungen ein:

∂M := {x ∈ X
∣∣x ist Randpunkt von M} ,

int(M) := {x ∈ X
∣∣x ist innerer Punkt von M} ,

M := M ∪ ∂M .

Diese Mengen werden als Rand, Inneres und Abschluss von M bezeichnet.
Der Abschluss von M ist abgeschlossen. Eine Menge A heißt dicht in X genau
dann, wenn A = X gilt. Man nennt den Raum X separabel genau dann,
wenn es eine abzählbare dichte Menge in X gibt. Sei M � X eine Teilmenge
von X. Eine Menge A ⊂ M heißt relativ offen in M , wenn es eine Menge
U ∈ τ gibt, so dass A = M ∩U gilt. Analog heißt eine Menge A ⊂ M relativ
abgeschlossen in M , wenn es eine in X abgeschlossene Menge C gibt, so
dass A = M ∩ C gilt. Das System τ(M) bestehend aus allen in M relativ
offenen Mengen heißt induzierte Topologie auf M .

Wenn eine Menge X mit einer Topologie versehen ist kann man Begrif-
fe wie Stetigkeit, Kompaktheit und Konvergenz erklären. Eine Abbildung
f : X → Y eines topologischen Raumes (X, τ) in einen topologischen
Raum (Y, σ) heißt stetig im Punkt x ∈ X, wenn es zu jeder Umgebung
V (f(x)) ⊂ Y von f(x) eine Umgebung V (x) ⊂ X von x gibt, so dass

f(V (x)) ⊂ V (f(x))

gilt. Die Abbildung f : X → Y heißt stetig, wenn sie in allen Punkten x ∈ X
stetig ist. Wir haben folgende Charakterisierung stetiger Abbildungen.

1.1 Lemma. Für eine Abbildung f : X → Y eines topologischen Raumes X
in einen topologischen Raum Y sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) f ist stetig.
(ii) Urbilder offener Mengen in Y sind offen in X.
(iii) Urbilder abgeschlossener Mengen in Y sind abgeschlossen in X.

Eine Abbildung f : X → [−∞,∞] heißt unterhalbstetig (bzw. oberhalb-
stetig) genau dann, wenn für alle r ∈ R das Urbild f−1

(
(−∞, r]

)
(bzw. das

Urbild f−1
(
[r,∞)

)
) eine abgeschlossene Menge in X ist. Offensichtlich ist

f stetig genau dann, wenn f sowohl unterhalbstetig als auch oberhalbstetig
ist. Man nennt eine Abbildung f : X → Y einen Homöomorphismus ge-
nau dann, wenn f bijektiv ist und sowohl f als auch die inverse Abbildung
f−1 stetig sind. Zwei topologische Räume X,Y heißen homöomorph genau
dann, wenn ein Homöomorphismus h : X → Y existiert.



A.1 Topologische Räume 167

Eine Menge K heißt (überdeckungs-) kompakt genau dann, wenn je-
de Überdeckung von K durch offene Mengen (Ui)i∈I eine endliche Teilüber-
deckung enthält, d.h.

K ⊆
⋃
i∈I

Ui ⇒ ∃N ∈ N , i1, . . . , iN : K ⊆
N⋃

k=1

Uik
.

Die Menge M heißt relativ kompakt, wenn M kompakt ist.

1.2 Lemma. Sei K eine kompakte Teilmenge eines topologischen Hausdorff–
Raumes X. Dann gilt:

(i) Die Menge K ist abgeschlossen.
(ii) Jede Teilmenge M ⊆ K ist relativ kompakt.

Beweis . Mithilfe der Trennungseigenschaft von Hausdorff–Räumen und der
Kompaktheit von K kann man leicht zeigen, dass das Komplement von K
offen ist (cf. [9, Satz 3.1.8]). Somit ist Behauptung (i) bewiesen. Behauptung
(ii) ist offensichtlich, da man aus jeder offenen Überdeckung von M , durch
Hinzunahme von X \M , eine offene Überdeckung von K erzeugen kann.

Man kann kompakte Mengen auch über Systeme abgeschlossener Mengen
charakterisieren. Ein System (Ai)i∈I von Teilmengen von X heißt zentriert,
wenn der Durchschnitt beliebiger endlicher Teilsysteme Aik

, k = 1, . . . , N,
nichtleer ist.

1.3 Lemma (Endliches Durchschnittsprinzip). Eine Menge K ist genau
dann kompakt, wenn jedes zentrierte System von in K relativ abgeschlossenen
Mengen einen nichtleeren Durchschnitt besitzt.

Beweis . Dies ist eine einfache Folgerung aus den de Morganschen Rechen-
regeln für Mengensysteme:⋂

i∈I

(
K \Ai

)
= K \

⋃
i∈I

Ai ,
⋃
i∈I

(
K \Ai

)
= K \

⋂
i∈I

Ai .

Für endliche, offene Überdeckungen kompakter Mengen kann man eine
Zerlegung der Eins konstruieren. Sei f : X → R eine Funktion. Man defi-
niert den Träger von f , in Zeichen supp(f), als

supp(f) :=
{
x ∈ X

∣∣ f(x) �= 0
}

,

wobei der Abschluss bzgl. der Topologie in X gebildet wird.

1.4 Satz (Zerlegung der Eins). Sei (X, τ) ein topologischer Raum. Sei
K ⊆ X eine kompakte Teilmenge und sei (Ui)i=1,...,n eine endliche Über-
deckung durch offene Mengen. Dann existieren stetige Funktionen λi : X → R,
i = 1, . . . , n , mit folgenden Eigenschaften:
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(i) Für alle x ∈ X gilt: 0 ≤ λi(x) ≤ 1 , i = 1, . . . , n .
(ii) Die Träger der stetigen Funktionen λi, i = 1, . . . , n , sind kompakt und

es gilt: supp (λi) ⊂ Ui , i = 1, . . . , n .
(iii) Für alle x ∈ K gilt:

∑n
i=1 λi(x) = 1 .

Ein solches System von Funktionen (λi)i=1,...,n heißt die zur Überdeckung
(Ui)i=1,...,n zugehörige Zerlegung der Eins.

Beweis . cf. [18, Satz 2.13]

Stetigkeit und Kompaktheit in einem topologischen Raum (X, τ) kann
man auch über Folgen definieren. Eine Folge (xn) ⊂ X heißt konvergent
bzgl. der Topologie τ gegen einen Punkt x ∈ X, wenn es zu jeder Umgebung
V (x) des Punktes x einen Index n0 gibt, so dass xn ∈ V (x) für alle n ≥ n0

gilt. Man schreibt xn → x (n → ∞). Eine Abbildung f : X → Y heißt fol-
genstetig im Punkt x ∈ X genau dann, wenn f(xn) → f(x) (n → ∞) für
alle Folgen mit xn → x (n →∞) gilt. Eine Menge M nennt man folgenkom-
pakt genau dann, wenn alle Folgen aus M eine in M konvergente Teilfolge
besitzen, d.h.

∀ (xn)n∈N ⊆M ∃ (xnk
)k∈N : xnk

→ x ∈ M (k →∞) .

Die Menge M ⊂ X heißt relativ folgenkompakt genau dann, wenn alle
Folgen (xn) aus M eine in X konvergente Teilfolge (xnk

) besitzen.
Im Allgemeinen stimmen in topologischen Räumen die Begriffe ”stetig

in x“ und ”folgenstetig in x“ , sowie ”kompakt“ und ”folgenkompakt“ nicht
überein. Um eine Äquivalenz dieser und verwandter Begriffe zu erhalten, muss
man in den obigen Definitionen den Begriff ”Folgen“ durch ”verallgemeinerte
Folgen“ oder ”Netze“ ersetzen (cf. [7, Abschnitt I.B], [9, Abschnitt 1.6]). In
metrischen Räumen sind diese Begriffe äquivalent (cf. Satz 2.1).

A.2 Metrische Räume

Die Eigenschaften des topologischen Raumes basieren auf den Eigenschaften
des Systems der offenen Mengen. Allerdings ist es nicht möglich, einen Ab-
standsbegriff in allgemeinen topologischen Räumen zu definieren. Um dies zu
erreichen führt man metrische Räume ein.

Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d), wobei X eine Menge ist auf
der eine Abstandsfunktion d : X×X → R gegeben ist, welche die folgenden
Eigenschaften für alle x, y, z ∈ X besitzt:

(M1) positive Definitheit: d(x, y) ≥ 0, und es gilt: d(x, y) = 0 genau dann,
wenn x = y,

(M2) Symmetrie: d(x, y) = d(y, x),
(M3) Dreiecksungleichung: d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).
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Man nennt die Funktion d auch Metrik und d(x, y) den Abstand zwischen
den Punkten x und y. In metrischen Räumen kann man offene Kugeln um
den Punkt x mit dem Radius r > 0 durch

Br(x) := {y ∈ X
∣∣ d(x, y) < r}

definieren. Weiterhin kann man sowohl den Abstand zweier nichtleerer Men-
gen M,N ⊂ X als auch den Durchmesser einer Menge M ⊂ X durch

dist (M,N) := inf{d(x, y)
∣∣x ∈M ,y ∈ N} ,

diam (M) := sup{d(x, y)
∣∣x, y ∈ M}

festlegen. Eine Menge M ⊆ X heißt offen genau dann, wenn für alle x ∈ M
eine Kugel Br(x), r = r(x) > 0 gibt, so dass Br(x) ⊆ M . Das System
aller offenen Mengen bildet eine Topologie τd, welche die durch die Metrik d
induzierte Topologie genannt wird. Dadurch wird (X, τd) ein topologischer
Raum und alle Begriffe, die wir in topologischen Räumen definiert haben,
können auch in metrischen Räumen benutzt werden. Insbesondere nennt man
eine Folge (xn) ⊂ X konvergent gegen ein Element x ∈ X genau dann, wenn

d(xn, x) → 0 (n →∞) .

Man schreibt xn → x (n → ∞) in X oder bzgl. d. Eine Folge (xn) heißt
Cauchy–Folge genau dann, wenn für alle ε > 0 ein Index n0 = n0(ε) exi-
stiert, so dass für alle m,n ≥ n0 gilt:

d(xn, xm) ≤ ε .

Ein metrischer Raum (X, d) heißt vollständig, wenn jede Cauchyfolge (xn)
in X einen Limes bzgl. der Metrik d hat.

In metrischen Räumen stimmen die Begriffe ”stetig in x“ und ”folgenste-
tig in x“, ”kompakt“ und ”folgenkompakt“, sowie weitere verwandte Begriffe
überein.

Neben (überdeckungs–)kompakt und folgenkompakt gibt es in metrischen
Räumen einen weiteren Kompaktheitsbegriff. Die Menge M heißt präkom-
pakt genau dann, wenn sie ein endliches ε–Netz besitzt, d.h. wenn sie sich
für alle ε > 0 durch endlich viele offene ε–Kugeln überdecken lässt, d.h.

∀ ε > 0 ∃N = N(ε) ∈ N , x1, . . . , xN ∈M : M ⊆
N⋃

i=1

Bε(xi) .

2.1 Satz. In einem metrischen Raum (X, d) sind folgende Aussagen äquiva-
lent:

(i) M ist (überdeckungs–) kompakt,
(ii) M ist folgenkompakt,
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(iii) M ist präkompakt und vollständig.

Weiterhin gilt:

(iv) M ist relativ kompakt genau dann, wenn M relativ folgenkompakt ist.
(v) Wenn M relativ kompakt ist, dann ist M präkompakt. Die umgekehrte

Implikation gilt, falls der metrische Raum (X, d) vollständig ist.
(vi) Wenn M kompakt ist, dann ist M abgeschlossen und beschränkt.

Beweis . cf. [2, Paragraph 2.5] oder [28, S. 31–33] .

A.3 Vektorräume

Ein Vektorraum X über K, mit K = R oder K = C, ist eine Menge X,
in der eine Addition und eine skalare Multiplikation definiert sind, d.h. für je
zwei Elemente x, y ∈ X ist eine Summe x + y und für alle x ∈ X und α ∈ K

ist ein skalares Vielfaches αx so erklärt, dass folgende Rechenregeln für alle
x, y, z ∈ X und alle α, β ∈ K gelten:

x + y = y + x , (x + y) + z = x + (y + z) ,

(α + β)x = αx + βx , α(x + y) = αx + αy ,

α(βx) = (αβ)x , 1x = x .

Außerdem existiert ein Element 0 in X, so dass für alle x ∈ X gilt:

x + 0 = x ,

und für alle x ∈ X existiert −x ∈ X mit

x + (−x) = 0 .

Für Mengen M,N ⊆ X und α ∈ K setzen wir:

M + N := {x + y
∣∣x ∈M ,y ∈ N} ,

α M := {α x
∣∣x ∈M} .

Für eine nichtleere Menge M ⊆ X bezeichnen wir mit span (M) die lineare
Hülle von M , die als die Menge aller endlichen Linearkombinationen∑

i∈I

αixi , (3.1)

definiert ist, wobei αi ∈ K, xi ∈ M und I eine endliche Indexmenge ist.
Eine nichtleere Menge M ⊆ X heißt linearer Unterraum von X genau
dann, wenn span (M) = M . Die Menge M ist genau dann konvex, wenn aus
x, y ∈ M und λ ∈ [0, 1] folgt: λx + (1− λ)y ∈ M . Die konvexe Hülle einer
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nichtleeren Menge M ⊆ X ist die Menge aller endlichen Linearkombinationen
(3.1) mit ∑

i∈I

αi = 1 , αi ∈ [0, 1] ,∀ i ∈ I .

Die Elemente xi, i = 1, . . . , n des Vektorraumes X heißen linear un-
abhängig genau dann, wenn für beliebige αi ∈ K aus

n∑
i=1

αi xi = 0

immer αi = 0 , i = 1, . . . , n, folgt. Die Dimension des Vektorraumes X,
bezeichnet mit dim (X), ist die maximale Anzahl linear unabhängiger Ele-
mente aus X, falls diese Zahl endlich ist. In diesem Falle heißt der Vek-
torraum endlich–dimensional. Anderenfalls heißt ein Vektorraum unendlich–
dimensional, in Zeichen dim (X) = ∞, d.h. für alle n ∈ N existieren n line-
ar unabhängige Elemente xi ∈ X, i = 1, . . . , n. Eine Basis eines endlich–
dimensionalen Vektorraum X, mit dim (X) = n, n ∈ N, ist eine Menge
{x1, . . . , xn} linear unabhängiger Vektoren.

A.4 Banachräume

Ein normierter Vektorraum ist ein Vektorraum X über K, mit K = R

bzw. K = C, der mit einer Norm ‖ · ‖ : X → R versehen ist, welche die
folgenden Eigenschaften für alle x, y ∈ X besitzt:

(N1) positive Definitheit: ‖x‖ ≥ 0 und es gilt ‖x‖ = 0 genau dann, wenn
x = 0 .

(N2) positive Homogenität: ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ für alle λ ∈ K .
(N3) Dreiecksungleichung: ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

Setzt man

d(x, y) = ‖x− y‖ , (4.1)

so wird auf X eine Metrik definiert. Somit lassen sich alle in metrischen
Räumen definierten Begriffe, wie Konvergenz, Vollständigkeit, Umgebung,
Offenheit und Abgeschlossenheit von Teilmengen, Kompaktheit, Separabi-
lität und Stetigkeit, auch in normierten Vektorräumen verwenden. Insbeson-
dere konvergiert eine Folge (xn) ⊂ X gegen x ∈ X genau dann, wenn

‖xn − x‖ → 0 (n →∞) . (4.2)

Man schreibt xn → x in X (n → ∞). In endlich–dimensionalen normierten
Vektorräumen X gilt auch die Umkehrung von Aussage (vi) in Satz 2.1, d.h.
für Teilmengen M ⊂ X gilt:

M ist genau dann kompakt, wenn M abgeschlossen und beschränkt ist.
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Ein Banachraum ist ein vollständiger, normierter Vektorraum. Beispiele
von Banachräumen, die neben Hilberträumen der wichtigste Raumtyp in der
Funktionalanalysis sind, finden sich im Abschnitt A.12.

A.5 Hilberträume

Ein Prä-Hilbertraum H ist ein Vektorraum über K, mit K = R bzw.
K = C, in dem ein Skalarprodukt (·, ·) gegeben ist, d.h. eine Abbildung
von H × H nach K, die für alle u, v, w, z ∈ H und α, β ∈ K die folgenden
Eigenschaften besitzt:

(H1) Bilinearität bzw. Sesquilinearität: (αu + βv,w) = α(u,w) + β(v, w) .

(H2) Symmetrie bzw. Hermitezität: (u, v) = (v, u), wobei (v, u) die konju-
giert komplexe Zahl zu (v, u) ist.

(H3) positive Definitheit: (u, u) ≥ 0 und es gilt (u, u) = 0 genau dann, wenn
u = 0.

Setzt man

‖u‖H := (u, u)
1
2 ,

so wird H ein normierter Vektorraum. Falls dieser vollständig ist, d.h. ein
Banachraum ist, nennt man H einen Hilbertraum. Somit lassen sich alle in
Banachräumen definierten Begriffe auch in Hilberträumen verwenden.

Zwei Elemente u, v eines Hilbertraumes H heißen orthogonal genau
dann, wenn (u, v) = 0 gilt. Das Orthogonalkomplement V ⊥ eines Un-
terraumes V ⊆ H ist definiert durch

V ⊥ := {x ∈ H
∣∣ (x, v) = 0 ∀v ∈ V } .

Die Menge {wj ∈ H
∣∣ j ∈ I}, wobei I eine endliche oder abzählbare Index-

menge ist, nennt man ein Orthonormalsystem genau dann, wenn für alle
k, j ∈ I gilt:

(wk, wj) = δkj ,

wobei δkj das Kronecker–Symbol ist, d.h. δkj = 1 falls k = j und δkj = 0
falls k �= j. Ein Orthonormalsystem (wj)j∈N heißt vollständig in H, wenn
span {wj

∣∣ j ∈ N} dicht in H ist. Ein vollständiges Orthonormalsystem nennt
man auch Orthonormalbasis. Man kann zeigen, dass jeder separable Hil-
bertraum eine Orthonormalbasis besitzt und dass sich jedes Element u ∈ H
als konvergente verallgemeinerte Fourierreihe

u =
∞∑

j=1

(u,wj)wj

darstellen lässt, wobei
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‖u‖2 =
∞∑

j=1

|(u,wj)|2 . (5.1)

Umgekehrt gilt: Falls ein Orthonormalsystem die Eigenschaft (5.1) für alle
u ∈ H besitzt, dann ist es vollständig.

A.6 Operatoren

Seien X,Y Banachräume über K, mit K = R bzw. K = C. Der Operator
A : X → Y heißt beschränkt genau dann, wenn A beschränkte Mengen in
X in beschränkte Mengen in Y abbildet. Ein Operator A : X → Y heißt
linear genau dann, wenn für alle x, y ∈ X und α, β ∈ K gilt:

A(α x + β y) = α Ax + β Ay .

Man kann zeigen, dass lineare Operatoren genau dann stetig sind, wenn sie
beschränkt sind. Durch

‖A‖L(X,Y ) = ‖A‖ := sup
‖x‖X≤1

‖Ax‖Y

wird auf dem Raum der stetigen, linearen Operatoren A : X → Y , den wir
mit L(X,Y ) bezeichnen, eine Norm definiert. Diese heißt Operatornorm
und es gilt für alle x ∈ X:

‖Ax‖Y ≤ ‖A‖L(X,Y ) ‖x‖X .

Der Raum L(X,Y ) versehen mit der Operatornorm bildet einen Banachraum.
Für A ∈ L(X,Y ) bezeichnen wir mit

Ker(A) := {x ∈ X
∣∣Ax = 0} ,

R(A) := {Ax ∈ Y
∣∣x ∈ X} ,

den Kern, bzw. den Bildraum von A. Wenn A ∈ L(X,Y ) bijektiv ist,
d.h. Ker(A) = {0} und R(A) = Y , dann existiert der inverse Operator
A−1 : Y → X und es gilt A−1 ∈ L(Y,X). Einen solchen Operator A nen-
nen wir Isomorphismus. Ein Operator A ∈ L(X,Y ) heißt Isometrie, falls
für alle x ∈ X gilt: ‖Ax‖Y = ‖x‖X .

A.7 Dualität in Banachräumen

Sei X ein Banachraum über K, mit K = R bzw. K = C. Der Dualraum X∗

von X ist definiert durch

X∗ := L(X, K) .
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Die Elemente f von X∗ nennt man lineare Funktionale und man schreibt

〈f, x〉X∗,X = 〈f, x〉X = 〈f, x〉 := f(x) , ∀x ∈ X .

Man nennt 〈·, ·〉X∗,X das Dualitätsprodukt zwischen X und X∗. Die Norm
eines linearen Funktionals ist definiert durch

‖f‖X∗ := sup
‖x‖X≤1

|〈f, x〉| .

Eine Folge (fn) ⊂ X∗ konvergiert gegen f ∈ X∗ genau dann, wenn

‖fn − f‖X∗ → 0 (n →∞) . (7.1)

Wir haben folgende einfachen Folgerungen aus dem Satz von Hahn–Banach
10.11.

7.2 Lemma. Sei X ein Banachraum und X∗ sein Dualraum. Dann gilt:

(i) Zu jedem x ∈ X existiert ein f ∈ X∗ mit ‖f‖X∗ = ‖x‖X und
〈f, x〉 = ‖x‖2X .

(ii) Sei x ∈ X. Aus 〈f, x〉 = 0 für alle f ∈ N , wobei N ⊆ X∗ eine dichte
Teilmenge in X∗ ist, folgt x = 0 .

(iii) Sei f ∈ X∗. Aus 〈f, x〉 = 0 für alle x ∈ M , wobei M ⊆ X eine dichte
Teilmenge in X ist, folgt f = 0 .

Der Bidualraum X∗∗ eines Banachraumes X ist definiert durch

X∗∗ := (X∗)∗

und wird, versehen mit der Norm

‖g‖X∗∗ := sup
‖f‖X∗≤1

|〈g, f〉X∗∗,X∗ | ,

zu einem Banachraum. Die kanonische Isometrie J : X → X∗∗ wird wie
folgt definiert: Für x ∈ X fest ist die Abbildung f 
→ 〈f, x〉 von X∗ nach K

ein beschränktes, lineares Funktional auf X∗, d.h. ein Element von X∗∗, das
mit Jx bezeichnet wird. Wir haben also

〈Jx, f〉X∗∗,X∗ = 〈f, x〉X∗,X ∀x ∈ X, ∀ f ∈ X∗ . (7.3)

Es ist klar, dass J eine lineare Isometrie ist, d.h. ‖Jx‖X∗∗ = ‖x‖X gilt für
alle x ∈ X. In der Tat haben wir aufgrund von Lemma 7.2:

‖Jx‖ = sup
‖f‖≤1

|〈Jx, f〉| = sup
‖f‖≤1

|〈f, x〉| = ‖x‖ .

Allerdings ist J nicht notwendig surjektiv. Man kann aber immer mithilfe von
J den Raum X mit einem abgeschlossenen Unterraum von X∗∗ identifizie-
ren. Der Raum X heißt reflexiv, wenn die kanonische Isometrie J aus (7.3)
surjektiv ist, d.h. J(X) = X∗∗.
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7.4 Lemma. Seien X,Y Banachräume. Dann gilt:

(i) Jeder abgeschlossene, lineare Unterraum von X ist reflexiv, falls X re-
flexiv ist.

(ii) Sei I : X → Y ein Isomorphismus. Dann ist X genau dann reflexiv,
wenn Y reflexiv ist.

(iii) X ist genau dann reflexiv, wenn X∗ reflexiv ist.
(iv) Falls X∗ separabel ist, dann ist auch X separabel.
(v) Sei X reflexiv. Dann ist X genau dann separabel, wenn X∗ separabel

ist.
(vi) Sei X separabel. Dann ist auch jede Teilmenge M ⊂ X separabel.

Beweis . Die Beweise der Behauptungen (i)–(v) kann man in [2, Paragraph
6.8] finden. Da X separabel ist, gibt es eine dichte abzählbare Teilmenge
(ωi)i∈N ⊂ X. Für alle i ∈ N und alle rationalen Zahlen qn wählen wir ein
Elemente xi,n ∈ Bqn

(ωi) ∩ M aus. Offensichtlich ist die Menge (xi,n)i,n∈N

eine dichte abzählbare Teilmenge von M , d.h. M ist separabel (cf. [7, Satz
I.6.12]).

A.8 Schwache Topologie und schwache Konvergenzen

In normierten Vektorräumen gilt folgende fundamentale Beobachtung:

8.1 Satz (Riesz 1918). Sei X ein normierter Vektorraum. Dann ist die
abgeschlossene Einheitskugel B = {x ∈ X

∣∣ ‖x‖ ≤ 1} genau dann kompakt,
wenn der Raum X endlich–dimensional ist.

Beweis . cf. [2, Satz 2.9].
Demzufolge werden auf unendlich–dimensionalen Räumen X weitere To-

pologien (bzw. Konvergenzen) eingeführt, bzgl. derer die abgeschlossene Ein-
heitskugel kompakt (bzw. folgenkompakt) ist.

Sei X ein Banachraum und X∗ sein Dualraum. Die Konvergenz von
Folgen (xn) ⊂ X bzw. (fn) ⊂ X∗, definiert in (4.2) bzw. (7.1), bezeich-
nen wir im Weiterem als starke Konvergenz. Eine Folge (xn) ⊂ X
heißt schwach konvergent in X gegen ein Element x ∈ X, in Zeichen
xn ⇀ x schwach in X (n →∞) genau dann, wenn für alle f ∈ X∗ gilt:

〈f, xn〉 → 〈f, x〉 (n →∞) . (8.2)

Eine Folge (fn) ⊂ X∗ heißt ∗–schwach konvergent in X∗ gegen ein Element
f ∈ X∗, in Zeichen fn

∗
⇁ f ∗–schwach in X∗ (n →∞) genau dann, wenn für

alle x ∈ X gilt:

〈fn, x〉 → 〈f, x〉 (n →∞) . (8.3)
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Man beachte, dass es im Dualraum X∗ zwei verschiedene schwache Konver-
genzen für eine Folge (fn) ⊂ X∗ gibt, nämlich

fn ⇀ f schwach in X∗ (n →∞) ,

d.h. für alle g ∈ X∗∗ gilt 〈g, fn〉X∗∗,X∗ → 〈g, f〉X∗∗,X∗ , und

fn
∗
⇁ f ∗ –schwach in X∗ (n →∞) ,

d.h. für alle x ∈ X gilt 〈fn, x〉X∗,X → 〈f, x〉X∗,X . Diese Konvergenzen lassen
sich durch entsprechende Topologien charakterisieren. Dazu benötigen wir
eine allgemeine Konstruktion von Topologien.

Sei X ein Vektorraum und seien (Yi)i∈I topologische Räume. Für alle
i ∈ I seien ϕi : X → Yi Abbildungen. Wir suchen die gröbste Topologie τ
auf X, so dass alle ϕi stetig sind, d.h. die Topologie, die am wenigsten offene
Mengen enthält. Seien Ui ⊆ Yi offene Mengen, dann sind notwendigerweise
alle ϕ−1

i (Ui) Elemente von τ . Wir bezeichnen die Familie aller solcher Men-
gen mit (Uλ)λ∈Λ. Wir suchen nun das kleinste Mengensystem τ , dass (Uλ)λ∈Λ

enthält und abgeschlossen bzgl. endlicher Durchschnitte und beliebiger Verei-
nigungen ist. Dazu bilden wir zuerst alle möglichen endlichen Durchschnitte
von Mengen aus (Uλ)λ∈Λ, d.h.

⋂
λ∈Γ Uλ , Γ ⊆ Λ, Γ endlich. Dieses System

bezeichnen wir mit Φ. Danach bilden wir beliebige Vereinigungen von Men-
gen aus Φ. Dieses neue System sei F . Es ist klar, dass F abgeschlossen bzgl.
beliebigen Vereinigungen ist. Man kann auch zeigen, dass F abgeschlossen
bzgl. endlicher Durchschnitte ist (cf. [5, Lemma III.1]).

Somit ist die gesuchte gröbste Topologie τ gegeben durch endliche Durch-
schnitte von Mengen der Form ϕ−1

i (Ui) , Ui offen in Yi, und beliebigen Ver-
einigungen solcher Mengen. In Termen von Umgebungen ausgedrückt heißt
dies: Sei x ∈ X, dann ist eine Umgebungsbasis von x bzgl. τ gegeben durch
endliche Durchschnitte der Form ϕ−1

i (Vi) , Vi Umgebung von ϕi(x) in Yi.
Die Konvergenz von Folgen in der Topologie τ ist vollständig durch die Ab-
bildungen ϕi, i ∈ I , charakterisiert.

8.4 Lemma. Sei (xn) ⊂ X eine Folge. Die Folge xn konvergiert gegen x ∈ X
bzgl. τ genau dann, wenn ϕi(xn) → ϕi(x) (n →∞) für alle i ∈ I.

Beweis . cf. [5, Proposition III.1]
Wir wenden diese allgemeine Konstruktion nun an, um die zu schwachen

Konvergenzen zugehörigen Topologien zu charakterisieren.
Sei X ein Banachraum und sei f ∈ X∗. Wir definieren ϕf : X → R durch

ϕf (x) := 〈f, x〉

und betrachten die Familie (ϕf )f∈X∗ . Die schwache Topologie ω(X,X∗)
auf X ist die gröbste Topologie bzgl. derer alle (ϕf )f∈X∗ stetig sind. (Wir
setzten in der obigen Konstruktion X = X, Yi = R, I = X∗). Eine offene
Umgebungsbasis von x0 ∈ X bzgl. ω(X,X∗) ist durch Mengen der Form
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V = {x ∈ X
∣∣ |〈fi, x− x0〉| < ε, i ∈ J} (8.5)

gegeben, wobei J eine endliche Indexmenge ist, fi ∈ X∗ und ε > 0. Man
kann zeigen, dass X versehen mit der schwachen Topologie ω(X,X∗) ein
Hausdorff–Raum ist (cf. [5, Proposition III.3]).

8.6 Lemma. Für eine Folge (xn) ⊂ X gilt:

(i) xn ⇀ x bzgl. ω(X,X∗) (n → ∞) genau dann, wenn xn ⇀ x (n → ∞)
in Sinne von (8.2).

(ii) Aus xn → x stark in X (n →∞) folgt xn ⇀ x schwach in X (n →∞).
(iii) Falls xn ⇀ x schwach in X (n → ∞), dann ist die Folge (‖xn‖) ⊂ R

beschränkt und es gilt:

‖x‖ ≤ lim inf
n→∞ ‖xn‖ .

Beweis . Behauptung (i) folgt aus Lemma 8.4. Behauptung (ii) folgt sofort
aus der Abschätzung |〈f, xn − x〉| ≤ ‖f‖ ‖xn − x‖, wobei f ∈ X∗. Die Be-
schränktheit der Folge (‖xn‖) in Behauptung (iii) ist eine Folgerung aus dem
Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit (cf. Satz 10.6, Lemma 3.0.3). Die
Ungleichung in Behauptung (iii) folgt mithilfe von Lemma 7.2 (i).

8.7 Lemma. Sei M ⊂ X eine kompakte Menge bzgl. der schwachen Topo-
logie ω(X,X∗). Dann ist M bzgl. der Norm in X beschränkt.

Beweis . Dies folgt auch aus dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit.
Zum Beweis der punktweisen Beschränktheit, d.h. supx∈M |〈f, x〉| ≤ c(f),
benutzt man die Überdeckung von M durch die schwach offenen Mengen
Ux = {z ∈ X

∣∣ |〈f, x− z〉|}.
Aufgrund der Konstruktion der schwachen Topologie ist klar, dass die

schwache Topologie ω(X,X∗) immer gröber ist als die, durch die Norm in
X definierte, starke Topologie. Im Allgemeinen ist die schwache Topologie
strikt gröber als die starke Topologie, d.h. es gibt bzgl. der starken Topologie
offene Mengen, die aber nicht offen bzgl. der schwachen Topologie sind. In
endlich–dimensionalen Banachräumen gilt allerdings:

8.8 Lemma. Sei X ein endlich–dimensionaler Banachraum. Dann stimmen
die starke und die schwache Topologie überein. Insbesondere konvergiert eine
Folge (xn) ⊂ X genau dann schwach, wenn sie stark konvergiert.

Beweis . Dies folgt sofort aus der Tatsache, dass die Projektionen x 
→ xi

stetige lineare Funktionale auf X sind, wobei x =
∑n

i=1 xi ei eine Darstellung
bezüglich einer Einheitsbasis (ei)n

i=1 von X ist (cf. [5, Proposition III.6]).

8.9 Satz. Eine konvexe Menge C eines Banachraumes X ist genau dann bzgl.
der starken Topologie abgeschlossen, wenn sie bzgl. der schwachen Topologie
abgeschlossen ist.
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Beweis . Dies folgt sofort aus der Trennungseigenschaft des Satzes von Hahn–
Banach 10.11 und der Charakterisierung der Umgebungsbasis (cf. (8.5)) in
der schwachen Topologie (cf. [5, Theorem III.7]).

8.10 Folgerung (Satz von Mazur). Es sei (um) ⊂ X eine schwach kon-
vergente Folge in einem Banachraum X. Dann gibt es eine Folge (vj) von
konvexen Linearkombinationen

vj =
Nj∑
k=1

cj
kuk , cj

k ≥ 0 ,

Nj∑
k=1

cj
k = 1 , Nj ∈ N ,

die stark gegen den schwachen Limes der Folge (um) konvergiert.

Beweis . Man betrachtet den Abschluss der Menge aller endlichen konvexen
Linearkombinationen von Elementen der Folge (um) und benutzt Satz 8.9.

Auf dem Dualraum X∗ eines Banachraumes kann man neben der starken
Topologie (gegeben durch die Norm in X∗) und der schwachen Topologie
ω(X∗, X∗∗) noch die ∗–schwache Topologie ω(X∗, X) definieren. Für x ∈ X
definieren wir ϕx : X∗ → R durch

ϕx(f) := 〈f, x〉

und betrachten die Familie (ϕx)x∈X . Die ∗–schwache Topologie ω(X∗, X)
auf den Dualraum X∗ eines Banachraumes X ist die gröbste Topologie bzgl.
derer alle (ϕx)x∈X stetig sind. (Wir setzen X = X∗, Yi = R, I = X in der
obigen Konstruktion). Eine Umgebungsbasis von f0 ∈ X∗ bzgl. ω(X∗, X) ist
durch Mengen der Form

V = {f ∈ X∗ ∣∣ |〈f − f0, xi〉| < ε, i ∈ J} ,

gegeben, wobei J eine endliche Indexmenge ist, xi ∈ X und ε > 0. Man
kann zeigen, dass X∗ versehen mit der ∗–schwachen Topologie ω(X∗, X) ein
Hausdorff–Raum ist (cf. [5, Proposition III.10]). In Analogie zu Satz 8.6 hat
man:

8.11 Satz. Für eine Folge (fn) ⊆ X∗ gilt:

(i) fn
∗
⇁ f bzgl. ω(X∗, X) (n → ∞) genau dann, wenn fn

∗
⇁ f (n → ∞)

im Sinne von (8.3).

(ii) Aus fn ⇀ f schwach in X∗ (n → ∞) folgt fn
∗
⇁ f ∗–schwach in X∗

(n →∞).

(iii) Falls fn
∗
⇁ f ∗–schwach in X∗ (n →∞), dann ist die Folge (‖fn‖) ⊂ R

beschränkt und es gilt:

‖f‖ ≤ lim inf
n→∞ ‖fn‖ .
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Für reflexive Banachräume X erhält man sofort, dass schwache Konver-
genz und ∗–schwache Konvergenz von Folgen (fn) ⊂ X∗ übereinstimmen.
In der ∗–schwachen Topologie ω(X∗, X) haben wir folgendes fundamentale
Resultat:

8.12 Satz (Banach, Aloaglu, Bourbaki 1938). Sei X ein Banachraum.
Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel B = {f ∈ X∗ ∣∣ ‖f‖X∗ ≤ 1} des
Dualraumes X∗ kompakt bzgl. der ∗–schwachen Topologie ω(X∗, X).

Beweis . cf. [5, Theorem III.15], [14, Satz 69.3]

8.13 Satz. Sei X ein Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Einheits-
kugel B = {x ∈ X

∣∣ ‖x‖X ≤ 1} des Raumes X kompakt bzgl. der schwachen
Topologie ω(X,X∗) genau dann, wenn der Raum X reflexiv ist.

Beweis . cf. [5, Theorem III.16], [14, Satz 70.4]

8.14 Folgerung. Sei X ein reflexiver Banachraum und sei K ⊂ X eine
konvexe, abgeschlossene, beschränkte Teilmenge. Dann ist K kompakt bzgl.
der schwachen Topologie ω(X,X∗).

Beweis . Dies folgt sofort aus Satz 8.13, Satz 8.9 und Lemma 1.2.

8.15 Satz (Eberlein, Šmuljan 1940). Sei X ein reflexiver Banachraum.
Dann besitzt jede beschränkte Folge (xn) ⊂ X eine schwach konvergente Teil-
folge (xnk

).

Beweis . cf. [5, Theorem III.27], [2, Satz 6.9]

8.16 Satz. Sei X ein Banachraum, dessen Dualraum X∗ separabel ist. Dann
ist die abgeschlossene Einheitskugel B = {x ∈ X

∣∣ ‖x‖X ≤ 1} in der schwa-
chen Topologie ω(X,X∗) metrisierbar, d.h. es existiert eine Metrik d, deren
induzierte Topologie τd mit der schwachen Topologie ω(X,X∗) auf B über-
einstimmt.

Beweis . cf. [5, Satz III.25’].
Mithilfe von (8.5), Satz 8.16, Satz 8.15 und Satz 10.8 kann man zeigen:

8.17 Lemma. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum und sei M ⊂ X
eine beschränkte Teilmenge. Dann gibt es für alle Punkte x des Abschlusses
von M bzgl. der schwachen Topologie ω(X,X∗) eine Folge (xn) ⊂ M mit

xn ⇀ x (n →∞) .

Beweis . cf. [25, S. 911–912]
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A.9 Konvexität und Glattheitseigenschaften der Norm

Sei X ein reeller Banachraum. Der Raum X heißt strikt konvex, wenn für
alle x �= y, mit ‖x‖ = ‖y‖ = 1, und t ∈ (0, 1) gilt: ‖(1− t)x + ty‖ < 1 . Man
nennt den Raum X lokal gleichmäßig konvex genau dann, wenn für alle
ε ∈ (0, 2] und alle x mit ‖x‖ = 1 ein δ = δ(x, ε) > 0 existiert, so dass für alle
y, mit ‖y‖ = 1 und ‖x− y‖ ≥ ε, gilt: ‖2−1(x + y)‖ ≤ 1− δ . Diese Definition
ist äquivalent zu folgender Aussage: Seien x0 ∈ X und (xn) ⊂ X Elemente
mit ‖x0‖ = 1, ‖xn‖ = 1. Dann folgt aus ‖2−1(xn + x0)‖ → 1 (n →∞), dass
xn → x0 (n → ∞). Falls man δ unabhängig von x wählen kann, heißt der
Raum gleichmäßig konvex. Offensichtlich haben wir für einen Raum X
folgende Implikationen:

gleichmäßig konvex ⇒ lokal gleichmäßig konvex ⇒ strikt konvex .

Als direkte Konsequenz der äquivalenten Definition eines lokal gleichmäßig
konvexen Raumes und Lemma 8.6 (iii) haben wir:

9.1 Lemma. Sei X ein lokal gleichmäßig konvexer, reeller Banachraum. Aus
xn ⇀ x0 (n →∞) und ‖xn‖ → ‖x0‖ (n →∞) folgt xn → x0 (n →∞).

Beweis . cf. [24, S. 258].
Wir haben folgende wichtige Eigenschaft gleichmäßig konvexer reeller Ba-

nachräume.

9.2 Satz (Milman 1938, Pettis 1939). Jeder gleichmäßig konvexe, reelle
Banachraum ist reflexiv.

Beweis . cf. [6, S. 37 ff], [22, S. 125].
Die Konvexitätseigenschaften der Norm sind eng mit den Glattheitseigen-

schaften der Norm verbunden.

9.3 Satz. Sei X ein reflexiver, reeller Banachraum. Dann gilt:

(i) Falls der Dualraum X∗ strikt konvex ist, dann ist die Norm x → ‖x‖X

auf X \ {0} Gâteaux–differenzierbar.
(ii) Falls der Dualraum X∗ lokal gleichmäßig konvex ist, dann ist die Norm

x→ ‖x‖X auf X \ {0} Fréchet–differenzierbar.

Beweis . cf. [6, S. 23, 32], Satz 3.3.21.
Es gilt folgendes fundamentale Resultat:

9.4 Satz (Kadec 1958, Troyanski 1971). In jedem reflexiven, reellen Ba-
nachraum X gibt es eine äquivalente Norm, so dass sowohl X bzgl. dieser neu-
en Norm als auch X∗ bzgl. der dadurch induzierten Norm lokal gleichmäßig
konvex sind.

Beweis . cf. [6, S. 164 ff].
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A.10 Wichtige Sätze aus der linearen Funktionalanalysis

10.1 Satz. Es sei M ⊂ H eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Teilmenge
eines Hilbertraumes H. Für alle u ∈ H gibt es ein eindeutiges Element v ∈ M
mit

‖u− v‖ = inf
{
‖u− w‖

∣∣w ∈M
}

.

Beweis . cf. [2, Satz 2.2], [5, Theorem V.2], [16, Satz 11.4]

10.2 Satz (Projektionssatz). Sei V ein abgeschlossener Unterraum des
Hilbertraumes H. Dann gibt es zu jedem u ∈ H eine eindeutige Zerlegung

u = v + w , v ∈ V , w ∈ V ⊥ ,

d.h. es existiert eine Zerlegung H = V ⊕ V ⊥.

Beweis . cf. [5, Folgerung V.4], [16, Satz 11.7]

10.3 Satz (Rieszscher Darstellungssatz). Sei H ein Hilbertraum. Zu
jedem linearen Funktional F ∈ H∗ gibt es ein eindeutig bestimmtes Element
f ∈ H mit

F (u) = (u, f) , ∀u ∈ H ,

und ‖f‖H = ‖F‖H∗ . Also lässt sich H mit seinem Dualraum H∗ identifizie-
ren und man schreibt H ∼= H∗.

Beweis . cf. [5, Theorem V.5], [16, Satz 11.9]
Sei H ein reeller Hilbertraum. Eine Bilinearform ist eine Abbildung [·, ·]

von H ×H nach R, die linear in beiden Argumenten ist. Eine Bilinearform
heißt beschränkt, wenn es eine Konstante K > 0 gibt, so dass für alle
u, v ∈ H gilt: ∣∣[u, v]

∣∣ ≤ K‖u‖ ‖v‖ .

Eine Bilinearform heißt koerziv, wenn eine Konstante c0 > 0 existiert, so
dass für alle u ∈ H gilt:

[u, u] ≥ c0‖u‖2 .

Man beachte, dass keine Symmetrie für [·, ·] vorausgesetzt wird.

10.4 Lemma (Lax, Milgram). Sei H ein reeller Hilbertraum und [·, ·] eine
koerzive, beschränkte Bilinearform auf H. Dann gibt es zu jedem beschränk-
ten, linearen Funktional F ∈ H∗ ein eindeutiges u ∈ H mit

[v, u] = F (v) für alle v ∈ H . (10.5)

Beweis . cf. [5, Folgerung V.8], [2, Satz 4.2]
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10.6 Satz (Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit, Banach, Stein-
haus). Sei (Ai)i∈I ein System beschränkter linearer Operatoren, die einen
Banachraum X in einen Banachraum Y abbilden. Das System (Ai) sei
punktweise beschränkt, d.h. für alle x ∈ X gelte

sup
i∈I
‖Aix‖Y <∞ .

Dann sind die Operatornormen gleichmäßig beschränkt, d.h.

sup
i∈I
‖Ai‖L(X,Y ) <∞ .

Beweis . cf. [5, Theorem II.1], [2, Satz 5.2]
Der Beweis beruht auf dem Baireschen Kategoriensatz.

10.7 Satz (Baire). Sei M ein vollständiger, metrischer Raum und sei (An)
eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen von M . Jede der Mengen An habe
ein leeres Inneres, d.h. int (An) = ∅. Dann gilt:

int
( ∞⋃

n=1

An

)
= ∅ .

Beweis . cf. [5, Lemma II.1], [2, Satz 5.1]

10.8 Satz (Hahn–Banach, analytische Form). Sei V ein reeller Vek-
torraum und p : V → R subadditiv und positiv homogen, d.h. p(λx) = λp(x)
für alle x ∈ V und λ ∈ R, λ > 0, sowie p(x + y) ≤ p(x) + p(y) für alle
x, y ∈ V . Ferner sei W ein linearer Teilraum von V und ϕ : W → R ein
lineares Funktional mit

ϕ(x) ≤ p(x) für alle x ∈ W .

Dann gibt es eine Fortsetzung f : V → R von ϕ, d.h. f |W = ϕ, so dass

f(x) ≤ p(x) für alle x ∈ V .

Beweis . cf. [5, Theorem I.1], [2, Satz 4.14]

10.9 Folgerung. Sei V ein normierter Raum und W ⊂ V ein linearer Teil-
raum. Jedes stetige, lineare Funktional ϕ ∈ W ∗ lässt sich zu einem stetigen,
linearen Funktional f ∈ V ∗ fortsetzen, so dass

‖f‖V ∗ ≤ ‖ϕ‖W∗ .

Beweis . cf. [5, Folgerung I.2], [2, Satz 4.15]
Eine Hyperebene H in einem reellen Vektorraum V ist eine Menge der

Gestalt
H = {x ∈ V

∣∣ϕ(x) = α} =: {ϕ = α} ,
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wobei ϕ : V → R eine nichttriviale lineare Abbildung ist und α ∈ R. Die
Hyperebene ist abgeschlossen genau dann, wenn die lineare Abbildung ϕ
stetig ist. Seien A,B Teilmengen des normierten, reellen Vektorraumes V .
Man sagt, dass die Hyperebene {ϕ = α} die Mengen A und B trennt genau
dann, wenn für alle x ∈ A und y ∈ B gilt:

ϕ(x) ≤ α ≤ ϕ(y) . (10.10)

Man spricht von strikter Trennung, wenn ein ε > 0 existiert mit

ϕ(x) + ε ≤ α ≤ ϕ(y)− ε , x ∈ A, y ∈ B .

10.11 Satz (Hahn–Banach, geometrische Form). Sei V ein normier-
ter, reeller Vektorraum und seien A,B zwei nichtleere, disjunkte, konvexe
Teilmengen von V . Die Menge A sei offen. Dann gibt es eine abgeschlossene,
A und B trennende Hyperebene.

Beweis . cf. [5, Theorem I.6]

10.12 Satz. Sei V ein normierter Vektorraum und seien A,C ⊂ V konvexe,
disjunkte, nichtleere Teilmengen von V . Ferner sei A abgeschlossen und C
kompakt. Dann gibt es eine abgeschlossene Hyperebene, die A und C strikt
trennt.

Beweis . cf. [5, Theorem I.7]

A.11 Lebesgue–Maß und Lebesgue–Integral

Die Theorie des Lebesgue–Maßes und Lebesgue–Integrals kann in vielen
Lehrbüchern gefunden werden. Die Beweise aller Behauptungen in diesem
Abschnitt können z.B. in [10, Kapitel 1], [2, Anhang 1], [3, Kapitel IX, X]
und [19] gefunden werden.

Ein offenes Intervall I ⊆ Rd, d ≥ 1, ist eine Menge der Form I = (a1, b1)×
. . .× (ad, bd), ai < bi ∈ R, i = 1, . . . , d. Das Volumen eines offenen Intervalls
wird durch

vol(I) := (b1 − a1) · . . . · (bd − ad)

definiert. Für jede beliebige Teilmenge A ⊆ Rd setzen wir

µ∗(A) := inf
{ ∞∑

k=1

vol(Ik)
∣∣A ⊆ ∞⋃

k=1

Ik, Ik ist ein offenes Intervall
}

.

Die so definierte Funktion µ∗ : 2R
d → R+ ∪ {∞} heißt äußeres Lebesgue–

Maß, wobei 2R
d

die Menge aller Teilmengen des Rd ist. Allgemeiner, sei X
eine Menge, dann bezeichnet man jede Funktion ν∗ : 2X → R+ ∪ {∞}, die
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monoton und nichtnegativ ist, sowie ν∗(∅) = 0 und für beliebige Teilmengen
Aj ⊆ X

ν∗
( ∞⋃

j=1

Aj

)
≤

∞∑
j=1

ν∗(Aj)

erfüllt, als äußeres Maß.
Eine Menge A ⊆ Rd heißt Lebesgue–messbar, wenn für alle Teilmengen

T ⊆ Rd gilt:
µ∗(T ) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A) . (11.1)

Das System aller Lebesgue–messbaren Mengen bezeichnen wir mit M und
definieren das Lebesgue–Maß µ, von Mengen M ∈M durch

µ(M) := µ∗(M) .

Man kann zeigen, dass alle offenen Mengen des Rd und alle Mengen A ⊂ Rd

mit µ∗(A) = 0 im System der Lebesgue–messbaren Mengen M enthalten
sind. Weiterhin kann zeigen, dass für paarweise disjunkte Mengen Ak ∈ M
gilt:

µ
( ∞⋃

k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak) .

Messbare Mengen A ∈M können beliebig genau durch offene bzw. kompakte
Mengen approximiert werden, d.h.

µ(A) = inf {µ(G)
∣∣G offen, G ⊇ A} ,

µ(A) = sup {µ(K)
∣∣K kompakt, K ⊆ A} .

(11.2)

Ein System S von Teilmengen einer Menge X heißt σ–Algebra, falls:

(i) X ∈ S ,
(ii) A ∈ S ⇒ X \A ∈ S ,

(iii) Aj ∈ S ⇒
∞⋃

j=1

Aj ∈ S .

Zu jedem System T von Teilmengen von X existiert eine kleinste σ-Algebra
S, die das gegebene System T enthält. Man sagt, dass S von T generiert wird.
Die von den offenen Mengen generierte σ-Algebra heißt Borel σ-Algebra.
Die Elemente der Borel σ-Algebra heißen Borel–Mengen. Man kann zeigen,
dass das System aller Lebesgue–messbaren Mengen M eine σ–Algebra ist,
die die Borel σ-Algebra enthält.

Der hier vorgestellte Zugang zur Konstruktion des Lebesgue–Maßes kann
völlig analog auf beliebige Mengen X verallgemeinert werden. Für allgemeine
Mengen X werden folgende Begriffe und Bezeichnungen benutzt. Sei S ein
System von Teilmengen von X. Eine nichtnegative Funktion ν : S → [0,∞]
heißt Maß, falls
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(i) S eine σ–Algebra ist,
(ii) ν(∅) = 0,
(iii) für jede Folge paarweiser disjunkter Mengen Aj ∈ S gilt:

ν
( ∞⋃

k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

ν(Ak) .

Das Tripel (X,S, ν) heißt Maßraum. Die Eigenschaft (iii) nennt man σ–
Additivität. Man sagt, dass ein Maß endlich ist, falls ν(X) < ∞. Eine
Teilmenge A ⊆ X heißt σ–endlich, falls man Mengen Bk, ν(Bk) < ∞,
findet mit A = ∪∞

k=1Bk. Ein Maß ν ist vollständig, wenn für alle B ∈ S
folgende Implikation gilt:

ν(B) = 0 und A ⊆ B ⇒ A ∈ S .

Man sagt, dass ein Maß regulär ist, falls für alle messbaren Mengen M ∈ S
(11.2) gilt. Ein Maß ν heißt Borel–Maß, wenn ν auf der Borel σ–Algebra
definiert ist. Eine Menge mit Maß Null heißt Nullmenge. Sei ν ein Maß
auf X und E ∈ S. Um die Restriktion des Maßes ν auf E zu definieren,
bezeichnen wir mit SE die σ-Algebra {M ∈ S,

∣∣M ⊆ E} von Teilmengen
von E. Auf SE definieren wir

ν|E(M) := ν(M) , M ∈ SE .

Somit übertragen sich alle Eigenschaften des Maßraumes (X,S, ν) auf den
Maßraum (E,SE , ν|E). Eine Funktion ν : S → [−∞,∞], die obige Eigen-
schaften (i)–(iii) besitzt nennt man signiertes Maß. Man beachte, dass ein
signiertes Maß nur einen der Werte ∞ oder −∞ annehmen kann. Alle für
Maße eingeführten Begriffe haben eine Entsprechung für signierte Maße.

11.3 Satz (Hahn). Für jeden signierten Maß (X,S, ν) gibt es eine, bis
auf Nullmengen, eindeutige, disjunkte Zerlegung X = P ∪ N , P,N ∈ S,
P ∩N = ∅, so dass für alle M ∈ S gilt:

ν(P ∩M) ≥ 0 und ν(N ∩M) ≤ 0 .

Das Lebesgue–Maß µ auf M⊂ 2R
d

ist also ein vollständiges, σ–endliches,
reguläres Borel–Maß. Die Restriktion des Lebesgue–Maßes auf beliebige
messbare Mengen A hat völlig analoge Eigenschaften wie das Lebesgue–Maß
auf Rd.

Im Folgenden sei (X,S, ν) ein vollständiger Maßraum. Man stelle sich das
Lebesgue–Maß auf Rd oder messbaren Teilmengen des Rd vor. Sei D ∈ S.
Eine Funktion f : D → R ∪ {±∞} heißt ν–messbar auf D, falls für alle
α ∈ R die Menge

{x ∈ D
∣∣ f(x) > α} =: {f > α}

ν–messbar ist. Das System der messbaren Funktionen ist sehr stabil, wie der
folgende Satz zeigt:
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11.4 Satz (Eigenschaften messbarer Funktionen). Seien f, g : X → R,
fn : X → R∪{±∞} messbare Funktionen, λ ∈ R und ϕ eine stetige Funktion
definiert auf einer offenen Menge G ⊆ R. Dann sind auch die folgenden
Funktionen messbar

(i) λf , f + g ,max(f, g) ,min(f, g) , f+ , f− , |f | , fg , f/g falls g �= 0,
(ii) sup

n∈N

fn , inf
n∈N

fn , lim sup
n→∞

fn , lim inf
n→∞ fn , lim

n→∞ fn falls der Grenzwert exis-

tiert,
(iii) ϕ ◦ f , falls f(X) ⊆ G .

Im Falle des Lebesgue–Maßes µ auf Rd sind messbare Funktionen bereits
auf ”großen“ Mengen stetig.

11.5 Satz (Lusin). Sei A⊂ Rd eine Lebesgue–messbare Menge mit µ(A)<∞
und sei f : Rd → R Lebesgue–messbar. Für alle ε > 0 existiert eine kompakte
Menge K = K(ε) ⊆ A, so dass

(i) µ(A \K) < ε;
(ii) f |K ist stetig.

Eine Treppenfunktion f : X → R ist eine endliche Linearkombination
von charakteristischen Funktionen messbarer Mengen, d.h. es gibt αi ∈ R

und Ai ∈ S mit

f =
m∑

i=1

αi χAi

wobei die charakteristische Funktion der Menge A durch

χA(x) =

{
0 x �∈ A ,

1 x ∈ A ,

definiert ist. Es gilt folgender wichtiger Satz:

11.6 Satz. Sei f ≥ 0 eine messbare Funktion. Dann existiert eine monoton
steigende Folge (fn) nichtnegativer Treppenfunktionen mit fn ↗ f .

Da im Allgemeinen Nullmengen für die Integration und das Maß keine
Rolle spielen, ist der Begriff fast überall von fundamentaler Bedeutung.
Wir sagen, dass eine Funktion h : D → R fast überall definiert ist, falls der
Definitionsbereich D ∈ S die Bedingung ν(X \ D) = 0 erfüllt. Seien f und
g Funktionen, die fast überall auf X definiert sind. Wir sagen f(x) ≤ g(x)
fast überall, falls es eine Nullmenge N ∈ S gibt, so dass f(x) ≤ g(x)
für alle x ∈ X \ N gilt. Analog wird der Begriff ”fast überall“ oder ”fast
alle“ in anderen Zusammenhängen verstanden, z.B. sagt man, dass eine Folge
fn : X → R fast überall gegen die Funktion f : X → R konvergiert, wenn
es eine Nullmenge N ∈ S gibt, so dass für alle x ∈ X \N gilt:

lim
n→∞ fn(x) = f(x) .
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Die Relation ”f = g fast überall“ ist offensichtlich eine Äquivalenzrelation auf
der Menge der messbaren Funktionen. Man kann also eine gegebene Funktion
f auf einer beliebigen Nullmenge beliebig umdefinieren und bleibt in der
gleichen Äquivalenzklasse. Für messbaren Funktionen unterschieden wir nicht
zwischen der Funktion f und ihrer Äquivalenzklasse [f ].

Im Falle des Lebesgue–Maßes µ auf Rd folgt aus der fast überall Kon-
vergenz einer Folge (fn) bereits die gleichmäßige Konvergenz auf ”großen“
Mengen.

11.7 Satz (Egorov). Sei A ⊂ Rd eine Lebesgue–messbare Menge mit
µ(A) < ∞ und seien f, fn : A → R Lebesgue–messbare Funktionen mit
fn → f fast überall (n → ∞). Dann existiert für alle ε > 0 eine messba-
re Menge B ⊆ A mit

(i) µ(A \B) < ε ,
(ii) fn ⇒ f gleichmäßig auf B (n →∞).

Das abstrakte Lebesgue–Integral für Funktionen f : X → R, wo-
bei (X,S, ν) ein vollständiger Maßraum ist, wird wie folgt eingeführt. Sei
D ∈ S und s eine nichtnegative Treppenfunktion mit einer Darstellung
s =

∑n
j=1 βjχBj

, wobei Bj paarweise disjunkte, messbare Mengen sind und
βj ≥ 0 gilt. Wir setzen ∫

D

s dν :=
n∑

j=1

βjν(D ∩Bj) .

Aufgrund von Satz 11.6 existiert für jede nichtnegative messbare Funktion
f eine Folge von Treppenfunktionen sn ≥ 0, sn ↗ f (n → ∞). Demzu-
folge definieren wir das abstrakte Lebesgue–Integral einer nichtnegativen
messbaren Funktion f ≥ 0 über einer Menge D ∈ S durch∫

D

f dν := sup
{∫

D

s dν
∣∣ 0 ≤ s ≤ f auf D, s Treppenfunktion

}
.

Für eine allgemeine messbare Funktion f und D ∈ S setzen wir∫
D

f dν :=
∫
D

f+ dν −
∫
D

f− dν ,

falls wenigstens eins der Integrale auf der rechten Seite endlich ist. Da für
D ∈ S offensichtlich gilt: ∫

D

f dν =
∫
X

fχD dν ,

können wir uns im Weiteren auf Integrale auf ganz X beschränken. Die Men-
ge aller messbaren auf X definierten Funktionen f , deren Integral definiert ist,
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wird mit L∗(ν) bezeichnet. Weiter bezeichnen wir

L1 = L1(ν) = L1(X,S, ν) :=
{

f ∈ L∗(ν)
∣∣ ∫

X

f dν ∈ R
}

,

und sagen, dass Elemente f ∈ L1(ν) integrierbare Funktionen sind. Das
so definierte Integral hat folgende Eigenschaften:

11.8 Satz. Seien f, g ∈ L1(ν), α, β ∈ R und h eine messbare Funktion.
Dann gilt:

(i) Die Funktion f ist fast überall endlich.
(ii) Das Lebesgue–Integral ist additiv, d.h.∫

X

(αf + βg) dν = α

∫
X

f dν + β

∫
X

g dν .

(iii) Das Lebesgue–Integral ist absolut stetig, d.h. für alle ε > 0 existiert ein
δ > 0 so, dass für alle messbaren Mengen D mit ν(D) ≤ δ gilt:∫

D

|f | dν ≤ ε .

(iv) |f | ∈ L1(ν) und es gilt die Abschätzung:∣∣∣ ∫
X

f dν
∣∣∣ ≤ ∫

X

|f | dν .

(v) max(f, g),min(f, g) ∈ L1(ν) .
(vi) Aus |h| ≤ g folgt h ∈ L1(ν) .

Es gelten folgende Sätze über das Vertauschen von Integral und Grenz-
wert.

11.9 Satz (über monotone Konvergenz, Levi). Sei (fn) eine Folge
messbarer Funktionen mit fn ↗ f fast überall (n →∞) und

∫
X

f1 dν > −∞.
Dann gilt:

lim
n→∞

∫
X

fn dν =
∫
X

f dν .

11.10 Satz (über majorisierte Konvergenz). Sei (fn) eine Folge messba-
rer Funktionen mit fn → f fast überall (n → ∞). Wenn es eine Funktion
h ∈ L1(ν) gibt mit |fn| ≤ h fast überall für alle n ∈ N, dann gilt: f ∈ L1(ν)
und

lim
n→∞

∫
X

fn dν =
∫
X

f dν .
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Man kann diesen Satz wie folgt verallgemeinern.

11.11 Satz. Seien (fn) und (hn) Folgen aus L1(ν), die fast überall gegen f
bzw. h, ebenfalls aus L1(ν), konvergieren. Weiterhin gelte |fn| ≤ hn und∫

X

hn dν →
∫
X

h dν (n →∞) .

Dann folgt ∫
X

|fn − f | dν → 0 (n →∞) .

Es gilt folgende Umkehrung des Satzes 11.10.

11.12 Satz. Seien fn, f ∈ L1(ν), n ∈ N, und gelte∫
X

|fn − f | dν → 0 (n →∞) .

Dann gibt es eine Teilfolge (fnk
), die fast überall gegen f konvergiert.

11.13 Lemma (Fatou). Sei (fn) eine Folge messbarer Funktionen und sei
g ∈ L1(ν). Aus fn ≥ g fast überall für alle n ∈ N folgt∫

X

lim inf
n→∞ fn dν ≤ lim inf

n→∞

∫
X

fn dν .

Der Satz über majorisierte Konvergenz hat einfache aber wichtige Kon-
sequenzen für Parameterintegrale.

11.14 Satz. Sei (X,S, ν) ein Maßraum, P ein metrischer Raum und U eine
offene Umgebung eines Punktes a ∈ P . Sei F : U × X → R eine Funktion,
die folgende Carathéodory– und Wachstumsbedingungen erfüllt:

(i) Für fast alle Punkte x ∈ X ist die Funktion F (·, x) stetig in a.
(ii) Für alle t ∈ U ist die Funktion F (t, ·) messbar.
(iii) Es existiert eine Funktion g ∈ L1(ν), so dass für alle t ∈ U und fast alle

x ∈ X gilt:
|F (t, x)| ≤ g(x) .

Dann ist für alle t ∈ U die Funktion F (t, ·) integrierbar, d.h. F (t, ·) ∈ L1(ν),
und die Funktion

f : t 
→
∫
X

F (t, ·) dν

ist stetig in a.
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11.15 Satz. Sei (X,S, ν) ein Maßraum und I ⊆ R ein offenes Intervall. Sei
F : I ×X → R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

(i) Für fast alle x ∈ X ist F (·, x) differenzierbar in I.
(ii) Für alle t ∈ I ist F (t, ·) messbar.
(iii) Es existiert eine Funktion g ∈ L1(ν), so dass für alle t ∈ I und für fast

alle x ∈ X gilt: ∣∣∣∣ d

dt
F (t, x)

∣∣∣∣ ≤ g(x) .

(iv) Es gibt ein t0 ∈ I, so dass F (t0, ·) ∈ L1(ν).

Dann ist F (t, ·) integrierbar für alle t ∈ I und die Funktion

f : t 
→
∫
X

F (t, ·) dν

ist differenzierbar auf I mit der Ableitung

f ′(t) =
d

dt

∫
X

F (t, ·) dν =
∫
X

d

dt
F (t, ·) dν .

Seien (X,S, ν) und (Y, T , λ) Maßräume. Wir definieren das äußere Pro-
duktmaß (ν × λ)∗ : 2X×Y → [0,∞] für beliebige Teilmengen S ⊆ X × Y
durch

(ν×λ)∗(S) := inf
{ ∞∑

i=1

ν(Ai)λ(Bi)
∣∣Ai ∈ S, Bi ∈ T , i ∈ N, S ⊆

∞⋃
i=1

Ai×Bi

}
.

Die Restriktion von (ν × λ)∗ auf alle bezüglich (ν × λ)∗–messbaren Mengen
(cf. (11.1)) bezeichnen wir als Produktmaß ν × λ.

11.16 Satz (Fubini). Seien (X,S, ν) und (Y, T , λ) vollständige Maßräume
und sei f ∈ L1(X × Y,S × T , ν × λ). Dann gilt für ν–fast alle x ∈ X

f(x, ·) ∈ L1(Y, T , λ) ,

und die für ν–fast alle x ∈ X erklärte Funktion

x 
→
∫

Y

f(x, y) dλ(y)

ist ein Element von L1(X,S, ν). Für λ–fast alle y ∈ Y gilt:

f(·, y) ∈ L1(X,S, ν) ,
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und die für λ–fast alle y ∈ Y erklärte Funktion

y 
→
∫

X

f(x, y) dν(x)

ist ein Element von L1(Y, T , λ). Weiterhin gilt:∫
X×Y

f(x, y) d(ν × λ) =
∫

Y

(∫
X

f(x, y) dν(x)
)

dλ(y)

=
∫

X

(∫
Y

f(x, y) dλ(y)
)

dν(x) .

11.17 Satz (Transformationssatz). Seien U, V ⊆ Rd, d ∈ N, offene Teil-
mengen des Rd. Ferner sei ϕ : U → V ein Diffeomorphismus und f : U → R

eine Lebesgue–messbare Funktion. Dann ist f ∈ L1(V ) genau dann, wenn
(f ◦ ϕ) |det(∇ϕ)| ∈ L1(U). In diesem Fall gilt die Transformationsformel:∫

ϕ(U)

f(y) dy =
∫

U

f
(
ϕ(x)

)∣∣ det
(
∇ϕ(x)

)∣∣ dx .

A.12 Funktionenräume

A.12.1 Räume stetiger Funktionen

Eine Teilmenge Ω ⊆ Rd, d ≥ 1, heißt Gebiet, falls Ω offen und zusam-
menhängend ist. In diesem Abschnitt setzen wir grundsätzlich voraus, dass
Ω ein Gebiet ist. Eine Funktion f : Ω → R heißt gleichmäßig stetig genau
dann, wenn für alle ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass für alle x, y ∈ Ω mit
|x− y| ≤ δ gilt: |f(x)− f(y)| ≤ ε. Mit C(Ω) bezeichnen wir die Menge aller
beschränkten und gleichmäßig stetigen Funktionen f : Ω → R. Versehen mit
der Norm

‖f‖0 := sup
x∈Ω

|f(x)|

bildet C(Ω) einen Banachraum (cf. [15, Kapitel 1]). Im Falle eines beschränk-
ten Gebietes Ω ist C(Ω) separabel. Dies beweist man mithilfe folgenden Sat-
zes.

12.1 Satz (Weierstrass). Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet und sei
ε > 0. Dann existiert für alle f ∈ C(Ω) ein Polynom p, so dass

‖f − p‖0 ≤ ε .

Beweis . cf. [2, Satz 7.10]



192 A Appendix

Der Dualraum von C(Ω) kann mithilfe von Borel–Maßen charakterisiert
werden. Allerdings ist der Raum C(Ω) nicht reflexiv (cf. [15, Satz 1.7.3]).

12.2 Satz (Riesz–Radon). Sei Ω ein beschränktes Gebiet und sei f ein
stetiges, lineares Funktional auf C(Ω). Dann existiert ein eindeutig bestimm-
tes reguläres, signiertes, endliches Borel–Maß ν, so dass für alle u ∈ C(Ω)
gilt:

〈f, u〉C(Ω) =
∫
Ω

u dν .

Darüber hinaus gilt:

‖f‖(C(Ω))∗ = var (ν) := sup
n∑

i=1

|ν(Mi)| , (12.3)

wobei das Supremum über alle endlichen Systeme von paarweise disjunkten
Borel–Mengen Mi, i = 1, . . . , n, gebildet wird.

Beweis . cf. [2, Satz 4.22]
Eine Teilmenge M von C(Ω) heißt gleichgradig stetig genau dann,

wenn für alle ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass

|f(x)− f(y)| ≤ ε

für alle f ∈M und alle x, y ∈ Ω mit |x− y| ≤ δ gilt.

12.4 Satz (Arzelà, Ascoli). Sei Ω ein beschränktes Gebiet. Eine Teilmen-
ge M von C(Ω) ist genau dann relativ kompakt, wenn M beschränkt und
gleichgradig stetig ist.

Beweis . cf. [15, Satz 1.5.3], [2, Satz 2.11]
Um Räume stetig differenzierbarer Funktionen definieren zu können,

benötigen wir partielle Ableitungen, die durch

∂if(x) =
∂f(x)
∂xi

:= lim
h→0

f(x + hei)− f(x)
h

definiert sind, wobei ei, i = 1, . . . , d ein Vektor der kanonischen Orthonor-
malbasis des Rd ist. Der Gradient einer Funktion f ist definiert durch

∇f(x) :=
(
∂1f(x), . . . , ∂df(x)

)
. (12.5)

Partielle Ableitungen höherer Ordnung werden mithilfe von Multiindizes er-
klärt. Für einen Multiindex α = (α1, . . . , αd), αi ∈ N0 := N ∪ {0},
i = 1, . . . , d, setzen wir |α| := α1 + . . . + αd und definieren

∂αf(x) := ∂α1
1 . . . ∂αd

d f(x) ,

wobei ∂αi
i f(x) := ∂αif(x)

∂x
αi
i

, ∂0f(x) := f(x). Mit Ck(Ω), k ∈ N0, bezeichnen
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wir die Menge aller Funktionen f ∈ C(Ω), deren partielle Ableitungen ∂αf ,
|α| ≤ k, bis zur Ordnung k inklusive, zum Raum C(Ω) gehören. Versehen
mit der Norm

‖f‖Ck = ‖f‖k :=
∑
|α|≤k

sup
x∈Ω

|∂αf(x)|

bildet Ck(Ω) einen Banachraum (cf. [15, Kapitel 1]), der separabel ist, falls Ω
beschränkt ist. Ein Analogon von Satz 12.4 gilt auch im Raum Ck(Ω). Wir
setzen

C∞(Ω) :=
∞⋂

k=1

Ck(Ω) .

Mit Ck
0 (Ω), k ∈ N, bzw. C∞

0 (Ω) bezeichnen wir die Teilräume von Ck(Ω)
bzw. C∞(Ω) von Funktionen mit kompakten Träger supp(f) in Ω, d.h.
supp (f) ⊆⊆ Ω1. Der Raum der Hölder–stetigen Funktionen Ck,λ(Ω),
k ∈ N0, λ ∈ (0, 1], besteht aus denjenigen Funktionen aus Ck(Ω), für die gilt:

[f ]k,λ :=
∑
|α|=k

sup
x,y∈Ω
x�=y

|∂αf(x)− ∂αf(y)|
|x− y|λ

< ∞ .

Versehen mit der Norm

‖f‖Ck,λ = ‖f‖k,λ := ‖f‖k + [f ]k,λ

bildet Ck,λ(Ω) einen Banachraum, der nicht separabel ist (cf. [15, Kapitel 1]).
Elemente aus dem Raum C0,1(Ω) heißen Lipschitz–stetige Funktionen.

Seien X,Y Banachräume. Man sagt, dass X stetig nach Y einbettet,
in Zeichen X ↪→ Y , falls X ⊆ Y und falls für alle x ∈ X gilt:

‖x‖Y ≤ c ‖x‖X ,

wobei die Konstante c von x unabhängig ist. Die Einbettung X nach Y heißt
kompakt, in Zeichen X ↪→↪→ Y , falls sie stetig ist und beschränkte Mengen
in X präkompakt in Y sind.

Wir haben folgende Einbettungen für Räume Hölder–stetiger Funktionen.

12.6 Satz. Sei Ω ein Gebiet und sei k ∈ N0, 0 < ν < λ ≤ 1. Dann sind die
Einbettungen

Ck,λ(Ω) ↪→ Ck,ν(Ω) ,

Ck,λ(Ω) ↪→ Ck(Ω)

stetig. Falls Ω ein beschränktes Gebiet ist, sind diese Einbettungen kompakt.

Beweis . cf. [15, Satz 1.5.10], [1, Satz 1.31]

1 Man schreibt M ⊆⊆ Ω falls M ⊆ Ω und M kompakt ist.
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Um einen weiteren Einbettungssatz formulieren zu können benötigen wir
eine Bedingung an das Gebiet Ω. Wir sagen, dass ein beschränktes Gebiet Ω
einen Rand ∂Ω ∈ Ck,λ, k ∈ N0, λ ∈ (0, 1], besitzt, wenn es m ∈ N kartesische
Koordinatensysteme Xj , j = 1, . . . , m,

Xj = (xj,1, . . . , xj,d−1, xj,d) =: (x′
j , xj,d)

gibt und positive reelle Zahlen α, β > 0, sowie m Funktionen

aj ∈ Ck,λ([−α, α]d−1) , j = 1, . . . , m ,

so dass die Mengen

Λj :=
{
(x′

j , xj,d) ∈ Rd
∣∣ ∣∣x′

j

∣∣ ≤ α , xj,d = aj(x′
j)
}

,

V j
+ :=

{
(x′

j , xj,d) ∈ Rd
∣∣ ∣∣x′

j

∣∣ ≤ α , aj(x′
j) < xj,d < aj(x′

j) + β
}

,

V j
− :=

{
(x′

j , xj,d) ∈ Rd
∣∣ ∣∣x′

j

∣∣ ≤ α , aj(x′
j)− β < xj,d < aj(x′

j)
}

,

folgende Eigenschaften besitzen:

Λj ⊂ ∂Ω, , V j
+ ⊂ Ω , V j

− ⊂ Rd \Ω , j = 1, . . . , m ,
m⋃

j=1

Λj = ∂Ω .

12.7 Satz. Sei Ω ein beschränktes Gebiet mit Rand ∂Ω ∈ C0,1. Dann ist,
für k ∈ N0, λ ∈ (0, 1], die Einbettung

Ck+1(Ω) ↪→ Ck,λ(Ω)

stetig.

Beweis . cf. [15, Satz 1.2.14], [1, Satz 1.31]

A.12.2 Lebesgue–Räume Lp(Ω)

Eine Darstellung der Theorie der Lebesgue–Räume Lp(Ω) kann in vielen
Lehrbüchern gefunden werden. Die Beweise aller Behauptungen in diesem
Abschnitt sind z.B. in [15, Kapitel 2], [2, Kapitel 1–4] und [1, Kapitel 2]
enthalten.

Sei Ω ⊆ Rd, d ≥ 1, ein Gebiet, µ das auf Rd definierte Lebesgue–Maß und
sei 1 ≤ p < ∞. Wir bezeichnen mit Lp(Ω) die Menge aller (Äquivalenzklas-
sen) Lebesgue–messbarer Funktionen f : Ω → R mit∫

Ω

|f |p dx :=
∫
Ω

|f |p dµ < ∞ .
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Mit L∞(Ω) bezeichnen wir die Menge aller (Äquivalenzklassen) Lebesgue–
messbarer Funktionen f : Ω → R für die eine Konstante K > 0 existiert, so
dass für fast alle x ∈ Ω gilt:

|f(x)| ≤ K .

Wir sagen, dass eine Funktion f : Ω → R lokal integrierbar ist, wenn für
alle Lebesgue–messbaren Mengen M ⊆⊆ Ω gilt f ∈ L1(M). Die Menge aller
lokal integrierbaren Funktionen f : Ω → R wird mit L1

loc(Ω) bezeichnet. Für
Funktionen aus Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, bzw. L∞(Ω) definieren wir

‖f‖Lp = ‖f‖p :=
(∫

Ω

|f |p dx
) 1

p

, (12.8)

‖f‖L∞ = ‖f‖∞ := ess sup
x∈Ω

|f(x)| := inf
M∈S

µ(M)=0

sup
x∈Ω\M

|f(x)| . (12.9)

Für diese Größen gilt folgende fundamentale Ungleichung:

12.10 Lemma (Hölder–Ungleichung). Sei f ∈ Lp(Ω) und g ∈ Lp′
(Ω),

wobei p ∈ [1,∞] und p′ der duale Exponent ist, d.h. 1
p + 1

p′ = 1.2 Dann ist
fg ∈ L1(Ω) und es gilt: ∣∣∣ ∫

Ω

fg dx
∣∣∣ ≤ ‖f‖p ‖g‖p′ . (12.11)

Der Beweis beruht auf der Young–Ungleichung

ab ≤ ap

p
+

bp′

p′
,

die für p ∈ (1,∞), 1
p + 1

p′ = 1 und a, b ∈ R+ gilt. In Anwendungen ist
auch folgende Variante der Young–Ungleichung nützlich: Seien a, b ∈ R+ und
p ∈ (1,∞), 1

p + 1
p′ = 1. Dann existiert für alle ε > 0 eine Konstante c(ε), so

dass
ab ≤ ε ap + c(ε) bp′

.

Mithilfe der Hölder–Ungleichung kann man die Minkowski–Ungleichung

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p ,

beweisen, die für Funktionen f, g ∈ Lp(Ω), p ∈ [1,∞], gilt. Demzufolge bilden(
Lp(Ω), ‖·‖p

)
, p ∈ [1,∞], normierte Vektorräume. Man kann zeigen, dass die-

se Räume vollständig sind, d.h.
(
Lp(Ω), ‖·‖p

)
, p ∈ [1,∞], sind Banachräume.

2 Wir benutzen die Konvention, dass sowohl p = 1, p′ = ∞ als auch p = ∞, p′ = 1
in der Identität 1

p
+ 1

p′ = 1 enthalten sind.
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Der Raum L2(Ω) versehen mit dem Skalarprodukt (f, g) :=
∫

Ω
f g dx,

f, g ∈ L2(Ω), ist ein Hilbertraum. Wir sagen, dass eine Folge (fn) ⊂ Lp(Ω)
gegen f ∈ Lp(Ω) konvergiert, in Zeichen fn → f in Lp(Ω) (n →∞), genau
dann, wenn

lim
n→∞ ‖fn − f‖Lp = 0 .

Mithilfe des Satzes von Lusin 11.5 und des Satzes 11.6 kann man beweisen,
dass die Menge stetiger Funktionen mit kompakten Träger C0(Ω) dicht in
Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, liegt. Dies zusammen mit dem Satz von Weierstrass (cf.
Satz 12.1) impliziert, dass Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, separabel ist. Auf Grundlage
der Sätze 11.14 und 11.15 kann man sogar zeigen, dass glatte Funktionen
mit kompakten Träger C∞

0 (Ω) dicht in Lp(Ω) liegen falls 1 ≤ p < ∞. Dazu
benötigt man eine nichtnegative Funktion J ∈ C∞

0 (Ω) mit den Eigenschaften:

(i) J(x) = 0, falls |x| ≥ 1 ,
(ii)

∫
Rd J(x) dx = 1 .

Für ε > 0 definieren wir den Glättungsoperator

Jε(x) := ε−dJ(x/ε) .

Aufgrund der Definition gilt supp (Jε) ⊂ Bε(0) und Jε besitzt die Eigenschaft
(ii). Die Konvolution

(Jε ∗ f) (x) :=
∫
Rd

Jε(x− y)f(y) dy ,

welche für Funktionen f definiert ist, für die die rechte Seite Sinn macht,
heißt Regularisierung von f . Ein typisches Beispiel für J ist

J(x) =

{
k exp( −1

1−|x|2 ) , falls |x| ≤ 1 ,

0 , falls |x| ≥ 1 ,

wobei k eine Normierungskonstante ist.

12.12 Satz. Sei Ω ein Gebiet des Rd, sei f : Rd → R außerhalb von Ω
identisch Null und sei ε > 0.

(i) Für f ∈ L1(Ω) gilt: Jε ∗ f ∈ C∞(Rd).
(ii) Falls supp(f) ⊆⊆ Ω, dann ist Jε∗f ∈ C∞

0 (Ω) für ε < dist(supp(f), ∂Ω).
(iii) Für f ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, gilt: Jε ∗ f ∈ Lp(Ω) und

‖Jε ∗ f‖p ≤ ‖f‖p ,

lim
ε→0+

‖Jε ∗ f − f‖p = 0 .
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(iv) Für f ∈ C(Ω) und K ⊆⊆ Ω gilt:

lim
ε→0+

Jε ∗ f(x) = f(x) gleichmäßig auf K .

Der Dualraum von Lp(Ω) kann wie folgt charakterisiert werden.

12.13 Satz. Sei Ω ein Gebiet und sei f ein stetiges, lineares Funktional
auf Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Funktion
g ∈ Lp′

(Ω), 1
p + 1

p′ = 1, so dass für alle u ∈ Lp(Ω) gilt:

〈f, u〉Lp(Ω) =
∫
Ω

g u dx .

Darüber hinaus gilt:
‖f‖(Lp(Ω))∗ = ‖g‖Lp′ .

Aufgrund dieses Satzes kann man zeigen, dass der Raum Lp(Ω) reflexiv
ist, falls 1 < p < ∞. Die Räume L1(Ω) und L∞(Ω) sind für beschränkte,
nichtleere Gebiete Ω nicht reflexiv. Der Beweis des Satzes 12.13 beruht auf
Satz 11.3 und

12.14 Satz (Radon–Nikodým). Sei Ω ein Gebiet und sei ν ein auf der
σ–Algebra MΩ, der Lebesgue–messbaren Teilmengen von Ω, definiertes Maß
mit var (ν) <∞, das absolut stetig bzgl. des Lebesgue–Maßes µ ist, d.h. für
alle M ∈MΩ gilt:

µ(M) = 0 =⇒ ν(M) = 0 .

Dann existiert genau eine nichtnegative Funktion h ∈ L1(Ω), so dass für alle
M ∈MΩ gilt:

ν(M) =
∫
M

h dµ .

Man nennt die Funktion h die Radon–Nikodým Ableitung von ν bzgl. µ.

Es gilt folgendes Analogon des Satzes 12.4.

12.15 Satz (Kolmogorov). Sei Ω ein beschränktes Gebiet. Eine Teilmen-
ge M von Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, ist genau dann relativ kompakt, wenn M
beschränkt und p–gleichgradig stetig ist, d.h. für alle ε > 0 existiert ein
δ > 0, so dass für alle f ∈ M und alle h ∈ Rd mit |h| ≤ δ gilt:∫

Ω

|f(x + h)− f(x)|p dx ≤ εp .

Mithilfe der Hölder–Ungleichung (12.11) kann man folgende Einbettung
beweisen.
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12.16 Satz. Sei Ω ein beschränktes Gebiet. Für alle 1 ≤ q < p ≤ ∞ ist die
Einbettung

Lp(Ω) ↪→ Lq(Ω)

stetig.

Diese Aussage ist für unbeschränkte Gebiete nicht richtig.

A.12.3 Sobolev–Räume W k,p(Ω)

Auch die Theorie der Sobolev–Räume W k,p(Ω) kann in vielen Lehrbüchern
nachgelesen werden. Die Beweise aller Behauptungen in diesem Abschnitt
finden sich z.B. in [15, Kapitel 5], [2], [10, Kapitel 4] und [1, Kapitel 3, 5, 6].

Sei Ω ⊆ Rd, d ≥ 1, ein Gebiet. Seien f, g ∈ L1
loc(Ω) lokal integrierbare

Funktionen und sei α ein Multiindex. Wir sagen, dass g die α-te schwache
partielle Ableitung von f ist, in Zeichen

∂αf := g ,

wenn für alle Testfunktionen ϕ ∈ C∞
0 (Ω) gilt:∫

Ω

f ∂αϕdx = (−1)|α|
∫
Ω

g ϕ dx .

Mit den schwachen partiellen Ableitungen kann man im Wesentlichen wie mit
klassischen partiellen Ableitungen rechnen, allerdings muss man immer acht
geben, dass alle auftretenden Terme wohldefiniert sind. Für 1 ≤ p ≤ ∞ und
k ∈ N bezeichnen wir mit W k,p(Ω) die Menge aller Funktionen f ∈ Lp(Ω),
deren schwache partielle Ableitungen ∂αf , |α| ≤ k, existieren und zum Raum
Lp(Ω) gehören. Der Raum W k,p(Ω), versehen mit der Norm

‖f‖W k,p = ‖f‖k,p :=
( ∑

|α|≤k

‖∂αf‖p
Lp

) 1
p

,

bildet für alle 1 ≤ p ≤ ∞ und k ∈ N einen Banachraum. Der Raum W k,p(Ω),
1 ≤ p ≤ ∞, k ∈ N, ist isometrisch isomorph zu einem abgeschlossenen
Teilraum von (Lp(Ω))N , N :=

∑
|α|≤k 1. Deshalb ist W k,p(Ω) separabel für

1 ≤ p < ∞ und reflexiv für 1 < p < ∞. Man beachte, dass für alle Elemente
f ∈ W k,p(Ω) per Definition die partielle Integrationsformel∫

Ω

f ∂αϕdx = (−1)|α|
∫
Ω

∂αf ϕ dx (12.17)

für alle ϕ ∈ C∞
0 (Ω) gilt. Wir sagen, dass eine Folge (fn) ⊂ W k,p(Ω) gegen

f ∈ W k,p(Ω) konvergiert, in Zeichen fn → f in W k,p(Ω) (n → ∞), genau
dann, wenn

lim
n→∞ ‖fn − f‖W k,p = 0 .
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Wir bezeichnen mit W k,p
0 (Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, k ∈ N, den Abschluss von C∞

0 (Ω)
im Raum W k,p(Ω). Da W k,p

0 (Ω) ein abgeschlossener Unterraum von W k,p(Ω)
ist, erhalten wir sofort, dass der Banachraum W k,p

0 (Ω) für 1 ≤ p < ∞ sepa-
rabel und für 1 < p <∞ reflexiv ist. Man kann zeigen, dass für alle Elemente
f des Dualraumes (W k,p

0 (Ω))∗ Funktionen fα ∈ Lp′
(Ω), |α| ≤ k, existieren,

so dass für alle u ∈W k,p
0 (Ω) gilt:

〈f, u〉 =
〈 ∑

|α|≤k

(−1)|α|∂αfα, u
〉

:=
∑
|α|≤k

∫
Ω

fα ∂αu dx .

Mithilfe des Glättungsoperators Jε kann man Funktionen aus W k,p(Ω)
lokal durch glatte Funktionen approximieren.

12.18 Satz. Sei Ω ein Gebiet und sei f ∈W k,p(Ω), 1 ≤ p <∞, k ∈ N. Für
ε > 0 sei Ωε := {x ∈ Ω

∣∣dist (∂Ω, x) > ε}. Dann gilt:

(i) ∂α
(
Jε ∗ f

)
= Jε ∗

(
∂αf

)
in Ωε, |α| ≤ k.

(ii) Jε ∗ f ∈ W k,p(Ωε) für alle ε > 0.
(iii) Jε ∗ f → f in W k,p(V ) (ε → 0) für alle V ⊆⊆ Ω.

Um auch eine globale Approximation von Funktionen aus W k,p(Ω) durch
glatte Funktionen zu beweisen, benötigt man eine so genannte Zerlegung der
Eins.

12.19 Satz. Sei A eine beliebige Teilmenge des Rd und sei (Ui)i∈I eine
Überdeckung von A durch offene Mengen, d.h. A ⊆ ∪i∈IUi. Dann existiert
ein System von Funktionen λi ∈ C∞

0 (Rd), i ∈ I mit folgenden Eigenschaften:

(i) Für alle λi, i ∈ I, und alle x ∈ Rd gilt: 0 ≤ λi(x) ≤ 1 .
(ii) Sei K ⊆⊆ A. Dann gilt für alle bis auf endlich viele i ∈ I: λi|K ≡ 0 .
(iii) Für alle i ∈ I gilt: supp (λi) ⊂ Ui .
(iv) Für alle x ∈ A gilt:

∑
i∈I λi(x) = 1 .

Ein solches System von Funktionen (λi)i∈I heißt die zur Überdeckung (Ui)i∈I

zugehörige Zerlegung der Eins.

Von nun an beschränken wir uns auf beschränkte Gebiete Ω und Sobolev–
Räume W 1,p(Ω) bzw. W 1,p

0 (Ω), 1 ≤ p ≤ ∞. Für die meisten der folgenden
Aussagen gibt es entsprechende Verallgemeinerungen auf beliebige Sobolev–
Räume W k,p(Ω) bzw. W k,p

0 (Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, k ∈ N und unbeschränkte
Gebiete Ω.

12.20 Satz. Sei Ω ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz–stetigem Rand ∂Ω.
Dann existiert für alle Funktionen f ∈ W 1,p(Ω), 1 ≤ p < ∞, eine Folge
(fn) ⊂ C∞(Ω) mit fn → f in W 1,p(Ω) (n →∞).

Für Funktionen f aus dem Sobolev–Raum W 1,p(Ω) kann man zeigen,
dass f schwache Randwerte besitzt.
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12.21 Satz. Sei Ω ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz–stetigem Rand ∂Ω
und 1 ≤ p <∞.

(i) Es gibt einen stetigen, linearen Spuroperator T : W 1,p(Ω) → Lp(∂Ω),
so dass für alle f ∈ C(Ω) gilt:

T (f) = f auf ∂Ω .

(ii) Für alle f ∈ W 1,p(Ω) und g ∈ W 1,p′
(Ω), 1

p + 1
p′ = 1 gilt die Formel für

die partielle Integration:∫
Ω

f ∂ig dx = −
∫
Ω

∂if g dx +
∫

∂Ω

T (f)T (g) νi dS ,

wobei ν = (ν1, . . . , νd) die äußere Normale an ∂Ω ist.

Die Funktion T (f) ∈ Lp(∂Ω) nennt man Spur der Funktion f ∈ W 1,p(Ω).
Man kann zeigen, dass

W 1,p
0 (Ω) =

{
f ∈W 1,p(Ω)

∣∣T (f) = 0
}

.

gilt. Man kann auch zeigen, dass man Funktionen aus W 1,p(Ω) auf Rd fort-
setzen kann.

12.22 Satz. Sei Ω ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz–stetigem Rand ∂Ω
und 1 ≤ p ≤ ∞. Sei V eine beschränkte offene Menge mit Ω ⊆⊆ V . Dann
gibt es einen stetigen, linearen Operator E : W 1,p(Ω) → W 1,p(Rd), so dass
für alle f ∈ W 1,p(Ω) gilt:

E(f) = f fast überall in Ω

und supp E(f) ⊂ V . Darüber hinaus gilt für alle f ∈W 1,p(Ω):

‖E(f)‖W 1,p(Rd) ≤ c ‖f‖W 1,p(Ω) ,

wobei die Konstante c nur von p,Ω und V abhängt.

Auch für Sobolev–Räume kann man Einbettungssätze beweisen.

12.23 Satz. Sei Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz–
stetigem Rand ∂Ω. Dann gilt:

(i) Falls 1 ≤ p < d und f ∈ W 1,p(Ω), dann gilt für alle 1 ≤ q ≤ p∗ := pd
d−p

die Abschätzung:
‖f‖Lq ≤ c ‖f‖W 1,p ,

wobei die Konstante c nur von p, d und Ω abhängt.
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(ii) Falls p = d und f ∈ W 1,d(Ω), dann gilt für alle 1 ≤ q < ∞ die
Abschätzung:

‖f‖Lq ≤ c ‖f‖W 1,d ,

wobei die Konstante c nur von d, q und Ω abhängt.
(iii) Falls p > d und f ∈ W 1,p(Ω), dann gilt für γ := 1− d

p die Abschätzung:

‖f‖C0,γ(Ω) ≤ c ‖f‖W 1,p ,

wobei die Konstante c nur von p, d und Ω abhängt.

Für Funktionen f ∈ W 1,p
0 (Ω) kann man die Abschätzung in (i) wie folgt

verbessern:
‖f‖Lq ≤ c ‖∇f‖Lp ,

wobei 1 ≤ q ≤ p∗ und die Konstante c nur von p, d und Ω abhängt. Man kann
zeigen, dass die obigen Einbettungen kompakt sind, falls die Ungleichungen
strikt sind.

12.24 Satz. Sei Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz–
stetigem Rand ∂Ω. Dann gilt:

(i) Falls 1 ≤ p < d, dann ist für alle 1 ≤ q < p∗ die Einbettung

W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω)

kompakt.
(ii) Falls p = d und 1 ≤ q < ∞, dann ist die Einbettung

W 1,d(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω)

kompakt.
(iii) Falls p > d und 0 ≤ λ < γ := 1− d

p , dann ist die Einbettung

W 1,p(Ω) ↪→↪→ C0,λ(Ω)

kompakt.

12.25 Satz (Poincaré–Ungleichung). Sei Ω ⊂ Rd, d ≥ 1, ein beschränk-
tes Gebiet mit Lipschitz–stetigem Rand ∂Ω. Dann gilt für alle f ∈ W 1,p

0 (Ω)
die Abschätzung:

‖f‖Lp ≤ c ‖∇f‖Lp ,

wobei die Konstante c nur von p, d und Ω abhängt.

Mithilfe dieses Satzes kann man sofort sehen, dass auf dem Raum W 1,p
0 (Ω)

durch ‖∇f‖Lp eine äquivalente Norm gegeben ist, d.h. es gibt Konstanten
c1, c2 > 0, so dass für alle f ∈W 1,p

0 (Ω) gilt:

c1 ‖∇f‖Lp ≤ ‖f‖W 1,p ≤ c2‖∇f‖Lp . (12.26)
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