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Prolog

Seit den fundamentalen Arbeiten von Volterra und Lotka um 1920, von Kermack
und McKendrick um 1930, von Fisher 1930-1940, von Hodgkin und Huxley um 1950,
um nur einige wesentliche wissenschaftliche Beitrége zu nennen, ist das Gebiet der
Mathematischen Biologie wohletabliert. Zur Zeit sehen wir eine spannende Diversi-
fizierung und ein ,exponentielles Wachstum® an Publikationen in diesem Bereich.
Dies findet zunehmend auch in der mathematischen Ausbildung an den Universi-
titen seinen Niederschlag. Inspiziert man die Curricula der Bachelor-Studiengénge
an Colleges in den USA und Kanada, so findet man fast iiberall einen Kurs iiber
Mathematical Biology.

Dieses Buch tréigt dieser Entwicklung Rechnung. Es ist aus Vorlesungen und Prak-
tika enstanden, die die Autoren an der Martin-Luther-Universitdt Halle-Wittenberg
in den letzten 10 Jahren regelméaflig gehalten haben. Dabei variierten die behandelten
Modelle je nach Horerkreis, allerdings wurden die Kerninhalte dieser Monographie
in jedem der Kurse behandelt.

Obwohl mathematisch rigoros, ist es ein elementar gehaltenes Buch, das auch
fiir Studenten der Bioinformatik und - bei entsprechenden Vorkenntnissen - auch
fiir Studenten der Biowissenschaften geeignet ist. So sind als mathematische Ba-
sis je ein Grundkurs in Analysis und Linearer Algebra, sowie ein elementarer Kurs
tiber gewohnliche Differentialgleichungen, der auch parallel gehort werden kann,
ausreichend. Damit ist das Buch fiir Studenten in einem Bachelor-Studiengang Ma-
thematik ab dem dritten Semester verwendbar; es kann als Skriptum fiir eine ein-
semestrige 2V+1U-Vorlesung verwendet werden. Zu jedem der sechs Kapitel sind
Ubungsaufgaben mit variierendem Schwierigkeitsgrad angegeben.

Wir haben uns entschieden, hier keine diskreten Modelle zu behandeln. Der in
der Biologie beliebten Denkweise in Generationen - insbesondere in der Genetik -
folgen wir nicht. Zeit ist in diesem Buch kontinuierlich und absolut, damit wird die
Problematik tiberlappender Generationen von Beginn an vermieden. Wie der Unter-
titel deterministisch sagt, behandeln wir ebenfalls keine probabilistischen Modelle,
da solche dem mathematischen Kenntnisstand der anvisierten Leserschaft nicht ent-
sprechen. Der zweite Untertitel homogen ist im Gegensatz zu heterogen zu verstehen.
Heterogene Modelle enthalten stets mehr als eine unabhingige Variable und fithren
damit auf partielle Differentialgleichungen, ein Gebiet, das ebenfalls auflerhalb der
vorausgesetzten Kenntnisse der Leserschaft liegt.

Daher beschrinken wir uns in diesem Buch auf Modelle fiir biologische Syste-
me, deren mathematische Formulierung auf gewdhnliche Differentialgleichungen
fithrt. Die verwendeten Methoden entstammen somit aus dieser Theorie und aus der
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Theorie dynamischer Systeme. Um das Buch fiir Studenten einigermaflen konsistent
zu halten, also um Querverweise auf Literatur aus diesen Gebieten zu vermeiden, ent-
hélt der Anhang tiber Dynamische Systeme die im Haupttext verwendeten Resultate.
Ergebnisse, die der Analysis und der linearen Algebra aus dem ersten Studienjahr
entstammen, werden ohne Kommentare und Zitate verwendet.

Bei der Auswahl der Themen hatten wir die Qual der Wahl, da der o.g. Rahmen
fiir den Umfang gesetzt war. Natiirlich gehdren die Ausgangspunkte, die Volterra
und Lotka sowie Kermack und McKendrick gesetzt haben, dazu, siehe Kapitel 1
und 2. Die in Kapitel 3 behandelten Virenmodelle sind weitaus jiinger, sie wurden
u.a. durch HIV und BSE iniitiert. Der Zusammenhang mit Kapitel 2 wird im Text
deutlich. Wir présentieren hier auch einige neue Ergebnisse iiber das asymptoti-
sche Verhalten der Losungen in Virenmodellen und in der Dynamik von Prionen.
Die in Kapitel 4 behandelte Problematik der Fortpflanzung in zweigeschlechtlichen
Populationen wurde von Keyfitz und anderen um 1960 aufgegriffen und ist in der
Mathematischen Demographie noch immer Diskussionsgegenstand. Mathematische
Genetik ist das Thema des 5. Kapitels, das in keiner Veranstaltung {iber mathemati-
sche Biologie fehlen darf. Ein zentrales Resultat, das hier reproduziert wird, ist das
Fundamentaltheorem von Fisher, und wir zeigen auch die Konvergenz der Losungen
gegen Equilibria. Enzyme bilden die Basis fiir die iiberwiegende Zahl biochemischer
Reaktionen und sind schon um 1915 von Michaelis und Menten untersucht worden.
Daher gehoren entsprechende Modelle und deren mathematische Analysis in eine
Einfithrung wie diese.

Damit war der gesetzte Rahmen erschopft, und wir konnten leider andere
spannende Themen wie z.B. die Hodgkin-Huxley Theorie zur Erregungsleitung
in Nerven, oder das FitzHugh-Nagumo-Modell, Compartment-Modelle fiir Organe,
Zellwachstum- und -teilung, etc. in diesem Buch nicht berticksichtigen. Trotzdem
denken wir, eine Auswahl getroffen zu haben, die interessant genug ist, um die Leser
fiir ein weitergehendes Studium der mathematischen Biologie zu inspirieren. Der
Epilog, in dem wir Kommentare und weiterfithrende Literaturhinweise geben, ent-
hiltauch einen Ausblick auf kompliziertere Modelle,und soll den Leser zum weiteren
Studium der mathematischen Biologie ermuntern.

Alle Diagramme im Text sind vom Computer-Algebra-System Mathematica er-
zeugt worden. In einem Anhang geben wir einige der Notebooks wieder, mit denen
der Leser einige der im Text gezeigten Bilder reproduzieren kann. Wir haben nicht
versucht, die Diagramme zu ,,optimieren, sondern haben solche erstellt, die ein
normaler Mathematica-User mit ein bisschen Erfahrung erstellen kann.

Obwohl wir seit lingerem den Plan fiir ein solches Buchprojekt hatten, kam der
entscheidende Anstof3 zur Realisierung von unserem Kollegen Professor Stroth.Ihm,
den weiteren Herausgebern dieser Buchreihe, dem Birkhduser Verlag, sowie den an
diesem Projekt beteiligten Mitarbeitern des Verlages sei an dieser Stelle herzlich
gedankt.

Halle und Karlsruhe, August 2007 Jan Priiss, Roland Schnaubelt, Rico Zacher
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Populationen

Dieses einfithrende Kapitel befasst sich mit der mathematischen Modellierung bio-
logischer Wachstumsprozesse. Wir beginnen mit den klassischen Gesetzen von Mal-
thus und Verhulst, die die mathematische Basis dieser Theorie bilden. Danach befas-
sen wir uns mit der Modellierung von Interaktionen in Populationen. Hier sind die
drei Grundtypen zu nennen, ndmlich Konkurrenz, Kooperation bzw. Symbiose, und
die Réuber-Beute-Konstellation. Jedem dieser Interaktionstypen ist ein eigener Ab-
schnitt gewidmet, in denen die entsprechenden Modelle fiir zwei Arten ausfiihrlich
diskutiert werden.

H1
Logistisches Wachstum

Es sei N(t) die Anzahl der Individuen in einer Population von Organismen zur Zeit t.
Dabei denken wir an grofle Populationen, wie z.B. die Population aller M4use auf der
Insel Riigen, oder die der Heringe in der Ostsee, oder Regenwiirmer in einem Acker,
Bakterien in einer Petrischale, etc. Ziel der Modellierung ist, Gesetzméafligkeiten fiir
die zeitliche Entwicklung der Funktion N(t) anzugeben, um N(t) vorausberechnen
zu konnen, und insbesondere Aussagen iiber das Langzeitverhalten der Population
machen zu konnen.

Die Anzahl N(t) kann nur ganzzahlige nichtnegative Werte annehmen, sie ist
eine diskrete Gréfle. Um zu einer kontinuierlichen Gréfle zu kommen, geht man
folgendermaflen vor. Man wihlt eine Bezugszahl N, und setzt u(¢) = N(t)/N.. Da-
bei sollte N, so gewihlt werden, dass u(t) in der Groflenordnung von 1 ist, z.B.
N, = N(0), wenn die Populationsgrofle zur Zeit t = 0 bekannt ist, oder man wihlt
N, als Schitzwert fiir N(0). Die Funktion u(¢) nimmt ebenfalls nur diskrete Werte
an, ndmlich u(t) € Ny/N.. Ist aber N, grof3, dann ist es naheliegend u(t) als steti-
ge Funktion mit Werten in [0, co) anzusehen. Hiufig wird u(t) auch als Biomasse
zur Zeit t interpretiert, also von vornherein als kontinuierliche Gréf3e. Man beach-
te dabei, dass negative Werte von u(¢) biologisch nicht sinnvoll sind. Modelle fiir
Populationswachstum sollten daher u(¢) > 0 implizieren.

Um ein Modell fiir u(t) zu entwickeln, folgen wir dem Grundprinzip der Buch-
haltung, der Bilanzierung. Wir nehmen an, dass die Populationsgréfie zu einem
Zeitpunkt z.B. fiir ¢ = 0 bekannt ist: u(0) = 1. Ist die Population isoliert, so findet
keine Migration statt, und die Population dndert sich nur infolge von Geburts- und
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Sterbeprozessen. Es sei nun 3 die Anzahl der Geburten pro Zeiteinheit und Kopf, u
die Anzahl der Sterbefille pro Zeiteinheit und Kopf. Die zeitliche Anderung von u(t)
zur Zeit t ergibt sich dann zu (f — p)u(t), also

d
i(t): = d—z’(t) =(B-pult), t>0, u0) = u. (1.1)

Diese einfache Differentialgleichung ist die Grundlage der Modellierung biologi-
scher Wachstumsprozesse.

Die eigentliche Modellierung beginnt allerdings erst jetzt, denn wie bekommt
man die Geburtsrate  und die Sterberate p? Im Allgemeinen werden f und p von
einer Vielzahl von Parametern abhéngen, die durch die Umwelt,in der die Population
lebt,bestimmt werden, und sie sind auch saisonalen Schwankungen unterworfen. Die
Festlegung von  und p nennt man konstituierende Gleichungen oder konstituierende
Gesetze, hier ist die Biologie gefragt.

Die Gleichung (1.1) geht auf Malthus (1798) zuriick, der annahm, dass sowohl j
als auch p Konstanten sind. Die Losung von (1.1) ist dann durch

u(t) = eP Py, >0,

gegeben. Die Zahl ry: = /1 heiflt Reproduktionsrate der Population. Ist ry < 1 so
stirbt die Population exponentiell aus, fiir ry = 1 bleibt sie konstant, und fiir ry > 1
wichst sie exponentiell. Angewandt auf die Population aller Menschen auf diesem
Planeten, 16ste dieses sog. Wachstumsgesetz von Malthus zu Beginn des 19. Jahrhun-
derts heftige Diskussionen aus. Man befiirchtete, dass die Menschheit aufgrund der
Beschrinktheit der Nahrungsressourcen langfristig an Hunger sterben wiirde.

Aus heutiger Sicht ist diese Diskussion naiv, exponentielles Wachstum kann es so
nicht geben. Allerdings beschreibt es durchaus das Wachstumsverhalten von Popula-
tionen, die ideale Bedingungen vorfinden, insbesondere keinen Nahrungsbeschrén-
kungen unterworfen sind. Erst ca. 50 Jahre nach Malthus schlug Verhulst (1845) ein
Gesetz vor, das das Wachstum von Populationen einigermaflen realistisch beschreibt.
Es lautet

B-—p=g)=20-u/ux), u=>0, (1.2)

wobei Ay und u., positive Parameter sind. Damit ergibt sich die das Verhulstsche
Wachstum beschreibende Differentialgleichung wie folgt:

= Aou(l = —5), u(0) = up > 0. (1.3)

Uco

Ao heiflt auch hier Wachstumsrate und u., nennt man Kapazitit der Population. Ist
u klein, so ist g(u) &~ Ay, was zu exponentiellem Wachstum mit Rate A, fiir kleine
Populationen fiihrt. Fiir u < uo ist g(u) > 0, die Population wichst. u = u ist eine
konstante Losung, ein Equilibrium, die Population befindet sich im Gleichgewicht.
Schliefilich ist g(u) < 0 fiir u > us, zu grofle Populationen reduzieren sich selbst.
Da sich Losungen aufgrund des Satzes von Picard-Lindel6f nicht schneiden konnen,
konvergiert jede nichttriviale Losung gegen das Equilibrium u., also

lim u(t) = us, fiir alle Anfangswerte uy > 0.
t— 00
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Abb. 1. Logistisches Wachstum

Die Losungen von (1.3) lassen sich explizit angeben, denn es ist fiir 1y # 0, 0

L MDue i) i) _d u(t)
O Ut — (D) u(®)  ult) — e dt O (ult) — oo’
also 0
u _ Ug
8 ) ] TIe T
und somit e
u(t) = 0700 t>0.

U + (Uoo — tg)e™ !’

Das Wachstumsgesetz (1.2) von Verhulst nennt man logistisches Wachstum. Es ist
heute fiir biologische Wachstumsprozesse weitgehend akzeptiert; in Abb. 1 ist der
zeitliche Verlauf typischer Losungen dargestellt. Das Verhulstsche Wachstumsgesetz
ist besonders deswegen beliebt, da es nur mit den zwei Parametern Ay und us
charakteristische zeitliche Wachstumsverldufe beschreibt. Die Parameter haben eine
klare biologische Bedeutung und lassen sich aus Messungen leicht bestimmen, da
die Losungen des Modells explizit bekannt sind.

Allgemeinere Wachstumsgesetze mit den gleichen qualitativen Eigenschaften wie
das Verhulst’sche liefern Funktionen g € C'"(R;) mit g(u) > 0 in (0, us), sowie
g(u) < 01in (4w, 00). Dies zeigen wir im nachfolgenden Satz. Wachstumsgesetze
f(u) = ug(u) mit diesen Eigenschaften nennt man daher verallgemeinert logistisch.
Der typische Verlauf einer solchen Funktion ist in Abb. 2 dargestellt.

Satz iiber die Logistik. Sei g € C'"(R,) derart, dass g(u) > 0 in (0, u,) ist,
sowie g(u) < 01in (ue, 00). Dann existieren die Losungen u(t, uo) von
u=gwu, t>0, u(0)=1u >0, (1.4)

fiir alle # > 0, und es gilt lim,_, o, u(t, Up) = U fiir jedes 1y > 0.

Satz
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Abb. 2. Logistik

Beweis. Der Satz von Picard und Lindel6f ergibt Losungen auf einem maximalen
Existenzintervall J = [0, t*). Da sich Losungen nicht schneiden kénnen, und u; = 0
und 4, = uy Equilibria sind, folgt aus 0 < #y < U schon 0 < u(t) < uq fir alle
t € J.Insbesondereist u(t) auf ] beschrankt,woraus] = R, folgt. Fiir solche Anfangs-
werte ist die zugehorige Losung u(t) streng wachsend, da u(t) = g(u(#))u(t) > 0
ist, also existiert der Grenzwert u(00): = lim,_, «, u(t). Ebenso ist die Losung u(t) fiir
Uy > Ueo streng fallend und erfiillt u(t) > uy fiiralle t € J. Damit sind die Losungen
auch fiir solche Anfangswerte beschrinkt, existieren daher global,und der Grenzwert
u(00): = lim;_, o, u(t) existiert auch in diesem Fall. Schliefflich ist #(00) = 1y, da die
Funktion g nur eine positive Nullstelle besitzt, und g(u(oco)) = 0 sein muss. O

Erwahnenswert ist die folgende Modifikation des logistischen Wachstumsgesetzes.
Manche Populationen sterben aus, wenn ihre Grofle einen gewissen Wert unter-
schreitet. Z.B.konnen zu kleine Fischschwédrme von Raubfischen aufgerieben werden,
oder die Fortpflanzung einer Spezies wird durch eine zu geringe Anzahl erschwert.
Um dies zu beriicksichtigen, wéhlt man g € C'"(R;) so, dass g(u) < 0 in (0, uy),
g(u) > 0in (u3, uz),und g(u) < 0in (uz, 00).Als Beispiel sei g(u) = Ao(u—uy)(uy—u)
genannt. Dabei ist der Schwellenwert u; ein weiteres Equilibrium, und man zeigt wie
im vorhergehenden Beweis, dass die Losungen von (1.4) fiir uy > u; wieder gegen
die Kapazitét u, konvergieren, fiir uy < u; hingegen gegen 0. Ein typischer Verlauf
von f(u) = g(u)u fiir die modifizierte Logistik ist in Abb. 3 dargestellt.

Wachstum

2
1.5
1
0.5
<

Population
1.2 P

Abb. 3. Modifizierte Logistik
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Das entsprechende Resultat lautet wie folgt.

Satz iiber die Modifizierte Logistik. Seien 0 < u; < u, undg € C'"(R,) derart,
dass g(u) < 0in (0, uy) ist,g(u) > 0in (uy, u,), sowie g(u) < 01in (u,, 00).

Dann existieren die Losungen u(t, up) von (1.4) fiir alle + > 0, und es gilt
limy— o0 u(t, ug) = u, fiir jedes uy > uy, und lim; o u(t, ug) = 0 fiir jedes
Uy < Uj.

Der Beweis kann analog zu dem zum vorhergehenden Satz gefithrt werden.

Wir kommen noch kurz auf die oben erwéhnten saisonalen Schwankungen zu-
riick. Solche konnen in die Modellierung aufgenommen werden, indem man die
Parameter Ay und u,, periodisch variieren lésst, allgemeiner g = g(¢, u) periodisch
in ¢ wahlt.

N2
Interaktionen in Populationen

Setzt sich eine Population aus mehreren Arten zusammen, so wird es zu Interak-
tionen der verschiedenen Arten kommen. Wir wollen solche Interaktionen im ein-
fachsten Fall modellieren, in dem die Population nur aus zwei Arten besteht. Man
unterscheidet drei grundlegende Formen der Interaktion:

(a) Konkurrenz: Die zwei Arten konkurrieren um dieselbe Nahrungsquelle.
(b) Kooperation: Die Arten profitieren von einander, sie kooperieren: Symbiose.

(c) Rauber-Beute-Beziehung: Die eine Art dient der anderen als Nahrungsquelle.

Zur mathematischen Modellierung sei x;(t) die Grofle der Population der Art i,
i =1,2,undgi(x, x;) deren Wachstumsrate. Die zeitliche Entwicklung der Funktio-
nen x;(¢) wird durch (1.4) beschrieben, also haben wir das System von Differential-
gleichungen

x1(t) = g1(x1(t), x2()x1 (1), ¢t >0, x1(0) = xo1, (2.1)
%2() = @2(x1(1), x2(£))x2(1), £t >0, x3(0) = xp2.

Wie sehen jetzt die Funktionen g; bei diesen Formen der Interaktion aus? Wir be-
ginnen mit

(a) Konkurrenz: Abschnitt 1 folgend sollte sich jede der beiden Arten logistisch
verhalten. Konkurrenz um dieselbe Nahrungsquelle bedeutet andererseits, dass die
Uberlebenschancen der einen Art durch die andere Art verschlechtert werden, und
zwar um so mehr, je grofler deren Anzahl ist. Dies bedeutet, dass jede der Funktionen
gi fallend in beiden Variablen und fiir grofe x; negativ ist. Ein typisches Beispiel fiir
solche g; ist

gi(x1,x2) = a1 —bixi —c1xz,  L(x1, %) = a; — byxy — €%y (2.2)

5

Satz



| Populationen

Damit ergibt sich das System

x1(t) = (a1 — bix1 (1) — crx2(0))x1(¢), ¢ >0, x1(0) = x01, (2.3)
x2(t) = (a3 — byxa (1) — cox1(8))x2(2), ¢ >0, x2(0) = xpo.

Dabei sind die Parameter a;, b;, c; positive Konstanten.

(b) Kooperation: Wir nehmen zunéchst wieder an, dass jede der beiden Arten sich
logistisch verhilt. In Symbiose, also Kooperation leben bedeutet, dass die Existenz
der anderen Art die eigenen Uberlebenschancen erhéht, und zwar umso mehr je
mehr Individuen der anderen Art vorhanden sind. Dies bedeutet, dass g; fallend in
x; und wachsend in x,, sowie negativ fiir grofle x; ist. Analog ist g; fallend in x;,
wachsend in x; und negativ fiir grofle x,. Ein typisches Beispiel fiir solche g; ist

g1(x1,x2) = ay —bixi + c1xz,  (x1, x2) = a; — baxs + €%y (2.4)
Damit ergibt sich das System

x1(t) = (ar — bixi(£) + crxa(6))x1(¢),  t >0, x1(0) = xo1, (2.5)
%2(t) = (a3 — baxa(t) + cx1(£))x2(¢), £ >0, x2(0) = x.

Dabei sind die Parameter a;, b;, ¢; wie zuvor positive Konstanten. Allerdings sind
hier auch negative Werte von a; sinnvoll, ndmlich dann, wenn Art i allein nicht
iberlebensfihig ist.

(c) Réauber-Beute: Es sei x; die Grofle der Beute-Population, x, die der Riuber. Die
Beute sollte sich gemaf} Abschnitt 1 logistisch verhalten, und die Rauber ihre Sterbe-
rate erh6hen. Dies bedeutet, dass g;(x;, x;) in beiden Variablen fallend und negativ
fiir grofe x; ist. Andererseits erhdht zahlreiche Beute die Uberlebenschancen der
Réuber, also ist es plausibel anzunehmen, dass g, wachsend in x; ist. Fiir die Abhén-
gigkeit von g, bzgl. x, gibt es jetzt mehrere Szenarien. Im ersten Fall ist die erste
Art die alleinige Nahrungsquelle der Riuber, dann sollte g, fallend in x, sein, und
negativ in Abwesenheit der Beute, also fiir x; = 0. Ein Beispiel fiir dieses Szenario ist

gi(x1, %) = ar —bixy —cixa,  g(x1, X2) = —ay — byxy + oy, (2.6)
wobei a;, by, ¢; positive Konstanten sind,und b, > 0.Im zweiten Szenario ist die erste
Art zwar die bevorzugte Beute, aber nicht die einzige Nahrungsquelle. In diesem Fall
ist logistisches Wachstum der Réuber ein angemessenes Modell, das z.B. durch

gl(xl, %) = a1 — bix; — c1xa, gz(xl, x2) = az — byx; + cox1, (2.7)

realisiert wird, mit positiven Konstanten a;, b;, c;. Diese Wachstumsgesetze fiithren
auf das System

x1(t) = (ay = bixi (t) — cix2(0)x1(8), £ >0, x1(0) = xo1, (2.8)
%2(t) = (ay = baxa(t) + cx1(£))x2(8), £ >0, x2(0) = Xo3.

Dabei sind die Parameter a;, b;, ¢; positive Konstanten, und a, € R.
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Das klassische Rauber-Beute Modell von Volterra und Lotka ergibt sich, wenn
man b; = b, = 0 setzt,c; > 0,und a; > 0,a, < 0 wihlt.

Skalierung: Die Modelle (2.3), (2.5), (2.8) enthalten bereits 6 Parameter. Eine Me-
thode der mathematischen Modellierung, mit der man die Anzahl der Parameter
reduzieren kann, ist die Methode der Skalierung. Wir wollen diese Technik am Bei-
spiel des Réuber-Beute Modells (2.8) illustrieren. Dazu fithrt man neue Variable
u, v, T wie folgt ein:

x1(t) = qqu(ot), x,(t) = ayv(ot), T = ot.
Dabei sind die a; und o Konstanten, die Skalierungen der Populationsgréfien und

der Zeit, sie werden spiter geeignet gewdhlt. Setzt man diese Beziehungen in die
Gleichungen (2.8) ein, so erhilt man

i) = um[® = My - %),
g g g

v(r) = V(T)[a_z _ %v(r) + ﬂu(r)].
o o o

Durch Wahl der Skalierungsparameter a; und o kann man nun einige der Ko-
effizienten in den neuen Gleichungen auf z.B. den Wert 1 normieren. Allerdings
gibt es hier viele Moglichkeiten, man braucht etwas Erfahrung fiir eine gute Wahl.
Wir argumentieren nun folgendermaflen: Unser Hauptinteresse gilt der Wechsel-
wirkung zwischen den Populationen; also ist es natiirlich die Kopplungsterme zu
normieren. Die Zeitskalierung kann man verwenden um z.B. die intrinsische Wachs-
tumsrate von x; festzulegen. Dabei ist zu beachten, dass die relevanten Parameter
ai, c1, ¢; in den urspriinglichen Gleichungen positiv also nicht 0 sind! Wir setzen

daher
ap 1 10 1 (X241

E E} E

g g g

also 0 = aj, a; = a1/cy, a; = aj/c;. Die verbleibenden 3 Parameter kiirzen wir ab

als
a a by b, bya, b,
Il::—:—’ 1:: :—’ /\2::—:—_
o a; o Cy o C1

Damit erhalten wir fiir das Rduber-Beute Modell die folgende Standardform:
u=0-Mu—-v)u, 1>0, u(0)= u, (2.9)
v=(u—-Av+u)y, 1>0, v(0)=rv,

wobei A;, A; > 0 und p € R sind. Die neuen Anfangswerte erhdlt man durch die
entsprechende Skalierung von Xx;, also 1y = x¢1/a; und vy = x2/ 2.

Analog ergibt sich fiir das Konkurrenzmodell

u=0-Mu—-v)u, 1>0, u(0)=u, (2.10)

v=(u-Av-uyv, 1>0, v(0) =,
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wobei Ay, A;, p > 0 sind, und schliefllich fiir Symbiose die standardisierte Form

u=0-Mu+wvu, 1>0, u(0)=1u, (2.11)

v=(u—-Av+u)y, 1>0, v(0)=rv,,

mit A;, A, > 0 und p € R. Man beachte, dass p < 0 im Konkurrenzmodell wenig
Sinn ergibt, da dann die zweite Art ohnehin ausstirbt. In den nédchsten Abschnitten
wollen wir diese Modelle im Detail mathematisch analysieren, zuvor sind aber einige
allgemeinere Uberlegungen angebracht.

3
Allgemeine Populationsmodelle

In Verallgemeinerung der Modellierung im letzten Abschnitt betrachten wir jetzt
eine aus n Arten bestehende Population, deren Grofle zur Zeit t mit x(¢) =
(x1(8), ..., x4(t))T bezeichnet wird. Die Wachstumsrate g der k-ten Art wird von
allen anderen x;, also von x, abhéngig sein, also sei gx: R” — R. Damit lassen sich
nun allgemeine Gleichungen fiir das Wachstum von Populationen, die aus n Arten
bestehen, wie folgt formulieren:

Xk = fi(x):= xxgr(x), t >0, xx(0) =x0x, k=1,...,n. (3.1)

Hierbei sind die Funktionen g zunichst keinen Einschriankungen unterworfen. Ein
typisches Beispiel ist
ge(x) = ax — bexk + D cux,
17k

wobei die ay, bk, ciy Konstanten sind. Ist die k-te Art allein iiberlebensfahig, so ist
ar > 0,andernfalls ax < 0.Die by beschreiben Selbstbeschrinkung, also wird man
by > 0 annehmen konnen. Die Koeffizienten ¢y beschreiben die Wechselwirkung der
Arten in der Population: ¢y, cix < 0 bedeutet Konkurrenz, cx;, cix > 0 Kooperation
und cyice < 0 eine Réduber-Beute-Beziehung.

Um lokale Existenz und Eindeutigkeit des Systems (3.1) zu erhalten, setzen wir
nun g € C'~(R"; R") voraus. Damit ist der Satz von Picard und Lindel6f anwendbar.
Der Rand 6R” von R} ist eine invariante Menge, da x(fy) = 0 schon x(¢) = 0 fiir
alle t im Existenzintervall der Losung x(¢) impliziert. Damit ist auch (0, 00)" eine
invariante Menge, also sind alle Losungen mit Anfangswerten in R’ fiir alle ¢ im
Existenzintervall der Losung in R}, also biologisch relevant.

Wir notieren diese allgemeinen Eigenschaften des Systems (3.1) in

Sei g € C'"(R";R"). Dann besitzt das System (3.1) zu jedem Anfangswert x, €
R? genau eine Losung x(t;x,) in R’ auf einem maximalen Existenzintervall
J(x0): = (£-(x0), t+(x0) 2 0.Ist xox > Ofiireink = 1,..., n,so ist xx(t) > 0 fiir
alle t € J(x), insbesondere ist (0, 00)" eine invariante Menge fiir den von (3.1)
erzeugten lokalen Fluss.



4 Konkurrenz

Ohne weitere Eigenschaften der Funktionen g kann man mathematisch nicht sehr
viel mehr tiber das Verhalten der Losungen von (3.1) sagen. Daher gehen wir jetzt
auf die in Abschnitt 2 beschriebenen Modelle fiir zwei Arten ein.

W4
Konkurrenz

Wir beginnen mit dem Konkurrenz-Modell (2.10) in skalierter Form. Da die rechte
Seite f(u, v) des Systems polynomial, insbesondere stetig differenzierbar ist, ist der
Satz aus Abschnitt 3 anwendbar, wir haben also einen lokalen Fluss auf Ri, der
(0, 00)? invariant lasst. Als nichstes zeigen wir globale Existenz fiir ¢ > 0. Sei | =
[0, t.) das maximale Existenzintervall. Auf ] haben wir dann

u=1-Mu-viu<u, v=(@E-Av-u)v<pv,

also 0 < u(t) < e'upund 0 < v(t) < eMvy, sodass (u(t), v(¢)) auf jedem endlichen
Intervall beschrénkt ist. Daraus folgt aber ¢, = 0o, d.h. die Losungen existieren fiir
t > 0 global.

Um das qualitative Verhalten des von (2.10) erzeugten Halbflusses zu verstehen,
berechnen wir zundchst die Equilibria, also die Losungen der algebraischen Glei-
chungen

O=u=1-Au—-v)u, 0=v=(p-Av-uv.

Diese sind das triviale Equilibrium (0, 0), die so genannten marginalen Equilibria
(0, v) = (0, p/A;) und (u, 0) = (1/A4, 0), und das Koexistenz-Equilibrium

1
Uy Vi) = ——— (A — p, Lp = 1).
( ) A — 1( 2~ B, MP )
Den Fall 111, = 1 schlielen wir hier aus. Die marginalen Equilibria bedeuten, dass
genau eine der beiden Arten ausgestorben ist. Das Koexistenz-Equilibrium hat nur
dann eine biologische Bedeutung wenn u., v, > 0 sind. Dies fiihrt auf die zwei Fille

DA >p, qp>lund () < p, ip <.

Man beachte, dass (i) die Bedingung A, 1, > 1 nach sich zieht, und A; A, < 1 aus (ii)
folgt.

Um das Verhalten der Losungen in der Nédhe der Equilibria zu verstehen, verwen-
den wir die Methode der Linearisierung. Dazu berechnen wir zunéchst die Jacobi-
Matrix der rechten Seite f (u, v). Diese ergibt sich zu

1-Mu—-v)—-Mu —u ]

f'(u,v) = |: —y (m=ANv—u)— Ay

Im trivialen Equilibrium (0, 0) erhalten wir damit die Matrix

Ag=£1(0,0) = [(1, 2]
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welche die positiven Eigenwerte 1 und pz > 0 besitzt. Damit ist das triviale Equili-
brium instabil, genauer handelt es sich um einen instabilen Knoten.
Im marginalen Equilibrium (u, 0) ergibt sich die Matrix

Aui= f(7,0) = |: (1-Mu) —MNu —u_ :|: |: -1 —u_ :|’
0 n-u 0 p—u

welche die Eigenwerte —1 mit Eigenvektor (1, 0), und p — # mit Eigenvektor (1,1 —
(1 + p)/u) besitzt. Daher ist das Equilibrium (#, 0) fiir # > p stabil, genauer ein
stabiler Knoten, und im Fall # < p instabil, genauer ein Sattelpunkt.

Analog erhdlt man fiir das marginale Equilibrium (0, v) die Matrix

e o] 177 0 [ 1=v o0
SETOVE ey [T e )

welche die Eigenwerte —p mit Eigenvektor (0, 1), und 1 — v mit Eigenvektor (1 — (1 +
1)/, 1) besitzt. Daher ist das Equilibrium (0, v) fiir v > 1 stabil, genauer ein stabiler
Knoten, und im Fall ¥ < 1 instabil, genauer ein Sattelpunkt.

Schliefllich untersuchen wir das Koexistenz-Equilibrium (u.., v.). Hier gilt

, MU,  —Us
A*sz(ll*, V*) = .
Ve AV

Ist das Koexisistenz-Equilibrium biologisch relevant, gilt also u, > 0 und v, > 0,s0
ist stets
spA, = —(Au, +Av,) <0,

und wir haben
det A, = u,v,(M1 A, — 1).

Ist nun A; A, < 1 also detA, < 0,so ist (u., v.) instabil, genauer ein Sattelpunkt,
andererseits fiir 1,1, > 1 stabil, und zwar ein stabiler Knoten, denn es ist

(spA*)2 —4det A, = (Mus — Lv,)? + 4u,v, > 0.

Insgesamt erhalten wir so vier Fille, wobei Grenzfille auf3er Acht gelassen werden:

Ia Ib ITa IIb

Equilibria || p>u, 1>V |p>u,l<Vv |p<u,l>v | p<iul<?y

(0,0) instabil instabil instabil instabil

(u, 0) instabil instabil stabil stabil

0, ) instabil stabil instabil stabil
(U, V) stabil exist. nicht exist. nicht instabil

H stab. Koex. v gewinnt u gewinnt | bistabiler Fall




4 Konkurrenz

Wir wollen jetzt das Langzeitverhalten der Losungen untersuchen. Wir beginnen
mit dem Fall (Ib), also keine Koexistenz, (0, ¥) stabil, (i, 0) instabil. Die Schaltkur-
ven fi(u,v) = 0,j = 1,2 definieren 2 Geraden, die sich nicht im positiven Qua-
dranten (0, c0)? schneiden. Dadurch zerlegen sie R in 3 disjunkte Bereiche, D;
unterhalb beider Geraden, D, der Bereich zwischen ihnen, und D; oberhalb beider.
Wir kénnen annehmen, dass D, abgeschlossen ist. Man {iberzeugt sich leicht, dass
D, positiv invariant ist, da das Vektorfeld f(u, v) in keinem Punkt auf 6D, aus D,
heraus zeigt. Ist nun (uo, vo) ein Anfangswert aus D; mit up, vy > 0, so sind u(t)
und v(t) streng wachsend fiir alle + > 0 mit (u(t), v(¢)) € D;. Daher gibt es ein
erstes t, > 0 mit (u(ty), v(ty)) € D,. Andernfalls wiirde namlich der Grenzwert
(thoos Voo): = lim;_,o0(u(t), v(t)) in D; existieren und miisste ein Equilibrium sein,
was wegen iy, Vo > 0 und der Monotonie nicht moglich ist. Ebenso argumentiert
man fiir D;: Entweder gibt es ein erstes f, > 0 mit (u(ty), v(t)) € D, oder der
Grenzwert (uoo, Vo) ist ein Equilibrium in D3, d.h. aber u, = 0, vy = v.Startet man
hingegen in D,, so ist u(t) fallend, v(¢) wachsend fiir alle t > 0, also existiert der
Grenzwert der Losung, und es muss das Equilibrium (0, ¥) sein. Analog kann man
im Fall (Ila) argumentieren, die Rollen von u und v vertauschen sich. Wir fassen
zusammen.

Satz iiber keine Koexistenz.
(1) Geltep > u,1 < ¥.
Dann ist das marginale Equilibrium (0, ¥) in (0, 00)* global asymptotisch
stabil, jede Losung mit Anfangswert 1y > 0,v, > 0konvergiert fiir t — oo
gegen (0, V).

(ii) Geltep < u,1 > ¥.
Dann ist das marginale Equilibrium (z, 0) in (0, 00)? global asymptotisch
stabil, jede Losung mit Anfangswert 1y > 0,v, > 0konvergiert fiir t — oo
gegen (u, 0).

Die entsprechenden Phasenportraits sind in Abb. 4 dargestellt. Als Nachstes betrach-
ten wir den Fall (Ia), also stabile Koexistenz. Die Schaltkurven fj(u, v) = 0,j = 1, 2,
schneiden sich in (0, 00)? und zerlegen somit den positiven Quadranten in 4 Berei-
che. D; bezeichne das Gebiet unterhalb beider Geraden, D, das oberhalb beider, D3

v \"
1* [ ¥ ] ' ' ¥ 14 Fo¥ 15 [ Y RS S o e .
v Vv voF 2 b e e e -
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by 11t - T e e - -
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Abb. 4. Keine Koexistenz in Konkurrenz

Satz
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den Bereich zwischen den Geraden mit u > u,, sowie Dy den verbleibenden Teil;
Ds und D, seien abgeschlossen, D; und D, offen. Man tiberzeugt sich wieder leicht,
dass D; und D, positiv invariant sind. Wie vorher sind die in D; startenden Losun-
gen, streng wachsend in beiden Komponenten, die in D, startenden streng fallend
in beiden Komponenten. Daher treten sie entweder in endlicher Zeit in D3 U Dy
ein, oder konvergieren fiir t — oo gegen ein Equilibrium (u, v ). Da das einzi-
ge Equilibrium, das aus D; U D, heraus erreicht werden kann, die Koexistenz ist,
muss (Uoo, Voo) = (Us, Vi) sein. Ist weiter (ug, v9) € D3 mit vy > 0, so ist u(t) fal-
lend, v(t) wachsend fiir alle ¢ > 0, also konvergent mit Grenzwert (u., v.). Ebenso
argumentiert man in Dy.

Es verbleibt der Fall (IIb), also instabile Koexistenz. Der einzige Unterschied zum
Fall (Ia) liegt in den Vorzeichen der Ableitungen in D; und Dy. In D; ist nun u(¢)
wachsend, v(t) fallend, also konvergiert jede Losung, die in D5 \ {(u., v.)} startet,
gegen (i, 0), und entsprechend ergibt (ug, vo) € Da, (uo, vo) # (i, v.), Konvergenz
gegen (0, v). Da das Koexistenz-Equilibriumin diesem Fall ein Sattelpunkt ist,gehort
dazu eine eindimensionale stabile Mannigfaltigkeit, die sich in D; hinein global
riickwirts fortsetzen ldsst, diese Losung konvergiert fiir t — —oo gegen (0, 0), und
fir t —» oo gegen (u., v.). Ebenso ldsst sie sich in D, hinein riickwiérts fortsetzen.
Da diese Losung riickwirts gerichtet in beiden Komponenten streng wachsend ist,
konvergiert sie gegen oo, moglicherweise in endlicher (negativer) Zeit. Diese globale
stabile Mannigfaltigkeit nennt man Separatrix. Sie teilt den positiven Quadranten in
zwei Bereiche, Anfangswerte im jeweiligen Bereich konvergieren gegen das jeweilige
marginale Equilibrium.

Satz iiber Koexistenz.
(i) Geltep > u,1 > .
Dann ist das Koexistenz-Equilibrium (u,, v.) global asymptotisch stabil
in (0, 00)?,und jede Losung mit Anfangswert uo, vo > 0 konvergiert gegen
(s, ¥2).

(ii) Geltep < u,1 < .
Dann ist das Koexistenz-Equilibrium (u,, v,) instabil, es gibt eine Sepa-
ratrix S mit (0, 0), (u., v«) € S, sodass jede Losung mit Anfangswert
(uo, vo) & S gegen (i1, 0) oder (0, v) konvergiert.

In beiden Fillen gilt u, < # und v, < ¥, d.h. beide Arten verlieren durch
Koexistenz.

Die Phasenportraits fiir Koexistenz sind in Abb. 5 dargestellt. Eine biologische Inter-
pretation dieser Resultate in den urspriinglichen Variablen kann wie folgt gegeben
werden. Beide Arten verlieren durch das Vorhandensein der anderen Art. Stabile
Koexistenz gibt es, falls die relative Geburtsrate a;/c; jeder Art jeweils grofier als
die Kapazitdt a;/b; der anderen Art ist. Erfiillt die erste Art diese Bedingung, die
zweite aber nicht, so stirbt die erste Art aus. Erfiillt keine Art die Bedingung, dann
stirbt abhédngig vom Anfangszustand eine beider Arten aus, mit Ausnahme einer
eindimensionalen Menge von Anfangswerten.



5 Kooperation 13

v \Y
T v vy r » 2 Y s s
YNY (v /S » S s P 7 S
0.8
' vy r s e 1.5 . 5, » s s
0.6 ' v \ 14 4 2, 2 - > - - A - » » » 2 » » a »
AN AN/ s 4 - 1 [N s 274 s 4
04 i/ < %" s 2 < e - i | 2, s s A s
vl - - - =« = 05 4 [« <« = r 2 s s s
0.2
W) e v ~ - - - = e - R = r s a4
e —~ - -~ = = e~ D
u u
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.5 1 1.5 2

Abb. 5. Koexistenz in Konkurrenz

W5
Kooperation

Wie im vorhergehenden Abschnitt behandeln wir das Symbiose-Modell (2.11) in
skalierter Form. Da die rechte Seite f(u, v) des Systems polynomial, insbesondere
stetig differenzierbar ist,ist der Satz aus Abschnitt 3 anwendbar, wir haben also einen
lokalen Fluss auf R?, der (0, 00)? invariant ldsst.

Als Nidchstes untersuchen wir die Equilibria des Systems. Diese sind wie zuvor
das triviale (0, 0), die marginalen (i, 0) und (0, ¥), und das Koexistenz-Equilibrium
(u., v.), das hier durch die Gleichungen

0=1-Nu,+v,, O0=p— v, +u,

gegeben ist, also durch

1
(U, Vi) = m(ﬂz +p, 1+ pAp).

Dieses Equilibrium ist genau dann sinnvoll, wenn u,, v, > 0sind,alsowennA;A; > 1
gilt; dabei nehmen wir zunéchst p > 0 an.

Die Linearisierung im trivialen Equilibrium ist wie im vorigen Abschnitt 4, =
diag(1, p), also ist (0, 0) ein instabiler Knoten. Im marginalen Equilibrium (u, 0)
erhdlt man

e | =A@ - a ! u
Au—f(u,O)—|: 0 pt+u | | 0 p+u |’
Eigenwerte sind daher —1 mit Eigenvektor (1, 0), und p + u > 0 mit Eigenvektor
(I, 1+ (1 + p)/u), also ist (u, 0) ein Sattelpunkt. Analog sieht man, dass auch das

zweite marginale Equilibrium ein Sattelpunkt ist.

Schliefllich untersuchen wir das Koexistenz-Equilibrium (u.., v.). Hier gilt

A= f' (U, vi) = |: “hue :| )

Ve =y,
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Ist das Koexistenz-Equilibrium biologisch relevant, gilt also A; A, > 1, so ist stets
spA, = —(Ahu. + Av,) <0,

und wir haben
detA, = u,v.(MiA, — 1) > 0.

Damit ist (u,, v,) stabil, und zwar ein stabiler Knoten, denn es ist
(spA*)2 —4det A, = (AMu. — L) + 4u,v, > 0.

Folglich haben wir im Symbiose-Modell mit pp > 0 zwei Fille zu unterscheiden:

(I) 1A, > 1:Koexistenz-Equilibrium existiert.

(II) 4 A, < 1:kein Koexistenz-Equilibrium.

Im Fall (I) besitzen die Schaltkurven f;(u, v) = 0,j = 1, 2, genau einen Schnittpunkt
in (0, 00)?, ndmlich (u., v.). Diese Geraden unterteilen den positiven Quadranten in
4 Bereiche. Es sei D; das untere Gebiet zwischen den Geraden, D, das oberhalb, D;
der Bereich unter ihnen, sowie D, der oberhalb beider. Man tiberzeugt sich, dass D,
und D, positiv invariant sind. Ist nun (i, vo) € D1, up, vo > 0,so sind sowohl u(t) als
auch v(#) wachsend fiir alle t > 0 und beschrinkt, also konvergent. Daher existiert
der Grenzwert lim;_, o (u(2), ¥(t)) = (U0, Vo), und da der Grenzwert ein Equili-
brium ist, muss er das Koexistenz-Equilibrium sein. Analog sind u(t), v(¢) fallend
fiir (uo, vo) € D, und damit beschrinkt, also ebenfalls konvergent mit Grenzwert
(s, vi). Ist (ug, vo) € D3, vy > 0,50 ist v(t) streng wachsend, u(¢) streng fallend, also
tritt die Losung entweder zu einem Zeitpunkt ¢, in D; U D, ein, oder konvergiert mit
Grenzwert (u.,, v.). Analog argumentiert man fiir D,. Man beachte, dass wir nebenbei
globale Existenz der Losungen fiir ¢ > 0 gezeigt haben. Das Koexistenz-Equilibrium
ist also global asymptotisch stabil in (0, 00)?, sofern es existiert.

Im Fall (II) gibtes keinen Schnittpunkt der Schaltgeraden und kein stabiles Equi-
librium. Die Schaltgeraden teilen den positiven Quadranten in 3 Bereiche, ndmlich
in das Gebiet D; oberhalb beider Geraden, D, unterhalb beider und D5 zwischen den
Geraden. Hier ist D; positiv invariant, Losungen bleiben in D; solange sie existieren.
Startet man in (ug, vo) € Di, tg > 0, so ist u(t) streng wachsend und v(t) streng
fallend, also gibt es eine Eintrittszeit fy, sodass (u(y), v(ty)) € 0Ds ist. Ebenso argu-
mentiert man fiir Anfangswerte in D,. Ist hingegen der Anfangswert (1, vo) € D3,
ug, vo > 0,0 zeigen wir, dass die Losung in endlicher Zeit explodiert, sie also nicht
global existiert.

Dazu kann man folgendermaflen vorgehen. Sei (u(t), v(¢)) eine Losung in D3 mit
maximalem Existenzintervall J = [0, t,). Da sowohl u(t) als auch v(¢) wachsend und
unbeschrinkt sind, kann man u(t), v(t) > 1fiir alle t € ] annehmen. Wir setzen nun
w(t) = u*%(£)v'*4 () und erhalten fiir w(t) die Differentialgleichung

w=w[l+Ah+p(l+A)+ Q-4 (u+v)] =wla+bu+v)l,
wobei a, b > 0sind. Nun ist fir u, v > 1

u+v > 2uv)? > 2utthytye = gy,
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Abb.6. Kooperation

mit @ = min{1/2(1 + A;), 1/2(1 + A,)}. Es folgt fiir w(t) die Differentialungleichung
w > 20w te], w0)>1,

die w(t) — oo in positiver endlicher Zeit impliziert. Da u(t), v(t) wachsend sind,
folgt auch u(t), v(#) — oo in endlicher Zeit, also ist £, < co.

Die relevanten Phasenportraits sind in Abb. 6 dargestellt. Wir fassen diese Resul-
tate in folgendem Satz zusammen.

Satz iiber Kooperation. Es seien A;, A,, p > 0. Dann sind das triviale Equili-
brium (0, 0) und die marginalen Equilibria (%, 0) und (0, v) fiir das Symbiose-
Modell (2.11) instabil. Ferner gilt:

(I) ImFall ,;A, > 1 gibtes genau ein Koexistenz-Equilibrium (u.., v.). Dieses
istin (0, 00)? global asymptotisch stabil, und es gilt u, > # und v, > ».

(II) Im Fall 1A, < 1 gibt es kein Koexistenz-Equilibrium, und jede Lésung in
(0, 00)? explodiert in endlicher Zeit.

Der Satz iiber Kooperation zeigt, dass die beiden Arten tatsédchlich von einander pro-
fitieren, im Fall (II) sogar so stark, dass die Population in endlicher Zeit explodiert.
Letzteres ist natiirlich biologisch nicht sinnvoll, nur der Fall (I) ist biologisch relevant.

Zum Abschluss dieses Abschnitts betrachten wir den Fall, dass die zweite Art
allein nicht iiberlebensfdhigist, also p < 0. Das triviale Equilibrium wird dann zum
Sattelpunkt, es gibt nur ein marginales Equilibrium in R?, ndmlich (&, 0). Dies ist
ein Sattelpunkt, sofern p + u > 0 ist, also fiir 1 + pA; > 0.Ist hingegen 1 + pA; < 0,
so ist (i, 0) ein stabiler Knoten. Das Koexistenz-Equilibrium ist biologisch relevant
fir (m+ A)(1+pAy) > 0,(p+ A2)(M A, — 1) > 0,und es ist stabil im Falle A; A, > 1.

Giltnun p+A; > 0und L, A, > 1,s0ist (u., v.) positiv und stabil, (&, 0) instabil,
und die oben fiir den Fall (I) durchgefiihrte Analysis iibertrigt sich. Man beachte,
dass auch hier u, > u gilt: die erste Art profitiert auch hier von der zweiten, deren
Uberleben erst durch die Anwesenheit der ersten ermdglicht wird.

15
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M6
Volterra-Lotka-Modelle

Wir kommen nun zur Analysis des Volterra-Lotka Modells (2.9). Da die rechte Seite
f(u, v) des Systems polynomial, insbesondere stetig differenzierbar ist, ist der Satz
aus Abschnitt 3 anwendbar, wir haben also einen lokalen Fluss auf Ri, der (0, 00)?
invariant ldsst.

Als Néchstes zeigen wir globale Existenz fiir t > 0. Sei ] = [0, t,) das maximale
Existenzintervall. Auf J haben wir dann

u=_1-Mhu—-vu<u, v=@-v+uy<(u+u)v,

also 0 < u(#) < e'up und mit m:= p + upe™ auch 0 < v(¢) < e™wy, sodass
(u(t), v(t)) auf jedem endlichen Intervall beschrénkt ist. Daraus folgt aber ¢, = oo,
d.h. die Losungen existieren fiir ¢ > 0 global.

Relevante Equilibria sind im Volterra-Lotka Modell das triviale (0, 0), das mar-
ginale (u,0) und im Falle p > 0 das zweite marginale (0, v). Das Koexistenz-
Equilibrium ist hier durch die Gleichungen

O=1-MNMu,—v.,, O0=p-Av. +u.

gegeben, also durch

1
Vi) = ——— N —p, 1+ phy).
(e, v4) 1+/11/\2( 2~ B, 1+ phy)
Es ist biologisch relevant, falls A, > p > —1/A, gilt,also fallsv < lund p+u > 0
sind.

Die Linearisierungim trivialen Equilibriumist wie gehabt A, = diag(1, p); (0, 0)
ist also ein instabiler Knotenfiir 7 > 0und ein Sattelpunkt fiir p < 0.Im marginalen
Equilibrium (, 0) erhdlt man

o TU-AMD-ME -& ] [ -1 -a
Ag,—f(u,O)—[ 0 ],1+11:|_[ 0 p+ﬁ]’

Eigenwerte sind daher —1 mit Eigenvektor (1, 0), und p + # mit Eigenvektor (-1, 1 +
(1 + p)/u), also ist (u, 0) ein Sattelpunkt falls  + p > 0ist, fiir u + p < 0 dagegen
ein stabiler Knoten.

Analog erhidlt man fiir das marginale Equilibrium (0, ¥) im Fall p > 0 die Matrix

o o _[1-7 0 [1-7 o
A“:f(o"’)‘[ 7 (p—m)—m]‘[ 7 —}1]’

welche die Eigenwerte —p mit Eigenvektor (0, 1), und 1 — ¥ mit Eigenvektor
(I = (1 + p)/v,-1) besitzt. Daher ist das Equilibrium (0, v) fiir v > 1 stabil, ge-
nauer ein stabiler Knoten, und im Fall ¥ < 1 instabil, genauer ein Sattelpunkt.
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Abb.7. Keine Koexistenz fiir Rauber-Beute

Schliefllich untersuchen wir das Koexistenz-Equilibrium (u.., v.). Hier gilt

/ -A U —Uy
Avi=f'(us,ve) = |: vl “dov :|

Ist das Koexisistenz-Equilibrium biologisch relevant, gilt also u., v, > 0,so ist
spA. = —(hu. + Av.) <0,

und wir haben
det A, = u,v,(MiA, +1) > 0.

Also ist (u,, v,) stabil wenn relevant, und zwar ein stabiler Knoten fiir
r:=(spA,)? —4det A, = (Mu, — ,v.)* —4u,v, > 0,

und eine stabile Spirale im Fall r < 0.
Damit haben wir hier generisch vier Félle zu unterscheiden:

(I) Keine Koexistenz:
(a) v> Lalsop > A,.
(b) p+u <0,also 1 + pA; <O0.
(IT) Koexistenz:
(@v<0,p+u>0.
b)o<v<l,p+u>0.

Wie in den vorhergehenden Abschnitten kann man nun mittels Invarianz- und
Monotonie-Argumenten zeigen, dass im Fall (Ia) das marginale Equilibrium (0, v)
in (0, 00)? global asymptotisch stabil ist, und im Fall (Ib) das andere marginale
Equilibrium (#, 0). Wir iiberlassen die Details dem Leser; vgl. Abb. 7.

Die Analysis im Koexistenzfall kann nicht mit Invarianz und Monotonie allein
gelingen, da keines der durch die Schaltkurven festgelegten Bereiche positivinvariant
ist. Hier werden wir die Methode der Ljapunov-Funktionen verwenden.

Dazu setzen wir

o(u, v):=[u—u,logu] + [v—v.logv].
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Abb. 8. Koexistenz fiir Riuber-Beute

Dann haben wir mit den Gleichungen fiir u,, v.

d . .
E‘P(M, V) (1 = we/u) + v(1 = v, /v)

(u—u)[Mus + v = Aiu—v]+ (v —=v)[Ave — U — v + u
“M(u—u)? = Ly -v)* <0,

sofern l; > 0 und A, > 0 sind. Ferner impliziert d¢(u, v)/dt = 0 schon u = u,
und v = v,. Somit ist ¢(u, v) sogar eine strikte Ljapunov-Funktion fiir (2.9). Da nun
o(u, v) > oofiiru — 0+, u - ocooderv — 0+, v — oo gilt,sind die Levelmengen

M(uo, vo): = {(u, v) € (0, 00)*: ¢(u, v) < ¢(uo, vo)}

positiv invariant und kompakt. Der Satz von La Salle zeigt dann, dass jede Lo-
sung gegen ein Equilibrium in (0, 0o)* konvergiert, also gegen (., v.), das einzige
Equilibrium in (0, c0)?. Damit haben wir die globale asymptotische Stabilitdt des
Koexistenz-Equilibriums gezeigt, gleichzeitig fiir die Fille (IIa) und (IIb). Die ent-
sprechenden Phasendiagramme sind in Abb. 8 dargestellt. Wir fassen zusammen.

Satz zu Rauber-Beute. Seien A; > 0,1, > 0, p € R. Dann gilt:

(i) Koexistenz:FiirA, > p > —1/A, gibtes genau ein Koexistenz-Equilibrium
(s, v.). Es ist in (0, 00)? global asymptotisch stabil.

(i) Fiir A, < p,also ¥ > 1, ist das marginale Equilibrium (0, ¥) in (0, 00)?
global asymptotisch stabil.

(iii) Fir p < —1/A, also p < —1, ist das marginale Equilibrium (i, 0) in
(0, 00)?* global asymptotisch stabil.

Biologisch ldsst sich dieses Resultat im unskalierten Modell wie folgt interpretieren.
Koexistenz gibt es nur, wenn die relative Geburtsrate a;/c; der Beute gréfler als
die Kapazitit der Réuber a,/b,, und die Kapazitit der Beute a;/b; grofler als die
negative relative Geburtsrate der Riduber —a,/c, ist. Andernfalls rotten die Rduber
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Abb. 9. Volterra-Lotka-Modell

die Beute aus (a, > 0), bzw. konnen sich nicht von der Beute erndhren und verhun-
gern (a; < 0).

Interessant ist der Grenzfall \; = A, = 0, der dem klassischen Volterra-Lotka-
Modell entspricht. In diesem Fall existiert das Koexistenz-Equilibrium, und es gibt
keine marginalen Equilibria, nur das triviale, das instabil ist, ein Sattelpunkt. ¢(u, v)
ist immer noch eine Ljapunov-Funktion, aber es gilt d¢(u, v)/dt = 0 fiir alle u, v,
d.h. ¢(u, v) ist ein erstes Integral des Systems. Damit sind die Orbits der Losungen
geschlossene Kurven, die Niveaulinien von ¢, also sind alle Lésungen in (0, 00)?
periodisch. Das entsprechende Phasenportrait ist Abb. 9.

Man beachte, dass das klassische Volterra-Lotka Modell nicht strukturell stabil
ist, da z.B. ein beliebig kleines aber positives A; die Struktur des Phasenbildes kom-
plett @ndert. Gute Modelle sollten aber die Eigenschaft haben, dass sie gegen kleine
Anderungen der Parameter strukturell unempfindlich sind. Die Fille (i), (ii) und (iii)
im Satz iiber das Rduber-Beute Modell haben diese Eigenschaft, sind also strukturell
stabil.

Mit Ausnahme des Grenzfalls A; = A, = 0 besitzt das Volterra-Lotka Modell (2.9)
keine echten periodischen Losungen. Da man aber in gewissen realen Riuber-Beute
Systemen wie z.B. im Schneehase-Luchs System in Kanada durchaus permanente
Oszillationen beobachtet hat, kann ein solches System nicht durch (2.9) beschrie-
ben werden. Wo liegen Fehler im Modell? Sicher nicht im logistischen Wachstum
der beiden Spezies, daher ist der Kopplungsterm uv zu iiberdenken. Diese Form
der Kopplung bedeutet biologisch, dass es bei jedem Réduber-Beute Kontakt mit ei-
ner gewissen Wahrscheinlichkeit p zum Tod der Beute und zur Nahrungsaufnahme
des Réubers kommt. Diese Wahrscheinlichkeit p ist unabhédngig von den jeweiligen
Populationsgroflen. Nun ist aber der Appetit der Rauber endlich, d.h. p sollte eine
fallende Funktion in u sein. Dies fiihrt auf einen Kopplungsterm mit Séttigung, z.B.
vy +”yu mit einer Konstanten y > 0. Ein weiterer, in (2.9) nicht beriicksichtigter Effekt
ist der Fakt, dass der Aufwand der Rduber zur Suche nach Beute zu grof$ wird, wenn
u Kklein ist, sie verlagern sich dann auf andere als Beute geeignete Arten. In diesem
Fall sollte man wie bereits diskutiert 1 > 0 annehmen, und den Kopplungsterm von
hoherer Ordnung bzgl. u in u = 0 wahlen; ein Beispiel ist der Kopplungsterm v ﬁ.
Allgemeiner sind Kopplungsterme der Form vf («) von Interesse, wobei f € C'™(R)
streng wachsend ist, f(0) = 0 und f(c0) < oo gelten.
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Ubungsaufgaben

(9]

. Fiihren Sie den Beweis des Satzes {iber die verallgemeinerte Logistik aus.
. Untersuchen Sie im Konkurrenzmodell (2.10) die Grenzfille # = 1 und v = p.

1
2
3.
4

Fiihren Sie die Analysis des Kooperationsmodells (2.11) im Fall p < 0 durch.

. Im unskalierten Kooperationsmodell (2.5) seien a;, a, < 0;ist dann stabile Koexistenz

moglich?

. Zeigen Sie die Behauptungen (ii) und (iii) im Satz iiber das Réduber-Beute Modell.
. Diskutieren Sie die Grenzfille p = A, und 1 + pA; = 0 im Rauber-Beute Modell.

. Modellieren Sie Befischung einer Population von Fischen, die sich geméf§ dem Rauber-

Beute Modell aus Abschnitt 6 verhilt.

. Wie wirkt sich die Befischung auf das Koexistenz-Equilibrium aus?
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Kermack und McKendrick versffentlichten um 1930 einige Arbeiten, in denen der
zeitliche Verlauf ansteckender Krankheiten mit Hilfe mathematischer Modelle un-
tersucht wurde. Diese Untersuchungen wurden zum Ausgangspunkt der mathemati-
schen Modellierung von Infektionen. Wir behandeln hier einige grundlegende Mo-
delle, die wichtige Aussagen iiber den Ablauf von Infektionen und iiber die Rolle von
Mafinahmen wie Impfungen oder Quarantdne ermoglichen sollen. Dabei wird eine
Population in eine Reihe von Klassen unterteilt:

e die Klasse S der Infizierbaren (englisch: susceptibles),

e die Klasse E der Infizierten, die noch nicht selbst infizieren konnen (englisch:
exposed),

o die Klasse I der Infizierenden (englisch: infectives),

e die Klasse R der Individuen, die nicht (mehr) infizierbar oder infizierend sind
(englisch: removed).

Mit § = S(t) etc. bezeichnen wir auch die Anzahl der Individuen in der jeweiligen
Klasse (zur Zeit t).IThre Summe S + E + I + R ist die Grofle der Gesamtpopulation. In
manchen der unten diskutierten Modelle treten die Klassen E oder R nicht auf. Die
Klasse R enthélt insbesondere Infektiose in Quarantdne oder Immunisierte; je nach
Modell kénnen aber auch an der Krankheit Gestorbene zu R gezdhlt werden. Die
Klasse I kann durchaus Infizierte enthalten, die keine Symptome zeigen. Da in die-
sem Fall moglicherweise eine erhohte Infektionsgefahr vorliegt, kénnte man diese
Individuen in eine neue Klasse C (englisch: carrier) eingruppieren. Generell soll-
te man weitere Klassen einfithren, wenn das Ansteckungsverhalten der Population
zusitzliche Differenzierungen zeigt. So wird man typischerweise bei Geschlechts-
krankheiten die obigen Klassen noch in Unterklassen weiblicher und ménnlicher
Individuen aufteilen. Ein solches verfeinertes Modell mit 2xn Klassen behandeln wir
in Abschnitt 12. Manche Erreger werden durch andere Populationen iibertragen, z.B.
bei der Malaria oder bei Wurmerkrankungen. In diesem Falle wird man auch die
Population der Ubertriger im Modell beriicksichtigen, vergleiche Ubung 13.

Das klassische Kermack-McKendrick Modell und seine Varianten vernachléss-
igen eine Reihe moglicher Eigenschaften der Individuen wie Alter, unterschiedliche
Infektionsgrade oder rdumliche Verteilung. Um diese in das Modell aufzunehmen,
miisste man den Rahmen der gewohnlichen Differentialgleichungen verlassen und
auch partielle oder retardierte Differentialgleichungen betrachten, siehe den Epilog.

In den folgenden Abschnitten behandeln wir in erster Linie das grundlegen-
de Modell von Kermack and McKendrick, wobei wir den epidemischen und den
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endemischen Fall unterscheiden. Im Ersteren wird angenommen, dass die Krank-
heit so rasch verlduft, dass man die allgemeinen Geburts- und Sterbeprozesse der
Population ignorieren kann. Bei endemischen Krankheiten, die dauerhaft in der Be-
volkerung vorhanden sind, werden wir hingegen die Geburts- und Sterbeprozesse
zumindest in vereinfachter Weise modellieren. Wir betrachten dabei zunéchst Syste-
me mit zwei oder drei Populationsklassen, die sich auf ein- oder zweidimensionale
Systeme zuriickfithren lassen, was die mathematische Behandlung deutlich verein-
facht. Genuin dreidimensionale Modelle untersuchen wir in Kapitel III.

H7
Epidemien ohne Immunisierung

Wir betrachten zunéchst alleine den Infektionsvorgang und die zugehorigen zeitli-
chen Verdnderungen von S = S(¢) und I = I(t). Offenbar nimmt S bei der Infektion
ab und I um denselben Betrag zu, wenn es keine latente Phase E gibt. Insbesondere
ist die Summe S + I konstant, sodass § = —I. Also erhalten wir die Gleichungen

S=—f(, 1, I=f(@,0),

mit einer Infektions-Funktion f. Wir nehmen ferner an, dass die Population rdumlich
gleichmaflig verteilt ist und dass die Ansteckung eines nichtinfizierten Individuums
beim Kontakt mit einem Infizierten mit einer festen relativen Haufigkeit stattfin-
det. Ahnlich wie im ersten Kapitel, ist somit f(S, I) proportional zu S und I, sodass
f(S,I) = rSI gilt. Man bezeichnet die Proportionalitdtskonstante r > 0 als Infekti-
onskontaktrate. Schematisch schreibt man

s 5T

In einem zweiten Schritt miissen wir festlegen, wie sich die Erkrankten weiter ver-
halten. Zunidchst untersuchen wir das SIS Modell, bei dem die Infizierten gesunden
ohne eine Immunisierung zu erhalten. Diese Annahme trifft ndherungsweise auf
manche bakterielle Infektionen, wie der Tuberkulose, zu. Die Heilung soll wieder
rein zuféllig mit einer festen pro Kopf Rate a > 0 geschehen, also

s 15

Da weiterhin § = —I gelten soll, erhalten wir das System

S=—rSI+al, t>0,
I=7SI—al, t>0, (7.1)
S(0) =Sy, I(0) =1Io,

mit gegebenen Anfangswerten Sy, Iy > 0. Wir nehmen hier und im Rest das Ka-
pitels an, dass die Populationsgrof3e zur Zeit t = 0 positiv ist. Nach dem Satz von
Picard-Lindel6f und der Folgerung zur Quasipositivitit besitzt (7.1) genau eine
Losung (S, I). Wir setzen N = Sy + Iy > 0. Aus der Gleichung S+I1 =0 folgt
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S(¢#)+I(t) = N auf dem Existenzintervall der Losung, sodass S(t) und I(¢) auf Grund
ihrer Positivitét kleiner als N bleiben. Folglich existiert die Losung fiir alle ¢ > 0
gemif des Fortsetzungssatzes.

Der Parameter a hat eine anschauliche Interpretation fiir den isoliert betrachte-
ten Heilungsvorgang. Die Gleichung I = —al hat offenbar die Losung I(t) = e~*I,.
Daheriste™ = I(t)/I, die relative Hiufigkeit der Individuen aus Iy, die zur Zeit t > 0
noch infektios sind. Also ist die Infektionsdauer exponentialverteilt mit Parameter a,
und die mittlere Infektionsdauer ergibt sich als der entsprechende Erwartungswert

1 o0
- =/ tae “dt.
a 0

Wir definieren nun die Reproduktionsrate der obigen Infektion durch
R=—. (7.2)

Dabei ist 7N gleich der Infektionsrate, die ein erkranktes Individuum in N Infizier-
baren besitzt. Somit gibt R an, wie viele Infektionen dieses Individuum wahrend
der mittleren Infektionszeit verursacht, wenn die Anzahl der Infizierbaren konstant
gehalten wird.

Als nichstes normalisieren wir die absoluten Anzahlen in (7.1) zu relativen Hiu-
tigkeiten und skalieren die Zeit zu 7 = at gemdf} der charakteristischen Zeitspanne
1/a. Wir setzen also

_ 10 _ %

S(t)
s Up =

u(at) = —= v(at)

Iy
> Vo =
N N

, =2 7.3
N N (7.3)
Die neue Zeitvariable wird weiterhin als t (anstelle von 7) bezeichnet. Mittels einer
einfachen Rechnung erhdlt man die skalierten Gleichungen

u=—(Ru-1)v, t>0,
v=(Ru-1)v, t>0, (7.4)
u(0) = ug, v(0) = vy.

Man beachte, dass (1, o) auf der Strecke D; = {(u, v) € R%:u, v > 0, u+v = 1} liegt.
Aus dem Satz von Picard-Lindel6f und der Folgerung zur Quasipositivitit ergibt sich
leicht, dass (7.4) eine eindeutige positive Losung besitzt. Ferner folgt aus (7.4), dass
u+ v = 0 und somit u(t) + v(t) = up + vo = 1 fiir alle t > 0. Demgemif} verlduft
die Losung (u, v) in der Menge D;, und sie existiert folglich fiir alle Zeiten nach dem
Fortsetzungssatz. Wenn wir u = 1 — v in die zweite Gleichung von (7.4) einsetzen,
erhalten wir die logistische Gleichung

v=((R-1)-Rv). (7.5)
Fiir den Fall R > 1 wurde diese Gleichung in Abschnitt 1 explizit gelost, wobei

VoV« .
y(t) = 0 mit v, =1-

vo + (v — ) exp(—(R — 1)) i (7.6)
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Man entnimmt der Losungsformel, dass v fiir t — oo exponentiell gegen den Gleich-
gewichtspunkt v, konvergiert, wenn v, strikt positiv ist. Dabei ist in der urspriing-
lichen Zeitskala die exponentielle Konvergenzrate gleich a(R — 1) = rN — a. Ferner
strebt (u, v) = (1 — v, v) gegen die stationédre Losung

(ty, Vi) = (%, 1-— %)

Da hier der Anteil der Infektiosen strikt positiv ist, nennen wir (u,, v,) fir R > 1
ein endemisches Gleichgewicht. Auch im Falle R < 1 kann man (7.5) explizit 16sen
und auf diese Weise zeigen, dass v gegen das Gleichgewicht v = 0 strebt, wobei die
Konvergenz fiir R < 1 exponentiell ist und wieder (7.6) gilt. Somit konvergiert (u, v)
gegen das krankheitsfreie Equilibrium

(u,v) =(1,0).

Wir halten fest, dass die Reproduktionsrate R im SIS Modell die entscheidende Rol-
le eines Schwellenparameters spielt. Die Infektion kann nur ausbrechen, wenn ein
Infektioser im Mittel mehr als ein Individium ansteckt, also wenn R > 1 gilt. Die Re-
produktionsrate wird diese wesentliche Eigenschaft auch in komplexeren Modellen
behalten.

Sei R durch (7.2) gegeben. Im SIS Modell (7.4) stirbt die Infektion fiir R < 1
aus. Ist R > 1 und I, > 0, bleibt die Infektion erhalten und die relativen Anteile
(u, v) konvergieren gegen das Gleichgewicht (u,, v.) = (%, 1 — %).

W3
Epidemien mit Immunisierung

Im klassischen Modell von Kermack und McKendrick sind alle Gesundeten im-
munisiert, ein typisches Beispiel widren die Masern. Dieses SIR Modell lésst sich
schematisch durch

s5H1-5 R

darstellen. Wir erhalten genauso wie in Abschnitt 7 das System

§=—r8I, t>0,

I=vSI—al, t>0,

. (8.1)
R=al, t>0,

S(0) =So, I(0)=1Ip, R(0)=Ry,

mit gegebenen Konstanten a, r > 0 ur_ld Anfangswerten So, In, Rg > 0. Wir setzen
N = 8 + I + Ro. Man beachte, dass S + I + R gleich 0 ist. Wie im SIS Modell (7.1) gibt
es genau eine positive Losung von (8.1) mit S(¢) + I(t) + R(t) = N fiir alle t > 0. Wir
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skalieren das Modell wie in (7.3) durch

S(t) I(t) R(t) So Iy )
)= —— t) = — )= —-~ = — = = ="
u(at) = —=, vlat) = -7, wla) = =05, U=, M= o=
und erhalten die normalisierten Gleichungen
u=—-—Ruv, t >0,
v=Ruv —v, t>0,
. (8.2)
w=v, t>0,

u(0) = up, v(0) =vy, w(0) = wy,

wobei R wieder durch (7.2) gegeben ist. Es gilt u(t) + v(¢) + w(t) = ug +vo + wo = 1
fiir alle t > 0. Da w nur in der dritten Gleichung in (8.2) vorkommt, miissen wir nur
das reduzierte System

u=—-Ruv, t>0,
v=Ruv —v, t>0, (8.3)
u(o) = Uy, V(O) =",

fiir u und v betrachten. Die Anfangswerte und die Losungen dieses Problems liegen
im Dreieck D, = {(u,v) € R%:u,v > 0, u+ v < 1}. Die verbleibende Lésungskom-
ponente w ist dann durch

t
w(t) = wy +/ v(s) ds, t>0,
0

gegeben. Offenbar sind (%, 0) mit & € [0, 1] die einzigen stationdren Losungen von
(8.3) in D,. Fiir einen Startwert (0, vo) € D, besitzt (8.3) die Losung (0, e 'vp), die
gegen (0, 0) konvergiert. Seien nun uy > 0 und vy > 0. Dann bleibt die Losung
(u, v) strikt positiv, da Losungen sich nicht schneiden konnen. Wir berechnen mit-
tels Trennung der Variablen ein erstes Integral H von (8.3) fiir u, v > 0. Aus den
Differentialgleichungen folgt

v(t) 1
= -1+ .
u(t) Ru(t)

Multiplikation mit & und Integration beziiglich ¢ liefern dann

v(t) = vo = ug — u(t) + R™' (log u(t) — log up).
Somit ist die Funktion H: (0, 1] x [0, 1] — Ry, H(u, v) = v+u—"R! log u, ein erstes
Integral von (8.3). (Probe!) Da dann H(u(t), v(t)) gleich H(uy, vo) ist, verlaufen die

Trajektorien auf den Niveaukurven von H. Diese sind als Graphen der Funktionen

v=¢c(u)=c—u+R_110gu, ¢ = H(ug, vo), u>0,
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Abb. 10. Epidemisches SIR Modell mit R = 0.8 bzw. R = 3.

gegeben. Die Funktion ¢, nimmt ihr Maximum bei u = R™! an und konvergiert
gegen —oo fiir u — 0.Somit wichst ¢, auf (0, 1],falls R < 1.Ist R > 1,dann wiéchst
¢ auf (0, R™!] und fallt auf [R™!, 1]. Die Losungen (u, v) verlaufen von rechts nach
links, da & < 0 nach (8.3) fiir ug, vo > 0 gilt. Typischerweise wahlt man Ry = wy = 0,
sodass der Startwert (u, Vo) auf dem oberen Rand des Dreiecks D, liegt.

Die Losung (u(t), v(t)) von (8.3) besitzt fiir t — oo stets einen Grenzwert, da
ihre Komponenten fiir grofle + monoton und beschrédnkt sind. Da Grenzwerte von
Losungen immer Equilibria sind, konvergiert die Losung gegen eine stationdre Lo-
sung (Uoo, 0). Dabei ist uy, die einzige Nullstelle der Funktion ¢, in (0, min{1, R},
die implizit durch

Uso — R7Mog thoo = tg + v — R log uy, ug > 0, (8.4)

gegeben ist. Inbesondere verschwindet im epidemischen SIR Modell die Infektion
immer fiir grofle Zeiten. Der Wert 1 — uq ist gerade der Anteil der Bevilkerung, der
von der Infektion betroffen wird (wenn wy = 0). Wie beim SIS Modell ist R = 1
wieder ein Schwellenwert: Die Krankheit breitet sich genau dann aus, wenn R >
1 (und u, gentigend grof3 ist). Insbesondere ergeben sich die Phasenportraits in
Abbildung 10.

Es sei R durch (7.2) gegeben. Im SIR Modell (8.3) konvergiert die Losung stets
gegen (Uoo, 0) mit Uy, aus (8.4) (und us, = 0 fiir uy = 0); die Krankheit stirbt
also immer aus. Ist R > 1,1y > 0 und 1y > 1/R, dann wichst der Anteil der
Infizierten bis zum Maximalwert

Vmax = —R (1 +logR) + uy + vo — R log ug
und sinkt danach gegen 0.Ist 1y < 1/R, so féllt v monoton gegen 0. Das krank-

heitsfreie Equilibrium (1, 0) ist fiir R > 1 in D, instabil und fiir R < 1 in D,
stabil, aber nicht asymptotisch stabil.
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Beweis. Wir miissen nur noch die Stabilitdtsaussagen zeigen. Sei R > 1. Dann gibt
es auf Grund der Diskussion vor dem Satz beliebig nahe bei (1, 0) Anfangswerte
(4o, v0) € D, mit vy > 0, deren zugehdrige Losung gegen (i, 0) mit us # 1
konvergiert. Also ist (1, 0) in D, instabil. Seinun R < 1und (u, vo) € D, mit vy > 0.
Nach den obigen Bemerkungen gilt 0 < v(f) < vy < 1—uound 0 < 1 —u(t) <
1 - ux.Da R < 1ist, fillt die Funktion p(x) = x — R™! log x auf (0, 1] strikt mit
p(1) = 1. Folglich existiert die Umkehrabbildung !, und sie ist stetig. Wegen (8.4)
konvergiert nun uy fiir uy — 1 gegen 1. Somit ist (1, 0) in D, stabil. Offenbar ist
(1, 0) nicht asymptotisch stabil. O

Man beachte, dass (8.4) die Beziehung

R = log up — log us

Uy + Vg — Uxo

impliziert. Hierbei konnen ug, vo und u zumindest unter giinstigen Umstdnden
beobachtet werden. Die obige Formel erlaubt also a posteriori eine Bestimmung
der Reproduktionsrate R fiir Infektionen, die durch das SIR Modell (8.1) korrekt
beschrieben werden. Zur Illustration geben wir in der folgenden Tabelle die Repro-
duktionsraten fiir einige Infektionskrankheiten an.

Krankheit R |p=1-R*!
Diphterie 4-6 0.75-0.83
Keuchhusten | 13-17 | 0.93-0.94

Masern 12-13 0.93
Mumps 4-7 0.75-0.86
Pocken 3-5 0.67 - 0.80
Polio 6 0.83
Roteln 6 -7 0.83 - 0.86

Scharlach 5-7 0.80 - 0.86
Windpocken | 9-10 0.89 - 0.90

Wir mdchten nun mit Hilfe der obigen Resultate Strategien diskutieren, die es er-
lauben, den Epidemiefall R > 1 zu verhindern. Eine Mdglichkeit besteht darin,
die Parameter a, r und N so abzuindern, dass R kleiner als 1 wird. Gemif3 (7.2)
konnte man die Populationsgrofle N oder die Infektionsrate r verringern. Ersteres
geschieht bei Tieren durch die traurige Mafinahme der Keulung, Letzteres etwa durch
Hygienemafinahmen. Ferner kann man die Rate a zu a’ erh6hen. Dies kann durch
eine Beschleunigung der Heilung und Immunisierung geschehen (was sowieso wiin-
schenswert ist) oder durch Quarantine. Im zweiten Falle isoliert man Infizierte mit
einer festen Rate (a' — a)l, mit einer Konstanten a’ > a, sodass sie keine Individuen
aus S anstecken konnen. Folglich werden die Isolierten zur Klasse R gezéhlt, und in
(8.1) wird a durch a’ ersetzt.

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, (bis) zum Zeitpunkt ¢ = 0 einen Anteil
p € [0, 1] der Population durch Impfung erfolgreich zu immunisieren. Fiir kleines
vo erhalten wir dann ndherungsweise den neuen Anfangswert uy = 1 — p. Um den
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Ausbruch einer Epidemie zu verhindern, muss dann 1 — p kleiner als R! sein, also
p > 1— R =:p. Man sagt, dass in diesem Falle die Population Gruppenimmunitit
besitzt. Man kann der obigen Tabelle entnehmen, welcher Impfungsgrad p fiir die
jeweiligen Krankheiten dazu erforderlich ist.

Ho
Epidemien mit Inmunverlust

Im epidemischen SIR Modell (8.1) konnten wir die Klasse R der Immunisierten
abspalten, da sie nicht in die Gleichungen fiir S und I einging. Diese Methode ist aber
nicht mehr (direkt) anwendbar, wenn die Immunitét mit einer Rate bR verloren geht
und die betreffenden Individuen wieder infizierbar werden. Man spricht hier vom
(epidemischen) SIRS Modell. Wir betrachten also das System

S =—7SI + bR, t>0,

I=7SI—al, t>0,

. (9.1)
R =al - bR, t>0,

S(O) = SO’ I(O) = IOa R(O) = RO,

mit gegebenen Konstanten a, b, r > 0 und Anfangswerten Sy, Iy, Ry > 0. Auch in
diesem Fall existiert genau eine positive Losung. Da weiterhin S + I + R gleich 0 ist,
bleibt die anfdngliche Populationsgroflie N = Sy + Iy + Ry fiir alle Zeiten erhalten.
Also existiert die Losung fiir alle ¢+ > 0 nach dem Fortsetzungssatz. Der eigentliche
Infektionsvorgang hat sich gegeniiber dem SIS und dem SIR Modell nicht gedndert,
sodass die Reproduktionsrate R wieder durch (7.2) gegeben ist. Wir skalieren (9.1)
genauso wie (8.1) und erhalten die Gleichungen

u=-Ruv+aw, t>0,

v=Ruv—-v, t>0,

. 9.2)
w=v-—aw, t>0,

u(0) = ug, v(0)=vo, w(0)=wp,

wobeiwira = b/a > 0setzen.Nunliegen die Anfangswerte im (rdumlichen) Dreieck
D;s = {(u,v,w) € R3:u+ v +w = 1}. Ebenso wie beim unskalierten System (9.1)
sieht man, dass (9.2) genau eine Losung besitzt, die fiir alle Zeiten in D; verlduft.
Insbesondere ist also w gleich 1 — u — v; im Gegensatz zum SIR Modell, in dem w
eine Stammfunktion von v ist. Innerhalb der invarianten Menge D5 haben wir nur
das krankheitsfreie Gleichgewicht (#, v, w) = (1, 0, 0) und, falls R > 1, zusétzlich
das endemische Gleichgewicht

(9.3)

1 al-R™") 1-R™!
P* Z(M*, Vs W*)= (75 s )
R l+a l+a
Im folgenden Satz wird gezeigt, dass die Infektion fiir R < 1 ausstirbt, und dass das
System fiir R > 1 gegen das endemische Equilibrium konvergiert. Das Verhalten
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Abb. 11. Epidemisches SIRS Modell mit R = 5und a = 0.05.

des SIRS Modells (9.2) unterscheidet sich somit deutlich vom epidemischen SIR
Modell (8.2), bei dem die Infektion auch nach einem Ausbruch stets erlischt. Insofern
sollte man im SIRS Modell eigentlich Geburts- und Sterbeprozesse berticksichtigen,
vergleiche Aufgabe 12. Gegeniiber dem qualitativ dhnlicherem SIS Modell (7.4) ist
der endemische Gleichgewichtswert v, reduziert, da es in (9.3) einen strikt positiven
Anteil w, von Immunisierten gibt. Die Abbildung 11 zeigt drei (in D; verlaufende)
Losungen von (9.2) im Falle eines endemischen Equilibriums, wobei jeweils w(0)
gleich 0 ist.

Essei R durch (7.2) gegeben und (uo, v, o) € D3.Dann besitzt das epidemische
SIRS Modell (9.2) genau eine Losung, die fiir alle t > 0 in Djs liegt.

Sei R < 1. Dann ist das krankheitsfreie Gleichgewicht (u, v, w) = (1,0, 0)
asymptotisch stabil in D; und die L6sung konvergiert gegen (1, 0, 0) fiir t — oo.

Sei R > 1.Dann ist (1, 0, 0) in D; instabil und das endemische Gleichgewicht
px = (s, v, w,) aus (9.3) ist strikt positiv und asymptotisch stabil in Ds. Ferner
konvergiert die Losung fiir t — oo gegen p., fiir jedes (uo, vo, wo) € D; mit
o > 0.

Beweis. Die erste Behauptung haben wir schon vor dem Satz diskutiert. Es sei
(ug, vo, wo) € D5 und (u, v, w) die zugehorige Losung von (9.2). Sei zunédchst R < 1.
Dau < 1 und u,v > 0 sind, zeigt die zweite Gleichung in (9.2) ¥ < —¢v, mit
€ = min{a, 1 — R} > 0. Durch Integration folgt v(t) < e *'v,. Aus der dritten Glei-
chung erhalten wir dann w < —aw + e “'vy und somit w(t) < e *w, + vt e
nach Integration. Daraus ergibt sich ferner 0 < 1 — u(¢) = v(¢) + w(t) < ce (1 + 1)
fiir + > 0 und eine Konstante ¢ > 0. Somit haben wir die behauptete Stabilitdt und
globale Attraktivitdt von (1, 0, 0) gezeigt.

29
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Sei nun R > 1 und vy > 0. Um eine Ljapunov-Funktion fiir das endemische
Gleichgewicht p. zu finden, definieren wir fiir v > 0

1 1
®(u, v, w) = 3 (u—u)*+ = (v —v.logv) + % (w — w,)2.

Man beachte, dass diese Funktion aus quadratischen Termen, die den Abstand von u
zu u, und von w zu w, beschreiben, und einem logarithmischen Term, der uns schon
beim Modell von Volterra-Lotka im ersten Kapitel begegnet ist, zusammengesetzt
ist. Aus den Gleichungen (9.2), u, = 1/R und v, = aw, (siehe (9.3)) folgt

%tb(u, v, w) = (u—u,)(aw— Ruv) + %(v —v)Ru—-1)+alw—w,)(v —aw)

= Rv(u—w) +aw—w)(u—u, +v—aw).

Wennwirnunu +v =1-wundw, = (1 — u,)/(1 + a) einsetzen, erhalten wir

. d
D(u, v, w) = Ecb(u, v, w) = —Rv(u—u,)? —a(l + a)(w—w,)? <0.

Somit ist @ eine Ljapunov-Funktion von (9.2) auf der Menge N, = {(u,v,w) €
Ds:v > 0, ®(u, v, w) < c} fiir jede Konstante ¢ > ®(uy, vo, wo). Diese Menge ist
abgeschlossen und positiv invariant fiir (9.2), da ®(u, v, w) — oo fir v — 0 gilt.
Wenn & (u, v, w) verschwindet, dann miissen u gleich u, und w gleich w, sein. Mit u+
v+w = 1folgtdann auch v = v,. Somit ist @ eine strikte Ljapunov-Funktion. Ferner
istp. = (U, Vi, w,) ein striktes Minimum von ®. Also folgen die Behauptungen iiber
p. aus dem Stabilitdtssatz fiir Ljapunov-Funktionen. Die Instabilitit von (1, 0, 0) in
Dj; fiir R > 1 ergibt sich leicht aus der Attraktivitét von p.. ]

M 10
Endemien

Wenn eine Infektion lingere Zeit andauert, dann sollten auch die krankheitsunab-
hingigen Geburts- und Sterbeprozesse der Population in der Modellierung bertick-
sichtigt werden. Wir betrachten wieder das SIR Modell und nehmen nun an, dass
die Population konstante pro Kopf Geburts- und Sterberaten besitzt, die beide gleich
b > 0sind. Ferner seien die Neugeborenen weder infiziert noch immunisiert und die
Geburts- und Sterbeprozesse unabhéngig von der Infektion. Unter diesen Bedingun-
gen sollte die Gesamtpopulation S+1I + R wieder konstant gleich ihrer Anfangsgréfie
N:= Sy + Iy + Ry sein. Somit erhalten wir das System

S = bN — rSI - bS, t>0,
I=rSI—al -bl, t>0,

R =al - bR, t>0,
S(0) =S, I(0)=1Ip, R(0)=Ry,

(10.1)
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fiir gegebene Konstanten a, b, r > 0und Anfangswerte Sy, Iy, Ry > 0.Dieses Problem
hat eine eindeutige Losung nach dem Satz von Picard-Lindel6f. Wir skalieren diese
Gleichungen wie im Abschnitt 8 durch

_S(t) LI 0 S R R
u(T)—T, V(T)_T’ W(T)—T, Uo—ﬁ, Vo= —, Wo—ﬁ-

Allerdings setzen wir nun 7 = (a + b)t, da die pro Kopf Abnahmerate der Infizierten

jetzt gleich a + b ist. (Im Folgenden schreiben wir wieder ¢ statt 7.) Entsprechend
definieren wir in diesem Fall die Konstanten

R = N und a= b

= . 10.2
a+b a+b ( )

Wie in den vorhergehenden Abschnitten beschreibt R die mittlere Anzahl der In-
fektionen durch ein infektises Individuum in einer Population mit konstant N
Infizierbaren. Also ist R die Reproduktionsrate des Systems (10.1). Typischerweise
ist b deutlich kleiner als a, da die Infektion im Vergleich zur mittleren Lebensdauer
der Individuen schnell abklingt, sodass sich die Werte in (7.2) und (10.2) meist kaum
unterscheiden. Fiir das endemische SIR Modell erhalten wir nun nach einer kurzen
Rechnung das normalisierte System

u=a(l-u)—Ruv, t>0,
v=TRuv—v, t>0,
. (10.3)
w=0-a)y—aw, t >0,
u(0) = up, v(0) =vp, w(0)=wp.

Dabei gelten R > 0, a € (0, 1), sowie ug, vo, wo > 0 und ug + vo + wy = 1. Man
sieht wieder leicht mittels des Satzes von Picard-Lindel6f und der Folgerung zur
Quasipositivitit, dass das Problem (10.3) eine eindeutige positive Losung besitzt.
Die Differentialgleichungen fiir u und v sind unabhéngig von derjenigen fiir w. Also
konnen wir unsere Untersuchung wie im epidemischen Fall (8.2) auf das Teilsystem

iu=a(l—u)—Ruv, t>0,
v=Ruv—v, t>0, (10.4)
u(0) = uo, v(0) = o,

beschrinken. Die Addition dieser Differentialgleichungen fiithrt auf die Ungleichung
u+v=all-uw)-v<a-alu+v),

da v positiv ist. Durch Integration folgt die Ungleichung u + v < 1. Insbesondere

verlduft die Losung (u, v) wieder im Dreieck D, = {(u,v) € R%:u,v > 0,u+v <

1} und existiert fiir alle t+ > 0. Das System (10.4) besitzt stets die krankheitsfreie
stationdre Losung (¢, v) = (1, 0). Das einzige weitere Equilibrium

(Uy, V) = (%,cx(l— %)) (10.5)
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ist nur fiir R > 1 strikt positiv und damit biologisch relevant und ungleich (u, v).
Somit ist (u., v.) ein endemisches Gleichgewicht. Fiir das Ausgangssystem (10.1)
ergibt sich daraus das endemische Equilibrium

r “a+b r’a+b r/)

at+b DN b aN u)

(S«, L, R,) = ( (10.6)

Wir zeigen nun, dass R = 1 wieder der Schwellenwert zwischen dem Aussterben der
Krankheit und ihrem endemischen Fortbestehen ist.

Es sei R durch (10.2) gegeben und (ug, vy) € D,. Dann besitzt das endemische
SIR Modell (10.4) genau eine Losung, die fiir alle t > 0in D, liegt.

Sei R < 1.Dann ist das krankheitsfreie Gleichgewicht (%, v) = (1, 0) asym-
ptotisch stabil, und die Losung konvergiert gegen (1, 0), fiir jeden Anfangswert
(40, v0) € D,.

Sei R > 1. Dann ist (1,0) in D, instabil, und das endemische Gleichgewicht
(u., v.) aus (10.5) ist strikt positiv und asymptotisch stabil. Ferner konvergiert
die Losung gegen (u,, v.), falls vy strikt positiv ist.

Beweis. Die rechte Seite von (10.4) ist durch die Funktion
f(u,v) = (ax(1 —u) = Ruv, Ruv — v)
gegeben. Fiir die beiden Equilibria erhalten wir die Jacobimatrizen

f/(1,0)=[‘0“ 73‘7_31] und f’(u*,v*)z[a(;gﬂ_zl) ‘01] (10.7)

Die Matrix f'(u., v.) besitzt eine strikt negative Spur und eine strikt positive De-
terminante, falls R > 1. Somit folgen die Stabilitdtsaussagen aus dem Prinzip der
linearisierten Stabilitét. Ferner ergibt sich im Falle R > 1 die Instabilitdt von (1, 0)
in D, aus der unten gezeigten globalen Attraktivitdt von (u., v.).

Der Nachweis der globalen Attraktivitdt von (1, 0) und (u., v.) erfordert eine
detailliertere Analyse. Sei (u, v) die Losung zum Anfangswert (ug, vo) € D,. Wir
betrachten zundchst den Fall R < 1 und die Gleichgewichtslosung (1,0).Dau < 1
und u, v > 0ist, folgt v < (R — 1)v aus der zweiten Differentialgleichung. Somit gilt
v(t) < e vy mite = min{a, 1 — R} > 0. Also liefert die erste Differentialgleichung
in (10.4) die Ungleichung

d
E(l —u)=—u < —a(l-u)+Rve .

Integration impliziert nun 0 < 1—u(t) < c(1+t) e fiir ¢ > 0, mit einer Konstanten
¢ > 0. Als Nichstes untersuchen wir (u,, v,) fiir R > 1. Es sei nun vy > 0. Die
Funktion v ist strikt positiv, weil auf [0, 1) x {0} eine Losung von (10.4) verlduft, die
gegen (1, 0) konvergiert. Um eine Ljapunov-Funktion ® auf D, \ ([0, 1] x {0}) zu
erhalten, betrachten wir die Funktion %(u —u,)?, die den Abstand von u zu u, misst.



10 Endemien 33

Aus der ersten Differentialgleichung in (10.4) und aus (10.5) folgt dann

% %(u —u) =(w-w)i=(u—u)[au. + Ru.v, — au— Ruv]
=—a(u-u)" - Rv(u—u) - (v-v)(u—-u).

Zur Kontrolle des letzten Summanden, verwenden wir wie beim Volterra-Lotka Mo-
dell im ersten Kapitel einen logarithmischen Term. Wir berechnen dazu in dhnlicher
Weise

%ﬁ(v —v.logv) = pv - ﬁ%{) = BRuv — Bv — BRuv, + Pv.

fiir eine reelle Konstante . Wenn wir nun f8 = u, = R~ wihlen, ergibt sich
d
a7 PBv—=v.logv) =uv—uv—uv, + uv. = (v-—v.)(u—u,).

Demgemdf definieren wir ®(x, y) = %(x —u,)? + u.(y — v.logy) fiir x € R und
y > 0und erhalten

. d
d(u,v) = I ®(u,v) < —a(u—u)? <0.

Somit ist @ eine Ljapunov-Funktion fiir (10.4). Aus d(u,v) =0 langs einer Losung
folgt u = u, = 1/R, sodass wegen (10.4) auch v konstant sein muss. Also ist
die Ljapunov-Funktion @ strikt. Ferner liegen fiir ein geniigend grofles ¢ € R der
Startwert (uo, vo) und das Equilibrium (u,, v.) in der Menge N, = {x > 0,y >
0: ®(x, y) < c}. Diese Menge ist positiv invariant fiir (10.4) und abgeschlossen (da
®(x, y) > oo fiir y — 0). Also folgt die Behauptung aus dem Satz iiber Ljapunov-
Funktionen. L]

Essei A = f'(u., v.) im Falle R > 1,vergleiche (10.7). Dann ist die Diskriminante
des charakteristischen Polynoms von A

(spA)’ —4detA = a(aR* - 4(R - 1))
genau dann strikt negativ, wenn

R < da{(R - 1)=4(R—1)(1+%). (10.8)
Ein typischer Wert von R ist 10. In diesem Fall ist (10.8) schon erfiillt, wenn a doppelt
so grofl ist wie b, was normalerweise zutrifft. Wenn (10.8) gilt, dann hat die Linea-
risierung von (10.4) bei (u., v.) eine stabile Spirale in (0, 0). Dies tibertrégt sich auf
die nichtlineare Gleichung, deren Losungen somit spiralformig gegen (i, v.) kon-
vergieren, siche Ubung 14. Insbesondere wird dann selbst fiir uy &~ 1 die Lésung u(¢)
zunidchst (u.U. deutlich) kleiner als u,, wie auch das Phasenportrait in Abbildung 12
zeigt.
Abschlieffend betrachten wir noch kurz den Fall, dass die Infektion mit einer
pro Kopf Rate m > 0 zum Tode fiihrt, wobei wir uns auf die wenigen Anderungen
gegeniiber dem Fall m = 0 konzentrieren. Nach wie vor sei b > 0 die natiirliche pro
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Abb.12. Endemisches SIR Modellmita = 0.1und R = 5.

Kopf Geburts- und Sterberate fiir die Infizierbaren, Infektiosen und Immunisierten.
Wir setzen N = Sy + I + R und betrachten das System

S =bN —rSI - bS, t>0,

I=7SI—al — bl —ml, t>0,

. (10.9)
R =al - bR, t>0,

§(0) =S, I1(0) =1, R(0) =Ry,

wobei ferner r, a > 0und Sy, Iy, Ry > 0 gegeben sind. Anfanglich entspricht also der
Zuwachs durch Geburten dem Verlust durch Sterbeflle. Wie in den vorhergehenden
Modellen erhalten wir eine eindeutige positive Losung von (10.9). Durch Addition
der Differentialgleichungen ergibt sich

S+I+R=bN-b(S+I+R)—mI <bN -b(S+I+R), (10.10)

woraus S + I + R < N mittels Integration folgt. Also existiert die Losung (S, I, R) fiir
alle Zeiten nach dem Fortsetzungssatz, und die Komponenten S, I, R sind durch N
beschrénkt. Ferner ist die Menge {(S, I, R) € Ri: I = 0} invariant fiir (10.9), sodass
fiir positives I, die Losungskomponente I(¢) positiv bleibt. In diesem Fall erhalten
wir in (10.10) eine strikte Ungleichung. Folglich féllt die Gesamtzahl S + I + R der
Individuen strikt (fiir Iy > 0) und ist somit im Gegensatz zum System (10.1) keine
Konstante mehr.

Wir normalisieren (10.9) wie zuvor und spalten die R-Gleichung ab, wobei nun
7 = (a + b+ m)t die neue Zeitskala ist, und wir

N b
R = ri und a=—— (10.11)
a+b+m atb+m

setzen. Hierbei ist R die Reproduktionsrate von (10.9), die sich gegeniiber (10.2)
verkleinert hat: Die krankheitsbedingten Todesfille reduzieren die Anzahl der In-
fizierten und bremsen damit die Ausbreitung der Infektion. Wie im Falle m = 0
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erhalten wir das skalierte und reduzierte System

u=oa(l—u)—Ruv, t>0,
v=TRuv-—-v, t>0, (10.12)
u(0) = up, v(0) = o,

also wieder (10.4). Damit gelten nach Reinterpretation von R und « fiir das Modell
(10.12) die Aussagen des obigen Satzes {iber das Modell (10.4). Sei speziell rN >
a+ b+ m,also R > 1. Fiir das Ausgangssystem (10.9) ergibt sich dann das strikt
positive und stabile Equilibrium

s -—, (10.13)
r at+tb+m r a+b+m r

(SR = (a+b+m bN b ~aN a),

gegen das die Losung von (10.9) konvergiert, falls I, strikt positiv ist. Im Vergleich
zum SIR Modell mit m = 0 erhdht sich in (10.13) der Gleichgewichtswert S, ,wahrend
I, R, und S, + I, + R, verringert sind, vergleiche (10.6). Daher ist die Infektion im
Falle m > 0 hinsichtlich der Gesamtpopulation weniger aggressiv, obwohl sie fiir ein
einzelnes Individuum t6dlich verlaufen kann.

o 11
Impfungen fiir Endemien

Wir wollen nun eine Impfstrategie fiir das endemische SIR Modell (10.1) untersu-
chen. Hierzu nehmen wir vereinfachend an, dass ein fester Anteil p € [0, 1] der
Neugeborenen geimpft wird, wiahrend der Anteil g = 1 — p infizierbar bleibt. (In der
Realitédt wird nicht sofort bei der Geburt geimpft, aber wie erwéhnt wollen wir die
Altersabhdngigkeit nicht berticksichtigen.) Dann fiihrt (10.1) auf das System

S = bgN — rSI - bS, t>0,

I=1SI—al - bl, t >0,

R = bpN +al - bR, t>0,
S(0) = Sp, I(0)=1Ip, R(0)=Ro,

(11.1)

fiir Konstanten a, b, r > 0, Anfangswerte Sy, Iy, Ry > 0,und N = S + I + R. Natiirlich
existiert weiterhin genau eine positive Losung. Durch Addition folgt wieder S+I+R =
0 und somit ist die Gesamtpopulation N = S + I + R konstant gleich Sy + I + Ro. Wir
skalieren dieses System genauso wie (10.1) und kénnen wieder die Grof3en R bzw. w
abspalten. Also erhalten wir das Problem

u=aq-oau—Ruv, t>0,
v=TRuv-—-v, t>0, (11.2)
u(0) = up, v(0) = o,

wobei R > 0 und a > 0 nun wieder durch (10.2) gegeben sind. Es gelte R > 1,
sodass geméfl Abschnitt 10 fiir ¢ = 1 und vy > 0 die Infektion endemisch in der
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Population erhalten bleibt. Das System (11.2) besitzt die stationdren Losungen

w0 e (Lol 2))

sodass fiir g < R™! kein echtes endemisches Equilibrium existiert. Wir setzen diese
Bedingung, also

1
1- — 11.3
P> = (11.3)

voraus und bezeichnen mit f(u, v) die rechte Seite von (11.2). Aus (11.3) und

, | —a  -Rgq
f(q,O)—[ 0 Rq—l]

schlieflen wir dann, dass (g, 0) asymptotisch stabil ist. Tatsdchlich konvergiert die
Losung fiir jeden Anfangswert (i, v9) € D, gegen (g, 0): Sei vy = 0. Die Gleichun-
gen (11.2) implizieren dann v = 0 und u(t) — q fiir t — oc. Sei vy > 0. Dann
bleibt v positiv. Ist ferner uy > ¢, dann fillt u wegen (11.2) zunéchst bis u(t) = q.
Andernfalls sei f, = 0. Auf [y, 00) gilt dann & < ag — au. Da u(ty) < q ist, folgt
mittels Integration, dass u(t) fiir t > ¢, kleiner als g bleibt. Somit impliziert (11.3)
die Ungleichung Ru < Rq < 1.Wegen der zweiten Differentialgleichung fillt also v
exponentiell gegen 0. Jetzt kdnnen wir aber wie fiir das System (10.4) ohne Impfung
schlielen, dass u gegen g konvergiert. Folglich kann man (in diesem einfachen Mo-
dell) die Infektion zum Aussterben bringen, wenn man einen Anteilp > p = 1-R"}
der Neugeborenen (erfolgreich) impft. In diesem Fall hat die Population Gruppen-
immunitit. (Vergleiche wieder die Tabelle auf Seite 27.)

Es sei R > 1 durch (10.2) gegeben, und es gelte (11.3). Dann ist im endemischen
SIR Modell (11.2) mit Impfung das krankheitsfreie Gleichgewicht (g, 0) asym-
ptotisch stabil, und die Losung konvergiert gegen (g, 0) fiir ¢ — oo und jeden
Anfangswert (1o, vo) € D;.

Alternativ kann man im SIR Modell (10.1) mit R > 1 auch durch Quarantine die
Krankheit am Ausbruch hindern. Dabei wird ein Anteil der Infektidsen mit Rate &1
in die Klasse R iiberfiihrt, also der Parameter a durch den grofleren Wert @’ = a + 6
ersetzt. Die Infektion stirbt aus, wenn die neue Reproduktionsrate R’ = rN/(a’ + b)
kleiner als 1 ist,alsowenn 6 > tN —a—0b > 0.

Auch im Modell (10.9) mit krankheitsbedingter Mortalitdt m > 0 fithrt die Imp-
fung eines hinreichend groflen Anteils p € [0, 1] der Neugeborenen zum Aussterben
der Infektion. Wie im Falle m = 0 lautet das normalisierte und reduzierte SIR Modell
mit Impfung

u=oaq-oau—Ruv, t>0,
v=Ruv—-v, t>0, (11.4)
u(0) = up, v(0) = v,

wobei R und a nun durch (10.11) gegeben sind. Also erhalten wir das gleiche Er-
gebnis wie fiir das System (11.2) mit dem Wert von R aus (10.11).
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H 12
Ein SIS-Modell mit 2n Klassen

Wie schon zu Beginn des Kapitels erwéhnt, erfordert die angemessene Modellierung
einiger Infektionskrankheiten eine weitergehende Differenzierung der Populations-
klassen S, I und R. Wir wollen hier ein 2n-Klassen Modell vom SIS Typ diskutieren.
Eine typische Anwendung dieses Modells ist die Gonorrhd. Bei dieser Geschlechts-
krankheit erhilt der Geheilte kaum (oder keine) Immunitét, sodass wir uns auf
Klassen der Infizierbaren S und Infektiosen I beschranken kénnen. Wir wollen fer-
ner das Auftreten einer Inkubationszeit vernachldssigen, also keine Klassen vom Typ
E betrachten. Auf der anderen Seite zeigt die Gonorrho gelegentlich einen asymp-
tomatischen Verlauf, woraus offenkundig ein anderes Ansteckungsverhalten als bei
Individuen mit starken Symptomen resultiert. Ferner wird die Ansteckungsrate zwi-
schen verschiedenen Bevilkerungsgruppen insbesondere vom Grad der sexuellen
Aktivitdt, dem Geschlecht und der sexuellen Orientierung abhéngen.

Im Folgenden betrachten wir ganz allgemein n Unterklassen der Population mit
jeweils S Infizierbaren und I Infektiésen, k = 1,..., n. Ferner nehmen wir an,
dass die Individuen die Klasse nicht wechseln konnen und beriicksichtigen keine
Geburts- und Sterbevorginge. Folglich ist die Anzahl Sk + Iy =:Nx > 0 der k-ten
Unterklasse konstant. Ferner sei a; > 0 die (pro Kopf) Gesundungsrate der k-ten
Unterklasse und ry; die Kontaktrate der Infektion eines Infizierbaren der Klasse
k durch einen Infektigsen der I-ten Klasse. Damit ergeben sich wie in (7.1) die
Differentialgleichungen

n
I = —agle + z ANl
I=1

n n
= —aylx + z TNkl — Z Trlid;
I=1 I=1

firk € {1, ..., n},wobeiwir Sy = Ny —Ii eingesetzt haben. Wir normalisieren wieder
die Anzahlen, indem wir vx = Iy /Ny und by = riN; > 0 setzen, und erhalten somit
das System

n n
i/k=—akvk+2bklvl—2bk1vkv1, t>0, k=1,...,n,
I=1 I=1 (12.1)

vk(0)=v2, k=1,...,n.

Wir nehmen ferner an, dass die Population beziiglich der Infektion irreduzibel ist,
das heif3t: Fiir jede echte Teilmenge ] # @ von {1, ..., n}

existieren [ € J, k € {1,---,n}\J mit by > 0. (12.2)
Diese wesentliche Annahme besagt, dass eine gegebene Gruppe J von Unterklas-

sen stets mindestens eine der nicht in J enthaltenen Unterklassen infizieren kann.
Andernfalls konnte man die Gruppe J und ihr Komplement getrennt behandeln.
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Wir fassen die Komponenten zu den Vektoren v = (vi,...,v,)T und +* =
(V(l), ces ¥ T zusammen. Ferner definieren wir die n x n-Matrix A = [ay] durch

a = by fir k # lund axe = bix — ax, sowie die nichtlinearen Abbildungen

gv) = (Z bklvkvl)k=1 ) und f(v) =Av —g(v).
I=1

,,,,,

Man beachte, dass auf Grund der angenommenen Irreduzibilitit der Population
die Matrix A und damit auch ihre Transponierte A irreduzibel sind. Mit diesen
Vereinbarungen ldsst sich das System (12.1) als

v=Av—-g(v), t=>0, v(0) = 1°, (12.3)

schreiben. In unserem Modell sind dabei nur Anfangswerte v* im Einheitswiirfel
W, = [0, 1]" von Interesse. Wir wollen beweisen, dass die Spektralschranke

s(A) = max{Re A: A ist ein Eigenwert von A}

von A das asymptotische Verhalten des Systems (12.1) bestimmt: Ist s(A) < 0,dann
gibt es nur das triviale Equilibrium ¥ = 0 in W,, gegen das jede Losung in W,
konvergiert. Ist s(A) > 0, dann gibt es genau eine weitere, strikt positive stationére
Losung v*, gegen die jede Losung mit Anfangswert v € W, \ {0} konvergiert. Wir
beginnen den Beweis dieser Aussagen mit zwei Lemmas.

Lemma zu globaler Existenz. Sei’ € W,. Dann hat (12.1) genau eine globale
Losung v, die fiir alle + > 0 in W, verlduft. Ist ferner v? # 0, dann liegt v(t) in
(0, 1)" fiir alle t > 0.

Beweis. Die Existenz einer eindeutigen Losung v > 0 von (12.1) ergibt sich wieder
leicht aus dem Satz von Picard-Lindelof und der Folgerung zur Quasipositivitt. Sei
x ein Punkt aus 8 W,,, der nicht auf den Koordinatenhyperebenen liegt,und sei v eine
duflere Normale an 0 W, bei x. Dann gilt v = 0, wenn x; € (0, 1), und v > 0, wenn
xr = 1. Somit folgt die Ungleichung

Wifx)= > (— Qi+ D buxive— ) hklxll/k) <0.
=1 =1

kixp=1

Die erste Behauptung ist dann eine Konsequenz des Satzes {iber Invarianz konvexer
Mengen und des Fortsetzungssatzes.

Sei nun v* # 0 und t > 0. Wenn v,(¢) fiir ein k gleich 1 wire, dann wire ¢ ein
lokales Maximum auf Grund der ersten Behauptung, und v,(t) miisste gleich 0 sein.
Andererseits folgte aus (12.1), dass vx(t) < 0 wire. Also sind alle Komponenten von
v(¢) kleiner als 1. Wir nehmen nun an, dass mindestens eine Komponente von v(t)
gleich 0 sei. Da 0 eine stationdre Losung ist, konnen nicht alle Komponenten von v(t)
verschwinden. Weil die Population irreduzibel ist,gibt es also Indizes k, j € {1, ..., n}
mit by; > 0, v(t) = 0 und vj(t) > 0. Aus der Differentialgleichung (12.1) und der
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schon gezeigten Positivitdt von v(¢) folgt nun
n
vi(t) = Zbklvl(t) > 0.
1=1

Wieder ergibt sich ein Widerspruch, sodass auch die zweite Behauptung gilt. ]

Da die Matrix AT quasipositiv und irreduzibel ist, hat sie nach der Folgerung
zum Satz von Perron-Frobenius einen strikt positiven Eigenvektor y zum Eigenwert
s(A) = s(AT). Wir setzen nun

d(x) = (x|y) und Ce={xe W,:®(x) > ¢} (12.4)
firx € W, und € > 0. Mit 6 = miny yx > 0 gilt
Slxly < 6lxlp < @(x) < |x|2 Iyl2. (12.5)

Die Funktion ® erlaubt es unser Hauptresultat im Falle s(A) < 0 zu zeigen.

Lemma iiber stabilen Fall. Ist s(A) < 0, so gibt es nur das triviale Equilibrium
v = 0 in W, gegen das alle Lésungen von (12.1) mit v* € W, konvergieren. Ist
s(A) > 0, so gibt es ein g > 0, sodass C. unter (12.1) positiv invariant ist, falls
£ € (0, g] ist.

Beweis. Die Differentialgleichung (12.3) impliziert

d() = (Avly) = (@My) = (WD) = D buyivivi (12.6)
k,1=1

fiirv € W,.Seiens(A) < 0und+® # 0.Dann ist lings einer Losung s(A)®(v) < 0und
die Doppelsumme ist fiir ¢ > 0 positiv aufgrund des vorhergehenden Lemmas. Also
ist ®(v) fiirv e W, \ {0} negativ. Somit ist @ eine strikte Ljapunov-Funktion auf W,
und (12.3) hat auRer 0 kein weiteres Equilibrium v* in W, (da dann & (v*) = 0 gelten
miisste). Die erste Behauptung folgt damit aus dem Satz tiber Ljapunov-Funktionen.
Sei nun s(A) > Ound v € W, mit ®(v) = € > 0. Wegen (12.5) und (12.6) haben
wir [v]; < /8 und ®(v) > s(A)e — 6 2€?|y|oo | Bl2, wobei B = [by]. Also existiert ein
& > 0,sodass ®(v) > 0 fiir e € (0, &]. Diese Aussage impliziert mittels des Satzes
iber Invarianz von Sublevelmengen die zweite Behauptung. ]

Wir bemerken, dass die Ungleichung (12.5) im Falle s(A) < 0 auch die Stabilitit des
Equilibriumsv = 0 zeigt.
Wir kénnen nun unser oben angekiindigtes Hauptresultat beweisen.

Das System (12.1) sei irreduzibel im Sinne von (12.2), und es sei v Losung von
(12.1) mit v(0) = v* € W,, = [0, 1]". Dann gelten die folgenden Aussagen, wobei
A vor (12.3) definiert wurde.

Lemma

Satz
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(i) Seis(A) < 0.Dann konvergiert v(t) fiir t — oo gegen das einzige Equi-
librium v = 0 in W". v ist global asymptotisch stabil in W,,, die Infektion
stirbt aus.

(ii) Seien s(A) > 0 und v* # 0. Dann konvergiert v(t) fiir t — oo gegen
das einzige Equilibrium v* in W" \ {0}, v* ist global asymptotisch stabil
in W, \ {0}. Dabei liegt v* in (0, 1)", die Infektion bleibt also in allen
Unterklassen erhalten.

Beweis. Die erste Behauptung haben wir schon im Lemma {iber den stabilen Fall
gezeigt. Sei nun s(A) > 0.Fernerseien 0 <v<w<e=(1,...,1)T,ke{l,...,n}
und v, = wg. Dann gilt

fe(v) = —agwg + (1 — wy) Zblel < fi(w),

I=1

sodass (12.1) quasimonoton ist. Die Funktion v = e ist ein Superequilibrium von
(12.1), da f(e) negativ ist. Es sei ¥ die Losung von (12.1) mit #(0) = e. Dann zeigt
das Vergleichsprinzip, dass die Komponenten von » monoton fallen. Ferner folgt aus
dem Lemma iiber den stabilen Fall und (12.5),dass |V(¢)|, > €/|y|, firallet > 0 und
ein hinreichend kleines £ > 0 gilt. Also strebt ¥ gegen ein Equilibrium v* € W, \ {0}
von (12.1).

Wir nehmen an, dass es eine weitere stationdre Losung v/ in W, \ {0} gibe.
Nach dem Lemma tiiber globale Existenz sind v* und v’ strikt positiv. Wir konnen
annehmen, dass m = max; v; /v, > 1 und m = v{/v] sind. Dann ergeben sich die
Ungleichungen v{ > v{ und vi > vivi /v, firk = 2,...n. Aus

n
0=—ayvi + (1 =) Zbllvl"
k=1

folgt durch Multiplikation mit v} /v die Identitt

n /

v
0=—-a;v, + (1 —vY) E byvi -
1 1 1 ",

.
k=1 1

Andererseits haben wir

n
0=—ayv; + (1 —v)) Z buv;.

k=1
Es gelten 1 — v} < 1 - und v{v}/v{ < v}, und es gibt ein j mit b;; > 0 auf Grund
der Annahme (12.2). Somit fithren die obigen Gleichungen auf einen Widerspruch,

und es folgt v/ = v* > 0.

Es sei nun v € W™\ {0} mit der zugehdrigen Losung v. Da v(t) fir t > 0
strikt positiv ist, konnen wir ¥° > 0 annehmen. Nach der Folgerung zum Satz von
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Perron-Frobenius hat A einen strikt positiven Eigenvektor z zum Eigenwert s(A).
Somit existiert o > 0 mit nz < v° fiir jedes € (0, o). Setze { = mingzx > 0.
Andererseits erhalten wir mit B = [by]

filnz) = ns(A)zi —n* D buziz = n(Gs(A) - n|Blalzl3) = 0,

I=1

sofern n > 0 gentigend klein gewéhlt wird. Daher ist nz ein Subequilibrium. Es sei
v die Losung von (12.1) mit ¥(0) = nz. Nach dem Vergleichssatz gilt nun v(¢t) <
v(t) < ¥(¢) fiir t > 0, und ¥ konvergiert ebenfalls gegen das einzige Equilibrium
v e W, \ {0}. Also folgt v(t) — v* fiir t — 00, und nach der Folgerung aus dem
Vergleichssatz ist v* global asymptotisch stabil in W), \ {0}. ]

Wir betrachten als Beispiel den Fall zweier Klassen weiblicher, bzw. médnnlicher,
heterosexueller Individuen. Dann gilt by; = b, = 0,

-a;  bp bi2by —ara;  biby —aray
A= s d = s
[ by —a ] e [521(01 +b12)  bi(ay + bzl)]

ist eine stationdre Losung von (12.1). Genau dann liegt v* in (0, 1)?, wenn
b12b21 —a a; = —det A > 0.

Da A stets eine negative Spur hat, ist diese Bedingung dquivalent zu der Unglei-
chung s(A) > 0. Dies bestdtigt den bewiesenen Satz.

Ubungsaufgaben

9. Wie verhalten sich das epidemische SIRS Modell (9.2) und das endemische SIR Modell
(10.4), wenn die jeweilige Reproduktionsrate gleich 1 ist?

10. Man modifiziere die endemischen SIR Modelle (10.1) und (10.9) fiir den Fall einer
SIS Infektion und zeige, dass die beiden so entstehenden endemischen SIS Modelle
fiir positive Anfangsdaten eindeutige, positive, beschrinkte Losungen besitzen. Man
berechne die positiven Equilibria und untersuche ihre Stabilitdt und Attraktivitét in
Abhingigkeit von der zugehorigen Reproduktionsrate.

11. In den epidemischen und endemischen SIR Modellen (8.1) und (10.1) nehme man
jeweils an, dass nur ein Anteil von (1 — x)al der Geheilten immunisiert wird und
die anderen xal wieder infizierbar werden. Dabei ist k € (0, 1) eine Konstante. Im
epidemischen Fall zeichne man Phasenportraits im biologisch relevanten Bereich in
Abhiéngigkeit von der Reproduktionsrate, und man zeige die Konvergenz der Losungen.
Das endemische Modell behandele man wie in der vorhergehenden Aufgabe. (Man
ignoriere die Grenzfille.)

Beispiel
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12.

13.

14.

Man betrachte das skalierte endemische SIRS Modell

x=A-ax—xy+ fz, t>0,
y=xy-y, t>0,
z=y-yz, t>0,

x(0) =xo, y(0) =y, 2z(0) =z,

mit den Anfangswerten xo, ¥y, zo > 0 und den Konstanten A, a, 8,y > 0,wobeiy >
ist. Man berechne die positiven Equilibria und untersuche ihre Stabilitdt und Attrak-
tivitdt in Ahdngigkeit von der zugehdrigen Reproduktionsrate, wobei man Grenzfille
ignoriere. (Hinweise fiir das endemische Gleichgewicht: Man verwende das Routh-
Hurwitz Kriterium und eine Ljapunov-Funktion, die neben Termen wie im Abschnitt
9 auch einen Term der Form x — x, + y — y. + 6(z — z,)? enthilt.)

Man modelliere den Verlauf von Malaria als SIS Modell einer menschlichen Population
(mit den Variablen S; und I;) und einer Population von Moskitos (mit den Variablen S,
und I,), wobei Moskitos nur Menschen und Menschen nur Moskitos infizieren konnen.
Bei den Menschen vernachldssige man Geburts- und Sterbeprozesse. Bei den Moskitos
nehme man eine konstante pro Kopf Sterberate b fiir die gesamte Population an, die
auch die Geburtsrate der Infizierbaren ist. Wann besitzt das System ein global attrakti-
ves Gleichgewicht?

Gegeben sei eine Funktion f € C'(R?, R?) mit f(0)=0, sodass die Eigenwerte von f’(0)
nicht reell sind und nicht auf der imaginédren Achse liegen. Die Linearisierung ist also
eine stabile (bzw. eine instabile) Spirale. Durch Betrachtung von Polarkoordinaten in
R? zeige man, dass die Lésungen der Differentialgleichung @ = f(u) in der Nihe des
Ursprungs ebenfalls spiralformig auf 0 zu (bzw. von 0 weg) laufen.



Viren und Prionen

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels diskutieren wir ein grundlegendes Modell der
Virendynamik, das auf May und Nowak zuriickgeht. Dieses Modell fiihrt auf eine
stark gekoppelte dreidimensionale Differentialgleichung. Wir normalisieren dieses
System und zeigen mit Hilfe von Ljapunov-Funktionen, dass ein Schwellenwert das
Konvergenzverhalten des Systems steuert. Interessanterweise kann man das norma-
lisierte System auch auf weitere Probleme der mathematischen Biologie anwenden.
In Abschnitt 15 behandeln wir in diesem Sinne ein Modell zur Dynamik von Prio-
nen und im letzten Abschnitt des Kapitels zwei komplexere Infektionsmodelle. In
Abschnitt 14 verfeinern wir das Basismodell von May und Nowak, indem wir auch
die Immunantwort des befallenen Organismus beriicksichtigen.

|13
Das Modell von May und Nowak

Gegeniiber dem zweiten Kapitel dndern wir nun die Perspektive und untersuchen
eine virale Infektion einer Zellkultur. Hierbei betrachten wir die drei Variablen

e Anzahl V der freien Viren,
e Anzahl Z der nicht infizierten (gesunden) Zellen,
e Anzahl I der infizierten Zellen.

Das System wird dhnlich wie die makroskopischen Infektionsmodelle aus dem zwei-
ten Kapitel modelliert. Nicht infizierte Zellen werden mit einer festen Rate A > 0
bereitgestellt. Die freien Viren infizieren gesunde Zellen mit der Rate rVZ. Dabei be-
schreibt die Infektionskontaktrate r > 0 die Effizienz dieses Vorgangs, also etwa die
Héufigkeit, mit der freie Viren nicht infizierte Zellen aufspiiren und in sie eindrin-
gen (oder ihr genetisches Material einfithren), sowie den Anteil der erfolgreichen
Infektionen. Die anderen Prozesse sollen jeweils nur von einer Spezies abhéngen:
Infizierte Zellen produzieren neue Viren und setzen sie mit Rate k > 0 pro Zelle frei.
Die Sterberaten der drei Klassen seien gleich vV, mZ und pl. Schliefllich bertick-
sichtigen wir die Moglichkeit,dass die Anwesenheit freier Viren die Zellproduktion
mit der Rate bV anregt. Im Ubrigen konnen infizierte Zellen nicht gesunden. Somit
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erhalten wir das System

V=kI-vV, t>0,
Z=A-mZ+bV-1rVZ, t>0,
1=1rVZ~-pl, t>0,

V(0) =V, Z(0)=2Zy, I(0)=1I.

(13.1)

Hierbei sind die Anfangswerte Vo, Zy, Iy > 0 sowie die Konstanten A, r, k, m, g, v >
Ound b > 0 gegeben.

Die mittlere Lebensdauer einer infizierten Zelle ist 1/p (vergl. Abschnitt 7 in
Kapitel II). In dieser Zeit produziert eine einzelne infizierte Zelle im Mittel k/p
freie Viren. Deren mittlere Verweildauer im System ist gleich 1/v. Auf der anderen
Seite reduziert sich (13.1) im virenfreien Fall V, = I, = 0 auf die eindimensionale
Gleichung Z = A — mZ, deren Losungen exponentiell gegen das Equilibrium A/m
konvergieren. Wenn wir die Anzahl der nichtinfizierten Zellen fest auf diesem Wert
halten, infizieren also die von der infizierten Zelle ausgeschiitteten Viren wahrend

ihrer mittleren Lebenszeit krd
r
R = (13.2)
mpuv

neue Zellen. Also ist R die Reproduktionsrate des Virenmodells (13.1).

Mittels des Satzes von Picard-Lindel6f zeigt man leicht, dass (13.1) eine eindeu-
tige Losung besitzt. Wir skalieren diese Losung durch

r kr kr
x(t)=—V(t/p), y()=—2Z(t/p), z2)=—It/p),
P B B (13.3)
TVO kTZO kTIO
Xo = n 5 )’0 = ’_12 5 Zp = 7’.12 .

Ferner setzen wir £ = vu~!,0 = krAp™,p = mp~! und § = bkp 2. Dann ergibt sich
aus (13.1) das normalisierte System

x=z-£&x, t>0,
y=0-py+6x—xy, t>0,

. (13.4)
z=xy-—z, t>0,

x(0) =x0, y(0) =yo, 2(0)=z.

Wir formulieren nun das grundlegende Resultat {iber das qualitative Verhalten von
(13.4),wobei wir annehmen, dass die Anfangswerte x, o, zo > 0 und die Konstanten
£,0,p>0undd > 0gegeben sind.

Satz zum normalisierten Modell. Es seien § € [0, &) und (xo, yo,20) € R3.
Dann besitzt das System (13.4) eine eindeutige, beschrédnkte, positive Losung fiir
alle t > 0. Ferner gibt es nur die Equilibria
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Sei 0 < £p.Dann ist (%, ¥, Z) das einzige Equilibrium von (13.4) in R3. Es ist
asymptotisch stabil, und die Lésung von (13.4) konvergiert gegen (X, y, z).

(%7,2) = (0,0/p,0) und (xe,3.,2.) = (

Sei 0 > £p.Dannist(x, y, z) in R? instabil,und (x., y., z.) ist strikt positiv und
asymptotisch stabil. Die Losung konvergiert gegen (x., y., z.),falls xo+zy > 0ist.

Aus diesem Satz ergibt sich gemaf$ (13.3) unmittelbar die gewiinschte Beschreibung
des asymptotischen Verhaltens des Virenmodells (13.1). Zunéchst beachte man, dass
die Ungleichung 6 < & zur Bedingung kb < pv dquivalent ist. Diese Zusatzbedin-
gung sichert die Beschridnkheit der Losung und schliefit den unrealistischen Fall
aus, dass die Viren die Produktion gesunder Zellen zu stark anregen. Sie gilt stets
im Falle b = 0. Der obige Satz impliziert insbesondere, dass die Reproduktionsrate
R = % das asymptotische Verhalten von (13.1) steuert: Ist R < 1,dann konvergiert
das System gegen das infektionsfreie Gleichgewicht (0, A/m, 0),und die Infektion er-
lischt. Ist R > 1,dann konvergiert das System gegen das strikt positive endemische
Gleichgewicht
2 2

krA—muv uv vkrdA-mpr
(V*a Z*a I*) = (%x*’ %)’*, %Z*) = (711 K _7}1); (136)

ruv —rkb ~ kr ’ k rpv —rkb

und die Infektion bleibt erhalten.

Satz zum Virenmodell. Es sei kb < pv, (Vo, Zp, Iy) € R? und R durch (13.2)
gegeben. Dann besitzt das Virenmodell (13.1) eine eindeutige, beschrankte, po-
sitive Losung fiir alle ¢ > 0. Es gibt nur die Equilibria (V, Z,T) = (0, A/m, 0)
und (V,, Z,, L) aus (13.6).

Sei R < 1.Dann ist (V, Z, I) das einzige Equilibrium von (13.1) in R3. Es ist
asymptotisch stabil, und die Losung von (13.1) konvergiert gegen (V, Z, I).

Sei R > 1.Dann ist (V, Z, I) in R instabil,und (V., Z., L) ist strikt positiv und
asymptotisch stabil. Die Losung strebt gegen (V,, Z,, I,), falls V + I, > 0 ist.

Bevor wir den Satz {iber das normalisierte System (13.4) (und damit den Satz tiber
das Virenmodell) beweisen, wollen wir uns ein grobes Bild vom Verhalten der Lo-
sung von (13.1) im Falle R > 1 machen. Dabei sei Z (zunichst) konstant gleich
Z = A/m,und Vy, I seien sehr klein. Die erste und dritte Zeile von (13.1) ergeben
dann ndaherungsweise eine lineare Differentialgleichung mit der Koeffizientenmatrix

-V k
rAm™ —p |

Diese Matrix besitzt einen positiven Eigenwert, der nach der Folgerung zum Satz von
Perron-Frobenius einen strikt positiven Eigenvektor hat. Wir machen daher den An-
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satz V(t) = 'V, mit einem zu bestimmenden @ > 0.Dann 16st niherungsweise
die Gleichung i(t) = —pu(t) + rAm™!Voe®!. Wenn wir in deren Losung

T/\Vo )eipt n T/\Vo ot

m(p + o)

u(t) = (uo -

m(p + o)

den exponentiell abfallenden ersten Summanden weglassen, erhalten wir die Néhe-
rung I(t) = rAm ' (u + @)~ Vpe®!. Nun setzen wir diese Funktionen I und V in die
erste Zeile von (13.1) ein und bekommen

krA
we®' Vo= ————e®"Vo—ve®'Vy (@ >0,V >0,t>0).
m(p + o)
Diese Identitit gilt fiir die einzige strikt positive Wurzel @ = @, der quadratischen
Gleichung

o* + (p+v)o—pr(R-1)=0, (13.7)

die wegen R > 1 existiert. Somit steigt V ~ V zunichst exponentiell mit Exponent
@, an.Dadurch wird aber die Anzahl der gesunden Zellen stark reduziert, sodass die
obige Annahme Z = A/m nicht mehr gilt und die Virenproduktion rVZ abnimmt.
Die Infektion wird also durch den Mangel an infizierbaren Zellen abgebremst und
konvergiert dann gegen das endemische Equilibrium. Dabei konnen Oszillationen
auftreten, wie man exemplarisch der Abbildung 13 entnehmen kann.

Sei nun b = 0. Dann kénnen wir das endemische Gleichgewicht durch

| NI

m mv
(V.. Z., 1) = ((R—1)7, (R—l)ﬁ) (13.8)

R b}

ausdriicken. Wir nehmen wieder an, dass Z, gleich dem krankheitsfreien Gleichge-
wicht Z = A/m ist. Dann wird durch die Infektion die Anzahl der nicht infizier-

z
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Abb. 13. Virenmodell mitA = 10°,m = 0.1,b =0,r = 8 x 107, k = 100,
v=10,u=057R =16.
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ten Zellen auf einen (u.U. sehr kleinen) Anteil von Z/R reduziert. Hierbei ist aber
zu beachten, dass wir bislang nicht beriicksichtigt haben, dass das Immunsystem
des Korpers die Viren bekdmpft. Diesen Effekt werden wir im néchsten Abschnitt
diskutieren. Ferner erhalten wir fiir R > 1,dass V. ~ kA/(pv) und I, ~ A/p.
Zunichst sieht man, dass diese Gréflen abnehmen, wenn p anwéchst, also wenn
man pathogenere Viren betrachtet. Hingegen ist fiir wenig pathogene Viren mit
1~ m der Gleichgewichtswert I, ungefdhr gleich Z = A/m. Schliefflich sind V.,
und I, fiir grole R (fast) unabhidngig vom Infektionsparameter r. Dies mag zu-
nichst erstaunen, da man der Gleichung (13.7) entnehmen kann, dass die Virenan-
zahl anfédnglich schneller ansteigt, wenn r gréf3er ist. Allerdings wird dann die Zahl
der gesunden Zellen umso stirker reduziert. Nahe dem Gleichgewicht ist die Rate
der Neuinfektionen schliefllich ungeféhr gleich rZ,V, ~ A und somit unabhingig
von r.

Beweis des Satzes iiber das normalisierte Modell. Es ist klar, dass eine einzige po-
sitive Losung (x,y,z) von (13.4) existiert. Wir setzen u = ax + y + z und
k = min{p,1 —a,& - 6/a} > 0 firein a € (0,1) mit § < aé, wobei wir die
vorausgesetzte Relation § < & verwenden. Dann folgt aus (13.4) die Ungleichung

u=0—-(af-8)x—py—(1-a)z <o —xu.

Durch Integration erhalten wir u < u(0) + o/k. Auf Grund ihrer Positivitdt sind die
Losungen somit beschrankt und existieren also fiir alle Zeiten nach dem Fortset-
zungssatz. Offenbar ist (x, y,Z) = (0, o/p, 0) eine stationdre Losung von (13.4). Sei
(%, ¥«, 2,) ein weiteres Equilibrium. Da dann z, = &x, # 0 gelten muss, erhalten
wir y, = £, woraus x,, = (0 — p&)/(& — 9) folgt. Folglich ist (x., y., z.) aus (13.5) das
einzige weitere Gleichgewicht, das genau fiir 0 > p¢& positiv und ungleich (X, y, z)
ist. Die rechte Seite von (13.4) ist durch

flx,y,2) = (z—§x,0—py+6x—xy,xy—z)T
gegeben. An den Equilibria erhalten wir die Linearisierungen

& 0 1
A=f'(x,y,z)=| 6-0/p —p 0 |, (13.9)
a/p 0 -1

- 0 1
Bzf/(x*,)/*,z*)= 6_§ —pP — X« 0
é X _1

Das charakteristische Polynom von A lautet (A + p)[A? + (1 + £)A+ & — o /p]. Es hat
die Eigenwerte A; = —p und

Aoy = —1“;—‘5 + %\/(1 +EE—4(E-0/p).

Gemifl dem Prinzip der linearisierten Stabilitét ist also (X, y, z) fiir 0 < &p asym-
ptotisch stabil und fiir 0 > &p instabil. Die Instabilitdt in R? folgt unmittelbar
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aus der unten gezeigten globalen Attraktivitdt von (x., y., z.) im Falle 0 > £p. Sei
nun o > &p.Das charakteristische Polynom von B ist durch A> + a;A> + a,A + a3
mita; = 1+&+p+x,a, = (1+E&)(p+x.)und as = 0 — Ep gegeben. Weil
ara; > &x, > (& — 8)x, = a3 > 0, zeigt das Routh-Hurwitz Kriterium, dass die Ei-
genwerte von B negative Realteile haben. Somit ist (x,, y., z,) in diesem Fall asymp-
totisch stabil.

Wir wollen nun die behauptete globale asymptotische Stabilitdt mittels Ljapu-
nov-Funktionen zeigen. Zuerst betrachten wir den Fall 0 < p& und das Equilibrium
(x,¥,2) = (0, 0/p, 0). Wir setzen

Bo(x, y,2) = (y =y /2+ (2E -6 —y)(x + 2) (13.10)
fiir x, y, z > 0. Dann ergibt sich aus (13.4) und o = py, dass

(%, y,2) = (y = 7)(py — py + 6x — xy) + (26 = 6 — y)(xy — &%)
= —p(y =7’ —x[y* - 2&y + 6y + £(26 = 6 - 7)]
=—p(y-3—x[(y-&*+(E-y(E -]

Ausé—y = (ép—0)/p > 0 folgt, dass d eine Ljapunov-Funktion auf R? ist. Gilt
Cbo(x,y, z) = 0 fiir eine Losung, dann erhalten wir y = o/p und x = 0. Daraus
ergibt sich aber z = 0, sodass @, eine strikte Ljapunov-Funktion ist. Somit folgt die
Konvergenzaussage in diesem Fall aus dem Satz tiber Ljapunov-Funktionen.

Nun untersuchen wir (x,, y., z,) unter der Bedingung 0 > &p. Zunichst be-
trachten wir die schon fiir das Volterra-Lotka Modell verwendeten Funktionen
¢:(u) = u— clogu fiir u > 0, und setzen ¢; = ¢y, ¢ = ¢,, und ¢3 = ¢,,. Aus
¢c(u) = u(l — c/u),(13.4) und (13.5) ergeben sich

*

—&x+ &x,,

o=t 9(-5) ==

<152()’) = (pYs — 0%y + X, Y5 — py + 6x — xy)(1 = ¥ /y)

5 x,
=—B()’—y*)2+f(x—x*)(y—y*)—xy+§x+§x*—gx
Jy Jy
-4
R LRy R P (13.11)
J -y y X=Xx)y —y y
$3(2) = (x —z)(l—gx*)zx _Z_§xyx*+§x
3 y 2 y - .
Wir definieren W(x, y, z) = ¢1(x) + ¢2(y) + ¢3(2) und erhalten
: P+ S e —x [Er S Y
Y(x,y,2) = y(y Vi) +y(x )y = ys) x*[x+y+ - 3§].

In Hinblick auf den Term [-- -] setzen wira = z/x > Ound b = £*/y > 0 und
betrachten die Funktion ¢(a,b) = a+ b + 5—; — 3£. Man sieht leicht, dass Vg in
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(0,00)? nur fiir a = b = & verschwindet, und dass ¢ (&, &) = 0 ein striktes lo-
kales Minimum ist. Ferner konvergiert ¢ gegen unendlich, wenn (a, b) gegen die
Koordinatenachsen oder gegen oo strebt. Also ist ¢ nichtnegativ und somit gilt
—x.[---] < 0. Gleichung (13.11) zeigt, dass wir den vorzeichenwechselnden Sum-
manden g (x = x,)(y = y.) eliminieren konnen, wenn wir ein geeignetes Vielfaches

von ¢, zu ¥ addieren. Demgeméf setzen wir

6

®.(x,y,2) =¥(x,y,2) + -6

$2(») (13.12)

und erhalten nach unseren obigen Rechnungen

ox+é&p

& sy
YE-0) T

cb*(x’)”z)=— ()’—)’*)z—x*[z‘l' y _3§:| <0.

Also ist @, eine Ljapunov-Funktion auf (0, 00)?. Ist @, (x, y,z) = 0 langs einer Lo-
sung, dann folgt y = y, = £.Die zweite Gleichung in (13.4) impliziert somit x = x,,
woraus sich mit der ersten Gleichung z = &x, = z,. ergibt. Folglich ist @, eine
strikte Ljapunov-Funktion. Wenn (x, y, z) gegen die Koordinatenebenen oder gegen
unendlich strebt, dann konvergiert auch &, (x, y, z) gegen unendlich. Somit sind die
Mengen N, = {x,y,z > 0:®.(x, y,z) < c} fir c € R positiv invariant und kom-
pakt. Zu einem strikt positiven Anfangswert gibt es ein c, sodass (x, yo, o) und
(%x, ¥s, 2+) in N, liegen. Nach dem Satz {iber Ljapunov-Funktionen konvergiert nun
die zu (x, Yo, 29) gehdrende Losung gegen das einzige Equilibrium (x,, y., z,) in N¢.

Wir betrachten abschlieffend einen Anfangswert (xo, yo, 29) auf dem Rand von
R mitxo+zo > 0,wobeiweiterhino > £p gelte. Zunichst zeigt die zweite Gleichung
in (13.4), dass fiir kleine ¢t > 0 die Komponente y(t) positiv ist, auch wenn y, gleich
0 sein sollte. Wir konnen also annehmen, dass y, > 0 gilt. Dann folgt aus (13.4), dass
£1(0, yo, 20),f2(x0, 0, z,) und f3(xo, yo, 0) positivsind. Somit tritt die Losung fiir ¢ > 0
in (0, 00)® ein und konvergiert dann nach (x, y., z.). O

H 14
Immunantwort

Wir mochten nun das Basismodell (13.1) um die Wirkung des Immunsystems des
infizierten Organismus ergdnzen, wobei wir die zytotoxischen T-Lymphozyten CD8
(kurz: CTL oder T-Zellen) im menschlichen Korper betrachten. Diese erkennen
die viralen Antigene, die eine infizierte Zelle produziert, und zerstéren diese Zelle.
Wir nehmen an, dass dies mit einer Rate sIT geschieht, wobei T die Anzahl der T-
Zellen ist. Ferner sollen die T-Zellen mit einer Rate nT abgebaut werden. Bei der
Produktionsrate der T-Zellen werden wir zwei Fille behandeln. Zunichst nehmen
wir an, dass die T-Zellen mit der Rate aIT produziert werden. Spiter werden wir
den Fall einer von T unabhingigen Rate al untersuchen. Im ersten Fall agieren die
T-Zellen also wie Riuber, deren Beute die infizierten Zellen sind. Wir erhalten dann
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das System

V=kI-vV, t>0,
Z=A-mZ-1VZ, t >0,
I=rVZ—pl-sIT, >0, (14.1)
TzaIT—nT, t>0,
V(0) =V, Z(0)=2y, I1(0)=1, T(0)= Ty,
wobei die Konstanten A, r, s, a, k, m, n, p, v > 0 und die Startwerte Vo, Zy, Iy, Tp >
0 gegeben sind. (In (13.1) haben wir nun b = 0 gewihlt.) Die Reproduktionsrate R
ist weiterhin durch (13.2) gegeben. Wie das Basismodell, hat das Problem (14.1) eine
einzige positive Losung. Die Funktionen V,Z und I transformieren wir wie in (13.3),
und wir setzen ferner w(t) = sp™'T(z~'t) und wy = sTy/p1. Neben den Konstanten
£, 0, p > 0,die nach (13.3) eingefiithrt wurden, definieren wir & = ap/(kr) > 0 und
B =n/p > 0.Dann ist (14.1) dquivalent zu den Gleichungen
x=z-£&x, t >0,
y=o0-py-xy, t=0,
zZ=xy—z—wz, t >0, (14.2)
w = awz — fw, t >0,
x(0) = x0,  y(0) =yo, 2(0) =2, w(0)= wy,

mit gegebenen Anfangswerten xo, yo, 2o, Wo > 0 und Konstanten a, 3, £, 0, p > 0.

Aus w = 0 folgt w = 0, sodass die Menge H = {(x, y, z, w) € Rj‘r: w = 0} positiv
invariant unter (14.2) ist. Auf H reduziert sich das System (14.2) auf (13.4) (mit
6 = 0). Insbesondere haben wir die stationdren Losungen

P= (7.2 W) =(0.0/p,0.0) und po = (xeyeszew) = (=p. 6, 0-p,0).

vergleiche (13.5) mit § = 0, wobei im zweiten Fall o grofler als p& sei, also R > 1
gelte. Fiir den Fall w > 0 existiert genau ein weiteres Gleichgewicht, ndmlich

f)z(fc,j/,%,ﬁ/)z(ﬁ, UA,E,X—1). (14.3)
al p+x a &

Diese stationdre Losung ist genau dann positiv und ungleich p,, wenn y > £ gilt.
Diese Ungleichung ist dquivalent zu 0 — p& > f/a > 0, sodass in diesem Fall
auch p, positiv ist. Im folgenden Satz zeigen wir, dass p fiir 0 — p& < 0 und p. fiir
0 < 0 — p& < B/a global asymptotisch stabil sind. In beiden Féllen verschwindet
somit der Einfluss der Immunantwort auf das System fiir grof3e t. Hingegen werden
pund p, fiir 0 — p& > B/a instabil, und p ist dann global attraktiv. Wir formulieren
diese Aussagen nun fiir die unskalierten Variablen.
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Satz zur Immunantwort 1. Das System (14.1) hat eine eindeutige, positive, be-
schriankte Losung fiir ¢ > 0 undjeden Anfangswertin R%.Esseien R durch (13.2)
und P, = (V,, Z., I, 0) durch (13.6) mit b = Ogegeben,und esseiRi:=1+ :;Z:/

Sei R < 1.Dann hat (14.1) genau ein positives Equilibrium }_’ =(0,1/m, 0, 0).
Es ist asymptotisch stabil, und die Losung konvergiert gegen P fiir t — oo.

Seil < R < R;.Dann ist P in Ri instabil, und P, ist das einzig weitere positive
Equilibrium. Es ist asymptotisch stabil, und die Losung konvergiert gegen P, fiir
t — oo und fiir jeden strikt positiven Anfangswert.

Sei R > R;.Dann sind die Equilibria P und P, in R} instabil, und

Bt b g kn avl n arkA n
=(V,Z,I,T = _E
av’ amv +rkn’ a > s(amv +rkn) s

ist das einzige weitere positive Equilibrium. Ferner ist P strikt positiv, asympto-
tisch stabil, und die Losung konvertiert gegen P fiir t — oo und jeden strikt
positiven Anfangswert.

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir seine Aussagen noch etwas diskutieren.
Man beachte, dass gemif3 der vierten Gleichungin (14.1) im Falle I < n/a die Anzahl
der T-Zellen abnimmt. In der Tat ist die zweite Schwellwertbedingung R < R;
im obigen Satz dquivalent zu der Ungleichung I, < n/a (siehe (13.6) mit b = 0).
Das System (14.1) konvergiert also gegen das endemische, bzw. das krankheitsfreie,
Gleichgewicht des Basismodells (und w = 0), wenn die Anzahl der infizierten Zellen
im endemischen Gleichgewicht unter dem Schwellwert n/a liegt. Wenn I, den Wert
n/a iiberschreitet (und damit R grofler als R; ist), dann arbeitet die Immunabwehr
in signifikanter Weise, und es gelten

Ve I R-1 Z. Ri
- = < = > 1 und 7=—<1.
v 1 Ri-1 Z R

Somit erreichen die T-Zellen gegeniiber dem Basismodell eine Verringerung der
Anzahlen der Viren und der infizierten Zellen, sowie einen Anstieg der Anzahl der
gesunden Zellen. Der Darstellung von Z entnimmt man ferner, dass Z ungefahr
gleich dem krankheitsfreien Gleichgewicht Z = A/m ist, wenn a sehr viel grofer
als n sein sollte. Eine sehr effiziente Inmunabwehr kann also trotz andauerndem
Virenbefall die urspriingliche Anzahl der nichtinfizierten Zellen aufrecht erhalten.
Auf der anderen Seite sind die Grenzwerte V und I der Anzahlen der Viren und der
infizierten Zellen im Falle R > R; umgekehrt proportional zur Produktionskon-
stante a der T-Zellen, wihrend die Anzahl der T-Zellen umgekehrt proportional zur
ihrer Effizienzkonstante s ist. In Abbildung 14 sieht man beispielhaft die Wirkung
des ersten Typs der Immunantwort und auch, dass die Immunantwort Oszillationen
verstdrken kann, vergleiche Abbildung 13.

Beweis des Satzes zur Immunantwort 1. Es geniigt, das skalierte System (14.2) zu be-
trachten. Es ist klar, dass dieses Problem eine einzige positive Losung (x, y, z, w)
besitzt. Wir setzen u = x/2+ y + z+ w/a und x = min{¢, p, 1/2, B} > 0.Dann folgt
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Abb. 14. Virenmodell mit Immunantwort 1, Konstanten wie in Abbildung 13, sowie s = 0.0001,
a = 0.00005,n = 0.1, R; = 1.16.

aus (14.2) die Ungleichung
U=0-¢x/2-py—2z/2-Pw/a <0 —Ku,

sodass Integration u < u(0) + o/« ergibt. Auf Grund ihrer Positivitit sind somit die
Losungen beschrinkt und existieren also fiir alle > 0 nach dem Fortsetzungssatz.
Wir haben die stationiren Losungen p, p.., p und ihre Positivitit schon vor dem obigen
Satz diskutiert. Es sei f(x, y, z, w) die rechte Seite von (14.2). Mit den Matrizen A
und B aus (13.9) ergeben sich die charakteristischen Polynome

det(AI = £'(p)) = (A+B) det(AI —A4),  det(AI —f'(p.)) = (A —az, + B) det(AI - B).

Nun ist @z, — B = 0 dquivalent zu den Ungleichungen 0 — p& 2 B/a, und diese
wiederum zu R 2 R;. Also ergeben sich die Stabilitdtsaussagen im Satz aus dem
Prinzip der linearisierten Stabilitit und dem Beweis in Abschnitt 13. Die Instabili-
titsaussagen folgen aus den Behauptungen zur Attraktivitdt. Die globale Attraktivitt
von p im Falle R < 1,bzw.von p, im Falle 1 < R < R;, zeigt man mittels geeigneter
Modifikationen der Ljapunov-Funktion & aus (13.10), bzw. der Ljapunov-Funktion
®, aus (13.12) (mit § = 0), sieche Ubung 16.

Sei nun 0 — p& > f/a. Wir wollen mittels einer Ljapunov-Funktion ® auf
(0, 00)* die behauptete globale Attraktivitit von p zeigen. Dabei machen wir einen
dhnlichen Ansatz wie fiir das Basismodell des vorherigen Kapitels (wobei 6 = 0).
Da die Gleichung fiir w vom Volterra-Lotka Typ ist, verwenden wir auch fiir w
einen logarithmischen Term, wobei wir den Vorfaktor 1/a wiahlen, damit sich bei
der Berechnung von & die Terme 4wz wegheben. Ferner annulieren sich die in x,
bzw. die in z, linearen Summanden von ®, wenn wir den x-Term von ® mit dem
Vorfaktor /& versehen. Wir definieren somit

% 1
D(x, 5,2z, w) =)é(x—fclogx)+ (y —ylogy) + (z—-zlogz) + — (w — wlogw)
a
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fiir x, y,z, w > 0. Hierbei gelten Z = éx = f/a und 1 + w = y/& auf Grund von
(14.3). Ahnlich wie in Abschnitt 13 ergibt sich

Cb(x’y’z’w)zyg_ﬁx_? +iy - (y 9 +55 - x)’_&yj’z*')’x
W P
+xy—z—wz-— §xxy s +ﬁ _%_W“_%
_g(y'”z‘%”@—%q—gfy+§&+%
‘f“‘”z‘ﬁ[ﬁ—i{—ﬁ%-z&—q@.

Wir setzen a = z/x > Ound b = £J/y > 0 und betrachten die Funktionen y(a, b) =
at+b+ g—; —2£-&*/yund p(a,b) =a+b+ g—; —3¢&. Nungelten [-- -] = w(a, b)y/&
und vy = @ + &£(1 — £/9). In Abschnitt 13 haben wir gezeigt, dass ¢ auf (0, c0)?
nichtnegativ ist mit ¢ (&, &) = 0. Somit erhalten wir

beyozm) <= 5 - §§<&—§>+T=—§<y—ﬁ>2—§&W+?
Py <o
)/)’ Y

Also ist @ eine Ljapunov-Funktion auf (0, co)*. Ist d(x, y,z, w) = 0 ldngs einer Lo-
sung, so folgty = . Die zweite Gleichungin (14.2) impliziertdannx = 0) ' —p = %,
woraus sich z = &% = Z aus der ersten Gleichung und w = £7'9 — 1 = W aus der
dritten Gleichung ergeben. Die vierte Gleichung liefert dann z = f/a. Also ist ® ei-
ne strikte Ljapunov-Funktion. Ferner ist p ein striktes lokales Minimum von ®. Nun
zeigt der Stabilitétssatz fiir Ljapunov-Funktionen die Stabilitit von pund die Konver-
genz der Losung von (14.2) gegen p, wenn (xo, yo, Zo, Wo)” strikt grofer als 0 ist. [

Im obigen ersten Modell zur Immunantwort fillt auf, dass im Gleichgewicht P mit
nichttrivialer Immunantwort die Anzahl I der infizierten Zellen gleich n/a ist, also
nicht von den Parametern des Basismodells und nicht vom Effizienzparameter s der
Infektionsbekdmpfung abhdngt. Dies erscheint unrealistisch. Ferner kann das Modell
(14.1) kein Immunsystem beschreiben, das bei jeder ausbrechenden Infektion mit
R > 1 aktiv wird. Dies schlieft die zweite Schwellenbedingung R > R; im obigen
Satz aus. Wenn man jedoch annimmt, dass die Produktionsrate der T-Zellen nur
proportional zur Anzahl der infizierten Zellen ist (und nicht auch zu der der T-
Zellen selbst), wird das System diese beiden Eigenschaften verlieren. Wir betrachten
somit die Differentialgleichungen

V=kl-vV, t>0,
Z=A-mZ-1VZ, t>0,
I1=1rVZ~pl-sIT, t>0, (14.4)
T=al- nT, t>0,
V(0)=Vy, Z(0)=2y, I(0)=1I,, T(0)= T,
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fiir gegebene Konstanten A, r, s, a, k, m, n, p, v > 0 und Startwerte Vi, Zo, Ip, To >
0. Wie das erste Modell zur Immunantwort, hat das Problem (14.4) eine einzige
positive Losung. Die Funktionen V, Z und I transformieren wir wie in (13.3), und
wir setzen wieder w(t) = sp'T(n"'t) und wy = sTo/p. Neben den Konstanten
£, 0, p > 0,die nach (13.3) eingefithrt wurden, definieren wir a’ = as/(kr) > 0 und
B = n/p > 0.Nach wie vor ist die Reproduktionsrate R durch (13.2) gegeben, und
esgilt R = %. Das System (14.4) transformiert sich dann in die Gleichungen

x=z-&x, t>0,

y=o-py-xy, t=0,

zZ=xy—z—wz, t>0, (14.5)
w=a'z- pw, t>0,

x(0) =x0, y(0) =y, 2(0)=20, w(0)=wy,

mit den gegebenen Anfangswerten x, ¥o, 2o, wo > 0und Konstantena’, §, &, o, p >
0.Im Gegensatz zu (14.2) ist die Menge H = {(x, y, z, w) € R%:w = 0} nicht positiv
invariant: Wenn infizierte Zellen vorhanden sind, werden T-Zellen auch im Falle
To = 0 produziert. Ferner existieren neben dem virenfreien Gleichgewicht p =
(x,y,z,w) = (0,0/p, 0, 0)nur die Equilibria

N SO o . a'éx .
p=x,y.z,w)= (x, —P+£,§x, 5 ) wobei (14.6)
2 BN\.. B o
X+ <p+ —a/g)x+ D (p&—-o0)=0.

Nur im Falle 0 > p¢ hat diese quadratische Gleichung (genau) eine positive Losung
x,sodass p fiir 0 < p¢& die einzige positive stationdre Losung ist,und es fiir 0 > pé&
genau die positiven Equilibria p und p gibt. Im folgenden Satz zeigen wir, dass p fiir
0 < p&undp fiir o > p& global asymptotisch stabil sind, wobei wir diese Aussagen
wieder fiir die Grélen V, Z, I, T formulieren.

Satz zur Immunantwort 2. Es sei R durch (13.2) gegeben. Im Falle R > 1 sei

A A l/f/ auf,)
m+rv k T kn

wobei V die positive Wurzel der quadratischen Gleichung

a 2 k A~k
q(V):=V*+ (E+ Ln)v_ﬂ(R_ 1)=0
r  asv arsv

ist. Das System (14.4) hat eine einzige, positive, beschrankte Losung fiir ¢ > 0
und jeden Anfangswert in R%.

Sei R < 1.Dann hat (14.4) genau ein positives Equilibrium P = (0,A/m, 0,0).
Dieses ist asymptotisch stabil, und die Losung konvergiert gegen P fiir t — oc.
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Sei R > 1. Dann ist das Gleichgewicht P in R instabil, und P ist das ein-
zige weitere positive Equilibrium. P ist strikt positiv und asymptotisch stabil,
und die Losung strebt gegen P fiir t — oo und jeden strikt positiven Anfangs-
wert.

Wie gewiinscht, gibt es also in diesem Modell keinen zweiten Schwellenwert, und das
neue Equilibrium I beinhaltet alle Modellparameter. Dariiberhinaus folgt aus (13.8)
leicht, dass q(V.) > 0 und somit V <V, gelten. Da weiter L./ V, = f/f/ = v/k ist,
erhalten wir auch I < I,. Ferner impliziert die Ungleichung V< Ve =m(R-1)/r,
dass Z = A(m + V)™ > A(mR)™" = Z,.Fiir groRe Zeiten reduziert somit die Im-
munantwort wieder die Zahl der Viren und der infizierten Zellen und sie erhoht die
Anzahl der gesunden Zellen.

Beweis des Satzes zur Immunantwort 2. Es geniigt, das skalierte System (14.5) zu be-
trachten, wobei die Konstanten positiv sind, und der Anfangswert in R:‘r ist. Es ist
klar, dass dieses Problem eine einzige positive Losung (x, y, z, w) besitzt. Wir setzen
u=x/3+y+z+w/(3a’) und x = min{&, p, 1/3, B} > 0.Dann folgt aus (14.5) die
Ungleichung

. 3 1

U=0-2x=—py=gz-wi-
sodass Integration u < u(0) + 0 /k ergibt. Also ist wie im vorherigen Satz die Lsung
beschrinkt und existiert damit global fiir ¢t > 0.Die Aussagen zur (In-)Stabilitdt und
globalen Attraktivitit von p zeigt man wie im Falle des ersten Modells mit Hilfe des
Prinzips der linearisierten Stabilitdt, einer Variante der Ljapunov-Funktion &, aus
(13.10) (mit & = 0) und der Attraktivitit von p; siche Ubung 16.

Sei nun 0 > pé&. Wir wollen mittels einer Ljapunov-Funktion @ die behauptete

globale Attraktivitit von p zeigen. Wir definieren

w < 0 —KU,

y 1
D(x,y,2z,w) :%(x—fclogx)+ (y—ylogy) +(z—zlogz) + f(w—ﬁ/)2
a

fir x,y,z > 0 und w > 0. Im Vergleich zum ersten Satz haben wir in & den
letzten Summanden an den linearen Produktionsterm von w angepasst. Hierbei
gelten z = &éx = pw/a’ und 1 + w = /& auf Grund von (14.6) und der dritten
Gleichung in (14.5). Wenn wir dies beachten, erhalten wir

yz Xyz L3,

fb(xy,z w) = ? yx _§_ y——(y y)2+xy y—%+yx
+xy—z—wz—ﬂ+§&+§&w+wz—ﬁ/z—ﬁ—vj/(w—fv)

z o

p ORI LN ’AC)A’Z §x }’ p 2
=y -y)y-—=—+2xy—- — +&x (1+w)——(w w)
y T Ty

_P _AZ_E _Az_g §)’ &7xy
;(,v ) a,(w w) §[x 52 3§]
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Wir setzen a = z/x > Ound b = £y/y > 0.Dann ergibtsich[---] =a+ b+ g—; -3
=: ¢(a, b). Im Beweis in Abschnitt 13 haben wir gesehen, dass diese Funktion ¢ auf
(0, 00)? nichtnegativ ist. Also gilt

B

AND
;(W—W),

d(x,y,z,w) < —5 y-3)-

und & ist eine Ljapunov-Funktion auf (0, 00)® x R.. Sei (iD(x,)/, z,w) = 0 langs
einer Losung. Aus der obigen Abschitzung schlieflen wir dann, dass y = J und
w = w. Nach der zweiten bzw. vierten Gleichung in (14.5) sind dann auch x bzw. z
konstant. Somit ist ® eine strikte Ljapunov-Funktion. Ferner ist p > 0 ein striktes
lokales Minimum von ®. Nun zeigt der Stabilitétssatz fiir Ljapunov-Funktionen die
asymptotische Stabilitit von p und die Konvergenz der Losung von (14.2) gegen p,
fiir strikt positive Anfangswerte. ]

M 15
Prionen

Wir untersuchen in diesem Abschnitt ein Modell zur Prionendynamik, welches zu-
nédchst auf ein System bestehend aus einer partiellen Integrodifferentialgleichung
und einer gewdhnlichen Differentialgleichung fithrt. Unter gewissen Annahmen
kann man dieses auf ein System dreier gewohnlicher Differentialgleichungen re-
duzieren.

Prionen sind Proteine, die fiir BSE (bovine spongiform encephalopathy) und die
Creutzfeld-Jacob Krankheit verantwortlich gemacht werden. Wir betrachten hier
zwei Formen von Prionen: zellulire Prionen Proteine (PrP¢) und Scrapie Prio-
nen Proteine (PrP5¢). Die Monomere PrP¢ werden regulir im Korper mit einer
festen Rate A produziert und dienen vermutlich dem Zellschutz. Die infektigse
Form PrP%¢ verwandelt die Prionen PrPC in die Prionen PrP5¢, die sich dann zu
langen Ketten mit iiber 1 000 Monomeren aneinanderheften. Diese Polymere sind
erst ab einer Mindestldnge x,, > 1 stabil (wobei die Monomere die Linge 1 ha-
ben sollen). Es sei V(t) die Anzahl der Monomere zur Zeit t > 0. Streng ge-
nommen kann die Kettenldnge nur in diskreten Schritten zunehmen. Da aber die
Ketten aus sehr vielen Monomeren bestehen, nehmen wir an, dass die Lingen-
zunahme kontinuierlich sei. Mit u(t, x) bezeichnen wir die Dichte der Polymere
der Linge x zur Zeit t > 0. Die Ketten verldngern sich mit Rate r pro Monomer,
indem sie umgewandelte Monomere anlagern. Dieses Wachstum fiihrt fiir Ketten
der Lange x zu einer Verlustrate rV(t)%u(t,x). Die Ketten der Linge x > xy,
zerfallen mit einer Rate b(x)u(t, x). Dabei entstehen mit einer Wahrscheinlichkeit
k(z, x) Ketten der Linge z € (0, x) und x — z. Insbesondere sollte fox x(z, x) dz
gleich 1 sein und x(z,x) = x(x — z,x), fiir x > x, und 0 < z < x. Da Ket-
ten der Linge z < x,, instabil sind, nehmen wir an, dass sie instantan in Mo-
nomere zerfallen. Die Monomere und die Ketten der Linge x werden mit Rate
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pV(t) und vu(t, x) abgebaut. Aus diesen Modellannahmen folgt somit das Sys-
tem

%V(t) =A-pV(t) - rV(lf)/Oo u(t, x) dx + 2/xy;c/oorc(x,y)b(y)u(t,y) dy dx,
0 Xm

Xm

%u(f, x) = —rV(t)%u(t, x)— (v + b(x))u(t, x) + 2/00 k(x, y)b(y)u(t, y) dy,

V()= Vo, u(0,x)=uo(x), ult,xm)=0, £>0, x> Xxp. (15.1)

Hierbei sind die Anfangsbedingungen V; > 0 und #, > 0 gegeben und wir verwen-
den in der dritten Zeile, dass es keine Ketten der Lange x,, gibt. Wir setzen natiirlich
voraus, dass die Dichten in (t, x) stetig differenzierbar und in x samt den Vorfaktoren
auf [0, co) integrierbar sind. In den Integralen wird jeweils die Dichte tiber die gro-
feren Lingen y > x,,, bzw. y > x, integriert, sodass alle beim Zerfall entstehenden
Monomere, bzw. Polymere, berticksichtigt werden. Dabei tritt der Faktor 2 auf, da
Ketten der Lange x und y — x entstehen.

Wir nehmen nun zusétzlich an, dass die Ketten mit einer Haufigkeit proportional
zu ihrer Lange in Teilketten zerfallen, deren Lange gleichverteilt ist. Somit verlangen
wir b(y) = By fiir y > 0 mit einer Konstante > 0 und

k(x,y)=1/y fur y > x, und x € (0, y), k(x,y) =0 sonst.

Um ein System von gew6hnlichen Differentialgleichungen zu erhalten, betrachten
wir die Gesamtzahl U(t) der Polymere und die Gesamtzahl W(t) von Monomeren
in Polymeren zur Zeit t > 0, das heif3t

U(t) = /oo u(t, x) dx und W(t) = /oo xu(t, x) dx.

Wir wollen nun aus (15.1) Differentialgleichungen fiir U und W herleiten. Zunéchst
verwenden wir die zweite Gleichung in (15.1), die Randbedingung u(t, x,,) = 0 und
die (plausible) Annahme, dass u(t, x) — 0 fiir x — oo. Dann ergibt sich

i U(t) = _/00 [rV(t)iu(t, x) + vu(t, x) + Pxu(t, x)]dx
X ox

dt
+ 2/ / Pu(t, y) dy dx

=—vU()-BW() + Z,B/OO /y u(t, y)dx dy

= —vU(t) = BW(E) + 2B(W (1) = X, U(2)).

57
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Bei W gehen wir entsprechend vor, wobei wir nun die zweite Gleichung in (15.1) mit
x multiplizieren und annehmen, dass xu(t, x) — 0 fiir x — oco. Dann folgt

d 3 o 0 )
— W@ = —/xm [rV(t)xau(t, x) + vxu(t, x) + Bx"u(t, x)]dx

dt
+ 2/ / Bxu(t, y) dy dx

=rV()U(t) —vW(t) — ﬁ/oo x2u(t, x) dx + ﬂ/oo u(l‘,y)(y2 - xi) dy
=rV()U(t) —vW(t) - Bx2 U(2).

In der zweiten Gleichung haben wir das erste Integral partiell integriert, sowie im
zweiten Integral die Integrationsreihenfolge vertauscht und dann die Funktion 2x
integriert. Das Doppelintegral in der ersten Gleichung in (15.1) kann man unter den
obigen Annahmen an b und k direkt auswerten. Es ist gleich dem Ausdruck

zﬁ/xm x/oo u(t, y) dy dx = B2, /oo u(t, y) dy = B2U(2).
0 Xm

Xm

Zusammengenommen erhalten wir die gewdhnlichen Differentialgleichungen
U=pW-vU-2Bx,U, t>0,

V=A-pV+pxiU-rUV, t>0,

W=rUV-vW-BxLU, t>0,
U(O) = UO; V(O) = V0> W(O) = WO;

(15.2)

mit den gegebenen Anfangswerten Uy, Vo > 0 und Wy > x,,U,, sowie den Konstan-
ten B, A, p, v, 1, X,y > 0.Wenn (15.2) gelost ist,kann man V in die zweite Gleichung
von (15.1) einsetzen und erhélt eine lineare Integrodifferentialgleichung fiir u, die
man dann mit bekannten Methoden behandeln kann. Darauf kénnen wir hier nicht
weiter eingehen, man ben6tigt dazu Kenntnisse, die wir in diesem Text nicht voraus-
setzen wollen.

Die Losungen von (15.2) sollen im Keil K = {(U, V, W) € R3: W > x,,U} liegen,
da die Anzahlen natiirlich positiv sein miissen und jedes Polymer mindestens x,,
Monomere enthélt. Der folgende Satz besagt,dass abhéngig von einem Schwellenwert
die Anzahlen U, V, W gegen das krankheitsfreie bzw. das endemische Gleichgewicht
von (15.2) konvergieren.

Satz Satz zu Prionen. Das Problem (15.2) besitzt eine eindeutige beschridnkte Losung
in K fiir alle ¢ > 0. Es existieren nur die Equilibria (U, V, W) = (0, A/p, 0) und

rBA — pu(v + Bxm)* (v + Pxm)? rBA—p(+ ﬁxm)z)

(U*’V*’W*)z( rw+2Bxn) | 1B rvp
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Sei rfA < p(v + Bxp)* Dannist (U, V, W) das einzige Equilibrium von (15.2)
in K. Es ist asymptotisch stabil, und die Lésung von (15.2) konvergiert gegen
(U, V, W) fir t — oo und fiir jeden Anfangswert in K.

Sei rBA > p(v + Px,)% Dann ist (U, V, W) in K instabil, und (U,, V., W.)
liegt im Innern von K und ist asymptotisch stabil. Die Losung konvergiert gegen
(U, Vi, W,) fiir t — oo und fiir jedes (U, Vo, Wy) € K mit Uy > 0 oder
W() > Xm Uo.

Um den Satz zu zeigen, fithren wir zunéchst die neue Variable Y = W —x,,, U ein,um
nun Losungen in Ri betrachten zu konnen. Wir setzen ferner Y, = Wy — x,, Uy und
erhalten aus (15.2) das System

U=BY - (+pxn)U, t=>0,
V=A-puV+pBx:U—-rUV, >0,

i RV + fx - (15.3)
Y=rUV—-(v+Pxn)Y, t>0,

U)=Up, V(0)=V,, Y(0)=7Y,.
Fiir dieses System konnen wir wieder eine Reproduktionsrate einfithren. Hierfiir

werde Yy = 1 in ein System mit Uy = 0 und V = A/p eingebracht. Dann werden in
der mittleren Lebenszeit der Spezies Y und U

B rBA
R= nv + Pxm)?

300000 V

80000

800

Abb. 15. Prionenmodell mit 8 = 0.01,v = 1,x, = 10,A = 10°, u = 0.01,r = 0.001.
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Monomere neu infiziert. Somit entspricht die Schwellenbedingung im Satz iiber
Prionen wieder den Fillen R < 1 bzw.R > 1. Wir transformieren das System (15.3)
in die Gleichungen (13.4), indem wir a = (v + fx,,)"! und

x(t) = arU(at), y(t) = a’rBV(at), z(t) = a*rBY(at),
xo=arUp, Y= azrﬁVo = azrﬂYo ,

E=1, o=a’rfA, p=ap, 6= ozzﬂzxﬁ1 € (0,1),

setzen. Nun folgt der Satz iiber Prionen unmittelbar aus dem Satz {iber das normali-
sierte Modell in Abschnitt 13. In der Abbildung 15 wird der Fall eines endemischen
Gleichgewichts veranschaulicht.

W 16
Weitere Endemiemodelle

Wir betrachten wieder die Infektionsmodelle aus dem zweiten Kapitel. Nun méchten
wir auch die Klasse E der Individuen beriicksichtigen, die infiziert, aber noch nicht
infektios sind. Wie zuvor bezeichnet S die Anzahl der Infizierbaren und I die Anzahl
der Infektiosen. Die Infektionsrate soll wieder gleich rIS sein, wobei ein Infizierter
zunidchst in die Klasse E wechselt. Mit der festen pro Kopf Rate a > 0 wird er dann
infizierend und schliellich mit einer pro Kopf Rate b > 0 wieder gesund, wobei er
keine Immunisierung erwirbt. Ferner sterben die Individuen in den drei Klassen mit
den Raten mS, pE bzw. vI, und wir postulieren eine feste Geburtenrate A > 0 nicht
infizierter Individuen. Wir erhalten somit das SEIS System

S=A-mS+ bl —r1IS, t>0,

E = rIS — uE - aE, t>0,

I=aE—-vI-bl, t>0,
S(0) =S¢, E(0) = Ey, I(0)=1I,,

(16.1)

wobei die Anfangswerte Sy, Eg, Iy > 0 und die Konstanten A, a, b, r, m, g, v > 0
gegeben sind. Dieses Problem hat eine eindeutige positive Losung. Auflerdem ist
(S,E,I) = (A/m,0,0) das krankheitsfreie Equilibrium. Wenn wir ein infektises
Individuum in eine Population in diesem Gleichgewicht einfithren und die Anzahl
der Infizierbaren gleich S halten, werden wihrend der mittleren Infektionszeit1/(b+
v) des infektidsen Individuums m(l',’lu) Individuen neu infiziert. Aus diesen ergeben
sich im Mittel folglich

arA

- m(a+ p)(b+v) (16.2)

neue Infektise. Die Zahl R ist somit die Reproduktionsrate des Systems (16.1), die
wieder der entscheidende Schwellenwert sein wird. Auf Grund der latenten Phase
der Infektion, ist das obige R im Vergleich zur Reproduktionsrate R in (10.2) des
endemischen SIR Modells um den Faktor a(a + p)™! verkleinert worden (wobei
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N=A/mund a + b=b + v). Wir skalieren nun (16.1), indem wir

0= o () 0= G ) 0= ()

TIO tZT’S() 2 arEo
Xo = = =
0 atp’ Yo (a+pp’ 0 (a+p)?’
b+v arA m ab
&= = (16.3)

=77 = §=_ "
a+p’ 7 (a+p)’ p a+p’ (a+ p)?

setzen. Eine einfache Rechnung zeigt dann, dass sich (16.1) in das System (13.4)
transformiert. Man beachte, dass in (16.3) automatisch § < ¢& gilt, und dass wir
R = o/(&p) erhalten. Also entspricht der Bedingung o > £p aus dem Satz {iber
das normalisierte Modell in Abschnitt 13 gerade die Ungleichung R > 1, die besagt,
dass ein Infizierter im Mittel mehr als ein Individuum infiziert. Aus diesem Satz folgt
nun, dass im Falle R < 1 das System (16.1) gegen das krankheitsfreie Gleichgewicht
und fiir R > 1 gegen ein eindeutig bestimmtes endemisches Gleichgewicht strebt.

Es sei R durch (16.2) gegeben. Das Problem (16.1) besitzt eine eindeutige, be-
schrinkte, positive Losung fiir alle + > 0 und alle Anfangswerte in R3. Es exi-
stieren nur die Equilibria (S, E, I) = (A/m, 0, 0) und

(S..E I)_((a+p)(b+1/) b+v ar)\—m(a+p)(b+z/))
o ar a7 rav+bp+pr) )

Sei R < 1.Dann ist (S, E, I) das einzige Equilibrium von (16.1) in R3. Es ist
asymptotisch stabil, und die Losung von (16.1) konvergiert gegen (S, E, I) fiir
t — oo und fiir jeden Anfangswert in R3.

Sei R > 1.Dann st (S, E, I) in R? instabil, und (S,, E., ) ist strikt positiv und
asymptotisch stabil. Die Losung konvergiert gegen (S., E,, I,) fiir t - oo und
tiir jedes positive (So, Eo, Ip) mit Sp + I > 0.

Abschlielend behandeln wir auch noch ein SEIR Modell. Wie im SEIS Modell (16.1)
gibt es hier die Ubergangsklasse E der noch nicht ansteckenden Infizierten. In die-
sem Fall erwerben aber die Infizierenden bei der Gesundung mit einer Rate bI eine
Immunitit, die sie nicht mehr verlieren. Dariiberhinaus sterben die Immunisierten
mit einer Rate y R. Folglich ergibt sich das System

§=A—mS— IS, t>0,
E = rIS — pE — aE, t>0,
I =aE—-vI-bl, t>0, (16.4)
R=bl-yR, t>0,
S(0)=S,, E(0) =Ey, I(0)=1Iy, R(0)=Ry.

Da kein Immunverlust vorliegt, tritt R in den Gleichungen fiir S, E und I nicht
mehr auf, sodass wir die vierte Gleichung abspalten kénnen. Wir skalieren nun das

Satz



Satz

lII' Viren und Prionen

verbleibende System genauso wie in (16.3) und erhalten das normalisierte System

(13.4) mit 6 = 0.Die Reproduktionsrate R von (16.4)ist wieder durch (16.2) gegeben.
Somit gilt der folgende Satz.

Es sei R durch (16.2) gegeben. Das Problem (16.4) besitzt eine eindeutige
beschrinkte, positive Losung fiir alle + > 0 und jeden Anfangswert in R}.
Im Teilsystem der Losungen (S, E, I) existieren nur die Equilibria (S, E,T) =
(A/m, 0, 0) und

_(la+ )b +v) A _m(b+V) Aa m
(S*’E*’I*)_( ar ‘a+p ar  (a+p)(b+v) r’)

Sei R < 1.Dannist (S, E, I) das einzige positive Equilibrium des Teilsystems. Es

ist asymptotisch stabil, und die Lésung konvergiert gegen (S, E, I) fiir t — oo
und fiir jeden Anfangswert in R3.

Sei R > 1.Dann st (S, E, I) in R? instabil, und (S., E., L) ist strikt positiv und

asymptotisch stabil. Die Losung konvergiert gegen (S, E., I,) fir t — oo und
fiir jedes positive (So, Eo, Ip) mit So + Iy > 0.

Ubungsaufgaben

15. Im Satz iiber das normalisierte Modell diskutiere man den Grenzfall o = &p.

16. Man zeige die behauptete globale Attraktivitit von P und P, in den Sétzen zur ersten
und zweiten Immunantwort.

17. Im SEIR Modell (16.4) gelte R > 1. Welchen Anteil p € [0, 1] muss man mindestens
(erfolgreich) impfen, um die Infektion zum Aussterben zu bringen? (Vergleiche das SIR
Modell mit Impfung (11.1) in Abschnitt 11.)

18. Formulieren Sie ein entsprechendes endemisches oder epidemisches SEIRS-Modell,
und fithren Sie eine mathematische Analysis des Modells durch.



Paarbildung

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit der Dynamik zweigeschlechtlicher Popu-
lationen, die sich durch Paarbildung reproduzieren. Paarbildungsmodelle sind von
grofler Bedeutung fiir die Demographie und Epidemiologie, insbesondere auch fiir
die Modellierung von sexuell {ibertragbaren Krankheiten.

|17
Ein Paarbildungsmodell ohne Altersstruktur

Betrachtet wird eine zweigeschlechtliche Population, die aus weiblichen Singles,
ménnlichen Singles und Paaren besteht. Obwohl wir hier nicht nur an die menschli-
che Spezies denken, werden wir von ,,verheirateten und ,,unverheirateten®, Frauen
und ,Mdnnern“ sprechen.

Kommen Singles verschiedenen Geschlechts zusammen, so konnen diese Paare
bilden. Dabei wollen wir polygame Beziehungen ausschlief3en. Paare bringen Nach-
wuchs hervor, wodurch neue Singles beiderlei Geschlechts generiert werden. Die
Singles tragen zur Fortpflanzung nicht bei. Wir wollen ferner annehmen, dass sich
Paare wieder trennen konnen; in diesem Fall ,,zerfillt“ ein Paar wieder in einen weib-
lichen und einen ménnlichen Single. Schliefflich ist die Population Sterbeprozessen
unterworfen. Stirbt einer der beiden Partner eines Paares, so wird der andere wieder
Single. Individuen, die durch Trennung oder Verlust des Partners Single geworden
sind, sollen sich erneut paaren kénnen.

Im Allgemeinen hingen alle diese Vorgénge vom Alter der Individuen ab. So sind
zum Beispiel Neugeborene in der Regel nicht sofort paarungsfahig, sondern beno-
tigen erst eine gewisse Zeit, um die Geschlechtsreife zu erlangen. Ebenso hingt die
Attraktivitét eines paarungsfahigen Singles fiir potenzielle Partner im Allgemeinen
von dessem Alter ab. Dies steht in engem Zusammenhang mit der Fruchtbarkeit der
Individuen. So ist zu erwarten, dass sich die Haufigkeit der Geburten stark verrin-
gert, wenn die Individuen eines Paares gewisse geschlechtsabhingige Altersgrenzen
tiberschreiten.

Der Einfachheit halber werden wir im Folgenden die Altersstruktur der Populati-
on nicht berticksichtigen. Wir nehmen aufSerdem an, dass die Population isoliert ist,
d.h. es findet keine Migration statt. Ferner soll es neben dem Prozess der Paarbildung
keine weiteren Formen der Interaktion zwischen den Individuen der Population ge-
ben.



IV Paarbildung

Zur mathematischen Modellierung fithren wir die drei dynamischen Gréflen
s7(t), sm(t) und p(t) ein, die fiir die Gesamtzahl der weiblichen Singles, der ménnli-
chen Singles bzw. der Paare stehen. Um ein Modell fiir diese Variablen zu entwickeln,
folgen wir einmal mehr dem Buchhalterprinzip und stellen die jeweiligen Bilanzen
auf.

Die Anzahl der weiblichen Singles s; erhoht sich durch weibliche Neugebore-
ne, Trennung von Paaren sowie durch verheiratete Frauen, deren Partner stirbt. s¢
nimmt ab, wenn weibliche Singles sterben oder eine Paarbeziehung eingehen. Ana-
log sieht die Bilanz fiir die ménnlichen Singles s, aus. Die Anzahl der Paare p wéchst
durch Paarbildung und verringert sich durch Trennung von Paaren und Sterbefille
innerhalb der Paare.

Diese Bilanzen fithren auf das folgende System von gew6hnlichen Differential-
gleichungen fiir die Evolution von s, sf und p in der Zeit:

5p = —pgsp + (Br + fim + 0)p — O(57, ),
Sm = —HmSm + (B + I + 0)p — ¢(57, 5p), (17.1)
p = —(fif + fim + 0)p + ¢(51, 5m).

Hierin bezeichnet p1; (j = f, m) die Sterberate der unverheirateten Frauen (j = f)
bzw. Minner (j = m), entsprechend fi; (j = f, m) die Sterberate der verheirateten
Frauen bzw.Minner und f; (j = f, m) die Geburtenraten. o steht fiir die Scheidungs-
rate, und ¢ ist die so genannte Paarbildungsfunktion. Der Term ¢ (s, s,,,) gibt an, wie
viele Paare aus sy weiblichen und s,, méannlichen Singles pro Zeiteinheit gebildet
werden.

Wir nehmen an, dass die Parameter p;, iy und §; (j = f, m) positive Konstanten
sind. Die Scheidungsrate o > 0 wird ebenfalls als konstant angenommen, dabei soll
o = 0 zugelassen sein.

Es stellt sich nun die Frage nach der Modellierung der Paarbildungsfunktion ¢.
Demographische Beobachtungen legen nahe, dass ¢ die folgenden drei Eigenschaf-
ten besitzen sollte:

(1) 9: R xRy > Ry ¢(x,y) =0 & xy=0firallex, y > 0.
(¢2) ¢ ist stetig; ¢(-, y) und ¢(x, -) sind monoton wachsend fiir alle x, y > 0.
(¢3) ¢ ist positivhomogen , d.h. ¢(ax, ay) = a¢(x, y) firalle a, x, y > 0.
Die Definitheitsbedingung (¢1) besagt, dass in Abwesenheit von weiblichen oder
ménnlichen Singles keine Paarbildung stattfindet. Die in (¢2) enthaltene Monotonie-
bedingung bedeutet, dass mehr Paare gebildet werden, wenn die Zahl der weiblichen
oder ménnlichen Singles erh6ht wird. Ferner héngt der Prozess der Paarbildung ste-
tig von den Single-Populationen ab. Die Bedingung (¢3) besagt, dass bei gleichzeiti-
ger Verdopplung beider Single-Populationen doppelt so viele Paare gebildet werden.

Typische Beispiele fiir Funktionen ¢ mit den Eigenschaften (¢1)-(¢3) sind die
Minimumfunktion

¢1(x, y) = x min{x, y},

das harmonische Mittel

ZK% : (x,y) #(0,0)

$a(x,y) = 0 :(x,y)=1(0,0)
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und das geometrische Mittel

3(x,y) = K /xy,

wobei k jeweils eine positive Konstante ist. Es gilt ¢; < ¢, < ¢3, und ¢;(x, y) = kx,
i=1,2,3,fallsx = y.

W 18
Grundlegende analytische Eigenschaften

Wir beginnen nun mit der mathematischen Untersuchung des Systems (17.1), zu-
sammen mit den Anfangsbedingungen

s5(0) =57 >0, su(0) =5, >0, p(0)=p°>0. (18.1)

Es wird zunéchst nur vorausgesetzt, dass die Paarbildungsfunktion ¢ den Bedingun-
gen (¢1) und (¢2) geniigt.

Existenz. Wie die obigen Beispiele zeigen, ist ¢ im Allgemeinen nicht lokal
Lipschitz-stetig auf R2. Daher kénnen wir leider nicht den Satz von Picard-Lindeldf
auf (17.1),(18.1) anwenden. Jedoch ist ¢ dank (¢2) auf R? stetig. Setzen wir ¢ durch
null auf ganz R? fort, dann ist die so gewonnene Fortsetzung, die wir wieder mit ¢
bezeichnen, wegen (¢1) stetig auf R?. Nach dem Satz von Peano besitzt folglich das
Anfangswertproblem (17.1), (18.1) wenigstens eine lokale Losung.

Eindeutigkeit. Um die Eindeutigkeit der Losung zu zeigen, verwenden wir die
Voraussetzung (¢2), insbesondere die darin enthaltenen Monotonieeigenschaften
von ¢. Fiir n € N definieren wir auf R die Funktion y, mittels y,(x) = |x|, falls
|x| > 1/n,und y,(x) = nx*/2 + 1/2n, falls |x| < 1/n.Offenbar ist y, € C'(R) und
X (x) = sgn(x), falls |x| > 1/n,sowie x,(x) = nx, falls |x| < 1/n.Insbesondere gilt
[x,(x)| < 1sowie xy;(x) > 0 fiir alle x € R und n € N. Seien nun (s¢, s,;, p) und
(3¢, Sm, p) Losungen von (17.1), (18.1) auf dem Zeitintervall [0, T]. Dann folgt aus
(17.1) firj=f, m

o (05-9) = xit5-5)

(=15 =5)+ G- ) = 9. 5w) — 967, 50)])
< Gilp = pl = xn(sj = 5)[@(s5, sm) — 057, 5m)],

wobei Cr = fr +fi,, + 0 und C,, = By, + fir + 0. Addition dieser Ungleichungen liefert
auf [0, T

d

E (Xn(sf - gf) + Xn(sm - gm)) < (Cf + Cm)lp _1_7| - Wn(sf: gf, Sms Sm) (18.2)



IV Paarbildung
mit
Yui= l/)n(sf, gf, Sms Sm) = [X;,(Sf - gf) + X;,(Sm = 5m)] [¢(5f, Sm) — ¢(§f5 Sm)].

Wir setzen M;: = max({|sj|co, |5jlocc}>j = f, m,Wobei | - | fiir die Supremumsnorm
auf [0, T] steht. Dann ist ¢ auf K:= [-My, My] x [-M,,, M,,] gleichmiRig stetig.
Daher gibtes zu jedem ¢ > 0 eine Zahl n, € N, sodass

1
(x,»), (x,y) € K, max{|x—X|, |[y-yl} < = lo(x,y) —o(x, )| < e (18.3)

Im Folgenden sei n > n, vorausgesetzt.

Wir zeigen nun, dass auf [0, T] die Ungleichung —y, < 2¢ gilt. Dazu sei t €
[0, T] fest. Falls (s — 5¢)(s; — Sm) > 0, so gilt wegen (¢2) offenbar y,, > 0. Im Fall
(sf =5¢)(Sm — Sm) < 0 unterscheiden wir die folgenden Unterfille: (a) |s; —5;| > 1/n,

j=f.m®) s =5 < 1/n,j =f,m;(c) |sf — 57| > 1/nund |s;, — 5| < 1/m;(d)
|sf — 57| < 1/nund |s;;, — Si| > 1/n.Im Fall (a) haben wir

Xn(sr = 57) + X, (Sm — Sm) = sgn(sy — 5¢) + sgn(s, — 5m) = 0,

also ist p,, = 0.Im Fall (b) gilt wegen |x,| < 1 und (18.3) die Ungleichung |y,| < 2e.
Im Fall (c) ist

Sgn(X;(sf - §f) + X;,(Sm - §m)) = Sgn()(;(sf - §f)),
also haben wir wegen (¢2), |x,| < 1 und (18.3)

Wi = [Xn(s7 = 57) + Xn(sm = 5m)1 [0(s7, 5m) — @57, 5m)]
+ [Xn(sr = 5¢) + X (sm = Sm)1 [0 Gy, ) — @57, 5]

A%

(X (sr = 57) + Xn(Sm = Sm) ] [9Gr, sm) — 9y, 5m)]

> —2¢.
Der Fall (d) wird analog zu (c) behandelt.

Als Nichstes integrieren wir (18.2) von 0 bis ¢ € [0, T] und verwenden die
Relation —p, < 2¢;dies ergibt aufgrund der Gleichheit der Anfangswerte von (s, s,,)
und (5, 5,)

t
(1G5 =5+ 205 = 500) () = 20,00+ (G + Go) [ 1) = pio) i + 261
0

tiir alle n > n(¢). Durch Limesbildung (n — oc0) erhalten wir daraus

Is¢(8) = sp(O] + [sm(t) = sm(D)] < (Cp + Cm)/ lp(r) — () dr + 2¢t;
0
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da € > 0 beliebig war, folgt daher die Abschitzung
t
Is¢ (£) =S¢ (D] + [sm(2) = Sm(D)] < (Cf+Cm)/ lp(m)—p(®)ldr, te[0,T]. (18.4)
0
Wegen (17.1) haben wir auch
4 (Xn(Sf +p—5 —1_7)) = Xxn(sr +p =55 = p)-
dt "
(= =30+ Br =)o - )
< wylsy =571+ 1B = Byl p — pl-

Mittels Integration und Grenziibergang (n — 00) erhalten wir dann dhnlich wie
oben

5161 +p(0)=5/ (0=p(0) = | (prlsy (=541 =l 1ptr)=(o)l]) dr (189
0

fiir alle t € [0, T]. Setzen wir
w(t) = |sp(t) = 5¢(6)] + [sm(t) = 5m(B)] + |s(2) + p(t) —5p(¢) —p()], t e [0, T],

so folgt aus (18.4), (18.5) und der Dreiecksungleichung, dass mit einer Konstanten
cC>0

0 <w(t) < C/tw(r)dr, t e 0, T]. (18.6)
0

Die Funktion W(t): = fot w(r) dr geniigt also auf [0, T] der Differentialungleichung
W < CW und somit auch der Ungleichung

W) < W) =0, ¢elo,T].

Diese und (18.6) implizieren aber w = 0 auf [0, T]. Also gilt (s¢, sy, p) = (57, Sm, p)s
d.h. die Eindeutigkeit der Losung ist bewiesen.

Positivitdt. Als Nachstes zeigen wir die Positivitdt der Losung von (17.1), (18.1).
Dazu verifizieren wir die Quasipositivitdt der rechten Seite des Systems (17.1). Wir
setzen u = (sf, smp) v =(-1,-1, )T, ®(u) = ¢(sf, sm) und

w0 Prtpmto
A= 0 —pm Putprto
0 0 —(ff+f,+o)

Dann ist (17.1) dquivalent zu

u=Au+v®(u). (18.7)
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Aufgrund der Quasipositivitdt von A und wegen (¢1) gilt fiir alle i = 1,2, 3 die
Implikation
ue Ri, u; =0 = (Auw); >0, v;®(u) > 0.

Daraus folgt sofort
ue Ri, u; =0 = (Aw); +v;®(u) >0

fir alle i = 1, 2, 3, d.h. die Abbildung {u — Au + v®(u)} ist quasipositiv. Nach der
Folgerung zur Quasipositivitit nimmt somit die Lésung von (17.1), (18.1) nur Werte
inR3 an.

Globale Existenz. Mit Hilfe der Positivitdt ldsst sich leicht globale Existenz fiir
t > 0 nachweisen. Dazu betrachten wir die Zahl aller Individuen der Population
N(t) zur Zeit t, welche durch

N(t) = sp(t) + 5,,(2) + 2p(2)

gegeben ist. Wir multiplizieren die dritte Gleichungin (17.1) mit 2 und addieren zum
Resultat die ersten beiden Gleichungen von (17.1). Dies ergibt

N = —psy — fusm + (B — B)p + (B — fim)p
< (B — Bp)p + (Bm — Bm)P, (18.8)
das; >0 =f, m)ist.Im Fall (B — fif) + (B — fim) < 0 folgtaus (18.8) N' < 0,d.h.

die Gesamtzahl aller Individuen nimmt stédndig ab. Im allgemeinen Fall konnen wir
wie folgt weiter abschétzen:

N < (B + By < % (B; + fu)N.

Also erhalten wir auf dem maximalen Existenzintervall [0, ¢,) die Ungleichung
N(t) < e“N(0) mit C = (B + B) und N(0) = s)? + s + 2p°. Somit haben
wir

A

0 < sp(t) < e“N(0), 0 <su(t) <e“N(0), 0<p(t) %eC‘N(O),

sodass u(t) auf jedem endlichen Intervall beschrankt ist, d.h. ¢, = co.

Wir fassen diese ersten Ergebnisse in dem folgenden Satz zusammen.

Satz Seien p;, ;, B > 0 (j = f, m), 0 > 0 Konstanten, und ¢ erfiille die Bedin-
gungen (¢1) und (¢2). Dann besitzt das System (17.1) zu jedem Anfangswert
(s, 5%, p%) € R genau eine Losung in R3, welche fiir alle ¢ > 0 existiert.

Wir kommen nun zur Frage nach der Existenz von Equilibriavon (17.1). Wir nehmen
an, dass alle Bedingungen (¢1)-(¢3) erfiillt sind. Man sieht sofort, dass aufgrund der
Eigenschaft (¢1) 0 € R’ ein Equilibrium ist. Im Allgemeinen ist dies der einzige
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Gleichgewichtspunkt. Denn ist u* € R3 \ {0} ein Equilibrium, so impliziert (18.7)
die Relation
ut = -®duHA,

d.h. ®(u*) > 0 (wegen (¢1)), und mit (¢3) folgt weiter
o) = (- 0w)A™Y) = o(u') B(-4"'v),

also
o(-A) =1,

eine Bedingung an die Modellparameter, die im Allgemeinen nicht erfiillt ist.
Der nachfolgende Satz liefert eine hinreichende Bedingung fiir die globale asym-
ptotische Stabilitét des trivialen Equilibriums.

Es seien die Annahmen des vorherigen Satzes erfiillt. Ferner gelte f; — f1; < 0
fiir ein j € {f, m}. Dann ist das triviale Equilibrium (0, 0, 0) von (17.1) global
asymptotisch stabil in R3.

Beweis. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit sei fr — fir < 0. Wir miissen zeigen,
dass (0, 0, 0) stabil und global attraktiv in Ri ist. Dazu betrachten wir die Zahl aller
weiblichen Individuen der Population Ny = s; + p. Durch Addition der ersten und
dritten Gleichung in (17.1) erhalten wir

Ny = —pysp+ (B — fip)p < O, (18.9)

da s < fir,und da nach dem vorherigen Satz s¢, p > 0 gilt. Also ist Ny eine Ljapunov-
Funktion, und wir haben insbesondere

0 < sp(t) +p(t) < s}’ +p°, t>0. (18.10)

Seinune > Obeliebig vorgegeben.Setzen: = B,,+fir+ound 6: = ¢ min{%, zq’i";lm }
Fiir sj?, so.. p° € [0, 8] folgt dann aus (18.10), dass s¢(t), p(t) < 26 < ¢ fiiralle t > 0

gilt. Ferner sehen wir mit Hilfe der zweiten Gleichung in (17.1)

Sy = —HmSm + Np — ¢(Sf, Sm) < —HmSm + 25’1;

woraus

—Hmt 0 [7 T 26’1
sm(t) < ePris) +20n [ e Tdr<d+ — <e, >0,
0 Hm

folgt. Somitist (0, 0, 0) stabil. Ebenso zeigt man, dass jede Losung in R? global nach
rechts beschrankt ist.

Zum Nachweis der globalen Attraktivitit in R? verwenden wir den Satz von
La Salle. Wegen (18.9) folgt aus Ny = 0 schon sy = 0. Sei nun M eine invariante
Teilmenge von {(0, sy, p) € R3}. Dann impliziert die erste Gleichung in (17.1), dass

Satz
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p = 0 fiir alle (0, s, p) € M gilt. Im Falle von sy = p = 0 reduziert sich aber die
Differentialgleichung fiir s,, zu $;; = —pmSm> d.-h. s,u(2) = e7Pn's? — 0 fiir t > 0.
Somitist M = {(0, 0, 0)},also konvergieren nach dem Satz von La Salle alle Lsungen
von (17.1) mit Anfangswert in R? gegen das triviale Equilibrium. |

H 19
Exponentialldsungen

Wir nehmen im Folgenden an, dass 8 > f; fiir j = f, m gilt und die Paarbildungs-
funktion ¢ die Bedingungen (¢1)-(¢3) erfiillt.

Wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben, besitzt (17.1) neben 0 € R? im
Allgemeinen keinen weiteren Gleichgewichtspunkt. Jedoch ermdglicht die Homoge-
nitdtseigenschaft (¢3) die Suche nach so genannten persistenten Losungen. Damit
meinen wir Losungen u(t) der Form

u(t) =p()u*, t >0, mitp:Ry - Ry, u* e R3. (19.1)

Jede persistente Losung mit konstantem p ist ein Equilibrium. Wir schlieflen im
Folgenden den Fall u* = 0 bzw. p = 0 aus, in dem gerade das triviale Equilibrium
vorliegt. Wegen der Eindeutigkeit impliziert dies p(t) > 0 fiir alle t > 0.

Setzen wir (19.1) in (18.7) ein, so erhalten wir unter Verwendung von (¢3)
ptyu” = p(AU* + v®(p(t)u*) = p(HAU" +vp(£)®(u*).
Somit haben wir )
0]
p(1)

Die rechte Seite in (19.2) ist unabhingig von ¢, d.h. es existiert ein 1 € R, sodass
p(t)/p(t) = Afiir alle t > 0 gilt. Dies ergibt

u' =Au" + vo(u). (19.2)

p(t)=cCeM, t>o0,

mit einer Konstanten C > 0. Aufgrund der Struktur von (19.1) kénnen wir C =1
annehmen, sodass jede nichttriviale persistente Losung von (17.1) die Gestalt

u(t)=eMu*, t>0, mitdeR, u* R\ {0}, (19.3)
hat, also eine Exponentiallosung ist. Wegen (19.2) ist mit  in (19.3) genau dann eine
Losung von (17.1) gegeben, wenn das Paar (A, u*) eine Losung des nichtlinearen
Eigenwertproblems

A =Au" +vdWw*), AeR, u'e Ri \ {0}, (19.4)

ist.In diesem Fall sind wegen (¢3) samtliche Paare (A, pu*) mit p > 0 Losungen von
(19.4).
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Sei u* = (s;, si,p*) € R3 \ {0} normiert durch s; +s;, + p* = 1. Die Relation
(19.4) ist d4quivalent zum System

Asp = —prsp+ (B + fim + 0)p" — (57, 5,,), (19.5)
Asy, = —pps,, + (B + fi + 0)p* — ¢(s}‘, Sh)s (19.6)
Ap" = =(fig + fim + 0)p* + ¢(sf, 5,,).- (19.7)

Addition von (19.5) und (19.7) sowie von (19.6) und (19.7) liefert

A+m)si=B-p-Ap", j=f, m (19.8)
Angenommen, A = —p; fiireinj € {f, m}.Dannistwegen f;—fi; > Oauch fj—pg—1 >
0, sodass (19.8) p* = 0 impliziert. Aus (19.7) folgt dann mit (¢1) weiter, dass sf =0
fiir ein j € {f, m} gilt. Somit erhalten wir die zwei Losungen
A, w) = (=p, (1,0,0)7), (A, u*) = (=, (0, 1,0)7). (19.9)
Sei nun A # —p; fiir j € {f, m}. Wir definieren
A= max{—py, —pn},  A:=min{f — fiy, B = fim).
Nach Voraussetzung ist A > 0,also A < A.Aus den Gleichungen (19.5), (19.6), (19.8)
und wegen (¢1) folgt dann, dass (A, u*) nur dann Losung von (19.4) sein kann, wenn

A <A < Aundu* € intR3. Aufgrund von (19.8) haben wir

s*—ﬂ%p, i=f, m. (19.10)

Setzen wir dies in (19.7) ein, so erhalten wir wegen (¢3) und p* > 0 die Bedingung

(19.11)

N Br—i—A Bu—fim—A
I(A):= A m = , =:7(A).
W= A i o+ o = o S5 B RS ) =)
Die Funktion [(A) ist streng monoton wachsend auf R, wahrend r(A) aufgrund von
(¢2) im Intervall (A, A ] monoton fillt. Uberdies impliziert (¢1), dass r(1) = 0 ist.
Da [ und r stetig sind, besitzt somit (19.11) genau dann eine Losung A* € (A, 1),
wenn die Bedingung

(ﬁf—ﬁf—/1 B — Pm —

A
=:1¢ € (0, 19.12
T ) s e 0l (19.12)

A+]_lf+]_lm+0<1/11gll¢

erfiillt ist. Ferner ist in diesem Fall A* > 0 dann und nur dann, wenn [(0) < r(0),d.h.
genau dann, wenn gilt:

ﬁ_ﬁ ﬂm_ﬁm
B - )

ﬁf+ﬁm+0§¢( Iy
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Besitzt nun (19.11) eine Losung A in (A, 1), so finden wir mit (19.10) genau ein
(normiertes) u* € intR3, sodass (A, u*) Lésung von (19.4) ist.

Es ist wiinschenswert, den Grenzwert ¢, € (0, oo] in (19.12) niher zu bestim-
men. Dazu setzen wir ¢(oo, y): = lim, , ¢(x, y), ¥y > 0; analog wird ¢(x, co) fiir
x > 0 definiert. Mittels Fallunterscheidung beziiglich py und p1,, erhalten wir dann
unter Verwendung von (¢2) und (¢3)

¢(oo’ M) . I‘lf < Ilm
Pm—Bf
b = S P Bf = Bm (19.13)
—11 + m
¢(%,oo) CHF > P

Im Fall ¢ € C'(R2 \ {0}) haben wir wegen (¢1) und (¢3) fiirallex, y > 0

1, -¢(1,0
y):y¢( y/x)=¢(1,0)

¢(x,,v)=X¢(1, ; V)

also gilt ¢(oc0, y) = y¢,(1, 0),y > 0. Analog erhalten wir ¢(x, 00) = x¢,(0, 1),x > 0.
Somit konnen wir in diesem Fall (19.13) wie folgt umformulieren:

Bn—Pm+1y .
Tpff ¢y(1,0): gy < i
P = o0 D = Hm (19.14)
By =By +pm .
fyfy#‘px((), 1): Hf > HBm.

Wir haben den folgenden Satz bewiesen.

Satz Seien p;, fij, B; > 0 (j = f, m), 0 > 0 Konstanten, f; > f; fiir j = f, m, und ¢
erfiille die Bedingungen (¢1)-(¢3). Dann gelten:

(i) Das System (17.1) besitzt stets die beiden trivialen Exponentialldsungen

(s¢(8), sm(1), p(£)) = e 71(1,0,0),  (s(t), sm(2), p(t)) = e(0, 1, 0).
(19.15)

(ii) Es existiert genau dann eine Exponentiallésung von (17.1) in intR3, wenn
die Bedingung (19.12) mit A = max{-pys, —p1,,} erfiillt ist. Dabei ist ¢, €
(0, 0o] durch (19.13) gegeben; im Fall ¢ € C'(R2 \ {0}) gilt ferner (19.14).

(iii) Die Exponentialldsungenin (i) und (ii) sind bis auf nichtnegative Vielfache
die einzigen von (17.1).

(iv) Existiertdie nichttriviale Exponentialldsungin (ii),so ist diese genau dann
wachsend, d.h. A > 0, wenn

ﬁf‘ﬁf ﬂm_ﬁm)
B Hm

fif + fim + 0 < ¢( (19.16)
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Der Term auf der rechten Seite von (19.16) beschreibt die Bildung neuer Paare, wih-
rend die Zahl p,:= fif + fi,, + 0 gerade die Sterberate der Paare darstellt. Somit
bedeutet die Bedingung (19.16), dass die Population nur wachsen kann, wenn genug
neue Paare gebildet werden.

H 20
Transformation auf den planaren Simplex

Zur weiteren Untersuchung des Systems (17.1) ist es zweckméfig, dieses geeignet zu
normalisieren. Wir setzen im Folgenden ¢ € C'(R2 \ {0}) voraus.

Da der Kegel R? \ {0} positiv invariant fiir (17.1) ist, kénnen wir unter der
Annahme ug = (s%, 5%, p°) € R? \ {0} die Variablen

s
vr = S ., V= L , W= P (20.1)
Sf+Smt P Sf+Sm+p Sf+Sm P

einfithren. Mit v = (vr, vy, VP)T und e = (1, 1, 1) haben wir also

_ _u 3
V_(e|u)’ u e R; \ {0},

und v liegt im planaren Simplex
S:={y e R2: (ely) = 1}.
Ist u = (sf, S, p)T eine Losung von (18.7), so gilt aufgrund der Homogenitit von ®

b= u B u(eli)  Au+v®(u) B u(e|Au + v®(u))
C (el (elw? T (elw) (elu)?

=Av+v®(v) — (e|]Av + v O (v))v.

Setzen wir F(v): = Av + v®(v), so 16st also v die Differentialgleichung
v =F(v) — (e|F(v))v. (20.2)
Wegen ¢ € C'(R?\{0}) ist F € C'(IR3\{0}),also besitzt (20.2) zu jedem Anfangswert

vo € S genau eine Losung v. Man verifiziert sofort, dass die rechte Seite von (20.2)
quasipositiv ist. Ferner haben wir

d
i (e]v) = (e|F(w))(1 — (e|v)),

und somit (e|[v) = 1 aufgrund der Eindeutigkeit. Also ist S positiv invariant fiir
(20.2), und die Losungen von (20.2) mit v(0) = vy € S existieren global nach rechts.
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Ist nun v eine Losung von (20.2), so sind die entsprechenden Losungen von (18.7)
gegeben durch

u(t) = v(t) exp ( / (e|F(v(r)))dr) (eluo). (20.3)
0

In der Tat gilt fiir die durch (20.3) definierte Funktion u(t)

ie) = 190 + vlF G exp ([ elF(e)) dr) (el
0

= P exp ( [ (PO dr) (eluo)
0
= F(u(t)) = Au(t) + v®(u(t)).

Eine wichtige Eigenschaft besteht in der Korrespondenz von Exponentiall6-
sungen von (18.7) mit stationdren Losungen von (20.2). Ist u(t) = eMy* mitd e R
und u* € S eine Exponentiallésung von (18.7), dann ist die Transformierte v = u*
ein Equilibrium von (20.2). Liegt umgekehrt mit v* € S ein Equilibrium von (20.2)
vor, so gilt F(v*) = Av* mit Ad: = (e|F(v*)). Die entsprechenden Losungen von (18.7)
sind dann gerade u(t) = v*e (e|uy).

Nach dem Satz aus dem vorherigen Abschnitt besteht daher die Menge der Equi-
libria von (20.2) gerade aus den beiden Ecken (1, 0,0)” und (0, 1, 0) sowie, falls
(19.12) gilt, einem nichttrivialen Punkt in intS.

Wir untersuchen als Néchstes die Stabilitdt der Equilibria von (20.2). Dazu ver-
wenden wir die Methode der Linearisierung. Die Jacobi-Matrix der rechten Seite von
(20.2) ist gegeben durch

J(v) = F'(v) — ve"F'(v) — (e| F(v))I. (20.4)
Sei v* € § ein Equilibrium von (20.2) und A*: = (e|F(v*)). Dann ist

B:=](v") = F(v')=v'e'F(v") - A'L (20.5)

Wir betrachten Stérungen v = v* + w, fiir die (e|v) = 1 gilt,dh. w € el:= {y e
R>: (ely) = 0}. Wegen

e'B=e"F'(v*) —e"F(v*) = Vel = AT

haben wir
(e|Bw) = —A*(elw) =0, wee',

d.h. Be! C et. Weiter haben wir aufgrund der Homogenitit von F
* % * d * / * *
AV =F(v*) = d—(rF(v ))=F(rv W, r>0,
T

mit r = 1 folgt daher
F'(v*)v* = A*v* (20.6)
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und daraus weiter
Bv* = A*v" = A" (e|v*) — A"y = =A"v".
Also zerlegt die direkte Summe
R® = e! @ spanv*

die Matrix B und damit auch den von ihr erzeugten Fluss. Bei der Untersuchung
der Stabilitdt der Equilibria von (20.2) kommt es daher auf das Spektrum der Ein-
schriankung B von B auf e* an. Wir werden dieses mit Hilfe des Spektrums von F'(v*)
beschreiben.

Es sei F/(v*)y = Ay mit y # 0 und A # A*. Dann sind y und v* als Eigenvektoren
zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhingig, alsoist w: = y — (e|y)v* € et \ {0}.
Ferner gilt

Bw = [F'(v*) = ve F'(v*) — A*Ily — (ely)Bv*
=Ay = Alely)v" = A"y + A (e|y)v"
= A=Ay - (ely)v") = (A - A")w.

Ist also A;: = A* ein einfacher Eigenwert von F'(v*), und sind A,, A3 # A* die iibrigen
Eigenwerte von F'(v*) (eine evtl. Vielfachheit mitgezihlt), so besitzt B gerade die
Eigenwerte A, — A* und A3 — 1*. Nach dem Prinzip der linearisierten Stabilitét ist
damit v* asymptotisch stabil, falls Re(A; — A*) < 0 fiir i = 2, 3; v* ist instabil, falls
Re(A; — A*) > 0 fiir ein i € {2, 3}. Man beachte, dass das Prinzip der linearen
Stabilitdt auch in dieser Situation anwendbar ist, da sich (20.2) mittels einer affin-
linearen Transformation auf ein Problem in R? iiberfiihren lisst; das Spektrum der
Linearisierung bleibt dabei erhalten.

Die Berechnung von F'(v) ergibt

= (vf, Vi) —Hm — ¢y (vr, Vm)  Pm+ grt+o

5 = Ox(Ve, V) =0y (vy, Vi) Br+imt+o
F(v) = (20.7)
¢x(vfa Vi) ¢y(Vf, Vi) _(ﬁf + fim + 0)

Wir betrachten zuerst das Equilibrium v* = (1, 0, 0)7. Wegen (¢1) und (¢2) gilt
fiirallex > 0

¢(x + h,0) — ¢(x,0)
h

. (x+h)e(1,0)—x¢(1,0)
=lim

h—0 h
é(x, h) — ¢(x, 0)

h

. x¢(1,h/x)—x¢(1,0)
= lim

h—0 h

¢x(x,0) = lim
h—0

=¢(1,0) =0,

¢,(x,0) = }lgr(l)

= ¢y(1, 0) = (o0, 1) > 0.



IV Paarbildung

Somit erhalten wir

o 91,0 frtpmto
Fv*) = 0 —pm—0¢,(1,0) Bu+jr+o
0 ¢,(1,0) —(fr + fim + 0)

Wir sehen, wie bereits oben schon gezeigt, dass A; = A* = —p¢ ein Eigenwert von
F’(v*) ist. Die iibrigen Eigenwerte A, und A; sind gerade die Eigenwerte der rechten
unteren 2 x 2-Untermatrix von F’(v*). Bezeichnen wir diese mit G, so erhalten wir

1
A3 = 3 (spur G = /(spur G)2 — 4 det G)

1
= (1 = 9y(1,0) = py £ VD),

wobei p, = fif + fi,, + 0 und
D = (i + ¢y(1, 0) — 1p)* + 4(Bm + iy + 0)$y(1,0) > 0.

Insbesondere sind A, und A; reell. Als Eigenvektoren von F'(v*) zu Ay, A, und A3
finden wir

-pr—A +A —-pr—A +A

(0.0, (BEER Bttty (BB BEh )
I—lf + /\2 ¢)’(17 0) Ilf + /\3 ¢)/(1’ 0)

wobei wir vom generischen Fall A; # A; = —py, i = 2, 3, ausgehen. Die zugehorigen

Eigenvektoren von B zu A, — A; und A3 — A, sind dann durch

W_:(_ Pp +Ai _1 Py + Ai
’ ¢,(1,0) " ¢,(1,0)’

gegeben. Man beachte, dass p, + A, > 0 gilt und daher w, € e* von v* = (1,0, 0)
aus in das Innere von S zeigt. Wegen A, > A3 ist somit v* in § instabil, falls einer der
Eigenwerte A; —A;,i = 2, 3, positivist. Uberdies haben wir Hp+A3 < 0,sodass sowohl
w; € et als auch —w; von v* = (1, 0, 0) aus in das AufSere von S zeigen. Dies und die
positive Invarianz von S implizieren, dass im Fall A, — A; > 0 fiir jeden Anfangswert
vo € S\ {v*} die Limesmenge w*(vy) den Punkt v* nicht enthalten kann. Vielmehr
laufen in diesem Fall nahe bei v* (und in S) startende Trajektorien von diesem Punkt
weg; v* ist eine so genannte Quelle des durch (20.2) erzeugten Halbflusses in S.

1), i=2.3,

Zur Untersuchung des Vorzeichens von A; —A;,i = 2, 3,betrachten wir die Matrix

* _ _| —Pm—9y(1,0)+ py Pmtprto
G:=G-MI = - -
! [ ,(1,0) —(fif + fim+0) + pr |

welche gerade die Eigenwerte A, — A; und A3 — A; besitzt. Es gilt
sp(G™) = pir — pm — 9y(1, 0) + pir — pp

und
det(G*) = (pr — ) (B = Bp) = y(1, 0) (B — Fm + py).



20 Transformation auf den planaren Simplex

Wir unterscheiden nun verschiedene Fille, wobei wir (py, i2,,) in (0, 00)? variieren
und die tibrigen Parameter als fest betrachten. Den Grenzfall, wo py < p,, und
Hp = Bf = ¢oo = Goo(lf, ) gilt, schlieflen wir aus.

Fall (i): pr < pp und g, — I > ¢oo. Dann gilt wegen (19.14):

SP(G*) < (]-1]’ - Ilm) - ¢y(1, 0)— 0o <0,
det(G*) = (m — pr)(p — B — ¢0) > O,

d.h.v* = (1, 0, 0)7 ist asymptotisch stabil.
Fall (ii): pr < g und p, — pr < ¢oo. Hier gilt

det(G*) = (pm — 1) (Bp — pr — 00) <0,

also ist v* = (1, 0, 0)7 instabil.
Fall (iii): pr > p, und pe < p,. Hier ist

det(G*) < (mm — pr)(pp — py) <O,

d.h.v* = (1,0, 0)7 ist instabil.
Fall (iv): pr > max{p,, g} und spur(G*) < 0. Letzteres bedeutet gerade 1 —
Hm < ¢y(1,0) — pr + p1p, somit gilt

det(G*) < (pr — pp)(y(1, 0) = prr + pp) — 9y (1, 0) (B — Fim + pif)
=—(pr — pp)* — ¢y(1, 0) (B — fim + 1) < O,

also ist v* = (1, 0, 0)T wieder instabil.

Fall (v): In der verbleibenden Teilmenge von (0, c0)? gilt iiberall spur(G*) > 0,
also ist auch hier v* = (1, 0, 0)7 instabil.

Insgesamt sehen wir,dass v* = (1, 0, 0)” in S asymptotisch stabil ist, falls iy < p
und p1, — iy > @oo; gilt pr > p1,, 0der pp — pr < Poo, s0ist v* = (1, 0, 0)7 eine Quelle,
insbesondere in S instabil. Analog sieht man, dass das Equilibrium v* = (0, 1, 0)7 in
S asymptotisch stabil ist, falls 11, < pr und p, — 1, > @oo; €5 ist eine Quelle, also in
S instabil, falls j1,, > pr oder 1, — iy < Poo-

Wir zeigen nun, dass das nichttriviale Equilibrium in § asymptotisch stabil ist,
falls es existiert. Es gelte also (19.12),und v* = (v}, v}, v;) € intS sei das nichttriviale
Equilibrium. Wir erinnern an A* = (e|F(v*)) € (A, ).

Zum Nachweis der Stabilitdt von v* berechnen wir das charakteristische Polynom
q(A) der Matrix F'(v*) — A*I. Dazu ist es zweckmiflig, die Groflen x;: = B — fi; — A*
und y;: = p; + A" fiir j = f, m einzufiihren. Es gilt «;, y; > 0 fiir j = f, m, und da 1*
die Gleichung (19.11) 13st, haben wir

A*+up=¢(%, %):tb*-

Ferner wissen wir v]?‘ = v; Ki/v» j = f,m (vgl. (19.10)). Wir setzen ¢; : =
O (K5 /¥f> K/ Ym) sOWle ¢;: = ¢y (k7 /¥yf, Km/Ym)- Unter Verwendung der Eigenschaft
Vo(rx,ry) = Veé(x,y), r,x,y > 0, erhalten wir dann wegen (20.7) fiir das
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charakteristische Polynom ¢g(A)

[ e -A -2 -0, Br+pm+o
—q(A) = det —¢: =0 A=A Putfrto

i N ¢y ~(pp+ A7) =2
[ B —AT-A 0 Pr—pBr—A" -4

= det 0 i = A=A B— fim— A — A
L o oy —¢*—A
[ -y —A 0 K — A

= det 0 —Ym—A Km—A
I oy  —9*-A

Mit der Regel von Sarrus erhalten wir daraus g(1) = A* + ;A% + a; A + a3 mit

ar =Y +tymt ¢+ +¢; >0,
a = Yrym + 0" (yr + ¥m) + 05 (ym — 57) + 0 (yy — Km),
as = ¢*Yf}’m — (p;‘xfym — ¢;xmyf.

Da A* ein Eigenwert von F’'(v*) ist, muss a3 = 0 sein. In der Tat gilt aufgrund der
Homogenitét von ¢

d d
o(x,y) = a [ro(x, )] = i o(rx, ry) = ou(rx)x + ¢, (ry)y, 1,x,y> 0,

und daher mitr =1
% % Kf * Km
¢ = (px — + ¢y ) (208)
¥ ¥

m

was a3 = 0 impliziert. Mit Hilfe von (20.8) sieht man auch, dass
a; = + ¢ (1+K—f)+¢* (1+K—m)>0
2 = ¥f¥m x Ym " ) VF - .

Somitist A; = A* ein einfacher Eigenwert von F'(v*) und Re(A; —A*) < Ofiiri = 2, 3.
Aus unseren Uberlegungen unmittelbar vor (20.7) folgt dann, dass v* asymptotisch
stabil ist.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen.

Satz iiber das transformierte System. Es seien die Voraussetzungen des Satzes
aus Abschnitt 19 erfiillt. Zusitzlich sei ¢ € C'(R? \ {0}). Dann gelten:

(i) Zujedem Anfangswert v, € S besitzt (20.2) genau eine L6sung, welche fiir
alle t > 0 existiert und nur Werte in S annimmt.
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Abb. 16. Stabilitatsbereiche in der (ur, 4, )-Ebene.
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Abbildung 16 zeigt die verschiedenen Stabilititsbereiche in der (p, j1,,)-Ebene. Auf
der oberen blauen Kurve liegen gerade jene Punkte (1, p1,,), fiir die

- Am +
pr<p, und p, =ppt wd)},(l,o)
Fo = Ff

gilt; analog haben wir auf der unteren blauen Kurve in (20.10) Gleichheit bei der
zweiten Relation. Die zwei blauen Kurven zerlegen den positiven Quadranten in drei
disjunkte Regionen, in denen jeweils genau eines der existierenden Equilibria stabil
ist.

Der obige Satz beschreibt das Verhalten der Losungen von (20.2) im zweidimen-
sionalen Simplex S in der Nédhe der Gleichgewichtspunkte. Um globale Aussagen zu
gewinnen, kénnen wir den Satz von Poincaré-Bendixson heranziehen. Zusammen
mit dem Satz tiber das transformierte System impliziert dieser bereits, dass in allen
drei diskutierten Fillen fiir jeden Anfangswert vy € S die Limesmenge w* (v,) entwe-
der ein periodisches Orbitist oder gerade aus einem Equilibrium besteht. Wir werden
zeigen, dass Ersteres nicht eintreten kann, d.h. dass (20.2) in S keine periodischen
Losungen besitzt.

Angenommen, v(t) ist eine periodische Losung von (20.2) in S.Dann gilt v, (t) > 0
fiir alle t € R. Ist ndmlich v, (¢,) > 0 fiir ein ¢, € R, so folgt aus der Abschétzung

¥ = ~Bp¥p + O V) = (lE W)Yy = ~(pp + )

mit C:= max,cs(e|F(y)) schon vy(t) > e W tQ-t)y(t,) > 0 fir alle t > f,, und
wegen der Periodizitit damit auch v,(t) > 0 fiir alle t € R. Andererseits impliziert
vy = 0,dass ¢(vs, viy) = 0,d.h.aber v = (1,0, 0)" oder v = (0, 1, 0) aufgrund von
(¢1).

Wegen v, > 0 muss dann auch v;j(t) > 0 fiir alle t € R und j = f, m sein;
andernfalls wiirde ndmlich v;(£,) = 0 fiir ein ¢, € R und ein j € {f, m} aufgrund
von (20.2) ¥j(£.) > 0 nach sich ziehen, d.h. aber v;(¢) < 0 fiir alle ¢ € (£, — €, £,) mit
hinreichend kleinem & > 0,im Widerspruch zur Positivitdt von v.

Wir hatten bereits oben gesehen, dass mit jeder Losung v von (20.2) durch

(5005001, pOYT = (70 0 50" exp ([ CelP(v(o) )
0

eine Losung von (17.1) gegeben ist (vgl. (20.3)). Setzen wir nun wj: = s;/p fiirj = f, m,
so erhalten wir mit (17.1)

Wj = (Ilp - ].Ij)Wj + [(ﬁ] - ﬁ]) + ]lp] - ¢(Wf, Wm)(l + Wj)a ] :f’ m. (20‘13)

Da wj = vj/v, fiir j = f, m, miisste somit w = (wy, w,,)" eine periodische Losung
des Systems (20.13) in (0, 00)? sein. Mit Hilfe des Negativ-Kriteriums von Bendixson
zeigen wir im Folgenden, dass dies nicht méglich ist.

Es bezeichne H;(wy, wy,) die rechte Seite von (20.13). Ferner sei

1

B T )

Wr, Wy > 0.
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(0,0,1) 0,0,1)

(1,0,0) (0,1,0) (1,0,0) (0,1,0)
(0,0,1)

Abb. 17. Phasenportraits fiir das transformierte System.

Dann gilt wegen der Voraussetzung f; — fi; > 0,j = f, m:

o(hH, o(hH,, 0H, O0H,, oh oh
(hHy) o )Zh(if+ )

—— )+ —Hf+ — Hy,
ows OWyy ows oWy ows oWy

= 1((p = 1) + (tp = 1) = (1 W) = (1 + W), = 20)

h ~
- W ((Pp = pws + (B — ) + ppl = (1 + wf)¢)

o (e = B + 1B = i) + ) = (14 w)0)

< —h(A+w)ge+ (1+wa)gy) <0, wy, wy > 0,

d.h. die Grofe 6(hHy)/ows + 6(hH,,)/0w,, dndert in (0, 00)? nicht ihr Vorzeichen.
Nach dem Kriterium von Bendixson besitzt daher das System (20.13) in (0, c0)?
keine periodischen Losungen. Folglich existieren auch keine periodischen Losungen

von (20.2) in S.
Wir haben somit folgenden Zusatz zum vorherigen Satz bewiesen.

Es seien die Voraussetzungen des Satzes iiber das transformierte System erfiillt. Satz
Dann gelten fiir den durch (20.2) in S erzeugten Halbfluss:
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(i) (20.9) = (1, 0, 0) ist global asymptotisch stabil in S \ {(0, 1, 0)}.
(ii) (20.10) = (0, 1, 0) ist global asymptotisch stabil in S \ {(1, 0, 0)}.

(iii) Gelten (20.11) und (20.12), so ist das nichttriviale Equilibrium v* € intS
global asymptotisch stabil in S \ {(1, 0, 0), (0, 1, 0)}.

Abbildung 17 zeigt die drei typischen Phasenportraits fiir (20.2).

H 21
Stabilitdt von Exponentiallosungen

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Stabilitdt der Exponentialldsungen von (17.1) zu
diskutieren. Dabei stellt sich zundchst die Frage, was wir unter einer ,stabilen Expo-
nentiallosung“ verstehen wollen.

Das Konzept der Ljapunov-Stabilitit ist hier nicht sinnvoll. Ist beispielsweise
eMu* mit A > 0 und u* € R3 \ {0} Exponentiallésung von (18.7), so auch ae? u*
fir alle « > 0. Wahlen wir also uy = (1 + €)u* mit beliebig kleinem £ > 0 als
Anfangswert, so ist die zugehérige Losung von (18.7) gerade u(t; uo) = (1 + £)e*u*,
und somit haben wir

lu(t) — eMu*| = ee’|u*| > oo fiir t — oo,

d.h. e*u* ist in diesem Fall stets instabil im Sinne von Ljapunov.

In der Literatur wird zur Definition der Stabilitdt von Exponentiallosungen von
(18.7) oft das transformierte System auf dem Simplex S aus dem vorherigen Ab-
schnitt herangezogen. Eine Exponentialldsung von (18.7) heifit dann stabil, wenn
das entsprechende Equilibrium des transformierten Systems stabil ist. Leider ist die-
se Definition wenig anschaulich. Wir werden diesem Text die folgende intuitivere
Variante zugrunde legen und dann den Zusammenhang mit der ersten Definition
erldutern.

Es sei eMu* mit A € R und u* € R? \ {0} eine Exponentiallésung von (18.7).
Dann heif3t diese stabil, wenn es zu jedem £ > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass

u e R, lug—u*| <8 = e Mu(t;ug) — eMu*| < eVt >0.

Ist u(t) Losung von (18.7), d.h. it = F(u), so 16st y(t): = e Mu(t) die Gleichung

y=F@y) -y, (21.1)

und umgekehrt. Also ist nach obiger Definition e*'u* genau dann eine stabile Expo-
nentialldsung von (18.7), wenn u* ein in R3 \ {0} stabiles Equilibrium von (21.1) ist.
Man beachte an dieser Stelle den Unterschied zwischen (21.1) und (20.2).
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Leider ist O stets ein Eigenwert der Linearisierung F'(u*) — AI der rechten Sei-
te von (21.1), denn es gilt F'(u*)u* = Au* (vgl. (20.6)). Somit ist das Prinzip der
linearisierten Stabilitit auf (21.1) nicht anwendbar.

Wir werden stattdessen unsere Kenntnisse iiber das transformierte System (20.2)
verwenden. Es sei e*u* mit A € R und u* € R3 \ {0} eine Exponentiallssung von
(18.7).Die Losung von (18.7) zum Anfangswert 1 € R?\ {0} ist durch (20.3) gegeben,
wobei v die Losung von (20.2) mit Anfangswert vy = uo/(e|uo) ist. Ferner ist v* =
u*/(elu*) € S ein Equilibrium von (20.2), und wegen (19.4) und der Homogenitét
von F gilt die Beziehung A = (e|F(v*)). Setzen wir

E(t):= exp (/t(elF(v(r)) - F(v*))dr), t>0, (21.2)
0

so haben wir daher

u(t, ug) e M — u* = v(t)(e|uo)E(t) — u*

= [v(t) — v*](e|uo)E(t) + v*(e|ug — u*)E(t) + u*[E(t) — 1]. (21.3)

Angenommen, v* ist exponentiell stabil in S. Dann gibt es zu beliebigem & > 0
Zahlen M, n, 6; > 0, sodass [v(t) — v*|; < min{e;, Me "'} fiir alle ¢t > 0, falls

|vo — v*|» < 6; gilt. Da F in R3 \ {0} lokal Lipschitz-stetig ist, haben wir somit
|F(v(t)) = F(v*)], < LIv(t) = v*|, < Lmin{g;, Me ™}, t >0,

wobei L = L(¢;) die Lipschitzkonstante beziiglich der Kugel B, (v*) bezeichnet. Daher
konnen wir den Betrag des Exponenten in (21.2) gleichmidf3ig nach oben abschidtzen
durch

V3 / ” |[E(v(1)) — F(v")|, dt < v/3Lert; + v/3LM / ooe*'l’ dr
0 5]

mit beliebigem #; > 0. Durch Wahl eines hinreichend groflen #; und anschliefen-
der Wahl eines hinreichend kleinen &, kann man die obere Schranke beliebig klein
bekommen. Dies und die lokale Lipschitz-Stetigkeit der Exponentialfunktion im-
plizieren, dass es zu jedem € > 0 ein 6; > 0 gibt, sodass |E(t) — 1| < &/(3|u*|;)
fir alle t > 0, falls |[vyp — v*|2 < 6&;. Wegen der Stetigkeit der Transformati-
on {x — x/(e|x)} in R3 \ {0} finden wir zu jedem & > 0 ein § > 0, sodass
[vo — v*|a < 8y, falls |ug — u*|, < 8. Aus diesen Uberlegungen und der Zerlegung
(21.3) folgt, dass man alle drei Terme in (21.3) betragsmiflig durch ¢/3 abschit-
zen kann, wenn |ug — u*|, < & mit hinreichend kleinem 6 > 0 erfiillt ist. Somit
ist in diesem Fall die Exponentiallésung e u* im Sinne der obigen Definition sta-
bil.

Sei nun v* zusitzlich global asymptotisch stabil in (S\ {(1, 0, 0), (0, 1, 0)}) U {v*}.
Mit vy = ug/(elug) ¢ {(1,0,0),(0,1,0)}\ {v*} konvergiert die zugehdrige Losung
v(t;vo) des transformierten Systems fiir t — oo gegen v*, fiir jeden Anfangswert
up € R?\ {0}. Aufgrund dieser Eigenschaft und der exponentiellen Stabilitdt von v*
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konvergiert auch E(t) fiir t — 0o, ndmlich gegen
Eoo: = Eoo(tg): = exp (/ (e|F(v(r)) — F(v*)) dr).
0

Damit folgt aber, dass

(I*)

d.h. u(t, ug) verhilt sich asymptotisch (fiir t — 00) wie ein positives Vielfaches von
* At
u*e:

u(t, ug) e = v(t)(e|uo)E(t) = v*(e|ug)Eso = (e|lug)Ese  fiir t — o0,

(elug)Eco(uo)
(e]u)

u(t, up) ~ us(up)e™ (t — 00), wobei ux(ug) =

Man beachte, dass im Allgemeinen un (1) # u* gilt.

Dainjedem der Fille (20.9), (20.10) und (20.11)+(20.12) das jeweils stabile Equi-
librium auch exponentiell stabil ist (simtliche relevanten Eigenwerte sind negativ),
erhalten wir nun den folgenden Satz.

Es seien die Voraussetzungen des Satzes iiber das transformierte System erfillt.
Dann gilt: In jedem der Fille (20.9), (20.10) und (20.11)+(20.12) sind mit dem
jeweils stabilen Equilibrium von (20.2) auch dessen zugehorige Exponential-
l6sungen von (17.1) (eine einparametrige Schar) stabil. Jede Losung von (17.1)
(auBler den anderen Equilibriavon (20.2) entsprechenden Exponentiallsungen)
verhilt sich asymptotisch fiir t — oo wie eine der stabilen Exponentiallssungen.
Die zu den instabilen Gleichgewichtspunkten von (20.2) korrespondierenden
Exponentiallésungen von (17.1) sind instabil.

Man beachte, dass die Instabilitdtsaussagen des vorherigen Satzes unmittelbar aus
der globalen Stabilitdt des jeweils stabilen Equilibriums folgen.

Der obige Satz impliziert, dass in den Féllen (20.9) und (20.10) sdmtliche Lsun-
gen von (17.1) fiir t — oo gegen null konvergieren, d.h. die Population stirbt aus. Im
Fall (20.11)+(20.12) wichst die Population fiir beliebige positive Anfangswerte ge-
nau dann, wenn der Wachstumsparameter A, d.h. die eindeutige Losung von (19.12),
positiv ist.

H 22
Spezialfalle

Der symmetrische Fall. Wir betrachten den Spezialfall, in dem die Paarbildungs-
funktion symmetrisch und die Geburts- und Sterberaten geschlechtsunabhingig
sind, d.h. es gilt ¢(x, y) = ¢(y,x), x,y > 0, sowie p:= pif = [, B:= fr = [m,
p:= ﬁf = P

Im Fall B < fi stirbt die Population nach dem zweiten Satz in Abschnitt 18 aus.
Gilt B > [, so existiert nach dem Satz aus Abschnitt 19 genau eine nichttriviale
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Exponentiallosung u(t) = eMy* mit (e|lu*) = 1, denn die Bedingung (19.12) ist

trivialerweise erfiillt (¢, = 00). Wegen (19.8) gilt sf* =s; =:s* sowie

o PEA

p-f-1""
sodass aus (19.12) mit k: = ¢(1, 1) und (¢3) die Relation
-1

A+2i+o0 =
pro=x p+A

folgt. Dies fiihrt auf die quadratische Gleichung
/12+(p+2ﬁ+a+x)/\—x(ﬁ—f1)+p(2f1+0)=0 (22.1)

und somit auf

1 1 1/2
A== (ut2fitotn) + 5((—,u+z;a+a+x)2+4x(p+,/3—ﬁ)) ,

da die zweite Losung von (22.1) kleiner als A = —p ist. A ist genau dann positiv, wenn
die Bedingung (19.16) erfiillt ist, d.h. wenn

-p 2p+o

2f1+0§xﬁ also B>p+p (22.2)

K

gilt. Das Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit der Intuition: Die Population wéchst
bei grofler Geburtenrate, bei kleiner Scheidungsrate und geringer Mortalitdt sowie
im Fall einer groflen Paarbildungsrate. Fiir ein sehr grof3es x reduziert sich (22.2) im
Wesentlichen zu g > fi.

Das harmonische Mittel. Es sei ¢ das harmonische Mittel, d.h.

~ 2x%: (x,y) #(0,0)
¢(x,y) = H 0 7 1 (x,y) = (0,0),

mit einer Konstanten x > 0. Dann gilt
¢x(0, 1) = ¢,(1, 0) = 2.

Sei nun fB; > f fiir j = f, m. Nach dem Satz aus Abschnitt 19 besitzt (17.1) eine
nichttriviale Exponentiallosung, falls die beiden Implikationen

- PBm +

Br<mp = Pm<Pf+2"w’
By — B

Br — i + pm

< = < + 2K
Hm < Hp Bf < Bm 1 — i
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gelten. Der Wachstumsparameter A ist in diesem Fall eine Losung der kubischen
Gleichung

2k (ﬁf - ﬁf - A)(ﬁm - ﬁm -1
= A+ fi + fim+ ) ((Br = fir = Mt + A) + (B = on = Dy + D)5 (22.3)

es gilt 1 > 0 genau dann, wenn

i Bm
2k > p — + — ). (22.4)
p(ﬁf_llf ﬁm—Pm)

Im symmetrischen Fall vereinfacht sich (22.3) zu der Gleichung
K(B-pg-A=A+2a+0)(B-1-N(p+A),

welche die nicht zuldssige Losung A = f—fi = Abesitzt,sodass wir wegenx = ¢(1, 1)
wieder (22.1) erhalten.

Ubungsaufgaben

19. Verifizieren Sie: Die Funktionen ¢;,i = 1, 2, 3,aus Abschnitt 17 sind allesamt Spezialfélle
von
¢(x.y) = k(yx® + (1 —y)y°)"°
mit den Parametern k > 0,y € (0, 1) und § € [~00, 0], wobei an den Intervallgrenzen
fiir 6 der entsprechende Limes zu betrachten ist.

20. Uberpriifen Sie die Richtigkeit der Bedingung (22.4) fiir die Nichtnegativitit des Wachs-
tumsparameters im Falle des harmonischen Mittels. Visualisieren Sie in der pg-p,,-
Ebene (vgl. Abbildung 16) den Bereich, in dem eine nichttriviale Exponentiallosung
mit positivem A existiert.

21. Leiten Sie die Instabilitdtsaussagen des Satzes aus Abschnitt 21 mit Hilfe der Charakte-
risierung tiber das System (21.1) her.

22. Man diskutiere Existenz und Stabilitdt von Exponentialldsungen von (17.1) im Spezi-
alfall der Minimumfunktion ¢(x, y) = x min{x, y},x,y > 0,k > 0. Wann wiéchst die
Population, wann stirbt sie aus?



Genetik

Die Populationsgenetik untersucht die genetische Zusammensetzung von Populatio-
nen unter dem Einfluss verschiedener Evolutionsfaktoren wie z.B. Selektion, Mutati-
on, Rekombination oder Migration.Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht ein grundle-
gendes Selektionsmodell zur Dynamik der Verteilung von Allelfrequenzen an einem
Genort.

W 23
Grundbegriffe und das Hardy-Weinberg-Gesetz

Wir betrachten eine (sehr grofle) Population von diploiden Individuen, die sich
gemdfl den Mendelschen Gesetzen fortpflanzen. Im einfachsten Fall wird ein pha-
notypisches Merkmal wie z.B. Augenfarbe oder Blutgruppe durch zwei allele Gene
(Allele) bestimmt, welche sich an entsprechenden Positionen (Genort oder Genlocus
genannt) in einem Paar homologer Chromosomen befinden. In vielen Féllen exi-
stieren mehrere Allele A, ..., A,, die an dem betreffenden Genlocus vorkommen
konnen.

Im Folgenden werden wir uns auf einen Genort beschrinken. Der Genotyp eines
Individuums ist dann durch das Paar (4;, A;) an Allelen gegeben, die bei dem Indi-
viduum vorliegen. Ist der Genotyp von der Form (4;, 4;), d.h. ein Allel tritt doppelt
auf, so ist er homozygot ; im Falle (A;, A;) mit i # j ist er heterozygot.

Es bezeichne Py, i, j € {1, ..., n}, die relative Haufigkeit des geordneten Paares
(A;, Aj) in der Population. Da im Allgemeinen die Genotypen (A;, A;) und (4;, A;)
nicht unterscheidbar sind, werden wir annehmen, dass [P;] symmetrisch ist. Die
relative Haufigkeit eines heterozygoten Genotyps A;A; (ungeordnetes Paar) ist somit
Pj + Pj; = 2P;;. Ferner ist die relative Hiufigkeit p; des Allels A; in der Population
gegeben durch

1
pi=, (2Pi + D Pi+ > Py)

Jj#i Jj#i

n
> Py, i=1...n (23.1)
j=1



88

V Genetik

Wir betrachten zunéchst den Fall diskreter, nicht iiberlappender Generationen
und nehmen an, dass die néchste Generation durch zufillige Paarung entsteht, d.h.
der Paarbildungsvorgang ist unabhéngig vom Genotyp der Individuen. Ebenso sol-
len Fruchtbarkeit sowie die Uberlebensfihigkeit der Nachkommen nicht vom Geno-
typ abhingen. Ferner schliefen wir Migration und Mutationen aus.

Zu gegebener Genotypverteilung [P;;] wollen wir die entsprechenden Haufigkei-
ten Pj; der (ersten) Tochtergeneration bestimmen. Fiir einen homozygoten Genotyp
AjAi,i € {1,...,n}, sind in der folgenden Tabelle alle Paarungsvarianten (unge-
ordnete Paare) mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten aufgelistet, aus denen
dieser resultieren kann. Die Annahme, dass die Population sehr grof3 ist, erlaubt es
uns hier, relative Haufigkeit mit Wahrscheinlichkeit zu identifizieren. Die beding-
ten Wahrscheinlichkeiten in der dritten Spalte ergeben sich aus den Mendelschen
Gesetzen.

Paarungskombination Wahrscheinlichkeit bedingte Wahrscheinlichkeit
(k,1#1i,k#I) fiir die Bildung von A;A;
AiA; x AjA; p: 1
AiAr x AjA; 4P; P;; 1/2
AiAi x AjAg 4P% 1/4
AjAr X AjA; 8PPy 1/4

Fiir die relative Haufigkeit von A;A; in der Tochtergeneration erhalten wir dann mit
der Formel von Bayes

P, =Pi+2> PyPi+ > Pi+2> > PyPy

ke#i k#i ki 1<k, Ii

=P;+2> PyPyi+ (D Pi)(Pi+ D Pi)
k#i k#i I,k

= (Pi+ > _Pi)(Pi+ ) Pi) = pi, (23.2)
k#i I#i

wobei wir im letzten Schritt (23.1) verwendet haben.
Fiir einen heterozygoten Genotyp A;A),i,j € {1, ..., n},i # j, bestimmen wir P},
mit Hilfe der nachstehenden Tabelle.

Paarungskombination =~ Wahrsch.keit = bedingte Wahrsch.keit fiir
(kF#i,1#j,(k, 1) #(, 1)) die Bildung von A;A; (i # j)
AjA; x AjA; 2P;;P;; 1
AiA X AjA; 4Py Pj; 1/2
AiA; X AjA 4P;Pj 1/2
AiAj x AjA; 4P} 1/2
AiAp X AjA 8PPy 1/4

Die Formel von Bayes liefert

2P = 2PiPy+2 ) PyPj+2 > PuPy+2Pi+2> Pi( >
I

ki

Pp). (23.3)

k#i I#i, (k,[)#(j,1)
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Eine kurze Rechnung zeigt dann, dass (23.3) dquivalent ist zu

2P = 2(Pi + »_ Pi)(Py + D Py) = 2p;p;. (23.4)
ki 1%

Wie wir aus (23.2) und (23.4) erkennen, gilt also
Plfj = pipj, firalle i,j e {1,...,n}. (23.5)

Insbesondere ist [Plfj] wieder symmetrisch. Gleichung (23.5) kann als zufillige Ver-
einigung der Gameten interpretiert werden: Das erste Allel, sagen wir vom Vater, ist
mit Wahrscheinlichkeit p; vom Typ A;, das miitterliche ist mit Wahrscheinlichkeit p;
vom Typ A;.

Als mathematisch triviale, jedoch biologisch wichtige Folgerung aus (23.5) er-
halten wir (vgl. (23.1))

n

pi=> Py=">"pipj=pi > pj=Pin (23.6)
j=1 j=1

j=1

fir alle i = 1, ..., n. Daher gilt unter den obigen Annahmen das folgende, nach
Hardy und Weinberg benannte Gesetz.

Hardy-Weinberg-Gesetz

(i) Die Allelhdufigkeiten p;,i = 1, ..., n, bleiben von Generation zu Genera-
tion unverdndert.

(ii) Die Genotyphdufigkeiten P;,i,j = 1, ..., n,bleiben von der ersten Toch-
tergeneration an unverdndert. Sie sind ab der ersten Tochtergeneration
gegeben durch

P; = pip;, firalle i, j e {l,..., n}. (23.7)

Der im Hardy-Weinberg-Gesetz beschriebene Gleichgewichtszustand (23.7) wird
Hardy-Weinberg-Gleichgewicht genannt. Grob gesprochen besagt das Hardy-Wein-
berg-Gesetz,dass sich die genetische Zusammensetzung der Population (ohne Muta-
tionen und Migration) nicht dndert, solange alle Genotypen dieselbe Fitness besitzen,
sich also nicht in Bezug auf Paarungserfolg, Fruchtbarkeit oder Uberlebensfahigkeit
unterscheiden.

H 24
Selektion an einem Genort

Ziel dieses Abschnitts ist die Herleitung eines zeitkontinuierlichen Modells, welches
die Selektion an einem Genlocus beschreibt. Im Unterschied zum vorherigen Ab-
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schnitt lassen wir also jetzt verschiedene ,,Fitnesswerte fiir die einzelnen Genotypen
zu; Mutationen seien weiterhin ausgeschlossen.

Wir betrachten wieder eine grofle diploide Population, in der die Allele A;
vorkommen. Es sei N(t) die Gesamtzahl aller Individuen und 2N;(t) die An-
zahl der Allele vom Typ A;, i = 1,...,n, zur Zeit t. Mit b; bezeichnen wir
die Rate fiir die Zahl der Geburten, die der Genotyp A;A; hervorbringt, mit
d; dessen Sterberate. Die Differenz f;:= bj; — dj nennen wir den Fitnesspara-
meter von A;A; und setzen F = [f;]. Wir nehmen an, dass f; = f; fiir alle
i,j € {1,...,n} gilt. Innerhalb eines kleinen Zeitintervalls der Linge At verdn-
dert sich dann N; durch den Beitrag von A;A; um den Betrag Nf;P;At + O(|At]?),
d.h.

Ni(t +At) = Ni(t) = D" N()fPy()AL + O(|AL).
j
Dividieren wir durch At, dann ergibt sich mit At — 0

Ni = )" NfyP;. (24.1)
j

Daraus folgt mit p; = Ni/N und N = 3. N

N;N - N;N

P =y sz, 1= N 3 Mk
k.l

= Zfijpij - pi kalpkl- (24.2)
j k.l

Wir nehmen nun an, dass sich die Population zu jedem Zeitpunkt im Hardy-
Weinberg-Gleichgewicht befindet, d.h. es gilt P; = p;p; fiir alle i,j € {1,..., n}
(Hardy-Weinberg-Annahme). Wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen haben, kann
diese Annahme als zufillige Paarung gedeutet werden; sie ist jedoch im zeit-
kontinuierlichen Fall nicht unumstritten, da sich streng genommen Eltern und
Kinder zusammen nicht im Hardy-Weinberg-Gleichgewicht befinden kénnen. Be-

riicksichtigt man letztere Tatsache, so ergibt sich ein weitaus komplizierteres Mo-
dell.

Ersetzen wir nun die Genotyphiufigkeiten P; in (24.2) gemafl der Hardy-
Weinberg-Annahme, so erhalten wir die Fisher-Haldane-Wright-Gleichungen fiir die
Allelfrequenzen p;:

pi= D fipibj—pi O _fupkp,  i=1,....n. (24.3)
j k.1

Um die Gleichungen (24.3) biologisch deuten zu kénnen, setzen wir

0i(p) = Zf,-jpj, i=1,...,n, (24.4)

j=1
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sowie . .
o(p) = D _pioi(p) = >_ fipip;. (24.5)
i=1 ij=1

Wegen (24.1) und der Hardy-Weinberg-Annahme P;; = p;p; gilt dann
Ni = ¢i(p)Ni,  i=1,...,m, (24.6)

d.h. ¢i(p) kann als die Fitness des Allels A; interpretiert werden. Summieren wir die
Gleichungen (24.6), so erhalten wir fiir die Gesamtpopulation

N =" Ni=> ¢i(p)Ni = ¢(p)N. (24.7)
i=1

i=1

¢(p) beschreibt also den Fitnesszustand der gesamten Population und wird als die
mittlere Fitness der Population bezeichnet. ,Mittelung® ist hier im Sinne der Defini-
tion (24.5) zu verstehen.

Mit (24.4) und (24.5) kénnen die Gleichungen (24.3) in die iibersichtlichere Form

pi = Pi(¢i(P) - ¢(P))’ i=1,...,m, (24.8)

gebracht werden. Wie man aus (24.8) leicht abliest, ist der Faktor ¢;(p) — ¢(p) gerade
die Wachstumsrate von p;. Die relative Hdufigkeit des Allels A; nimmt genau dann
zu, wenn seine Fitness grofler als die mittlere Fitness der Population ist.

Wir beginnen jetzt mit der mathematischen Untersuchung des Systems (24.8).Es
seie:=(1,1,...,1)T e R".Dap =(pi, ..., p,)" ein Vektor von relativen Haufigkei-
ten ist, sollte p(t) zu jedem Zeitpunkt im (n — 1)-dimensionalen Simplex

Sp = {x € R}: (e|lx) =1}

liegen. Wir miissen also zeigen, dass die Menge S, fiir (24.8) positiv invariant ist.

Fiir jeden Vektor py € S, besitzt das System (24.8) genau eine Losung p(t) mit
p(0) = po. Diese Losung existiert auf R, und es gilt p(¢) € S, furalle t > 0.

Beweis. Lokale Existenz und Eindeutigkeit werden durch den Satz von Picard-
Lindelof sichergestellt. Die globale Existenz nach rechts folgt aus der positiven In-
varianz von S,. Zum Nachweis der letzteren Eigenschaft stellen wir zunéchst fest,
dass die rechte Seite des Systems (24.8) quasipositiv ist; also ist der Standardkegel
R? positiv invariant. Ferner gilt fiir jede Losung p(t) von (24.8)

d ) .
4 )= @) =3 (6:0) - 00)) =6 (1= (clp)).  (249)

Da die skalare Differentialgleichung w = ¢(p)(1—w) mit Anfangsbedingung w(0) = 1
die eindeutige Losung w = 1 besitzt, folgt (e|p) = 1 aus (24.9), falls (e|p(0)) = 1 gilt.

Lemma
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Satz

V Genetik

Da der Durchschnitt zweier positiv invarianter Mengen wieder positiv invariant ist,
ist das Lemma somit bewiesen. n

Es sei darauf hingewiesen, dass sich die Dynamik des Allelfrequenzenvektors p im
Simplex S, nicht dndert, wenn man zu jedem Fitnessparameter f;; ein und dieselbe
Konstante addiert. In der Tat verschieben sich in diesem Fall lediglich die Werte der
¢i,i =1, ..., n,und der mittleren Fitness ¢ um genau diese Konstante; die Differenz-
terme in (24.8) bleiben unverdndert. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen
wir also im Folgenden annehmen, dass sdmtliche f;; positiv sind.

Die Menge der Equilibria von (24.8) kann eine komplizierte Struktur besitzen.
Insbesondere kann es unendlich viele Gleichgewichtspunkte geben. Wir werden uns
mit dieser Problematik im Abschnitt 27 beschiftigen. Klar ist, dass stets sémtliche
Ecken des Simplex S,, d.h. die Einheitsvektoren im R”, Gleichgewichtspunkte sind.
Diese entsprechen gerade den monomorphen Zustinden, in denen je ein Allel fixiert
ist, und die anderen n — 1 Allele fehlen.

B 25
Das Fundamentaltheorem von Fisher

Es sei p(t) eine Losung von (24.8) mit p(0) € S,. Wir betrachten die Entwicklung der
mittleren Fitness ¢(p(¢)) fiir ¢ > 0. Aufgrund der Symmetrie von F haben wir

d n n ) n )
(X siin) =23 fibim =2 X 60
i=1

ij=1 ij=1

d
ar o(p)

2 ipi(pi(p)(‘pi(f’) - ¢(P)) =2 ipi(d”'(p) - ¢(p))2,

i=1 i=1

denn X1 pi = 1und ¢(p) = >, pi¢i(p). Also wichst die mittlere Fitness entlang
der Losungen. Ferner sehen wir, dass die orbitale Ableitung ¢(p) genau dann ver-
schwindet, wenn fiirallei = 1, ..., ngilt: p; = 0 oder ¢;(p) — ¢(p) = 0. Also ist genau
dann ¢(p) = 0, wenn p ein Equilibrium ist.

Damit haben wir das so genannte Fundamentaltheorem der natiirlichen Selektion,
welches auf Fisher zuriickgeht, bewiesen.

Fiir jede Losung p(t) von (24.8) mit p(0) € S, ist die mittlere Fitness ¢(p(t)) fiir
t > 0 monoton wachsend. Es gilt

; " 2

6() =2 pi(0:p) - 90)) . p<Su (25.1)

i=1

Insbesondere gilt ¢(p) = 0 genau dann, wenn p ein Equilibrium ist.

Der Fundamentalsatz von Fisher ist von groflem Nutzen fiir die Analysis des Selekti-
onsmodells (24.8),da er mit —¢ eine strikte Ljapunov-Funktion fiir (24.8) in S, liefert.
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Alsunmittelbare Folgerung aus obigem Satz und dem Satz von La Salle sowie dem
Lemma aus Abschnitt 24 erhalten wir die folgende Aussage: Fiir jeden Anfangswert
po € S, konvergiert die zugehorige Losung p(t) von (24.8) fiir t — oo gegen die
(nichtleere) Menge der Equilibria. Gibtes nur endlich viele Equilibria, so konvergiert
also schon jede Losung von (24.8) (in S,,) gegen einen Gleichgewichtspunkt. Wie wir
im néchsten Abschnitt sehen werden, gilt letztere Aussage sogar im Fall unendlich
vieler Equilibria.

Die Zunahme der mittleren Fitness ist auch ein wichtiges Hilfsmittel bei der
Untersuchung der Stabilitdt von Gleichgewichtspunkten. Dieser Frage werden wir
im Abschnitt 28 nachgehen.

W 26
Konvergenz gegen Equilibria

In diesem Abschnitt untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Losungen von
(24.8) fiir t — o0. Die zentrale Aussage ist Gegenstand des folgenden Satzes.

Konvergenzsatz. Fiir jeden Anfangswert p, € S, konvergiert die zugehorige
Losung p(t) von (24.8) fiir t — oo gegen ein Equilibrium.

Fiir den Beweis bendtigen wir einige Hilfsmittel, die wir im Folgenden zusammen-
stellen.
Fir p € S, setzen wir T(p) = {i: p; > 0} C {1, ..., n}. T(p) heifdt Trdger von p.
Er enthilt gerade die Indizes der in der Population vorhandenen Allele.
Es sei q € S, gegeben. Wir betrachten die Entropie d;: S, — R U {oo}, definiert
durch
[ =2 ier( 9 10g(pi/qi) : T(q) C T(p)
dy(p) = (26.1)
00 : T(q) € T(p).
Es sei T(q) C T(p),d.h.p; > 0,falls g; > 0. Wir setzen p: = ZieT(q) pi € (0, 1]. Nach
dem Satz von Taylor, angewandt auf die Funktion {x — —log(x)} in (0, 00), gibt es
zu jedem x > 0 ein &(x) € [min{x, p}, max{x, p}], sodass

1

22 (x - p)*. (26.2)

_ 1 _
—log x = —log(p) — I:? (x=p)+
Nehmen wir in (26.2) nun nacheinander x = x;: = p;/qi,i € T(q),und beachten, dass

_ i 1
&(x;) < max{x;, p} < max { B ) 1} < max { —, 1} < max 1/q; =:1n(q),
qi qi ieT(q)

so erhalten wir die Ungleichungen

_ 1 /pi - 1 P -\? .
—log(pi/qi) = —log(p) — 1:) (a —p) + )" (a —p) , ieT(q). (26.3)

Satz
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Multiplikation von (26.3) mit g; und anschlieffende Summation iiber alle i € T(q)
fiihrt dann wegen >, () i = 1 und ZieT(q) qi(pi/qi — p) = 0 auf die Unglei-
chung

\2
dy(p) = ~log(p) + 5 ( B %“) (q, -5)- (26.4)

Mit —log(p) > 0 folgt aus (26.4) unmittelbar d,(p) > 0. Ferner sehen wir mit
(26.4), dass d,(p) = 0 genau dann gilt, wenn p = q ist. Die Funktion d,; kann
also als ein Maf3 fiir den Abstand zu q interpretiert werden. Man beachte, dass die
Menge

Su(@):={p € Su:T(q) C T(p)} = {p € Su:dy(p) < o0}

offen beziiglich der durch R" auf S, erzeugten Relativtopologie ist. Es gilt ge-
nau dann dg;(p) = oo, wenn der Population im Zustand p im Vergleich zu g
mindestens ein Allel fehlt. Insbesondere ist d,(p) nicht symmetrisch in p
und q.

Mit Hilfe von (26.4) kann man den euklidischen Abstand [p — g|, mit d,(p)
nach oben abschitzen. Sei T(q) C T(p). Wegen (26.4) gilt trivialerweise die Un-
gleichung d,(p) > —log(p), welche zu —p < —e %) quivalent ist. Da die Funk-
tion {x +— e} konvex ist, gilt 1 —x < e fiir alle x € R. Folglich haben
wir

D opi=1-p<1-e P < dyp). (26.5)
i#T(q)

Unter Verwendung von (26.4), (26.5) und der Dreiecks- sowie Holderschen Unglei-
chung erhalten wir dann

p— Q|1—lel Q1|+Z|Pz %'-Z'Pz qil + ZP:

ieT(q) i¢T(q) ieT(q) i¢T(q)
< D Ipi-pail+ D Ipgi—qil +1-p
i€T(q) ieT(q)
_ pi \2 1/2 _
— —p|gi+2(1-p) < — - il +2(1-p)
lem)\ pla P [ie%) ( 0 p) a p
< V2n(q)/dqg(p) + 2d4(p).

Mit |x|, < |x]|; fiir alle x € R” gilt daher

P -l < 2,/d,0) (1@ + /dy®) ). p e Su (26.6)

Es seinun q € S, ein Equilibrium von (24.8), d.h. es gilt gi[¢i(q) — ¢(q)] = 0 fiir alle
ie{l,...,n}.Wirzerlegen {1, ..., n} in die drei Indexmengen

Jo ={i:0i(q) = ¢(q)}, J- ={i:¢i(q) < ¢(q)}, J+ = {i: 9i(q) > ¢(q)}.
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Da q ein Equilibriumist, gilt T(q) C Jo. Insbesondere ist T(q) = Jo = {1, ..., n} fir
q € intS,. Wir setzen dann

L(p)= D pi und Vy(p) = dy(p) +2y(p), p € Sn.

ie]-

wobei wir von der Konvention Gebrauch machen, dass Summen mit leerer Index-
menge gleich 0 sind. Offenbar ist [,(p) > 0 fiir alle p € S, und l,(g) = 0. Somit ist
auch V,(p) > 0 fiir alle p € S,, und es gilt V,(p) = 0 genau dann, wenn p = q ist.
Ferner beachte man, dass die Funktion V, auf der relativ offenen Menge S, (q) stetig
differenzierbar ist.

Es sei g € S, ein Equilibrium von (24.8). Dann gibt es ein 8(q) > 0, sodass

Vo(p) < ¢(p) — 0(q)

fiir alle p € S, mit [p — gl, < 6(q).

Beweis. Seip € S,(g). Aufgrund der Symmetrie von F haben wir

> qi0ip) = qu)l(p) qum Z(Zﬁlql) ZPﬂP;(l])

ieT(q) i=1 j=1 j=1 i=1
(26.7)
Mit Hilfe von (26.7) sehen wir dann

d0) == > T pilo)-o@1=- > ailoip) - o(p)]

ieT(q) ©' ieT(q)

= 6(p)— >_pitj(q) = 0(p) — 0(q) + D pil9(q) — ¢;(9)] (26.8)

j=1 j=1

< 6(p) — 9(q) + D plo(@) — 9], (26.9)

jel-

denn ZjE]OUh pilo(q) — ¢;(g)] < 0 nach Definition von J, und J,.

Da die Menge S,,(q) in S, relativ offen ist und q enthilt, gibt es ein &y > 0, sodass
p € Su(q), fallsp € S, und |p — ql> < 6. Aufgrund der Stetigkeit der Funktionen
¢—¢;,j=1,...,ningq,finden wir weiter ein § € (0, &), sodass fiir jedes p € S, gilt:

3
lp-ql2 <6 = o@p)-9j(p) = 1 [¢(q) —9j(9l, j=1,....n (26.10)

Seinunp € S, und |[p — ql> < 6. Dann folgt mit (26.10)

. 3
h(p) = > pilo(p) - o)) < = > pilo(@) - ¢(9)].

jel- jel-

Lemma
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Kombinieren wir dies mit (26.9), so erhalten wir

Vy(p) = dy(p) +21,(p)
1
=0(p) - (9 - 5 Z, pilo(@) - ()]
Jjej-
< ¢(p) — 9(q).

Somit ist das Lemma bewiesen. |

Beweis des Konvergenzsatzes: Sei py € S, ein beliebiger Anfangswert und p(t) die
zugehdrige Losung von (24.8). Nach dem Lemma aus Abschnitt 24 existiert p(¢)
global nach rechts, und es gilt p(t) € S, fiir alle t > 0. Folglich enthélt die Limes-
menge @™ (po) mindestens einen Punkt g € S, der nach dem Fundamentaltheorem
von Fisher und dem Satz von La Salle (vgl. die Bemerkungen im Abschnitt 25) ein
Equilibrium sein muss. Es ist nun zu zeigen, dass @™ (po) = {¢q} gilt.

Es seien 0 < & < & wie im Beweis des obigen Lemmas. Fiir jedes p € S,
impliziert [p — q|, < J also schon p € S,(g).

Zunichst folgt aus (26.6) und der Definition von V,(p), dass es ein £ > 0 gibt,
sodass Ge:={p € S,,: Vy(p) < €} C {p € Su:lp—gl2 < 6}

Im Fall p(t) = q ist nichts mehr zu beweisen. Sei also p(t) # g fiir alle ¢t > 0.
Dann ist wegen (25.1) ¢(p(t)) streng monoton wachsend und ¢(p(t)) < ¢(q) fiir alle
t > 0.Dagq € " (po), V4(q) = 0,und V, in g stetig ist, existiert ein t, > 0, sodass
p(t.) € G.. Wir zeigen, dass daraus schon p(t) € G, fiir alle t > ¢, folgt. Wére dies
falsch, so gdbe es ein t; > t,,sodass p(t) € G, fiiralle t, <t < t; und Vy(p(t)) = &.
Dann wire aber |p(t) — gl, < d fiir alle t, < t < t; und somit V,(p(-)) nach obigem
Lemma streng fallend in [¢,, t;). Dies impliziert aber V,(p(t)) < V4(p(t.)) < & fiir
allet, <t < t;,also auch Vy(p(t;)) < &,im Widerspruch zu Vy(p(t)) = ¢.

Aus p(t) € G: C {p € Su:lp —ql. < 8} fiir alle t > ¢, folgt mit obigem
Lemma, dass V,(p(-)) in [¢., co) streng fallend ist. Da stets V, > 0 ist, existiert
daher der Grenzwert Vo: = lim;_, o V4(p(t)). Ferner gibt es wegen q € @*(p,) eine
Folge () C [0,00) mit txy — oo und p(tx) — ¢ fir k — o00. Also ist Vi, =
limy_, o0 V4(p(t)) = V4(q) = 0.Da V, in S,,(q) stetigistund V,(p) = 0 & p = g,folgt

aus V = 0 die Konvergenz von p(t) gegen ¢ fiir t — oo. O
W 27
Equilibria

Ein Vektor p € S, ist genau dann Equilibrium von (24.8), wenn

Vie{l,...,n}: pi=0 oder ¢i(p)=0(p). (27.1)

Wir bezeichnen mit E die Menge aller Gleichgewichtspunkte von (24.8). Wie wir
bereits in Abschnitt 24 gesehen haben, sind stets alle Ecken des Simplex S,, d.h.
die Einheitsvektoren im R”, Gleichgewichtspunkte. Die Menge E muss nicht endlich
sein, wie der vollstindig ausgeartete Fall ohne Selektion (alle f;; sind identisch) zeigt;
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hier ist E = §,,. Ist E endlich, so enthilt E hochstens 2" — 1 Elemente. Den Beweis
iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Ein einfaches Beispiel fiir ein System mit genau 2" — 1 Gleichgewichtspunkten
ist durch fj; = 8; +¢,i,j = 1,..., n, gegeben, wobei §; fiir das Kronecker-Symbol
steht. Die Equilibria sind hier gerade die Ecken des Simplex und die Mittelpunkte
aller Untersimplizes von S,. Beispielsweise haben wir im Fall n = 3

1 1
03 _)3 (0

11 111
53 2 35’ E)’ (57 51 _)}'

11
E= { 1’0’0 s 0’1’0’ 0’051 s _’_’0 s
( ), ( ), ( ), ( >3 ), ( 3
Wir wollen nun eine algebraische Charakterisierung von E herleiten. Wie bereits
erwidhnt, konnen wir annehmen, dass alle f;; > 0sind. Wir betrachten zunichst einen
vollstindigen Polymorphismus p € intS,, d.h. T(p) = {1, ..., n}. Die Bedingung
(27.1) ist hier dquivalent zu

Fp = ¢(p)e, (27.2)

mite = (1,...,1)T e R" Ist (27.2) erfiillt, so gilt fiir y:= p/¢(p) € (0, 00)" trivia-
lerweise Fy = e.Ist umgekehrt Fy = e fiir ein y € (0, 00)", so ist (y|Fy) = (e|y) > 0,
und fiir p: = y/(ely) € S, N (0, 00)" gilt:

_ b _ B UlE)e
(ely)  (IEy)  (|Ey)?

Fp = (plFp)e = ¢(p)e,

d.h. p geniigt der Bedingung (27.2).

Im allgemeinen Fall ist (27.1) d4quivalent zu ¢:(p) = ¢(p) fiir alle i € T(p), d.h.
(27.1) reduziert sich auf ein System der gleichen Form der Dimension k = card T(p);
p ist durch den Vektor p zu ersetzen, der durch Streichung aller Nulleintrige aus p
entsteht, statt F betrachtet man die symmetrische Hauptuntermatrix F, welche nach
Streichen der den Nulleintridgen von p entsprechenden Zeilen und Spalten von F
iibrig bleibt, und e wird durch &:= (1, ..., 1)T e RF ersetzt.

Wir fassen zusammen.

Satz iiber die Equilibria. Es sei f; > 0 fir allei € {1,...,n},p € S, und
k = card T(p). Dann gilt die Aquivalenz

Vi

peE <= EIye(O,oo)k: l:"y=é und p; = @)
ey

Vie T(p). (27.3)

Insbesondere ist fiir jede Trégermenge # # T C {1, ..., n} die Menge {p € E:
T(p) = T} konvex (und damit auch zusammenhéngend); E ist also eine endliche
Vereinigung von konvexen Mengen.

Als Beispiel betrachten wir fiir n = 3 die Fitnessmatrix

o]

1l
N = =
N = =
— NN

Satz
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Um alle vollstindig polymorphen Equilibria zu bestimmen, miissen wir das System
Fy = e in (0, 00)® 16sen. Als Losungsmenge erhilt man die Schar y = (a, % —a,l),
a € (0, ). Mit (ely) = % und der Substitution f = 3« ergibt sich somit

ENints; = { %(ﬁ,l—ﬁ, 1): B € (0, 1)}. (27.4)

Die Equilibriap mit Trager T(p) = {1, 3} oder T(p) = {2, 3} werden iiber die Losun-
genvon Fy = (1, 1)T in (0, 00)? bestimmt, wobei in beiden Fillen

F:[;ﬂ

Als Equilibria erhélt man dabei gerade die beiden Endpunkte der in (27.4) beschrie-
benen (offenen) Strecke. Im Fall T'(p) = {1, 2} ist

= 11

<L)
d.h. alle Punkte auf der Kante {p € S;:ps = 0} sind Equilibria. Insgesamt erhalten
wir

E= {(0,0, 1)}u {%(ﬁ, 1-B,1):8 < [0, 1]} U {(ﬁ, 1-B,0):8 < [0, 1]}
=:Ey UE, UE;. (27.5)

Man beachte, dass ¢((0,0, 1)) = 1, ¢(p) = % fir alle p € E, und ¢(p) = 1 fiir alle
p € E; gilt, d.h. die mittlere Fitness ist auf den Zusammenhangskomponenten von E
konstant. Dies ist kein Zufall, wie das folgende Lemma zeigt.

Die mittlere Fitness ist auf jeder Zusammenhangskomponente von E konstant.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass fiir jede Tragermenge # # T C {1, ..., n} die
mittlere Fitness auf der Menge {p € E: T(p) = T} konstant ist.
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir T = {1, ..., n} annehmen.

Mit einer einfachen Rechnung oder dem Satz von Taylor verifiziert man die Identitit
o(x) = o(y) + 2(Fylx — y) + (x — y|F(x — y)), fiirallex, y € R". (27.6)

Seien nun p, q € E N intS,, d.h. Fp = ¢(p)e und Fq = ¢(q)e. Dann folgt mit x = p
und y = qin (27.6)

o(p) = ¢(q) + 2(Fqlp — q) + (p — qIF(p — q))
= ¢(q) +2¢(q)(elp— q) + (p — qle)[o(p) — ¢(q)] = ¢(q),

denn (e|p —q) = 0.
Da ¢ stetig ist, bleibt obige Aussage richtig, wenn man den Abschluss von {p €
E: T(p) = T} nimmt; die Behauptung des Lemmas folgt dann sofort. ]
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W 28
Stabilitat der Equilibria

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Stabilitdt der Gleichgewichtspunkte von
(24.8). Dabei werden wir die direkte Methode verwenden, welche auf Ljapunov-
Funktionen basiert. Wichtige Hilfsmittel sind das Fundamentaltheorem von Fisher
und die Resultate aus dem Abschnitt 26.

Die folgende Charakterisierung der Stabilitdtseigenschaften der Equilibrien ist
grundlegend. Die mittlere Fitness ¢ wird hier als Funktion auf dem Simplex S,
aufgefasst.

Erster Stabilitatssatz. Es sei g € S, ein Equilibrium von (24.8). Dann gelten:

(i) g ist genau dann in S, stabil, wenn ¢ bei g ein lokales Maximum besitzt.

(ii) gqistgenau dann in S, asymptotisch stabil, wenn ¢ bei g ein striktes lokales
Maximum besitzt.

Beweis. Angenommen, ¢ hat bei g ein lokales Maximum. Zu vorgegebenem ¢ > 0
gibt es dann ein 6; € (0, €), sodass ¢(q) > ¢(p) fiir alle p € Bs,(q) N Sy. Es seien
0 < 6 < & wie im Beweis des Lemmas aus Abschnitt 26. Ohne Beschriankung der
Allgemeinheit kénnen wir § < §; annehmen, d.h. es gilt dann

V(p) < ¢(p) —¢(q) <0 fiiralle p € Bs(q) N S,

Weiter existiert ein £ > 0,sodass Gg:= {p € S,: Vy(p) < €} C Bs(q) N S,; dies folgt
aus (26.6) und der Definition von V,(p), vgl. den Beweis des Konvergenzsatzes. Da
Vg4 in Bs (q) N S, nichtnegativ und stetig ist und V,(q) = 0 gilt, finden wir ferner ein
§ > 0, sodass Bz(g) NS, C Gg.Ist nun py € Bz(g) NSy, so ist auch py € Gg, und
somit gilt p(t; po) € Gz C B:(q) N S, fiir alle t > 0, wie das Invarianzargument im
Beweis des Konvergenzsatzes zeigt. Also ist g in S, stabil, d.h. der ,,&*“-Teil von (i) ist
bewiesen.

Besitzt ¢ bei g ein striktes lokales Maximum, so muss g nach dem Satz tiber die
Equilibria und dem Lemma aus Abschnitt 27 ein isoliertes Equilibrium sein. Da g
stabil ist, und jede Losung gegen ein Equilibrium konvergiert, folgt daraus schon
die Attraktivitdt von ¢, d.h. q ist in S, asymptotisch stabil. Es gilt also die ,,&*-
Implikation in (ii). Alternativ kann man auch Ljapunovs direkte Methode auf die
lokale Ljapunov-Funktion V,; anwenden, welche bei g ein striktes Minimum besitzt
und der Ungleichung

Vo(p) < o(p) —9(q) <0 fiiralle p € Bs(q) NSy \ {g}

geniigt (vgl. oben).

Sei nun umgekehrt g in S, stabil. Nach dem Satz aus Abschnitt 27 besteht E
aus endlich vielen Zusammenhangskomponenten. Sei E; diejenige, welche g enthilt.
Wiéhle dann £ > 0 derart, dass E N B:(q) = E; N B:(q) gilt. Die Stabilitdt von g
garantiert uns dann die Existenz eines 6; > 0 mit der Eigenschaft, dass jede in
Bs, (q) N S, startende Losung von (24.8) die Menge B, 2(q) N S, nicht verldsst. Fiir

Satz
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jedes beliebige py € Bs (q) N S, gilt also p(t;po) € Beja(q) N S, fiir alle t > 0.
Der nach dem Konvergenzsatz existierende Limes poo: = lim;, o p(t; po) € E liegt
folglich in E N B.(q), also in E;. Mit Fishers Fundamentaltheorem und dem Lemma
aus Abschnitt 27 sehen wir dann

#(po) = ¢(p(05p0)) < ¢(Poo) = 0(q).

Da p, € Bs,(q) N S, beliebig war, hat also ¢ bei g ein lokales Maximum.
Ist g in S, asymptotisch stabil, so muss g ein isoliertes Equilibrium sein, d.h. fiir
jedes po € Bs,(q) NSy \ {q} ist po ¢ E sowie ps = q und daher

¢(po) = ¢(p(0;p0)) < ¢(p(t:p0)) < ¢(q), >0,

nach dem Fundamentalsatz von Fisher. Also besitzt ¢ bei g ein striktes lokales Ma-
ximum. O

Eine einfache aber niitzliche Konsequenz lautet wie folgt.

Es sei g € S, ein stabiles Equilibrium von (24.8). Dann gibt es ein € > 0, sodass
alle Equilibriain B.(q) N S, stabil sind.

Beweis. Nach dem ersten Stabilitédtssatz hat ¢ bei g einlokales Maximum. Wir wihlen
nun £ > 0 derart, dass ¢(p) < ¢(q) fiir alle p € By.(q) N S, erfiillt ist, und E N
By:(q) = E1 N Bye(q) gilt, wobei E; wieder die Zusammenhangskomponente von E
bezeichnet, welche g enthélt. Wegen des Lemmas aus Abschnitt 27 hat dann ¢ bei
jedem Equilibrium p € B.(q) ein lokales Maximum, d.h. jedes solche Equilibriumist
stabil. U

Von besonderem Interesse sind stabile Equilibria im Innern von S,. Es stellt sich
heraus, dass es dort hochstens einen asymptotisch stabilen Gleichgewichtspunkt
geben kann.

Zweiter Stabilitatssatz. Es sei g € int S, ein Equilibrium von (24.8). Ist g asym-
ptotisch stabil, so ist g bereits global asymptotisch stabil in int S,,. Insbesondere
gilt in diesem Fall E Nint S, = {q}.

Beweis. Nach dem ersten Stabilitédtssatz besitzt ¢ bei q ein striktes lokales Maximum.
Wegen der Identitét (27.6) und Fq = ¢(q)e gilt somit fiir alle p € Bs,(q) N S, \ {q}
(81 > 0 hinreichend klein gewéhlt):

(p—aqlF(p — q)) = ¢(p) — 0(q) = 2(Fqlp — q) = ¢(p) — ¢(q) —2¢(q)(elp — q)
=¢(p) - ¢(q) <0,

d.h. aber
(z|Fz) <0 fiiralle z € et \ {0}, (28.1)
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wobei et:= {y € R™ (e|y) = 0}. Dies wiederum bedeutet, dass die Ungleichung
#(q) > ¢(p) furallep € S, \ {q} gilt, d.h. die mittlere Fitness nimmt in g ihr globales
Maximum auf S, an.

Mit Hilfe der Relation (26.8) im Beweis des Lemmas aus dem Abschnitt 26 folgt
weiter, dass

dq(P) =¢(p) — ¢(q) <0 fiiralle p € intS,

erfiillt ist, mit strikter Ungleichung im Fall p # g, d.h. d; ist eine strikte Ljapunov-
Funktion im Innern von S,. Dies impliziert die positive Invarianz von intS,, da
dq(p) — oo fiir p — 8S,. Die Behauptung des Satzes folgt dann mit dem Satz von
La Salle. n

Im ersten Stabilitdtssatz konnten wir die Stabilitit der Gleichgewichtspunkte
mit Hilfe der mittleren Fitness charakterisieren. Wiinschenswert sind Kriterien,
die es erlauben, die Stabilitdtseigenschaften direkt iiber die Matrix F zu bestim-
men.

Im Folgenden nehmen wir an, dass samtliche Fitnessparameter f;; positiv sind.
Wir betrachten zunéchst den einfacheren Fall eines vollstindig polymorphen Equi-
libriums g, d.h. g € intS,. Nach dem ersten Stabilitdtssatz ist g genau dann stabil,
wenn ¢ bei g ein lokales Maximum besitzt. Dies ist 4quivalent zu

(z|Fz) <0 fiiralle z € e, (28.2)

wie der erste Teil des Beweises des zweiten Stabilitétssatzes zeigt. Wegen Fq = ¢(q)e
ist die Nebenbedingung (e|z) = 0 gleichbedeutend mit (z|Fg) = 0.

Da F reell symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte von F reell. Sei k die Zahl der
positiven und m die Zahl der negativen Eigenwerte (Vielfachheiten mitgezdhlt).
Man beachte, dass der Satz von Perron-Frobenius k > 1 impliziert. Aus der li-
nearen Algebra ist weiter bekannt, dass eine reguldre Matrix Q € R"*" existiert,
sodass QTFQ =:D = (dj) diagonal ist und d;; = 1 fiiri = 1,...,k,d; = -1 fiir
i=k+1,...,k+ msowie d; = 0 fiir i > k + m; dabei ist Q das Produkt einer
orthogalen Matrix Q; und einer Diagonalmatrix mit positiven Elementen auf der
Hauptdiagonalen. Ferner kénnen wir annehmen, dass die erste Spalte von Q; ein
Eigenvektor zum grofiten positiven Eigenwert von F ist, also nur positive Eintrige
enthilt, gemdf dem Satz von Perron-Frobenius. Mity = Q'zunda = Q 'g giltdann
a; > 0,und (28.2) ist 4quivalent zu

Vit A=Y=~ Vhem <O (28.3)

fiir alle y € R"” mit

a1+ ...+ Yk — A1 Vke1 = - - -~ AkemVkem = 0. (28.4)

Man erkennt sofort, dass dies im Fall k > 2 nicht gelten kann, da wir mit y; = 0 fir
i > 2 und geeignetem (y1, y2) # (0, 0) ein Gegenbeispiel konstruieren konnen. Also
impliziert (28.2) k = 1.

Sei nun umgekehrt k = 1 angenommen. Im Fall m = 0 reduziert sich (28.4)
auf a;y; = 0,d.h. y; = 0,denn a; > 0. Also ist (28.3) erfiillt. Wir kénnen also im
Folgenden m > 1 annehmen.
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Die Bedingung (28.4) bedeutet dann

apyr = az)s + ...t k1Y me1-
Somit gilt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

m+1 m+1

it = (24) ()
j=2 j=2
Mit dieser Ungleichung erhalten wir die Abschitzung
Z{ZH a2 m+1
(F2) =y =y = = Yot < (% - 1) 2
1 j=2

d.h. (z|Fz) < 0, falls a? > Z]'gl af gilt. Letzteres ist aber wegen a = Q™! q dquivalent

zu (q|Fq) > 0, was der Fall ist.
Damit haben wir bewiesen, dass g genau dann stabil ist, wenn F genau einen
positiven Eigenwert besitzt.

Man sieht nun auch leicht, dass q genau dann asymptotisch stabil ist, wenn F
einen positiven und n — 1 negative Eigenwerte besitzt. Ist g asymptotisch stabil,
so ist q ein isoliertes Equilibrium und somit F nach dem Satz tiber die Equilibria
invertierbar. Die gewiinschte Aussage tiber das Spektrum von F folgt dann aus dem
zuvor Bewiesenen. Zum Beweis der Riickrichtung diskutiert man die Bedingung
(28.1) in dhnlicher Weise wie (28.2).

Es seien A;, | = 1,...,n, die fiihrenden Hauptminoren von F, d.h. A; =
det([ﬁj]i j=1)- Dann ist obige Bedingung fiir die asymptotische Stabilitét dquivalent
zu

(-1)'A; <0 firallel € {1,...,n}, (28.5)

siehe zum Beispiel Gantmacher [11, Kapitel 10].

Wir betrachten nun ein Equilibrium g mit T(q) # {1,...,n}. Sei p € S, und
z:=p—q,d.h.(e|]z) = 0und z; > Ofiiralle i ¢ T(q). Setzen wir in der Identitét (27.6)
wieder x = pund y = g, so erhalten wir

o(p) = 9(q) +2 > 0i(q)z + (z|F2)
i=1

=0(9) +2 D [9:(9) ~ 9(@)]zi + (IF2)

i=1

=¢(q) +2 D, [#:1(9) ~ 0(q)]zi + (2IFz). (28.6)
i¢T(q)

Hat ¢ bei q ein lokales Maximum, so muss auf jeden Fall

aii= ¢i(q) — ¢(g) <0 fiiralle i ¢ T(q) (28.7)
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gelten. Setzen wir z; = 0 fiir alle i ¢ T(q) und x = card T(q), so sehen wir ferner
(2|Fz) <0 fiirallez € R*, (gz) =0, (28.8)

wobei F und  wie im Satz aus Abschnitt 27 definiert sind, und Z durch Streichen der
den Nulleintrdgen von gq entsprechenden Komponenten aus z entsteht. Aus obigen
Uberlegungen zum Fall q € intS, wissen wir bereits, dass die Bedingung (28.8)
dquivalent dazu ist, dass F genau einen positiven Eigenwert besitzt.

Leider ist dies zusammen mit (28.7) nicht hinreichend fiir die Stabilitit von g;
man betrachte z.B.n = 2,fi; = fiz = 1,f2» = 2 und g = (1, 0). Das Problem besteht
darin, dass das Randequilibrium q ausgeartet sein kann, d.h. es gilt a; = 0 fiir ein
i ¢ T(q). Um nicht zu komplizierte notwendige und hinreichende Bedingungen
formulieren zu miissen, werden wir uns im Folgenden auf den generischen Fall
einschrinken, d.h.

a; = ¢i(q) — ¢(q) #0 fiiralle i ¢ T(q) (28.9)
annehmen.

Dann impliziert die Stabilitdt von g die Bedingung
a; <0 Vié T(q) und F hat genau einen positiven Eigenwert. (28.10)

Wir zeigen nun, dass auch die Umkehrung gilt. Es sei (28.10) erfiillt. Dann gilt wegen
(28.6)

o) - =2 > azi+ Y fizz

i¢T(q) ijeT(q)
+22 D fiag+ D D fi
igT(q) jeT(q) igT(q) j¢T(q)
<—B D z+ D fiziz
i¢T(q) i.jeT(q)

fir alle z € R"” mit |z|; < &), (e]z) = 0und z; > 0 Vi ¢ T(q); dabei sind S
und &; hinreichend klein gewdhlte positive Konstanten. Ohne Beschridnkung der
Allgemeinheit nehmen wir T(q) = {1,...,k} an. MitZ = (z1,...,2)  und z =

2_i¢1(q) %i haben wir dann

o(p) — 0(q) < B2 + (3|Fz),

fiir alle (z, z) € R**! mit |(Z, 2)|; < &; und (|z) = =2 < 0. Es sei g der Vektor, der
durch Weglassen der Nullen aus g entsteht. Dann ist F§ = ¢(g)é und somit (2|z) =
-2 < 0 gleichbedeutend mit (2|Fg) = —¢(q)z < 0,denn ¢(q) > 0. Diagonalisieren
wir F analog zu F oben, so erhalten wir mit denselben Bezeichungen (y = Q'z und
a=Q7'3) )

P2+ (GIF2) = P2+ Y = Y3 = = Y
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mit der Nebenbedingung

ay1 = ay: = ...~ amnymn = —¢(q)2 <0,

wobei wieder a; > 0 ist. m bezeichnet hier die Zahl der negativen Eigenwerte von F.
»Kleinheit“ von |(z, z)| ist 4quivalent zu ,,Kleinheit“ von |(y, z)|.

Im Fall m = 0 haben wir a;y; = —¢(q)z < 0 und damit

2
—Bz+ (z2|Fz) = —Pe+yt =Pz + ¢ q) 2 <,
1

falls z hinreichend klein ist. Im Fall m > 1 gilt aufgrund der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung

ajy; = (mZ:l,u;y;) —2¢(q)zmz+:a;y; +9(9)°2
j j
< (mZHaf) (mZﬂyf) 202 S Il byl + 00
j=2 j=2 =
und daher
pre oy < 22 f S Paa(-pe 200 %I,II,H %‘?Zé)fo,
=

m+l 2

falls [y| und Z > 0 hinreichend klein sind. Man beachte, dass Z] = 4 —al = —-¢(q) <
0 gilt.

Unter der Annahme (28.9) folgt somit aus der Bedingung (28.10), dass ¢ bei g
ein lokales Maximum besitzt. Also ist g stabil.

Mit denselben Argumenten sieht man auch, dass g genau dann asymptotisch
stabil ist, wenn F einen positiven und k — 1 negative Eigenwerte besitzt. Ist g asymp-
totisch stabil, so ist g ein isoliertes Equilibrium und damit F nach dem Satz iiber die
Equilibria invertierbar. Die Aussage iiber die Eigenwerte von F folgt dann aus dem
zuvor Bewiesenen. Zum Nachweis der Riickrichtung zeigt man dhnlich wie zuvor,
dass

B2+ (ZFz) =Pz +y -y — ... -y <0
gilt, wenn immer (y, z) € R**! \ {0} der Bedingung

My — @Y = ... = Ape1Yma = —9(q)2 <0,  (a; > 0)

geniigt.

Wir fassen zusammen.
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Dritter Stabilitdtssatz. Es sei q € S, ein nicht ausgeartetes Equilibrium von
(24.8) mit Tréager T(q), d.h. (28.9) ist erfiillt. Weiter sei k = card T(q) und F €
R*** wie im Satz tiber die Equilibria. Dann gelten:

(i) q ist genau dann in S, stabil, wenn ¢;(q) < ¢(q) fiir alle i ¢ T'(q) gilt, und
F genau einen positiven Eigenwert besitzt.

(ii) g ist genau dann in S, asymptotisch stabil, wenn ¢;(q) < ¢(q) fiir alle
i ¢ T(q) gilt,und F genau einen positiven und x — 1 negative Eigenwerte
besitzt.

Man beachte, dass die Bedingung (28.9) fiir alle Equilibria im Innern von S, erfiillt
ist. Ausartung im obigen Sinne kann also nur am Rand auftreten.

Zur Illustration unserer Resultate betrachten wir noch einmal das Beispiel aus
dem Abschnitt 27. Dort war n = 3 und

E

Yy

1l
[ NSRRI
[ NS

2
2
1

und fiir die Menge E der Equilibria hatten wir (27.5) erhalten. Wir wollen nun deren
Stabilitétseigenschaften untersuchen.

Firqg=(0,0,1)gilt¢(q) =1 < 2 = ¢1(q) = ¢2(q). Folglichist (0, 0, 1) nach dem
dritten Stabilitétssatz instabil. Fiirg = (8,1 — 3, 0), 8 € (0, 1),ist T(q) = {1, 2},und
nach dem Lemma aus Abschnitt 27 gilt ¢(gq) = ¢((1,0,0)) = 1 < 2 = ¢5(q), also
sind diese Equilibria nach dem dritten Stabilitétssatz instabil. Die Ecken (1,0, 0)
und (0, 1, 0) sind entartet, da ¢((1,0,0)) = ¢,((1,0,0)) = 1 sowie ¢((0,1,0)) =
¢1((0, 1, 0)) = 1. Jedoch konnen diese wegen obiger Folgerung nicht stabil sein. Die
vollstindig polymorphen Equilibria g = (8,1 - $, 1), B € (0, 1), sind stabil, aber
nicht asymptotisch stabil, da F die Eigenwerte

1
Mo = E(3j:¢§), A =0

besitzt, von denen genau einer positiv ist. Die zugehorigen Endpunkte (2,0, 1),
(0, %, %) sind entartet; keines unserer Resultate 1483t sich hier direkt anwenden. Wir
wissen aber, dass jedes lokale Maximum im Innern des Simplex S, gleichzeitig das
globale Maximum auf S, darstellt, siehe den Beweis des zweiten Stabilitdtssatzes. Da ¢
auf den Zusammenhangskomponenten von E konstant ist (Lemma aus Abschnitt 27),
sind somit (3, 0, 7) und (0, 3, ) auch stabil. Abbildung 18 zeigt das Phasenportrait.
Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen wir noch den folgenden Satz.

Satz iiber das Aussterben von Allelen. Besitzt die Fitnessmatrix F [ positive
Eigenwerte, und sind alle fithrenden Hauptminoren verschieden von 0, dann
fehlen bei jedem stabilen Equilibrium von (24.8) mindestens [ — 1 Allele.
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E4=(0,0,1)

4
i,

(1,0,0) (0,1,0)

Abb. 18. Phasenportrait fiir das Beispiel.

Beweis. Sei q € S, ein stabiles Equilibrium mit ¥ = card T(q) und F wie im dritten
Stabilititssatz. Wie wir oben gesehen hatten, folgt aus der Stabilitit, dass F genau
einen positiven Eigenwert besitzt (auch im entarteten Fall). Hat nun F [ positive
Eigenwerte, und sind alle fithrenden Hauptminoren verschieden von 0, so besitzt die
Hauptuntermatrix F mindestens [ — (n — k) positive Eigenwerte, siehe Ubung 28.
Somit giltaber I —(n—x) < l,dh.n—x >1-1. O

M 29
Der Fall zweier Allele

Im Fall n = 2 konnen wir p = (x, 1 — x) setzen. Das System (24.8) reduziert sich
dann auf eine skalare Differentialgleichung fiir x(¢) im Intervall [0, 1]. Fiir ¢; und ¢,
erhalten wir unter Berticksichtigung von fi, = f»

é1 = fux + frz(1 - x), 62 = frax + (1 — x).

Somit ist
¢1—¢=¢1 —x¢1 — (1 = x)p = (1 - x)(¢1 — ¢$2)
und daher
k= 2(1-0(01(x) = 42000 (29.1)

Die Héufigkeit des Allels A; nimmt also genau dann zu, wenn seine Fitness grofler
als die von A, ist.

Die Menge der biologisch relevanten Equilibria von (29.1) besteht gerade aus
den Punkten x = 0,x = 1 sowie den Losungen der Gleichung ¢, (x) = ¢,(x) in (0, 1).
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Nehmen wir an, dass fi1 — fi2 # fi2 — f22 gilt, dann besitzt diese die eindeutige Losung

fo—fu
(i = fi2) + (2 = fi2)

welche nicht notwendigerweise in (0, 1) liegen muss. Gleichung (29.1) ist dann dqui-
valent zu

X=Xy = (29.2)

k= 21 =0 = ) ((h = fid) + (2~ fi2)). (29.3)

Wir unterscheiden nun vier Fille, wobei wir Grenzfille aufler Acht lassen. Die fol-
gende Tabelle fasst die Resultate hinsichtlich Existenz von x, in (0, 1) sowie Stabilitat
aller Gleichgewichtspunkte zusammen. Die Stabilitdtsaussagen konnen direkt aus
(29.3) durch Vorzeichenbetrachtung abgelesen werden.

Equi- Fall I: Fall II: Fall III: Fall IV:
libria fu<fu<fo fm<fiz<fui hofe<fhe fAuf2>h
x=0 as. stabil instabil instabil as. stabil
x=1 instabil as. stabil instabil as. stabil
X = X, ex. nicht ex. nicht stabil instabil
Inter- Dominanz Dominanz Uber- Unter-
pretation von A, von A; dominanz dominanz

In den Fillen (I) und (II) gibtes in [0, 1] nur die beiden Gleichgewichtspunkte 0 und
1, von denen einer asymptotisch stabil und der andere instabil ist. Alle Losungen,
die in (0, 1) starten, konvergieren gegen das stabile Equilibrium, d.h. eines der Allele
stirbt aus. Im Fall (IIT) hat der heterozygote Genotyp die grofite Fitness; der Poly-
morphismus (x,, 1 — x,) existiert, und x, ist global asymptotisch stabil in (0, 1). Im
Fall (IV) liegen die Fitnesswerte der Homozygoten iiber dem der Heterozygoten; der
Polymorphismus (x., 1 — x,) existiert, ist jedoch instabil. Die Losungen unterhalb
von x, konvergieren gegen x = 0, die oberhalb von x, gegen x = 1.

Das dynamische Verhalten der allelischen Struktur kann auch durch Betrach-
tung der mittleren Fitness ¢ bestimmt werden. Nach dem Fundamentaltheorem von
Fisher muss diese entlang aller Losungen wachsen. Fassen wir ¢ als Funktion von x
auf, so gilt

¢ (x) = x¢1(x) + (1 — x)¢a2(x)
= x[firx + fiz(1 = %)) + (1 = %) [fizx + f22 (1 — x)].

Es ist

¢'(x) = ¢1(x) + x(fi1 = fiz) = ¢2(x) + (1 = x)(fr2 — f22)
= 2(e = %) ((fi1 = fi2) + (2 ~ f2)- (29.4)
Mit Hilfe von (29.4) kénnen nun die Fille (I) bis (IV) leicht diskutiert werden. In den

Féllen (I) und (II) gilt ¢’ < 0bzw.¢’ > 0im ganzen Intervall [0, 1]; das Maximum von
¢ in [0, 1] wird also in x = 0 bzw. x = 1 angenommen. Im Fall (IIT) beschreibt ¢ (x)
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(%) Dominanz von Az @ (x) Dominanz von A,
1.5 5
1.25 1.25
1 “ 1 =~
0.75 0.75
0.5 0.5
0.25 0.25
0.2 0.4 0.6 0.8 i 0.2 0.4 0.6 0.8 T
(%) Uberdominanz ¢ (x) Unterdominanz

Abb. 19. Die mittlere Fitness im Fall zweier Allele.

eine nach unten ge6ffnete Parabel mit Scheitelpunkt bei x = x, € (0, 1), d.h. ¢ ist bei
x = x, maximal. Im Fall (IV) ist die Parabel nach oben ge6ffnet; bei x = x, € (0, 1)
nimmt ¢ sein Minimum an.

Abbildung 19 zeigt einige typische Kurven fiir ¢ in Abhidngigkeit von x in den
oben betrachteten Fillen.

W 30
Beispiele im Fall dreier Allele

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir noch einige typische Beispiele im Fall
n=23.

(A) Ein stabiler Polymorphismus im Innern. Es sei die Fitnessmatrix

o]

1l
N W =
W = W
— W N

gegeben. Fiir die Menge der Equilibria von (24.8) im Simplex S; erhélt man hier neben
den drei Eckpunkten die Punkte E; = (%, %, 0),E, = (0, %, %),E3 = %, 0, %) auf den
Kanten von $; und den vollstindigen Polymorphismus E; = (2, 2, ) im Innern. Die
Eigenwerte von F sind 2 + +/19, 2 — +/19 und —1, d.h. wir haben einen positiven und
zwei negative Eigenwerte. Dies kann man auch an den fiihrenden Hauptminoren
Ay = 1,A;, = =8, A; = detF = 15 ablesen (siehe (28.5)). Nach dem zweiten und
dritten Stabilitétssatz ist folglich E, global asymptotisch stabil in intSs; alle anderen

Equilibria sind instabil. Abbildung 20 zeigt das zugehorige Phasenportrait.
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(1 ,6,0) Eq (0,1,0) (1,0,0) E4 (0,1,0)

Abb. 20. Phasenportraits fiir (A) (links) und (B) (rechts).

(B) Ein global stabiler Polymorphismus auf dem Rand. Es sei

12 2

F=| 21 3

2315
In diesem Beispiel existiert im Innern von S; kein Equilibrium. Neben den drei
Eckpunkten sind E; = %, %, 0), E, = (0, %, %) und E; = %, 0, %) die einzigen
Gleichgewichtspunkte in Ss. Durch Einschrankung auf die Kanten sieht man sofort,
dass die Eckpunkte allesamt instabil sind. Ferner gilt ¢s(E;) = % > % = ¢(E;) und
0, (E;) = % > % = ¢(E3), d.h. E; und E; sind nicht ausgeartet und nach dem dritten
Stabilitdtssatz instabil. Fiir E, haben wir ¢1(E;) = 2 < 1—75 = ¢(E;),und die zugehdorige

reduzierte Matrix
B [ 1 3 }
315

besitzt einen positiven und einen negativen Eigenwert (det F < 0). Also ist E, nach
dem dritten Stabilitdtssatz in S; asymptotisch stabil. Man kann sogar zeigen, dass E,
global asymptotisch stabil in S; \ K ist, wobei K; die Vereinigung der beiden Kanten
von S; mit Endpunkt (1, 0, 0) bezeichnet. Abbildung 20 zeigt das Phasenportrait.

(C) Bistabilitat. Wir betrachten die Fitnessmatrix

1513
F = 1 21
312
Die Menge der Equilibria besteht hier aus den drei Ecken,den Punkten E; = (2 L 0),

3230
E, = (0, %, %),E_c, = (%, 0, %) sowie dem vollstdndigen Polymorphismus (%, 17—2, %)
Die Eckpunkte (1,0, 0) und (0, 0, 1) sind instabil auf der Kante, die diese beiden
Punkte verbindet, damit also auch in Ss. Die Ecke (0, 1, 0) ist asymptotisch stabil in
S;3, denn ¢1((0, 1, 0)) = ¢3((0,1,0)) =1 < 2 = ¢((0, 1, 0)). Ferner sieht man durch

Einschrinkung auf die Kanten mit Endpunkt (0, 1, 0), dass E; und E, instabil sind.
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Abb. 21. Phasenportraits fiir (C) (links) und (D) (rechts).

Fir E; gilt ¢,(E5) = 1 < 2.4 = ¢(Es), und die zugehorige reduzierte Matrix

~ 1.5 3

Sk
besitzt einen positiven und einen negativen Eigenwert (det F < 0). Also ist E3 asym-
ptotisch stabil in S;. Das innere Equilibrium E, kann wegen ¢(Es) = % < ¢(E3)
nicht stabil sein, da die mittlere Fitness in jedem stabilen, vollstdndig polymorphen
Equilibrium ihr globales Maximum annimmt. Man liest dies auch anhand der Ei-
genwerte von F ab; diese sind A, &~ 5.36,1; &~ 1.41 und A; =~ —1.26, d.h. es gibt
zwei positive Eigenwerte. Insgesamt haben wir also genau zwei stabile Equilibria.
Fiir jeden von (1, 0, 0) und (0, 0, 1) verschiedenen Anfangswert, der nicht auf der

eindimensionalen Separatrix durch E, liegt, konvergiert die Losung gegen Es; oder
(0, 1, 0). Das Phasenportrait ist in Abbildung 21 dargestellt.

(D) Tristabilitit. Es sei

21 1
F=]1 112 1
1 1 15

gegeben. Die Menge der Equilibriabesteht hier aus den drei Eckpunkten, den Punk-
ten E; = (é, g, 0), E, = (0, %, %), E; = %, 0, 2) und dem vollstdndigen Polymor-
phismus (%, %, %). Da alle fiihrenden Hauptminoren positiv sind (A; = 2, A, = %,
Az = detF = %), sind simtliche Eigenwerte von F positiv (A; = 3.60, 1, ~ 0.77,
A3 ~ 0.32). Nach dem Satz iiber das Aussterben von Allelen miissen daher alle E;,
i=1,...,4,instabil sein. Andererseits sieht man leicht mit dem dritten Stabilitits-
satz, dass alle drei Eckpunkte stabil in S; sind. In Abhédngigkeit vom Anfangswert
konvergiert die Losung gegen eine der drei Ecken, falls der Anfangswert nicht auf
einer der drei Separatrizen liegt, die die Anziehungsbereiche der Eckpunkte vonein-
ander abgrenzen. Abbildung 21 zeigt das Phasenportrait.
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Ubungsaufgaben

23. Essei E die Menge der Equilibria von (24.8) in S,,. Man beweise: Ist E endlich, so enthalt
E hochstens 2" — 1 Elemente.

24. Esseiq € S, kein Eckpunkt. Es sei weiter S der kleinste Untersimplex von S,,, welcher g
enthilt. Man beweise: q ist genau dann ein Equilibrium von (24.8), wenn g ein kritischer
Punkt der Einschrankung der mittleren Fitness ¢ auf S ist.

25. Es seien p, q € S, Equilibria von (24.8) mit T(q) C T(p). Zeigen Sie: Liegen p und gq
auf verschiedenen Zusammenhangskomponenten von E, so kann hdchstens einer der
beiden Gleichgewichtspunkte in S, stabil sein.

26. Untersuchen Sie das Selektionsmodell (24.8) fiir die Fitnessmatrizen

121 245 241 156
F=| 231 |, 413 |,| 431 |, 542 ],
111 531 115 62 4
und skizzieren Sie die zugehorigen Phasenportraits.
27. Esseiq = (q1,...,q,)" ein isoliertes Equilibrium von (24.8) in intS,, welches in S,

28.

stabilist; ¢ (q) bezeichne die zugehorige mittlere Fitness. Angenommen, durch Mutation
entsteht ein neues Allel A,,; mit entsprechenden Fitnessparametern f; ,;; = fy+1.; > 0,
i=1,...,n+1.Sei ¢,1((q, 0)) die Fitness des neuen Allels im erweiterten System fiir
p =(q,0) € S,41. Man zeige:

(a) Gilt ¢,41((g,0)) < ¢(q),so0ist (g, 0) in S,;; asymptotisch stabil.

(b) Im Fall ¢,.:((g, 0)) > ¢(q) ist (g, 0) instabil, und bei jedem stabilen Equilibrium
des erweiterten Systems ist A,,,; vorhanden.

Wie kann man diese Aussagen biologisch interpretieren?

Zum Beweis des Satzes iiber das Aussterben von Allelen wurde die folgende Eigenschaft
von Fitnessmatrizen verwendet: Besitzt die (symmetrische) Fitnessmatrix F € R"*" [
positive Eigenwerte, und sind samtliche fithrenden Hauptminoren von 0 verschieden,
so besitzt jede Hauptuntermatrix F € R¥*¥, k < n,mindestens [ — 1+ k positive Eigen-
werte. Verifizieren Sie diese Aussage mit Hilfe eines Lehrbuches iiber Matrizentheorie,
z.B. Gantmacher [11, Kapitel 10].






Enzyme

Enzyme sind an vielen Stoffwechselvorgangen sowohl in tierischen als auch pflanzli-
chen Organismen beteiligt, sie geh6ren zu den wichtigsten biochemischen Substan-
zen. Daher befassen wir uns in diesem Kapitel mit den Grundlagen der Modellierung
von Enzymreaktionen. Nach zwei einfiihrenden Abschnitten tiber die Kinetik allge-
meiner chemischer Reaktionen wird in Abschnitt 33 die typische Enzymreaktion
mathematisch modelliert und diskutiert. Von zentraler Bedeutung ist dabei die sog.
quasistationdre Approximation (QSSA), die zur sog. Michaelis-Menten Kinetik fiihrt.
Inhibierung und Aktivierung sind Kontrollmechanismen fiir enzymatische Reaktio-
nen, diese werden in 34 und 35 behandelt. Der abschliefende Abschnitt 36 befasst
sich mit biochemischen Oszillationen. Ausgehend von der Glykolyse entwickeln wir
ein Modell, das solche Oszillationen qualitativ erkldren kann.

H 31
Chemische Kinetik

Die einfachsten chemischen Reaktionen sind Zerfallsreaktionen, A — P + Q, z.B.
radioaktiver Zerfall. Dabei bezeichnet A die zerfallende Substanz und P und Q dabei
entstehende Produkte. Ein Beispiel fiir eine solche Reaktion, die in jedem Friseurla-
den stattfindet, ist der Zerfall von Wasserstoffperoxid in Wasser und Sauerstoff:

1
H,0, - H,0 + 502

Bezeichnen ¢j, j = A, P, Q, die Konzentrationen dieser Spezien, gemessen z.B. in
Mol pro Liter, so ldsst sich diese Reaktion wie folgt mittels Differentialgleichungen
modellieren:

Ca = —kca, c4(0)= Cg,
ép = kCA, Cp(O) = Cg, (311)
éQ = kCA, CQ(O) = COQ.

Da beim elementaren Zerfall pro Zeiteinheit stets ein fester Prozentsatz der Gesamt-

menge der Substanz A zerfillt, wird die Reaktionsgeschwindigkeit proportional zur
Konzentration ¢4 der Substanz A angenommen. Die Zeit, in der die Hilfte einer
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beliebig vorgegebenen Masse an A zerfillt, heif3t Halbwertszeit der Reaktion. Die
Konstante k > 0 heiflt Reaktionskonstante, sie ist ein Mafd fiir die Geschwindigkeit
der Reaktion. Man sieht, dass die zweite und die dritte Gleichung redundant sind,
ist ndmlich c,(t) bekannt, so liefert Integration auch cp(f) und co(t). Die Losung der
ersten Gleichung fithrt auf das wohlbekannte Zerfallsgesetz

cat)y =e™cS, t>o0.

Fiir die Halbwertszeit 7y der Reaktion gilt daher

log2
e km = 1/2, alsoty = %.

Durch Ermittlung der Halbwertszeit ldsst sich daher die Reaktionskonstante bestim-
men. Zerfallsreaktionen sind in der Regel irreversibel, also nicht umkehrbar.

Ein anderer sehr hdufig auftretender Reaktionstyp ist die Gleichgewichtsreaktion

ki
A+B = P.
k_

Beispiele fiir solche Reaktionen sind Dissoziationen von Salzen in wéssriger Losung,
wie zum Beispiel
Na* + OH™ = NaOH.

Gleichgewichtsreaktionen sind typischerweise reversibel, also umkehrbar. Sie wer-
den durch ein Differentialgleichungssystem der Form

¢a = —kicacg +k_cp, ca(0) =5,
¢cg = —kycacg+k_cp, cp(0)= Cg, (31.2)

¢p = kycacs —k_cp,  cp(0) =3,
modelliert.

Hier wird die Reaktion von rechts nach links durch k_cp als Zerfall wie oben
modelliert, dies ist eine Reaktion erster Ordnung. Auf der anderen Seite kommt es
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit nur dann zur Bildung von P, wenn je ein
Molekiil A mit einem Molekiil B zusammentrifft. Diese Wahrscheinlichkeit ist pro-
portional zum Produkt c,cp; daher modelliert man die Reaktion von links nach
rechts durch den quadratischen Term k. c4cp, man spricht dann von einer Reaktion
zweiter Ordnung. Dieses System ist gekoppelt, zunichst erscheint keine der Gleichun-
gen redundant zu sein. Durch Addition der ersten bzw. der zweiten Gleichung zur
dritten findet man jedoch

catcp=cg+cp=0,

also

ca(t) + cp(t) = konstant = cg + cg, cg(t) + cp(t) = konstant = cg + cg.



31 Chemische Kinetik

Reaktion
4

3
2
y

Konzentration
1 2 3 4

Abb. 22. Gleichgewichtsreaktion

Aus diesen zwei Erhaltungssitzen lassen sich z.B. c4 und cp eliminieren, sodass auch
hier lediglich eine Differentialgleichung verbleibt, z.B. die fiir cp:

cp = k+(cg + cg - cP)(cg + cg —cp) — k_cp =:r(cp).
Die Equilibriades Systems (31.2) ergeben sich dann aus der algebraischen Gleichung
r(cp) = ki (S + % — cp)(ch + cp — cp) —k_cp = 0.

Diese quadratische Gleichung fiir cp hat zwei reelle Losungen, die eine ist kleiner als
a: = min{c+c, c3+c%} und die zweite groBer als b: = max{cl+c), c3+c5}. Allerdings
ist nur eine chemisch sinnvoll, da Konzentrationen stets nichtnegativ sein miissen.
Diese Uberlegung schlieflt die grofere Losung aufgrund der Erhaltungssitze aus.
Ferneristnur das Intervall cp € [0, min{c%+c%, c3+c5}] fiir die Dynamik des Systems
chemisch relevant, und man iiberzeugt sich leicht, dass cp(¢) fiir t — oo gegen das
Equilibrium cj° konvergiert, und somit c4(t) — c¢:= ¢} + % — ¢ sowie cp(t) —
= c% + ¢ — ¢ fiir t - oo gilt; vgl. Abb.22. Man erkennt, dass das Equilibrium
nicht nur von den Reaktionskonstanten k.. sondern auch von den Anfangswerten c?
abhingt. Man beachte, dass nur das chemisch relevante Equilibrium asymptotisc
stabil ist.
Im Equilibrium, also im Gleichgewicht, gilt nun k, ¢ cf° — k_cp° = 0, also

o0 00
ey k-

cp° k.

:K.

Dies ist das wohlbekannte Massenwirkungsgesetz, die Konstante K heifit Gleichge-
wichtskonstante der Reaktion.

Wir wollen jetzt allgemeine Reaktionssysteme mit sog. Massenwirkungskinetik
modellieren. Dazu betrachten wir n Substanzen A; mit Konzentrationen c;, die wir zu
einem Vektor c zusammenfassen. Zwischen diesen Spezien mogen nun m Reaktionen
stattfinden, diese werden mit dem Index j versehen. Die j-te Reaktion lédsst sich durch
ein Schema der Form

n k]+ n

o TN - . _
E VijA,' = E l/iin, j=1,...,m,
i=1 kj_ i=1
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beschreiben. Die Konstanten kjjE sind die Geschwindigkeitskonstanten der Hin- bzw.
der Riickreaktion; sind beide positiv, so ist die Reaktion reversibel, ist k7 > 0 aber

kj‘ = 0, dann ist die Reaktion irreversibel. Man beachte, dass wir aufgrund der

Symmetrie im Reaktionsschema kf > 0 annehmen konnen. Die Zahlen V;E heiflen
stochiometrische Koeffizienten der Reaktion. Dies sind natiirliche Zahlen oder 0, I/i}'
gibt an, wie viele Mol an A; bei der Hinreaktion verbraucht werden, v;; wie viele
Mol entstehen. Eine Substanz Ay heifdt Produkt in der j-ten Reaktion, falls Vk;. >0
ist, A; heiflt in dieser Reaktion Edukt, falls I/};. > 0 ist. Um Mehrdeutigkeiten zu
vermeiden, fordern wir z/;f Vi]‘- = 0,d.h. ein A; darf in einer Reaktion nicht gleichzeitig
als Edukt und Produkt auftreten. Der Vektor v; mit den Eintragen vj; = v} — v heif3t
Stichiometrie der j-ten Reaktion. Z.B. ist in der oben behandelten Zerfallsreaktion
v = (1,-1,-1)7 und in der Gleichgewichtsreaktion v = (1, 1, —1)T, sowie jeweils
n=3undm = 1.

Die Reaktionsrate rj(c) der j-ten Reaktion unter der Annahme von Massenwir-
kungskinetik wird nun analog zur Gleichgewichtsreaktion modelliert. Sie lautet dann

.
Vi

i=1%i i=1%i >

ri(c) = —k;l'[f’ ;' + Kk TI. ¢ j=1,...,m,

in Kurzform
_ + vt — T .
rj(c)——kjc1+kjc1, j=1,...,m.

Befindet sich die j-te Reaktion im Gleichgewicht, so gilt das Massenwirkungsgesetz

v k
n ) T
e J ok i=1 -
— = =K j=1,...,m,
I ¢ ]

oder in Kurzform
=K, j=1,...,m.

Das die Kinetik beschreibende Differentialgleichungssystem lautet nun
m
¢ = Zl/ijrj(cl, o6, ci(0)=cp, i=1,...,n,
j=1
oder in Vektorschreibweise
m
¢= > vrile), c0) = c. (31.3)
j=1

Fasst man die Reaktionsraten 7;(c) zu einem Vektor r(c) zusammen und definiert die
n x m-Matrix N durch die Eintrége vj;, so kann man (31.3) noch kompakter als

¢ =Nr(c), ¢(0)=c, (31.4)

formulieren.
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Reaktionen, die der Massenwirkungskinetik geniigen, nennt man in der Chemie
Elementarreaktionen,im Gegensatz zu sog. Bruttokinetiken, die aus Vereinfachungen
wie der in Abschnitt 33 diskutierten quasistationdren Approximation resultieren. Die
Reaktionsraten k* sind i.A. noch temperaturabhingig, hier haben wir uns auf den
in der Biochemie relevanten isothermen, homogenen Fall beschrankt, d.h. es wird
angenommen, dass die Temperatur stets konstant ist, und dass die Substanzen ideal
durchmischt sind. Andernfalls miisste man auch eine Temperaturbilanz mitfithren
und Transportwiderstinde wie Diffusion beriicksichtigen.

Auflerdem haben wir in diesem Abschnitt angenommen, dass das betrachtete
Reaktionssystem isoliert ist, also keine Substanzen zu- oder abgefiihrt werden. Man
spricht dann von einem abgeschlossenen System oder Batch-System. In offenen Sy-
stemen miissen Zu- und Abstrome ebenfalls modelliert werden. Beispielsweise hat
man im Falle konstanter Zustrome und entsprechender paritdtischer Abstréme auf
der rechten Seite von (31.4) einen Term der Form (¢/ — )/t zu addieren, wobeir > 0
Verweilzeit des Reaktors genannt wird, bzw. y = 1/ Durchflussrate. Dabei ist die
i-te Komponente le > 0 von ¢ die Konzentration der Substanz A; im Zustrom, dem
sog. Feedstrom.

H 32
Dynamik chemischer Reaktionssysteme

Da die Funktionen 7; Polynome in c sind, ergibt der Satz von Picard und Lindel6f
lokale Wohlgestelltheit von (31.3). Wir iiberpriifen als néchstes Positivitdtserhaltung.
Dazu sei ¢ = 0, sowie ¢; > 0 fiir alle anderen i. Ist Ay Edukt in der j-ten Reaktion,
so folgt rj(c) = ki c¥i > 0sowie vy > 0.Ist A hingegen Produkt, dann ist rj(c) < 0
und vy; < 0. Es folgt in beiden Fillen v47;(c) > 0 fiir alle j, also ¢ > 0. Damit ist
das System quasipositiv, und folglich gilt ¢;(t) > 0 fiirallet > Oundi=1,...,n,
sofern die Anfangswerte c;o samtlich nichtnegativ sind. Es ist aber auch intR” positiv

invariant; dies sieht man folgendermafien. Mit

() = D vk e + D ki 20

u,;.>0 l/,:j>0
und
+_ L -_
gi(c) = E V,;-kj*c”f % + Z viik; 1T >0
>0 z/;j>0
folgt

Cx = —crgk(c) + hi(c) > —wck, te[0,a],

da hi(c) > 0.Dabeiist @ = max;ejg,q) gk(c(t)) < 0o mit einem beliebigena < t,(c).
Es folgt cx(£) > e ®'co, also ¢ (¢) > 0 fiir alle t € [0, a], sofern cox > 0 ist.

Sei § = R(N) = span{vy, ..., V;}; dieser Teilraum des R" heif3t stéchiometrischer
Teilraum des Reaktionssystems. Aus (31.3) folgt nun ¢(¢) € S fiir alle ¢, also

c(t) ecg+S, te],
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wobei ] das maximale Existenzintervall einer Losung bezeichne. Der affine Teilraum
co + S heifit die zum Anfangswert ¢y gehdrige Kompatibilititsklasse des Reaktions-
systems, diese ist daher invariant fiir (31.3). Die Dimension von S sei im Folgenden
mit s bezeichnet, es ist natiirlich s < m und s < n, aber sogar s < n.

Dies sieht man folgendermaflen. Es sei f3; > 0 die Molmasse der Substanz 4;, 8
der Vektor mit den Eintrédgen ;. Bei chemischen Reaktionen bleibt die Gesamtmasse
erhalten. Dies bedeutet

n
(V]|ﬁ)zzyl]ﬁl=05 j=15"'5m5
i=1
also ist B € R(N)*, insbesondere ist s < n. Ferner haben wir

d N _
2 Blo) = (Ble) = (BINT(c)) = 0,

also ist (B|c(t)) = (Bl|co). Daraus folgt mit c;(t) > 0 und B; > 0, dass alle ¢;(t) be-
schriankt bleiben, womit Losungen fiir alle positiven Zeiten existieren. Daher erzeugt
(31.3) einen Halbfluss auf R’ und auf intR7.

Wir fixieren eine Basis {ej, ..., e,—s} von R(N)’ und fassen diese Vektoren in
der n x (n — s)-Matrix ET zusammen. Es gilt also EN = 0, d.h. ker E = R(N). Da
man e; = B wiahlen kann und alle 8; > 0 sind, kann man annehmen, dass E nur
positive Eintrége hat; evtl. addiere man zu den e; geeignete Vielfache von e; = f.
Durch Anwendung von E auf (31.3) erhélt man Ec(t) = Ecy =: u, fiir alle t > 0, wir
haben also n — s Erhaltungssitze.

Die Equilibria von (31.3) sind die Losungen des nichtlinearen algebraischen
Gleichungssystems

Nr(c) = 0. (32.1)

Echte Equilibria sind nun solche, in denen jede einzelne Reaktion im Gleichgewicht
ist, also Losungen c, von r(c) = 0. Diese konnen auch auf dem Rand von R liegen,
wir interessieren uns hier nur fiir solche im Inneren von R, die also ¢; > 0 fiir alle
i=1,...,nerfillen; diese werden im Folgenden positive echte Equilibria genannt.

Ist nun c, ein positives echtes Equilibrium, so folgt c,’ = K; fiir alle j, insbeson-
dere gilt log K; = (v;]log c.), wobei log ¢ den Vektor mit den Komponenten log(c;)
bezeichnet. Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir log c., das nicht immer 16sbar
ist. Nummeriert man die 2; so, dass die ersten s linear unabhéngig sind, dann erhalt
man die Vertraglichkeitsbedingungen

s
Ak .
vj = E apvk, IGo K" =K, j=s+1,...,m.
k=1

Ist s = m < n,so gibt es stets ein solches c,, sofern alle K; > 0 sind, und dann
ist auch ¢,; > 0 fiir alle i. Sind nun alle Reaktionen reversibel, gilt also K; > 0 fiir
allej = 1,..., m, und sind die Vertraglichkeitsbedingungen erfiillt, so existiert ein
positives echtes Equilibrium.

Hierbei werden also irreversible Reaktionen ausgeschlossen. Wir nehmen im
Folgenden an, dass ein solches positives echtes Equilibrium c, existiert.
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Sei jetzt ¢ ein weiteres positives echtes Equilibrium in der gleichen Kompatibili-
tatsklasse; dann folgt E(c. — ¢) = 0,also ¢, — ¢ € R(N),und (vj|log c. — log¢c) = 0 fiir
alle j, also log ¢, — log ¢ € R(N)*. Dies impliziert

0= (c, —cllogc. —loge) = Z(C*i —¢i)(logc.i —logci),

i=1
also c,; = ¢; fiir alle 7, da log streng wachsend ist. Dies zeigt, dass es in jeder Kompa-
tibilitatsklasse hochstens ein positives echtes Equilibrium geben kann.

Nun definieren wir die Funktion

®(c):= Z[Ci log(ci/cai) = (ci—ci)], ¢i>0,i=1,...,n.

i=1

Es ist ¢ ®(c) = log[ck/c.k] und ®”(c) = diag(l/ck), folglich ist ¢ = c, das einzige
Minimum von ®, und es ist strikt. Mit K; = ¢ erhilt man fiir eine Losung c(t), die
den Rand von R} nicht trifft,

%MC) = (V@(0)[e) = > (vl logle/c.])ri(c)

=1

M=

(vjllogle/c. )k (K" — )

1

-
]

kel [(e/e)T = (c/e.) Tlog(e/c.)”

M-

-
]
—_

=D ke el[(e/e) ~1]log(e/c.)" <0,
j=1

dalog streng wachsend ist. Ferner impliziert ®(c) = 0aus diesem Grund (c/c,)” = 1,
also ¢ = K; fiir alle j, d.h. ¢ ist ein weiteres echtes Equilibrium. Daher ist

{c € intR}: d(c)=0)C {ce intRY: ¢ =K;, j=1,...,m} =£.

Die positiv invariante Menge (co + S) N R ist beschrénkt, also ist die positive Li-
mesmenge @*(co) C (co + S) NR” nichtleer, kompakt und zusammenhéngend. Es
gibt nun zwei Moglichkeiten. Die erste ist @w*(cy) C 0R”, diese wollen wir hier nicht
weiter diskutieren. Die zweite Moglichkeit ist ™ (cy) N intR” # @. Dann gilt

# # @*(co) NintR? C {c € intR": d(c) =0} C &,

also gibt es mindestens ein positives echtes Equilibrium ¢ in der Kompatibilitéts-
klasse ¢y + S. Dieses ist eindeutig bestimmt, also @*(cp) = {c},da @* (cy) zusammen-
hingend ist.

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:
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(i) Das System (31.3) besitzt zu jedem Anfangswert ¢ € R genau eine
globale Losung fiir ¢t > 0. Diese erfiillt ¢(t) € R} N (co + S), wobei
S = R(N) den stéchiometrischen Teilraum des Reaktionssystems bezeich-
net. Ist ¢y € intR}, dann gilt auch c(¢) € intR? fiir alle t > 0.

(ii) Das System (31.3) besitzt genau dann ein positives echtes Equilibrium c,,
wenn K; > 0 fiir allej = 1, ..., m gilt, und die oben genannten Vertrag-
lichkeitsbedingungen erfiillt sind.

(iii) Esexistiere ein positives echtes Equilibrium c,,also eine Lésung von r(c) =
0 mit ¢,; > O fiir alle i. Dann gilt fiir jedes ¢, € intR} die Alternative:

(a) @*(cop) C ORY, d.h. c(t) konvergiert gegen oR” fiir t — o0;

(b) es gibt genau ein positives echtes Equilibrium ¢ € ¢ + S, und c(¢)
konvergiert fiir t — 0o gegen c.

Existiert ein solches ¢, nicht, so ist die Dynamik des Systems (31.3) wesentlich kom-
plizierter. Allerdings kann man dann immer noch die Existenz eines Equilibriums
in jeder Kompatibilitdtsklasse zeigen, es muss aber weder eindeutig noch strikt sein.
Die im Folgenden behandelten Enzymreaktionen enthalten jeweils mindestens eine
irreversible Reaktion.

W 33
Enzymreaktionen

Typische Enzymreaktionen laufen wie folgt ab. Ein Substratmolekiil S dockt an ein
Enzymmolekiil E an und bildet einen Substrat-Enzymkomplex; dies ist eine reversi-
ble Reaktion. In diesem Komplex findet dann ein Umbau statt, dem eine irreversible
Reaktion folgt,in der das Substrat in umgebauter Form als Produkt P wieder freige-
setzt wird, und das Enzym verbleibt. Das Enzym dient somit als Katalysator fiir die
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Bruttoreaktion S — P.Chemisch ergibt sich damit das Reaktionsschema

ks P

E+S = ES ? P+E.
k —>
=S

Um diese Reaktion mathematisch zu formulieren, fithren wir als Variable die Sub-
stratkonzentration s: = [S], die Enzymkonzentration e: = [E], die Konzentration des
Produkts p:= [P] und die Konzentration des Substrat-Enzymkomplexes z: = [ES]
ein. Nimmt man Massenwirkungskinetik an, so erhilt man fiir die Dynamik die-
ser Reaktion, wie in Abschnitt 31 beschrieben, das folgende Differentialgleichungs-
system:

s=—kses+k_sz, s(0) = sp;

e=—kes+k z+kyz, e(0)=ep
z=kees—k_z—kpz, 2(0) = zp; (33.1)

p=kpz, p(0)=po.

Typischerweise sind in einem Batch-Prozess z(0) = p(0) = 0. Offenbar ist p durch
Integration von z eindeutig bestimmt, daher kann man die letzte Gleichung ignorie-
ren. Erhaltung der Enzymkonzentration ergibt sich durch Addition der zweiten und
der dritten Gleichung:

dle+z)/dt =0, e(t)+z(t) =ey+ 2z =:a,.

Damit kann man e komplett aus dem System eleminieren. Mit diesen Uberlegungen
erhdlt man das folgende zweidimensionale System fiir s und z.

s=—ki(a, —2)s + k_sz, s(0)=s9>0;
z =ki(a, —2)s — (ks + kp)z, 2(0) =2z > 0. (33.2)

Wir skalieren das System mittels u = s/a,, as: = so + 2o + po, vV = z/a., T = ksa,t, und
erhalten

u=-u(l-v)+yv, u(0)=uyc<l0,]1];
ev=u(l-v)=(ys +p)v, v(0)=wv €[0,1]. (33.3)

Dabei sind y; = k_s/(ksas), yp = kp/(ksas) und € = a./a;. Man beachte, dass € > 0
i.A. sehr klein sein wird. Die fiir Biochemiker interessanteste Grofe ist die Produkt-
bildungsrate V:= p = kyz = kya.v, da diese gemessen werden kann. Die Reaktions-
konstanten k; und k_, sind i.A. direkten Messungen nicht zuganglich.

Wir diskutieren das qualitative Verhalten des Systems (33.3). Lokale Existenz und
Eindeutigkeit sowie Positivitét der Losungen sind klar, und es ist

d(u+ev)/dt = —y,v <0,

also existieren die Losungen fiir alle positiven Zeiten. Die Schaltkurven sind v =
u/(u+y;) fir u und v = u/(u + y; + y,) fiir v, diese schneiden sich nur in (0, 0),
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und wegen y;, y, > 0 liegt die fiir u oberhalb der fiir v. Daher ist der Bereich D
zwischen diesen Schaltkurven positiv invariant, und u(#) und v(¢) sind fallend in D,
konvergieren also gegen das einzige Equilibrium (0, 0). Alle nicht in D startenden
Losungen treten in endlicher Zeit in D ein; vgl. Abb. 23. Nun beachten wir, dass € > 0
i.A. sehr klein ist. Damit wird v au8erhalb von Mengen der Form

Dy:={(u,v) € [0, 1]% dist ((u,v),D) < n}, 1 >0,

sehr grof3, die Eintrittszeit ist klein. v(t) erreicht sehr bald die Schaltkurve fiir
v und bleibt in ihrer Nihe, d.h. bis auf eine kurze Ubergangsphase kann man
v = u/(u+ y; + yp) setzen, also v = 0. Dies nennt man in der chemischen und
biochemischen Literatur die quasistationdre Approximation, kurz QSSA von quasi-
steady state approximation.

v ist eine sog. schnelle Variable, fiir die das Gleichgewicht schnell und dann stets
eingestellt ist. Verwenden wir diese Annahme, so erhalten wir

v=u/(u+y+ ),
und damit ergibt sich fiir die Produktbildungsrate V die Beziehung

ky(eo + zo)s Vimax$

s+ (ks +kp)/ks s+ K

wobei K = (k_s+k)/ksist,und Ve, = ky(eg+2zo) die sog. maximale Produktbildungs-
rate bezeichnet. Aus dem System (33.3) wird durch diese Annahme die Gleichung

u
u= _Ypis U(O) = Up,

u+ys+y

die den Substratverbrauch beschreibt. Diese Art Kinetik wird nach ihren Erfindern
Michaelis und Menten (1913) heute Michaelis-Menten Kinetik genannt. Sie findet
seit ihrer Einfithrung vielfach Verwendung, auch in anderen Zusammenhéngen.

W 34
Inhibierung

Inhibitoren sind Substanzen, die eine Enzymreaktion behindern, sie inhibieren. Die-
se Inhibition dient in Organismen zur Kontrolle der Enzymreaktion, ist also ein
erwiinschter Prozess. Andererseits konnen gewisse Inhibitoren die gesamte Enzym-
reaktion lahmlegen, was insbesondere in der auf solchen Reaktionen basierenden
Biotechnologie unerwiinscht ist. Um den Vorgang der Inhibition biochemisch zu
verstehen und mathematisch modellieren zu kdnnen, ist es wichtig zu wissen, dass
es sich bei Enzymmolekiilen um grof3e Proteinmolekiile handelt, die eine gewisse
rdumliche Struktur haben. Andererseits sind die Substrat- und Inhibitormolekiile
vergleichsweise klein. Gewisse Teile der Oberfliche eines Enzyms weisen nun ei-
ne Affinitdt zu den Substrat- und Inhibitormolekiilen auf, sodass sie an diesen sog.



34 Inhibierung

aktiven Plitzen chemisch gebunden werden konnen. Solche Reaktionen sind i.A.
reversibel, fiir Inhibitoren kdnnen sie aber auch irreversibel sein; man spricht dann
von Enzym-Vergiftung. Ein Beispiel fiir Letzteres ist die Wirkung von Cyaniden in
Organismen, die bekanntlich verheerend sein kann. Durch die Konkurrenz um die
aktiven Plitze vermindern Inhibitoren nun die Anzahl der freien Plitze fiir das Sub-
strat und behindern damit die eigentliche Enzymreaktion.

Zur Modellierung bezeichnen wie zuvor s die Konzentration des Substrats S, e die
Konzentration des Enzyms E (genauer die Konzentration der freien Plitze auf den
Enzymen), z; die Konzentration des Enzymkomplexes ES, i die des Inhibitors I, sowie
z; die von EI, und p die des Produktes P. Damit haben wir das Reaktionsschema

ki P k;
E+S = ES P P+E, E+I = EL
-
k_s k_;

Unter der Annahme von Massenwirkungskinetik ergibt dieses Schema das folgende
System von Differentialgleichungen:

§=—kses+ k_sz;, s(0) = s,

e = [~kces + k_sz;] + [~kiei + k_iz;] + kyz;, e(0) = ey,

i =—kiei +k_izi, i(0) = i, (34.1)

Zs = [kees — k_szs] — kpzs,  2(0) = zy,

Zi = kiei — k_jzi, zi(0) = zjo,

p=kpze, p(0) = po.

Hier werden alle Konstanten k; als positivangenommen. Ist die Reaktion E+1 — EI
irreversibel, so gilt k_; = 0; vgl. Ubung 32. Erhaltungssitze sind in diesem Setting

Stzg+p=8g+2z0+po=:as, i+z=1iy+2zj =14, e+2z,+2z = e+ 2y +zZip =:de,

also verbleibt ein dreidimensionales System fiir die Variablen s, z, z;. Wir skalieren

wie zuvor u = s/as, v = z;/a., W = zi/a;, T = ksa.t, und erhalten das System
u=—-u(l-—v—-pw)+yv, u0)=ue<]l0,1],
ev=u(l-v—pw)—(ys+y)v, v(0)=wel0,1], (34.2)
nw=>0-w)(1-v—pw)—yiw, w(0)=mw, e 0,1].

Dabei sind y; = k-/(ksas), yi = k-i/(kia.), yp = ky/(ksas), B = ai/a. und n =

ks/ki, sowie € = a./as. Zu beachten sind Positivitit und die Erhaltungssitze, die die
Restriktionen

(u,v,w)eD:z{(u,v,w)eRi: ut+ev<l,v+pw<1, w<lj

nach sich ziehen. Man iiberpriiftnun leicht, dass D ein positiv invarianter Bereich fiir
(34.2) ist, womit das System einen globalen Halbfluss in D erzeugt. Die Equilibriades
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Systems sind durch (0, 0, w,) gegeben, wobei w, Losung der Gleichung (1 — w)(1 —
Pw) = yiw ist. Nur die Kleinere dieser zwei Losungen liegt in D, ist also chemisch
relevant.

Das System besitzt eine triviale Ljapunov-Funktion, ndmlich ¢(u, v) = u+¢v.Es
ist ¢ = —y,v, sodass die Losungen gegen die Ebene v = 0 konvergieren. Ist nunv = 0
und v = 0, so folgt u = 0 oder fw = 1; ist Letzteres der Fall, so folgt w < 0. Daher
ist die einzige invariante Teilmenge von v = 0 die Menge Dy = {(0, 0, w): 0 < w <
min{1, 1/B}}. In dieser Menge gibt es genau ein Equilibrium (0, 0, w..) des Systems,
das dem eingestellten Gleichgewicht des Inhibitorsin Abwesenheit des Substrats ent-
spricht. Wir zeigen, dass dies global asymptotisch stabil in D ist. Dazu berechnen wir

——(w—w,)’

—(I=wv(w —w,) = [y + 1+ - (w+w)Bl(w— w,)?
v—Iyi+ B —w)+ (1 - pw)l(w-w,)*

< v=yw—w)d

IN

daw < 1und Bw, < 1sind. Damit wird p(u, v, w) = (2/y)¢ + (n/2)(w — wy)? eine
strikte Ljapunov-Funktion, sofern y; > 0 ist. Folglich konvergiert nach dem Satz
von La Salle jede in D startende Losung gegen das Equilibrium (0, 0, w.). Dieses ent-
spricht der Situation, dass das gesamte Substrat umgesetzt ist,und das Gleichgewicht
des Inhibitors eingestellt ist. Wir fassen zusammen.

Satz iiber Inhibierung von Enzymen. Es seien f3, ys, 15, ¥i, £, 7 > 0 Konstanten.
Das System (34.2) erzeugt einen globalen Halbfluss in der biochemisch relevan-
ten Menge

D:={(u,v,w)e]Ri: u+ev<1, v+pw<1, w<l}

Es existiert genau ein Equilibrium (0, 0, w,) in D, und dieses ist in D global
asymptotisch stabil.

Wir fithren nun auch hier eine quasistationdre Approximation durch, um eine verein-
fachte Gleichung fiir die Produktbildungsgeschwindigkeit herzuleiten. Dazu nehmen
wir wieder € = a./as als sehr klein an, und auch n = k,/ki(!), und setzen die Terme
ev und nw gleich 0. Dies bedeutet im unskalierten System zZ; = Z; = 0, d.h. die Zwi-
schenprodukte z; und z; sind quasistationdr. Aus dem unskalierten System folgen
dann die algebraischen Gleichungen

ksse — (ks + kp)zs =0, kijie —k_jz; = 0.

Sieht man nun e und i als bekannt an, so ergibt sich mittels der Erhaltungssitze ein
lineares System fiir z; und z;:

(kSS + k_s + kp)Zs + kSSZ,‘ = kssae, kiizs + (kll + k_i)Z,‘ = kiiue,
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dessen Losungen durch

zs kssk-iae/((k-s + kp)(kii + k—i) + kssk—i),

(ks + kp)kiiae/((k-s + kp)(kii + k—i) + kssk—i),

Zj

gegeben sind. Mit den Konstanten K = (ks + k,)/ks, K; = k_;/k; lassen sich diese
Relationen iibersichtlicher schreiben als

zs = Kjsa,/(Kis + Ki + KK;), z; = Kia,/(K;s + Ki + KK;).
Damit erhdlt man fiir die Produktbildung
V:=p = kpz, = kpa.Kis/(Ki + Kis + KK;) = Viuaxs/(s + K(1 + i/K;)),
wobei wie im vorherigen Abschnitt Vi,,.x = kpa, ist. Man beachte den Effekt des
Inhibitors, er vergroflert die Konstante K linear.
Diese Uberlegungen sind keine exakte Quasi-Steady State Approximation, da die
Inhibitor-Konzentration i nicht konstant und auch nicht bekannt ist. Genauer fithren

wir diese jetzt im skalierten System durch. Setzt man € = np = 0, so erhélt man das
algebraische System

u(l—=v=pw) = (s +p)v=0, (A-w)(1-v-Ppw)-yw=0.
Die erste dieser Gleichungen 16st man nach v auf und erhalt
v=>1-pwu/(y + v+ u).
Eingesetzt in die Zweite ergibt dies eine quadratische Gleichung fiir w:
Bw' —(1+B+Sy)w+1=0,

wobei 6 = (u+y;+y,)/(ys+7p) ist. Nur die kleinere w_ = w_(u) der beiden Lésungen

1
wy = ﬁ(1+ﬁ+5%i\/(1+ﬂ+5n)2—4ﬁ)
dieser Gleichung ist relevant, da w, > 1/ gilt. Daher ergibt sich nach kurzer Rech-

nung fiir die Abbaurate des Substrats

__ wu
u+ (s +y) 0+ 0 -w_(w)p/v)

Die Produktbildungsrate hat damit folgende Form:

Vinax U

u+ (o + 1)+ (1 —w_(w)B/yi)

V =p=kpzs = kpa,v =

Es sei hier nochmal betont, dass sowohl ¢ als auch ) sehr klein sein miissen, um diese
quasistationdre Approximation zu rechtfertigen. Dies bedeutet, dass neben a./a;s
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auch k;/k; klein sein muss! Ersteres fordert ein Uberangebot an Anfangssubstrat,
was plausibel ist, Letzteres hingegen verlangt, dass die Hinreaktion des Inhibitors
sehr viel schneller als die des Substrats ist. Gibt man die zweite dieser Annahmen
auf, so erhélt man das folgende gekoppelte System fiir u und w:

1_
u= _M, (34.3)
U+ys+y
s 1-
nw = (l—w)—(y 1)1 = fw) - 1w
U+ys+y

Die Analysis dieses Systems iiberlassen wir dem Leser; vgl. Ubung 33.

W 35
Aktivierung

Ein weiterer wichtiger Prozess in der Enzymatik ist die Aktivierung von Enzymen.
Wihrend Inhibitoren sozusagen Enzyme ausschalten, bewirken Aktivatoren das Ge-
genteil, sie schalten schlafende Enzyme ein, sie aktivieren sie. Dies kann man sich
folgendermaflen vorstellen. Aktivatoren A sind ebenso wie Inhibitoren und das um-
zusetzende Substrat S kleine Molekiile, die an geeigneten Pldtzen auf dem groflen
Enzymmolekiil E gebunden werden kénnen. Dies ist eine reversible Reaktion, deren
Gleichgewichtskonstante K, klein ist. Dadurch entsteht das aktivierte Enzymmolekiil
F = AE, dessen chemische Eigenschaften anders sind als die von E. Diese A-Plitze
auf dem Enzym sind i.A. andere als die S-Pldtze fiir das Substrat, wir nehmen der
Einfachheit halber an, dass es pro Enzymmolekiil genau einen A-Platz gibt. Das En-
zym E reagiert ebenso wie F reversibel mit dem Substrat S, aber die Reaktionsrate
der aktivierten Form ist weitaus grofler als die der inaktiven Form E, der Faktor kann
z.B. 10° oder grofer sein. Zur Modellierung nehmen wir daher weiter an, dass E gar
nicht mit S reagiert, sondern ausschlieflich mit F. Dann erhalten wir das folgende
Reaktionsschema:

kq ks

A+E = F, F+S = ES k P+E.
-
k-, k_s

Bezeichnen a = [A], e = [E],f = [Fl,s = [S],z = [FS] und p = [P], so ergibt
Massenwirkungskinetik das System

a=—kgae+k_,f, a(0)=ay >0,
ée=—kqae+k_,f, e(0)=¢e >0,

fz [koae — k_of ] + [—ksfs + k_sz] + kpz,  f(0) = fo > 0,
§$=—kifs+ksz, s(0)=s>0, (35.1)
z=kefs —k-sz—kpz, z(0)=2z >0,

p=kpz, p(0)=po = 0.
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Dieses System besitzt 3 Erhaltungsgroflen, namlich
e+f+z=e+fo+zo=a.,, s+z+p=so+zo+po=:as, a=e+a— e,
womit g, e und p eliminiert werden kénnen:

e=a,—(f+2z), p=a;—(s+2), a=a,—(f+2).
Dies ergibt das reduzierte System
§=—ksfs + k_sz, s(0)=so,
z = kefs — (ks + kp)z, z(0) = zo, (35.2)
f=kala. = (f +2))(aa — (f +2)) —koof —kfs + (ks + kp)z,  £(0) = fo.
Wir skalieren dieses System mittels u = s/a,, v = z/a., w = f/a., T = ksa.t und
erhalten
u=-uw+7yv, u(0)=u,
ev=uw—(y; +y)v, v(0) =, (35.3)
ew=a[(l1-w+w)(B-W+w)—yaw] —uw+(ys +1)v, w(0)=w.
Dabei sind wie in Abschnitt 33 £ = a./a;, y; = k-s/(ksas), v, = kp/(ksas) und
o = kaae/(ksas)’ﬁ = A,/ ae, sowie Ya = k—a/(kaae)~
Der biochemisch relevante Bereich dieses Systems ergibt sich aus der Positivitét
der Konzentrationen und den Erhaltungssitzen zu

D={(u,v,w)eR§r:u+sv§1,v+w§1,v+w§ﬂ};

man tiberzeugt sich leicht, dass D positiv invariant fiir (35.3) ist. Da D abgeschlossen
und beschrénkt ist, existieren in D startende Losungen global. Equilibria des Systems
sind (0, 0, w}) und (0, 0, w*), wobei w} durch

wlz%{(1+ﬁ+ya):|:\/(1+ﬁ+ya)2—4ﬁ}

gegeben sind. Da w} > min{l1, B} ist, liegt nur w* in D.

Wir zeigen, dass w* in D global asymptotisch stabil ist. Dazu gehen wir dhnlich
wie in Abschnitt 34 vor. Eine triviale Ljapunov-Funktion ist ¢(u, v) = u + €v, es ist
6= —Ypv < 0. Weiter gilt

%%(v +w=—w)=—pw—w)v+w-—w)-1+p)v+w-w)?

+{(v+w)? =) I(v+w—w)
=yav(v+w—wf)+(v+w—wi)2[v+w+wf—I—ﬁ—ya]

< yav = Ya(v +w = wh)?,
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fiir (u, v, w) € D. Daher ist ;5 (v + w — w*)> + %
Funktion fiir (35.3) in D, und der Satz von La Salle impliziert lim,_, o (u, v, w) =
(0, 0, w*), fiir alle Losungen in D. Wir fassen zusammen.

(u + €v) eine strikte Ljapunov-

Satz tiber die Aktivierung von Enzymen. Es seien a, f, y4, ¥s, ¥p, € > 0 Kon-
stanten. Das System (35.3) erzeugt einen globalen Halbfluss in der biochemisch
relevanten Menge

D:={(u,v,w) e R2: u+ev <1, v+w < min{l, B}}.

Es existiert genau ein Equilibrium (0, 0, w*) in D, und dieses ist in D global
asymptotisch stabil.

Biochemisch entspricht das Equilibrium w* dem Fall, dass das Substrat verbraucht
und das Aktivatorgleichgewicht eingestellt ist.

Wir fithren nun auch hier die QSSA durch, setzen also in (35.3) € = 0. Dies ergibt
das algebraische System

uw = (ys + yp)v,
yaw=(10-v=w)(B—-v—w).

Auflosen der ersten Gleichung nach v ergibt v = wu/(y; + y,), also

u=—uwyp/(ys + %),

und nach Einsetzen von v mit § = (y; + y;)/(u + ys + ;) die folgende quadratische
Gleichung fiir w:
w? —(6(1 + B+ 52ya)w + ﬁ52 =0.

Nur die kleinere der Losungen dieser Gleichung erlaubt (u, v, w) € D, also ist

Si(u):= w = 2{1 FB 416~ /(1= B+ 1u8) + 4Byd).

Die verbleibende Differentialgleichung fiir u ist dann

_ U
utys+ty

w(u).

Beachtet man nun, dass fiir effektive Aktivatoren die Gleichgewichtskonstante K, =
k_4/k, sehr klein ist, so ist es plausibel K, << a, anzunehmen, also y, = 0 zu setzen.
Dies fithrt zu w = min{1, 3}, also zu

_ ypmin{l, flu
utys+yp

eine Michaelis-Menten Kinetik. Typischerweise ist B < 1, also ap < eg; dann er-
halt man fiir die maximale Produktbildungsrate V,.. = kya.B = kpa, anstelle von
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Vimax = kpa,. Daher fiihrt Aktivierung zur Verkleinerung von V.. Im Gegensatz
dazu vergroflert Inhibierung die Michaelis-Menten Konstante K, wie wir im Ab-
schnitt 34 gesehen haben.

W 36
Biochemische Oszillationen

Seit langem ist bekannt, dass in biochemischen Systemen Oszillationen auftreten
konnen. Wir wollen im letzten Abschnitt dieses Kapitels dies anhand eines einfachen
qualitativen Modells belegen. Dieses Modell befasst sich mit der Glykolyse, also dem
Prozess, aus dem Zellen Energie gewinnen. Die formale Gesamtkinetik ist

CeH1,06 + 60, — 6CO, + 6H,0 + Energie.

Allerdings ist diese Reaktion in einer Zelle sehr kompliziert, man vermutet 11 Ele-
mentarreaktionen, von denen jede einzelne enzymatisch ist. Dabei spielen 2 Substra-
te eine wichtige Rolle, ndmlich Adenosintriphosphat, ATP,(S;) und Adenosindiphos-
phat,ADP, (S;), sowie das Enzym Phosphofruktokinase, PFK, (E). In unserem Modell
geht es nicht um die eigentliche Reduktion von Glukose, sondern um das Wech-
selspiel der zwei Substrate und des Enzyms, das die Intensitivitit der Reduktion
steuert.

Wir nehmen an, das dem System ATP und ADP konstant mit Raten v > 0 und
nv > 0 zugefiithrt, und ADP mit linearer Rate ps, abgefiihrt wird. Dabei bezeichnen
s; bzw. e die Konzentrationen von §; bzw. E. Die Steuerungsreaktionen sind nun die
Folgenden. ADP aktiviert das Enzym PFK mittels

ks
25, +E = E;.
ks

Das aktivierte Enzym fiihrt die Reaktionen

ki K
SS+E = E _2> E +S,
k_y

aus. Nimmt man nun Massenwirkungskinetik an, so ergibt sich das Differentialglei-
chungssystem

§$1 = —ki1s1z1 + k12, +v,

Sy = kyzy — 2k3s§e +2k_3z; +nv — ps,,

é= — kssse + k32, (36.1)
21 = —kis1z1 + k12, +kyzy + k3s§e —k_3z1,

22 = k1$121 - k_122 —kzzz.
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Dabei bezeichnen z; die Konzentrationen der Zwischenprodukte E;. Man erkennt
leicht die Erhaltung des Enzyms,

é+Z.1+.’.22=0, e+ 2z +2z; =e,
daher ist die Gleichung fiir e redundant.

Im nichsten Schritt fiihren wir die quasistationdre Approximation durch, setzen
also z; = 0 fiir i = 1, 2. Dies ergibt die Beziehungen

ks
Zy = 21
kfl + k2
und
e()S%
21 = 2 kisi >
Ks +s5(1 + k71+k2)

dabei haben wir K3 = k_3/ks gesetzt, also ist K5 die Gleichgewichtskonstante der
Aktivierungsreaktion. MitK; = (k_; + k;)/k; ergibt sich somit

6055 S1
P 5 2 = ——27.
K3 +52(1 +51/K1) K;

zZ1 =

Setzt man diese Beziehungen in die Gleichungen fiir s; ein, so erhélt man das 2-
dimensionale System

‘él = l/_f(sla SZ)a
$=nv —ps; + f(s1, 52), (36.2)
wobei
szoS% Sl/Kl _ k260
Ky +s3(1+s1/K) 1+ 54 KK

2
551

f(sl’ 52) =

ist. Es sind Systeme vom Typ (36.2), die zu Oszillationen fithren.

Im Folgenden betrachten wir nun allgemeiner Systeme der Form

u=v—[f(uv),
v=nv-—pv+f(uv), (36.3)

wobei v, g, > 0 Konstanten sind, und f € C'(U;R?), mit U D R? offen, die
folgenden Eigenschaften hat:

Ouf(u,v) >0, o,f(u,v)>0, u,v>0; (36.4)
f@0,v) <0, f(u,00>0, u,v>0.

Offensichtlich hat die Funktion f aus (36.2) diese Eigenschaften. Da nach Vorausset-
zung f € C'(U;RR?) ist, erzeugt (36.3) einen lokalen Fluss in U. Die zweite Bedin-
gung in (36.4) stellt sicher, dass der Standardkegel R? positiv invariant ist. Denn ist



36 Biochemische Oszillationen

u = 0,s0 folgt it = v — f(0,v) > 0,und ebenso impliziert v = 0 die Ungleichung
v =nv+ f(u,0) > 0,also ist (36.3) quasipositiv.

Um nun globale Existenz und Beschrianktheit der Losungen nach rechts zu zei-
gen, gentigt es, Anfangswerte uy > 0,V > 0zubetrachten, da jede auf dem Rand von
R? startende Losung sofort ins Innere geht. Wir konstruieren nun fiir0 < ¢ < nv/p
und R > 0 eine Familie von Mengen D, x C R? wie folgt; man fertige eine Skiz-
ze an. Zundchst sei u, als Losung von v = f(u, €) definiert. Dazu nehmen wir
v < lim,, o f(u, v) fiir jedes v > 0 an. Da f(0, €) < 0 und f(-, €) streng wachsend
ist, existiert damit u, und ist eindeutig bestimmt. Wir beginnen mit der Horizon-
talen (u,€) mit 0 < u < R und R > u,. Auf dieser Strecke ist das Vektorfeld
(v = f(u,v), nv — pv + f(u, v)) nach oben gerichtet. Dann folgen wir der Vertikalen
(R,v)vonv = g bisv = v, = (1 +n)v/p. Aufgrund der Monotonie von f gilt auf die-
ser Strecke v —f (u, v) < v—f(u,, €) = 0,also zeigt das Vektorfeld nach links. Danach
folgen wir der Geraden u + v = ¢, mit ¢ = R + (1 + n)v/p bis zum Schnittpunkt mit
der Ordinate, also (0, c¢). Durch Addition der Komponenten des Vektorfeldes erhalt
man auf dieser Strecke (1+n)v —pv < 0,dahier v > v, gilt,also zeigt das Vektorfeld
auch auf dieser Strecke in D, g hinein. Schlief3lich folgt man der Vertikalen von (0, c)
zuriick zum Ausgangspunkt. Auf diese Weise haben wir beschrinkte, konvexe und
abgeschlossene Teilmengen von R konstruiert, die positiv invariant fiir (36.3) sind.
Durch geeignete Wahl von € > 0 und R > u, kann man nun fiir den Anfangswert
(ug, vo) € Dg g erreichen, die zugehorige Losung bleibt in D, g, ist also nach rechts
beschrinkt, und existiert damit auch global nach rechts.

Als Néchstes bestimmt man die Equilibria (u., v.) von (36.3). Durch Addition
der Gleichungen ergibt sich v. = (1 + n)v/p > 0. Das entsprechende u, ist Losung
von f(u, v.) = v.Daf(:, v,) streng wachsend und f (0, v.) < 0 ist, gibt es genau eine
Losung u, dieser Gleichung, sofern v < limy,_, o f(u, v,) gilt.

Die Stabilitét dieses Equilibriums bestimmt man wie immer mittels Linearisie-
rung A der rechten Seite von (36.3) in (u., v.). Dies fithrt auf die Matrix

A= [ _6uf(u*, V*) _avf(u*, V*) i|
auf(u*, V*) avf(u*, V*) - Il ’

Die Determinante von A ist
detA = po,f(u., v.) > 0,
und fiir die Spur ergibt sich
spA = Oyf (us, vi) — Ouf (ts, v2) — 1.

Daher ist (u., v.) kein Sattelpunkt, sondern generisch eine (stabile oder instabile)
Spirale bzw. Knoten.

Da jede in einem Punkt (ug, vo) € R? startende Losung in R2 bleibt und nach
rechts beschrinkt ist, ist ihre Limesmenge @™ (1o, v) nichtleer, und trifft den Rand
von R? nicht, da sie invariant ist. (36.3) besitzt genau ein Equilibrium, also gilt nach
dem Satz von Poincaré-Bendixson entweder w(ug, vo) = {(u., v4)}, oder w(ug, vo)
ist ein periodisches Orbit. Ein homoklines Orbit kommt hier nicht in Frage, da
dann (u., v.) ein Sattelpunkt sein miisste. Insbesondere existiert im Fall spA > 0
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mindestens eine periodische Losung, und jede Losung konvergiert fiir t — oo gegen
eine periodische Losung, natiirlich bis auf das Equilibrium (u., v.). Damit hat das
System in diesem Fall oszillatorisches Verhalten. Wir fassen zusammen.

Satz Es seien v, g, > 0 Konstanten. Das Vektorfeld f € C'(R%*R?) erfiille die
Bedingungen lim,,_, o f(u, v) > v fiir alle v > 0,und

ouf (u,v) >0, of(u,v) >0, u,v>0;
f,v) <0, f(u,00>0, u,v>0. (36.5)

Dann erzeugt das System (36.3) einen globalen Halbfluss auf R2. Es existiert
genau ein Equilibrium (u,, v.) € Ri,und esist u,, v, > 0.Sei

Yt = avf(u*, Vi) — auf(u*a Vi) = H.
Ist y. < 0, so ist (u., v.) asymptotisch stabil, fiir y. > 0 hingegen instabil.

Im Falle y, > 0 konvergiert jede Losung in R? gegen ein periodisches Orbit
(natiirlich mit Ausnahme des Equilibriums).

Wir betrachten zum Abschluss zwei Beispiele.

Beispiel (a) f(u, v) = uv?; dies ist ein vereinfachtes Sel’kov-Modell. Hier haben wir
2
i v
* — T 5 o ® — 1 + )
A+ " ( n)p
und

1-1n v?
— 2 — 2
Yo=2uve—v,—p=po — (40l 5.

Fiir n > 1list y. < 0, aber fiir n < 1ist y» > 0 genau dann, wenn p°> >
V31 + n)?/(1 — n) erfiillt ist. Abb. 24 zeigt das Phasendiagramm fiir dieses
Modell.

Abb. 24. Biochemischer Oszillator
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(b) f (u, v) = u(1 +v)?; diese Funktion tritt im Goldbeter-Lefever-Modell auf. Da
f(u, 0) > 0 ist, kann man hier auch den Fall = 0 einschliefSen. Dann sind

2

- _VH -z
T T
und
_v-p (p+v)
FERL T e

Fiir v < pisthier y. < 0, fiirv > pisty, > 0 genau dann, wenn (1 + v/p)® <
plv/p—1) gilt.

Ubungsaufgaben
29. Modellieren Sie mit Massenwirkungskinetik die konsekutive Reaktion A - B — C
und diskutieren Sie die Dynamik des Modells.

30. Modellieren Sie mit Massenwirkungskinetik die parallele Reaktion A — B,A — C
und diskutieren Sie die Dynamik des Modells.

31. In der Equilibriumsanalysis des Modells (33.1) nimmt man anstelle der QSSA an, dass
sich die reversible Reaktion S + E = ES stets im Gleichgewicht befindet. Fiihren Sie
die Equilibriumsanalysis fiir (33.1) durch und vergleichen Sie die Produktbildungsge-
schwindigkeit mit der aus der QSSA resultierenden.

32. Untersuchen Sie den Fall der Enzymvergiftung, also (34.1) mit k_; = 0.

33. Fiihren Sie die Analysis des Systems (34.3) durch.

34. Das System
it =av — uw?, u(0) = uy > 0,
v=b-(a+1)v+u’ (0) = vy > 0, (36.6)

a, b > 0,wird Brusselator genannt. Analysieren Sie die Dynamik dieses Systems.






Epilog

Ist der Leser an diesem Punkt angelangt, so verlangt seine Neugier sicherlich nach
mehr Informationen. Wir tragen dem mit diesem Epilog Rechnung. Hier greifen
wir in Abschnitt 37 nochmals die einzelnen Kapitel auf und fiigen einige Kommen-
tare und Literaturhinweise hinzu. Diese zeigen schon, dass mit diesem Buch kein
Endpunkt erreicht ist, sondern dass die mathematische Biologie jetzt erst richtig
beginnt. Die anschlieflenden Abschnitte sollen einen Ausblick hinsichtlich Modellie-
rung geben. Da dieses Thema uferlos ist, schranken wir uns hier auf drei Aspekte ein,
der Modellierung von Abhéngigkeiten wie Alter, Raum und Gro6f3e, die bisher nicht
ausfiihrlich behandelt werden konnten.

N 37
Kommentare und Literatur

Populationen

Wie schon im Text erwéhnt, gehen die ersten Ansdtze zur Modellierung des Wachs-
tums einer (der menschlichen) Population auf Malthus (1798) und Verhulst (1835)
zurtick. Volterra wurde durch Beobachtungen von Adria-Fischern zu seinem Modell
inspiriert, Lotka unabhédngig davon durch Beobachtungen der Hudson-Bay Com-
pany. Die Uberlegungen am Ende von Abschnitt 6 gehen auf Holling zuriick; [20].
Mittlerweile sind Modelle wie in Kapitel I Grundlage der Mathematischen Okologie.
Wie in Kapitel III gezeigt, haben die Grundprinzipien der Interaktion auch Einzug
in andere Bereiche der Biologie wie z.B. Virologie gehalten. Ein besonders schones
Beispiel fiir die Anwendung der in diesem Kapitel entwickelten Mechanismen ist das
Ludwig-Holling-Jones-Modell fiir die Dynamik des Spruce Budworms. Dieses Modell
wird im sehr gut lesbaren Buch von Tuchinsky [43] ausfiihrlich dargestellt.

Infektionen

Die moderne mathematische Theorie der Infektionsausbreitung nimmt ihren Aus-
gang mit den grundlegenden Arbeiten [24], [25], [26], die Kermack und McKend-
rick in den Jahren 1927 bis 1933 aufbauend auf einigen Vorldufern versffentlichten.
Kermack und McKendrick erkannten insbesondere die zentrale Rolle der Repro-
duktionsrate. Sie behandelten systematisch eine Reihe allgemeiner Modelle, wobei
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als Spezialfall das epidemische SIR Modell in [24] untersucht wird. Die elementa-
ren SIS und SIR Modelle werden im Kapitel 3 des Lehrbuches [4] von Britton in
einem dhnlichen Aufbau wie im vorliegenden Buch diskutiert, wobei Britton stdr-
ker biologisch orientiert ist, siehe auch Kapitel 10 in [31]. Die Daten in der Tabelle
zu der Reproduktionsrate haben wir aus [4] iibernommen. Die Konvergenzeigen-
schaften des Mehrklassen SIS-Modells wurden von Lajmanovich und Yorke in [28]
gezeigt. Diese Autoren verwendeten aber tieferliegende Resultate als das von uns be-
niitzte Vergleichsprinzip. Komplexere Infektionsmodelle berticksichtigen auch die
Alterstruktur oder die rdumliche Verteilung der Individuen in den Populationsklas-
sen und fithren demgemif} auf partielle Differentialgleichungen; vgl. z.B. Priiss und
Schappacher [36]. Die Monographie [8] von Diekmann und Heesterbeek gibt einen
guten Uberblick iiber Modellbildung und Analysis in diesem Themenbereich.

Viren und Prionen

Die Untersuchung der mikrobiologischen Dynamik von Virusinfektionen nahm
nach dem Auftreten von AIDS einen stiirmischen Verlauf. Das Buch [33] von May
und Nowak beschreibt diese neuen Entwicklungen im Detail. Wir haben uns bei der
Auswahl der Virusmodelle an diesem Werk orientiert. Unsere mathematische Be-
handlung des dreidimensionalen Basismodells der Virendynamik stammt aus der
Arbeit [35]. Man kann den Satz iiber das Virenmodell auf ein Modell verallgemei-
nern, das auch die Klasse E der infizierten Zellen, die noch keine Viren produzieren,
beriicksichtigt (siehe [13]). Auch Prionen sind aus aktuellem Anlass ein sehr aktives
Forschungsgebiet in der mathematischen Biologie. Das von uns vorgestellte Mo-
dell mit einer kontinuierlichen Polymerldnge stammt aus der Arbeit [15] von Greer,
Pujo-Menjouet und Webb. Dort wurde auch die Reduktion auf eine gew6hnliche
Differentialgleichung vorgenommen. In [35] wurde erkannt, dass das normalisierte
Virenmodell das reduzierte Modell zur Prionendynamik und das SEIS Infektions-
modell als Sonderfille enthilt. Das volle Prionenmodell mit der partiellen Integro-
Differentialgleichung wird zum Beispiel in den aktuellen Arbeiten [10] und [40]
untersucht.

Paarbildung

Die Anfinge der mathematischen Modellierung zweigeschlechtlicher Populationen
gehen auf Pollard (1948) und Kendall (1949) zuriick. In den Siebzigerjahren setzt sich
die Erkenntnis durch, dass eine realistische Paarbildungsfunktion nichtlinear sein
sollte; auch werden bereits allgemeine Eigenschaften wie Definitheit, positive Ho-
mogenitdt und Monotonie als Eigenschaften von Paarbildungsfunktionen formuliert
(z.B. Fredrickson (1971)). Das in Kapitel IV untersuchte Modell ist eine Verallgemei-
nerung des Modells in Hadeler et al. [18] (siehe auch Waldstitter [44]); wir erlauben
hier verschiedene Sterberaten fiir ,verheiratete“ und ,,unverheiratete Frauen bzw.
Minner. Wesentlich realistischere Modelle erhilt man, wenn man die Altersstruktur
der Population beriicksichtigt. Solche Modelle wurden u.a. von Goodmann, Key-
fitz und Hoppensteadt um etwa 1970 vorgeschlagen (siehe Hoppensteadt [21]) und
sind Gegenstand aktueller Forschung; vgl. z.B. Priiss und Schappacher [37] und Za-
cher [47].
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Genetik

Die ersten Ansdtze der Anwendung mathematischer Methoden in der Populations-
genetik finden sich bereits in den bahnbrechenden Arbeiten von Mendel (1866).
Die moderne Populationsgenetik wird durch die Arbeiten von Fisher, Haldane und
Wright in der zweiten und dritten Dekade des 20. Jahrhunderts begriindet und ist
heute ein wichtiger Beleg fiir die Darwin’sche Theorie der Evolution durch natiirliche
Selektion (1859). Besonders hervorgehoben sei hier das Buch von Fisher [9] (1930),
in dem der Autor auch das nach ihm benannte Fundamentaltheorem der natiirlichen
Selektion formuliert.

Das in Kapitel V betrachtete zeitkontinuierliche Selektionsmodell kann als Ap-
proximation des entsprechenden zeitdiskreten Modells (Differenzengleichungen)
angesehen werden, siehe Nagylaki [32]. Beide Modelle zeigen ein dhnliches dyna-
misches Verhalten. Der Beweis des Konvergenzsatzes im Abschnitt 26 folgt im We-
sentlichen der Darstellung in Losert und Akin [29]. Den Satz iiber die Equilibria in
Abschnitt 27 haben wir von Hadeler [17] iibernommen. Einige der Uberlegungen in
Abschnitt 28 zur Stabilitdt von Equilibria gehen auf Kingman [27] zurtick.

Das in diesem Buch untersuchte Selektionsmodell ist Ausgangspunkt fiir eine
Reihe komplexerer Modelle, welche beispielsweise Selektion an mehreren Genorten
und zusitzlich Mutationen oder Rekombinationen betrachten. Einen Uberblick iiber
solche Modelle und weitere Literaturhinweise findet man in der Monographie von
Biirger [5]. Wir verweisen auch auf das Buch von Hofbauer und Sigmund [19], welche
obiges Modell im Kontext der Spieltheorie betrachten; es stellt dort ein wichtiges
Beispiel fiir ein so genanntes evolutiondres Spiel dar.

Enzyme

Die mathematische Theorie chemischer Reaktionssysteme geht zuriick bis ins 19.
Jahrhundert. Damals stand die Gleichgewichtstheorie im Mittelpunkt, die zur For-
mulierung des Massenwirkungsgesetzes fiihrte. Diesbeziiglich seien hier nur Jor-
dan [22] und Gavalas [12] zitiert; Gavalas betrachtet in seinem Buch auch Reaktions-
Diffusionsgleichungen. Enzymkinetik geht wie bereits im Text erwdhnt auf Michaelis
und Menten [30] zuriick. Seit dieser bahnbrechenden Arbeit hat sich das Gebiet sehr
diversifiziert und iibt einen immensen Einfluss in der heutigen Biochemie aus. In-
hibierung und Aktivierung sowie die Erkenntnisse aus den Abschnitten 33, 34 und
35 gehoren heute zum Standardrepertoire jedes (Bio-)chemikers und sind nur ein
Ausgangspunkt zu den komplexen Enzymsystemen, die derzeit untersucht werden.
Die Formulierung des Modells in Abschnitt 36 folgt im Wesentlichen der Darstellung
in Keener und Sneyd [23]; die Beispiele beziehen sich auf Selkov [39] und Goldbeter
und Levfever [14]. Das herausragende Werk von Keener und Sneyd Mathematische
Physiologie sollte ein Muss fiir jeden Mathematiker sein, der Interesse an Mathema-
tischer Biologie hat.
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W 38
Altersabhangigkeit

Im Kapitel I haben wir Populationen homogen modelliert, insbesondere wurden
keine Altersabhéngigkeiten in den Geburts- und Sterberaten beriicksichtigt. In die-
sem Abschnitt wollen wir zeigen, wie solche Abhédngigkeiten in die Modellierung
aufgenommen werden kénnen.

Dazu betrachten wir wie in Abschnitt 1 die Population einer Spezies und fithren
neben der unabhéngigen Variablen ¢t € R,, der Zeit, eine weitere unabhéngige Va-
riable a € R, ein, die das Alter der Individuen beschreibt. Die Geburtsrate 8 wird
altersspezifisch sein, also B = f(a), ebenso wie die Sterberate p = p(a); p(a) und
PB(a) seien im Folgenden stetig. Anstelle der Populationsgrif$e U(t) betrachten wir

nun die Populationsdichte u(t, a). Diese hat die Dimension 1/Zeit, und fbd u(t, a)da
bedeutet die (relative) Anzahl aller Individuen der Population zur Zeit ¢ mit Al-
ter zwischen b und d; insbesondere ist U(t) = f0°° u(t, a)da die Gesamtgrofle der
Population zur Zeit ¢.

Die Grofle u(t, 0) wird als Gesamtzahl der Geburten zur Zeit ¢ interpretiert, und
damit gilt die Beziehung

u(t,0) = /00 u(t, a)Bf(a)da t > 0,
0

die als Randbedingung der zu entwickelnden partiellen Differentialgleichung dient.
Man beachte, dass diese Randbedingung nicht lokal ist; dies ist typisch fiir viele
Probleme in der mathematischen Biologie,aber eben nicht Standard in der Theorie
partieller Differentialgleichungen.

Der Anfangswert u(0, a) ist nun durch die Anfangsdichte uo(a) gegeben, die
bekannt sein muss, wir haben die Anfangsbedingung

u(0, a) = up(a), a > 0.

Wie erhilt man nun die zeitliche Anderung der Populationsdichte u? Dazu nehmen
wir an, dass neben Geburt und Tod nur noch der Alterungsprozess die Population
steuert. Zur Modellierung betrachten wir u(t + h, a+ h) fiir ein kleines & > 0. Gibtes
keine Sterbefille, so ist u(t + h, a + h) = u(t, a), denn Individuen, die zur Zeit t das
Alter a haben, sind zur Zeit t + h um h gealtert. Nimmt man u € C! an, so impliziert
dies die partielle Differentialgleichung

u(t+h,a+h)—u(t,a) _

0, t,a>0.
h

oiu(t, a) + o,u(t, a) = lim
h—0

Der Sterbeprozess bewirkt nun, dass aus der Kohorte u(t + s, a + s) im Zeitintervall
[t, t + h] der Anteil

h
/ u(t +s,a+s)u(a+s)ds
0

entfernt wird. Nach Divison durch h und mit 4 — 0 ergeben Stetigkeit von u und
11 den Sterbeterm p(a)u(t, a). Damit haben wir das erstmalig von McKendrick 1926
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formulierte und durch von Foerster 1959 wiederentdeckte Modell fiir alterspezifische
Populationen hergeleitet:

oru(t, a) + oqult, a) = —p(a)u(t,a), t,a>0,

u(t,0) = /OO u(t, a)B(a)da, t >0, (38.1)
0

u(0, a) = up(a), a> 0.

Um zu sehen, wie das Gesetz von Malthus aus (38.1) hervorgeht, nimmt man p(a) =
1 und B(a) = P konstant an und integriert die partielle Differentialgleichung tiber
a € R,. Dies ergibt

%U(t) = /oo oru(t, a)dt = —/oo[ﬁau(t, a) + pu(t, a)lda = u(t, 0) — pU(1),
0 0

also mit der Randbedingung u(t, 0) = BU(¢)
Ut)=(B-mU), t>0, U®O)= Uy,
wobei Uy = [ ug(a)da gesetzt wurde.

Das Modell (38.1) bildet heute die Grundlage der mathematischen Demographie.
Eine Analysis dieses Problems ist im Rahmen dieses Buches nicht méglich, dazu
bendtigt man die Methode der Charakteristiken und Resultate iiber Volterrasche
Integralgleichungen. Daher wollen wir nur ein Ergebnis ohne Beweis angeben. Dazu
fithren wir zundchst die Funktion

I(a) = exp(— /a pu(s)ds), a=>0,
0

ein. Typischerweise erfiillt die Sterberate die Bedingungen p(a) > 0 fiir allea > 0
und [;° p(s)ds = oo. Dann ist 1 —TI(a) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Dich-
te p(a)I(a). Man kann I1(a) als Wahrscheinlichkeit des Uberlebens bis zum Alter a
interpretieren, und a: = fooo ap(a)ll(a)da = fooo II(a)da bedeutet die Lebenserwar-
tung. Die Grof3e

Tor= / II(a)B(a)da
0

heiflt Reproduktionsrate der Population. Sie kann interpretiert werden als Gesamt-
zahl der Geburten, die ein Individuum wéhrend seiner Lebenszeit hervorbringt. Man
kann dann zeigen, dass die Population fiir ry < 1 ausstirbt, wéhrend sie fiir ry > 1
exponentiell wichst. In Ubereinstimmung mit Abschnitt 1 gilt 7o = 8/ im Fall kon-
stanter Raten. Als Referenzen zur mathematischen Analysis von (38.1) erwdhnen wir
hier nur Priiss und Schappacher [36] und die Monographie Webb [46].

Dieses Modell ist natiirlich nur ein Ausgangspunkt. So enthilt es z.B. keine li-
mitierenden Mechanismen wie das elementare Modell von Verhulst aus Abschnitt 1.
Solche wurden erstmalig von Gurtin und McCamy [16] mathematisch formuliert.
Sie nahmen an, dass f und p nicht nur vom Alter a sondern auch von der Gréf3e der
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Gesamtpopulation abhédngen:

B=pa,Ut), p=pU®E), a>0,t>0.

Das Gurtin-McCamy-Modell zeigt sehr schon, dass in mathematischen Modellen
der Biologie nichtlokale Terme in natiirlicher Weise auftreten. Ihre mathematische
Behandlung erfordert daher hiufig neue, den Problemen angepasste Methoden.

In analoger Weise kann man Altersabhédngigkeiten in andere in diesem Buch be-
schriebenen Modelle einfithren, wenn immer dies relevant und essentiell erscheint.
Allerdings sind die resultierenden Systeme partieller Differentialgleichungen kei-
neswegs so elementar zu analysieren wie im homogenen Fall, dies ist z.T. noch heute
Forschungsgegenstand in der mathematischen Biologie.

W 39
Raumliche Abhangigkeit

Viele Modelle in der Biologie erfordern die Erfassung von rdumlichen Abhéngigkei-
ten. Als Beispiele dafiir seien die Invasion eines Gebiets durch eine neue Art (z.B.
Waschbéren in Europa) oder die rdumliche Ausbreitung einer Epidemie (z.B. die
Vogelgrippe) genannt. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie rdumliche Abhdn-
gigkeiten in Modelle biologischer und (bio-)chemischer Systeme einbezogen werden
konnen.

Dazu sei G C R" ein Gebiet und u(t, x) die Dichte einer biologischen oder (bio-)
chemischen Groéfe. Im Kontext von biologischen Populationen denken wir an G als
Lebensraum einer Art und an u(t, x) als Grof8e der Population zur Zeit t im Volumen
dG = [x, x + dx] C R",im Kontext von chemischen oder biochemischen Systemen
an G als Reaktor, Petrischale, Chemostat, Zelle, etc. und an u(t, x) als Konzentration
einer Substanz.Ist B C G,dann gibt f  U(t, x)dx die gesamte (Bio)-Masse der Spezies
im Volumenbereich B an.

Wie erhélt man nun eine Differentialgleichung, aus der u(t, x) bestimmt werden
kann? Dazu verwenden wir einmal mehr das Buchhaltungsprinzip, wir bilanzieren
die zeitliche Anderung von u. Ohne weitere Informationen iiber das zugrunde lie-
gende System geht das natiirlich nicht. Auch ein Lagerverwalter muss Informationen
iiber Zu- und Ablieferungen, sowie iiber interne Produktion bzw. Verbrauch besit-
zen, um eine korrekte Bilanz erstellen zu konnen. Die Informationen, die wir hier
bendtigen, betreffen zum einen den Transport der Spezies und zum anderen ihre
Quellen und Senken. Diese zwei Mechanismen miissen modelliert werden.

Um eine universelle Formulierung der Bilanzierung zu erhalten, nehmen wir
hier nur an, dass die Quellen und Senken durch eine bekannte Funktion r(¢, x),
t > 0,x € G gegeben sind. Typischerweise ist r(¢, x) in (bio-)chemischen Systemen
durch stattfindende Reaktionen bestimmt, vgl. Abschnitt 31. Den Transport von
u beschreiben wir durch ein Vektorfeld ®(¢, x), den Fluss von u. Das universelle
Erhaltungsgesetz kann jetzt wie folgt formuliert werden: Die zeitliche Anderung der
Gesamtmasse der Substanz in B erfolgt nur durch Zu- oder Abfluss und durch Quellen
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und Senken. Mathematisch:
8,/u(t, x)dx = —/(CIJ(t, x)|v(x))dT + / r(t, x)dx,
B r B

wobei I' = 0B den Rand von B C G bezeichnet, dI" das Flichenmafd und v(x) die
duflere Normale an B in x € T. Diese Beziehung muss fiir alle t+ > 0 und (glatt
berandete) Bereiche B C G gelten. Sind r stetig, u und ® aus C', so ergibt der
Divergenzsatz die Gleichung

/{@u(t, x)+div®d(t,x) —r(t,x)}dx =0, BCG.
B

Wihlt man nun z.B. B = B,(x), dividiert durch das Volumen von B und ldsst r — 0
gehen, so folgt mit Stetigkeit des Integranden

oru(t, x) +divd(t,x) —r(t,x) =0, t>0, xe€G,

der universelle Erhaltungssatz in differentieller Form.

Diese Gleichung sollte als Bestimmungsgleichung fiir u gelesen werden. Da sie
bzgl. der Zeit t von erster Ordnung ist, hat man eine Anfangsbedingungfiir u hinzu-
zufiigen, die Anfangsverteilung von u muss bekannt sein:

u(0, x) = up(x), xeaG.

Um die Bilanzierung von u in G abzuschliefen, miissen wir das Verhalten am Rand
0G betrachten. Hier gibt es verschiedene Moglichkeiten. Die erste sind die sog. natiir-
lichen Randbedingungen oder Neumann-Randbedingungen. Diese haben die Form

(®(t, x)|v(x)) = ¢p(x), t>0, x €0G.

Im homogenen Fall ¢, = 0 besagt dies, dass es keinen Fluss der Substanz durch den
Rand des Gebietes gibt, mit anderen Worten G ist isoliert; andernfalls ist der Fluss
durch den Rand vorgeschrieben. Im Rahmen von Populationen modelliert ¢, Emi-
und Immigration.

Die zweite Moglichkeit sind die sog. erzwungenen Randbedingungen oder
Dirichlet-Randbedingungen. Hierbei wird u selbst auf 6G vorgeschrieben:

u(t,x) = uy(t,x), t>0, xe€oG.
Ist z.B. u eine Populationsdichte und u;, = 0, so kann man von einem unwirtlichen
Rand sprechen; jedes Individuum, das den Rand 0G erreicht, wird eliminiert, also
getotet. Ein plastisches Beispiel fiir Populationen ist ein Starkstromzaun.

Eine dritte Moglichkeit ist eine Kombination dieser beiden, man spricht dann
von Randbedingungen 3. Art oder Robin-Randbedingungen:

(®(t, x)|v(x)) + alt, x)u(t, x) = ¢p(t,x), t>0, x € 0G.

Dabei ist a(t, x) > 0 eine gegebene Koeffizientenfunktion.
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Eine heikle Frage ist die, wo am Rand man iiberhaupt Bedingungen stellen darf
oder muss, um ein wohlgestelltes Problem zu haben. Diese Frage ist ein zentrales
Thema in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

Wie modelliert man den Transport der Spezies, also den Fluss ®? Typischerweise
zerfillt @ in konvektiven und diffusiven Transport,

D(t,x) = D.(t, x) + Dy(t,x), t>0, xeoG.

Der konvektive Transport basiert auf einem gegebenen Geschwindigkeitsfeld V (¢, x)
und lautet
. (t,x)=V(t,x)u(t,x), t>0, xeoG.

Dieses Gesetz bedeutet, dass die Individuen vom Stromungsfeld mitgefiihrt werden.
Der im vorhergehenden Abschnitt modellierte Alterungsprozess ist von konvektivem
Typ,mitn =1lund V = 1.

In der Chemie wird fiir den diffusiven Transport sehr gern das Ficksche Gesetz
verwendet; es lautet

®,(t, x) = —d(t,x)Vu(t,x), t>0, x€0G.

Dieses Gesetz besagt, dass sich eine chemische Substanz in Richtung des steil-
sten Abstiegs des Konzentrationsprofils bewegt. d(t, x) heiflt Diffusionskoeffizi-
ent(enfunktion) undistals gegeben anzusehen. Das Ficksche Gesetz wird auch in der
Modellierung biologischer Systeme erfolgreich verwendet. In komplizierteren Situa-
tionen hat man auch das Geschwindigkeitsfeld V und den Diffusionskoeffizienten
in Abhingigkeit von u und Vu zu modellieren; Chemotaxis und Haptotaxis sind
Beispiele dafiir.

Wir fassen die erhaltenen Gleichungen zusammen, wobei wir Robin-Rand-
bedingungen verwenden, und kénnen das folgende Reaktions-Konvektions-Diffu-
sionsproblem formulieren:

oru(t, x) — div[d(t, x)Viu(t, x) — V(t, x)u(t,x)] =r(t,x), t >0, x€ G,
—(dVyu(t, x) — Vu(t, x)|v(x)) + au(t, x) = ¢p(t, x), >0, x € 0G,
u(0, x) = up(x), xeG.

Als Beispiel beschrénken wir uns nun auf den Fall einer Spezies mit logistischem
Wachstum r = f(u), konstanter Diffusion d = 1 und ohne Konvektion. Mithomoge-
nen, natiirlichen Randbedingungen ergibt sich dann das folgende Problem:

oru(t, x) — Au(t, x) = f(u(t,x)), t>0, xeq,
o u(t,x)=0, t>0, xe€oG, (39.1)

u(0, x) = up(x), xeG.

Hierbei ist f(u) eine C'-Logistik, also z.B. f(u) = u(1 — u). Dieses Problem ist in
der Literatur als Fisher-Gleichung bekannt und mathematisch intensiv untersucht
worden. Eine Analysis kénnen wir hier nicht durchfiihren, da dafiir nichttriviale
Kenntnisse aus der Funktionalanalysis und der Theorie partieller Differentialglei-
chungen benotigt werden. Daher formulieren wir nur einige Ergebnisse fiir (39.1)
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mit f(u) = u(1 — u). Dazu sei G beschrinkt mit Rand aus C2. Ist uy € C(G) nicht-
negativ, so existiert die Losung u global nach rechts. Es gibt genau zwei Equilibria,
namlich u, = 0 und u* = 1. 4, ist in C(G) instabil, u* in C(G) asymptotisch stabil,
und jede Losung mit Anfangswert uy > 0, uy # 0 konvergiert gegen u* in C(G).
Man beachte, dass dieses Verhalten dem der Losungen der gewdhnlichen Differen-
zialgleichung v = f(v) entspricht. Diese Resultate sind Aronson und Weinberger [2]
entnommen.

Dies ist ein zufriedenstellendes Resultat. Allerdings ist die Welt der Reaktions-
Diffusionsgleichungen - insbesondere im Falle von Systemen - keineswegs so
einfach, wie dieses Ergebnis vermuten ldsst. Reaktions-Konvektions-Diffusions-
gleichungen sind ein faszinierendes aktuelles Forschungsgebiet, das viele interes-
sante und unerwartete Phdnomene in der qualitativen Analysis zu bieten hat. Als
Referenz zu diesem Gebiet geben wir hier exemplarisch das Buch von Smoller [42]
an.
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In diesem Abschnitt soll eine Form der Grof3enabhéngigkeit betrachtet werden, die
typischerweise in Modellen fiir biologische Systeme auftritt. Wir betrachten dazu
eine Zellpopulation, die ideale Bedingungen zum Wachstum vorfindet. Es sei x €
(0, 00) eine unabhdngige Variable, die die Grof3e der Zellen beschreibt, also z.B.
Volumen oder Durchmesser. Die einzigen Prozesse, die hier betrachtet werden sollen,
sind Zellwachstum, Zellteilung und Zelltod. Es bezeichne u(t, x) die Groflendichte
der Zellen zur Zeit t, ihre Minimalgrofle sei a > 0. Um das Wachstum der Zellen
beschreiben zu kénnen, postulieren wir eine Wachstumsgeschwindigkeit g(x), es sei
q € C'(R;) mit g(x) > 0 fiir alle x > 0 gegeben. Dieses q definiert nun den Fluss ®
von u mittels der Relation

d(t, x) = q(x)u(t,x), t>0, x>0.

Damit erhalten wir geméf3 dem differentiellen Erhaltungssatz aus dem vorhergehen-
den Abschnitt die partielle Differentialgleichung

oru(t, x) + ox(q(x)u(t, x)) = F(u(t, ))(x), t> 0, x € (a, 00).

Die rechte Seite beschreibt Quellen und Senken, also Zellteilung und den Sterbepro-
zess, wir gehen darauf noch ein. Die Anfangsbedingung lautet

u(o» x) = uO(x)> X € (u, OO),
und die hier relevante Randbedingung ist
u(t,a) =0, t>0.

Sie bedeutet, dass es keine Zellen mit der Minimalgrofle a gibt.
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F zerfillt in zwei Anteile, F = F; + F,,, den Sterbeprozess F, und die Zellteilung
F.. Fiir F;, setzen wir wie zuvor

Fu(u(t, -))(x) = —p(x)u(t,x), t>0, x e (a,0),

an. Fiir die Zellteilung verwenden wir den Ansatz aus Abschnitt 15. Zellen der Grofle
x > 2a teilen sich mit einer Rate S(x)u(t, x). Dabei entstehen mit einer Wahrschein-
lichkeit x(z, x) je eine Zelle der Gréf3e z € (a, x — a) und x — z. Insbesondere sollte
fox k(z, x) dz gleich 1 sein und x(z, x) = k(x — z,x) > 0,flirx > 2aunda < z < x.
Man beachte,dass k(z, x) # 0 genau dann gilt,wenna < z < x—aist. Damit erhalten
wir das Zellteilungsgesetz

Fr(u(t, ))(x) = =p(x)ult, x) + 2/ k(x, y)B(y)u(t, y)dy.
Zusammenfassend haben wir das folgende Zellteilungsmodell:

Oru(t, x) + Ox(q(x)u(t, x)) = —(B(x) + p(x))u(t, x)
+ 2/Oo k(x, y)B(y)ult,y)dy, t>0, x> a,

u(t,a) =0, >0, (40.1)

u(0, x) = up(x), x> a.

Im vereinfachten Modell von Sinko-Streifer wird angenommen, dass sich Zellen ab
der Grof3e 2a in zwei gleichgrof3e neue Zellen teilen, also x(z, x) = 8(z—x/2), wobei
6y das Dirac-Maf bezeichnet, und f(x) = 0 fiir x < 2a ist. Dies ergibt

Fo(u(t, -))(x) = 4BQ2x)u(t, 2x) — B(x)u(t,x), t> 0, x € (a, 00),
also das Modell

oru(t, x) + 0 (q(x)u(t, x)) = —=(B(x) + p(x))u(t, x) + 4B(2x)u(t, 2x),
u(t,a) =0, t>0, (40.2)

u(0, x) = up(x), x> a.

Zellteilungsmodelle sind weitere Beispiele, die zeigen, wie auf natiirliche Weise par-
tielle Differentialgleichungen mit nichtlokalen Termen auftreten, also fiir partielle
Integro-Differentiagleichungen. Modelle dieser Art sind mathematisch intensiv un-
tersucht worden, und es gibt eine reichhaltige Literatur zu diesem Thema. Hier
verweisen wir nur auf Bell und Anderson [3], Sinko und Streifer [41] und Diekmann
etal. [7].



Appendix: Dynamische Systeme

In diesem Anhang werden Resultate aus der Theorie gewohnlicher Differentialglei-
chungen und iiber dynamische Systeme zusammengestellt,auf die im Text zuriickge-
griffen wird. Auf Beweise wird hier weitgehend verzichtet; als allgemeine Referenzen
seien die Monographien von Amann [1], Chicone [6] und Walter [45] genannt.

Notationen: In diesem Buch werden Standardnotationen verwendet. So bezeichnen
N, R, C wie tiblich die natiirlichen, reellen und komplexen Zahlen; R, = [0, c0), R
ist der reelle Vektorraum der d-dimensionalen Spaltenvektoren. Das Skalarprodukt
in RY wird mit (-|-) bezeichnet. |- | bedeutet sowohl den Betrag reeller oder komplexer
Zahlen, als auch eine nicht ndher spezifizierte Norm auf R4, Fiir1 < p < oo ist
lxlp = (2;1:1 |xj|P)1/P die I,-Norm auf R4, und |x|o = max{|xj|:j = 1,...,d} die
l-Norm. Mit B,(x) bzw B,(x) werden die offene bzw. abgeschlossene Kugel mit
Radius r > 0 und Mittelpunkt x, € R4 bezeichnet. Ist D C R4, so bedeuten D, 6D,
intD den Abschluss, den Rand bzw. das Innere von D. Alle weiteren Bezeichnungen
werden im Text erldutert.

HA
Gewohnliche Differentialgleichungen

Es sei f: R? — R stetig. Betrachte die Differentialgleichung
i=f(u), u(ty)=xeR% (A)

Eine Funktion u: ] — R4, definiert auf einem Intervall J > t, heifdt Lésung von (A),
falls u € C'(J; R4) ist, also u in J stetig differenzierbar ist, und

d
u(r):=d—‘t‘(r)= fu(), tel, ult)=x

gilt.
Die grundlegenden Fragen sind die nach Existenz und Eindeutigkeit von Losun-
gen. Dazu bendtigen wir eine Definition.
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Lipschitz-Bedingungen. Eine Funktion f:RY — R heifit lokal Lipschitz, falls
es zu jedem xg € R4 Konstanten r = r(x) und L = L(x,) gibt, mit

If (x) = f(x)| < L(xo)|x —x|, fiir alle x, X € B,(x0).
f heif3t global Lipschitz, falls es eine Konstante L gibt, mit
If(x) - f(%)| < Llx —X|, fiirallex, X € R%.

Die Klasse der lokal Lipschitz Funktionen wird im Folgenden mit C'~(R4; RY),
die der global Lipschitz Funktionen mit C,~(R%; R?) bezeichnet.

Aus dem Mittelwertsatz folgen die Inklusionen C'(R%RY) c C'"(R%R?) und
C}(R4RY) € €~ (R RY). Der grundlegende Existenz- und Eindeutigkeitssatz lau-
tet wie folgt.

Satzvon Picard-Lindelof. Seif:R? — R?lokal Lipschitz. Dann gibtesein § > 0
und genau eine Lésung u € C!([ty—6, to+6]; R%) des Anfangswertproblems (A).

Fiir die meisten in diesem Buch behandelten Modelle gentigt dieser Satz.Ist f nur ste-
tig, so hat man i.A. keine Eindeutigkeit der Losungen, gliicklicherweise aber immer
noch Existenz. Dies ist der Inhalt des folgenden Existenzsatzes.

Satz von Peano. Sei f:R? — R stetig. Dann gibt es ein § > 0 und mindestens
eine Losung u € C'([ty — 6, to + 8]; R9) des Anfangswertproblems (A).

Istf also nur stetig,so hat man Eindeutigkeit durch andere Argumente nachzuweisen,
wenn dies tiberhaupt moglich ist.

Mit Hilfe des Zornschen Lemmas erhélt man eine Losung u von (A) auf einem
maximalen Existenzintervall (t_, ;). Ist nun ¢, = oo bzw. t_ = —00, so existiert die
Losung global nach rechts bzw. global nach links, und sie existiert global schlechthin,
falls —t_ = t, = oo ist. Der folgende Satz zeigt, dass eine Losung an einem endlichen
Endpunkt ihres maximalen Existenzintervalls explodiert.

Fortsetzungssatz. Sei f € C(R%RY), und sei (t_, t,) das maximale Existenz-
intervall einer Losung u von (A). Sei t, < oo. Dann gilt lim,_,,,_ |u(t)] = oo.
Entsprechendes gilt fiir 7_.

Um globale Existenz nach rechts zu beweisen, nimmt man daher . < oo an, und
zeigt dann sup{|u(t)|: tp < t < t;} < 00, um einen Widerspruch zu erhalten. Diese
Strategie verwendet in den meisten Féllen Struktureigenschaften von f.
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Sei f € C(R% R?),und gelte eine einseitige Abschitzung der Form
Fx)|x) < c1|x> +co, x e R4,

Dann existieren alle Losungen global nach rechts. Denn ist () eine Losung von
(A) mit maximalem Existenzintervall ], so folgt mit ¢(¢) = |u(t)[*/2

@(t) = (@®)lu(®) = (F®)u®) < alu@® +c = 2a9() +c, te],
also nach Integration
9(1) < [p(to) + co/2c1e ™), 1€ [15, 1)

Dies impliziert die Beschranktheit der Losung nach rechts, also globale Existenz
nach rechts.

Ein Spezialfall dieser Bedingung an f ist lineares Wachstum, d.h.
(Ol < cilxl+c, xeRY,

mit Konstanten ¢y, c;.Insbesondere sind alle Losungen global, falls f global Lipschitz
ist.

Eine andere ebenso wichtige Frage ist die nach der stetigen Abhingigkeit der
Losung von den Daten. In Anwendungen sind i.A. weder der Anfangswert x, noch
die Dynamik f genau bekannt. Daher ist es fundamental zu wissen, dass kleine
Stérungen in xo und f sich nicht erheblich in der Lésung auswirken. Dies ist der Fall,
wie dem néchsten Satz zu entnehmen ist.

Satz iiber stetige Abhingigkeit. Seien f, f, € C(R% R?) sowie x, x, € R%. Es
gelte
Xn —> X, fon— f lokal gleichmiBig fiir n — oo.

Sei u die eindeutige Losung von (A) mit maximalem Existenzinterval J, =
(t-(x), t+(x)). Dann gibt es zu jedem kompakten Teilinterval J C J. ein ny € N,
sodass die Anfangswertprobleme

P=fi0), vb) = %,

fiir n > ny eine Losung u, auf ] besitzen, und es gilt u,(t) — u(t) firn — oo
gleichmifig auf J.
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Fliisse und Halbfliisse

Sei f: R? — R? global Lipschitz. Dann hat das Anfangswertproblem

u=f(u), u(0)=nx, (B)

zu jedem x € RY genau eine globale Losung, die wir mit u(t, x) bezeichnen. Als
Anfangszeit kann man f, = 0 wiahlen, da die Differentialgleichung it = f(u) trans-
lationsinvariant ist. Ist nun s € R, dann ist auch v(t): = u(t + s, x) eine Losung, ihr
Anfangswert ist v(0) = u(s, x). Eindeutigkeit der Losung ergibt v(¢) = u(t, u(s, x)),
tiir alle t € R. Damit haben wir die Gruppeneigenschaft

u(t +s,x) = ult, u(s, x)) = u(s, u(t,x)), t,seR, xeRY u0,x)=x, (C)

erhalten. Der Satz {iber stetige Abhéngigkeitzeigt dariiberhinaus, dass die Abbildung
(t, x) = u(t, x) auf R x R4 stetig ist. Dies gibt Anlass zur folgenden Definition.

Fliisse und Halbfliisse. Sei M C R?.Eine Abbildung u: R x M — M heif3t Fluss
auf M, falls u stetig ist, und die Gruppeneigenschaft

u(t+s,x) = u(t, u(s, x)) = u(s, u(t,x)), t,seR, xeM, u0,x)=x,
(D)
erfiillt ist. Analog ist ein Halbfluss eine stetige Abbildung u: R, x M — M, die
(D) fiir alle ¢, s > 0 erfiillt.

Damit erzeugt ein global Lipschitz Vektorfeld f einen Fluss auf R?, der von den L&-
sungen der Differentialgleichung i = f(u) gebildet wird. Ist nun f: R? — R nur
lokal Lipschitz, dann existiert die Losung u(¢, x) von (B) auf dem maximalen Exi-
stenzintervall J(x) = (£-(x), t+(x)) 3 0, das moglicherweise nicht ganz R ist. u ist
hier nur eine stetige Abbildung von | J, .p«[J(x) x {x}] nach R?, und die Gruppenei-
genschaft gilt nur fiir solche t,s € R mit t,s,t + s € J(x). Man spricht dann von
einem lokalen Fluss, bzw. von einem lokalen Halbfluss, wenn man sich auf t,s > 0
einschrinkt.

Die gleichen Aussagen gelten mit dem Satz von Peano auch, wenn f nur stetig ist,
aber zusitzlich Eindeutigkeit der Losungen bekannt ist.

Durchlduft nun t das Intervall J(x) bzw. J* (x) = J(x)NRx,so beschreibt u(t, x) ei-
ne Kurve y(x) bzw. y*(x) im R durch den Punkt u(0, x) = x, man nennt diese Kurve
Orbit oder Bahn oder Trajektorie der Losung durch x. Die Tangente an diese Bahn-
kurve in einem Punkt x ist xo + hf (x), also durch das Vektorfeld f gegeben. Die Ge-
samtheit der Bahnen nennt man das Phasendiagramm oder Phasenportrait von (B).

Es ist wichtig zu verstehen, dass sich die Bahnen verschiedener Losungen nicht
schneiden kénnen. Denn gébe es einen Schnittpunkt zweier verschiedener Losungen
u(t, x1) und u(t, x,), also u(t;, x1) = u(ty, x5) =:xg, so wiaren v(t) = u(t + t;, x;) =
u(t, u(ty, x1)) = u(t, xo) und w(t) = u(t + tp, x2) = u(t, u(ty, x2)) = u(t, xp), also
v(t) = w(t) aufgrund der Eindeutigkeit von Losungen.
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Abb.A. Levelmengen fiir einen Fluss

Konstante Losungen, also Nullstellen von f, nennt man Equilibria oder auch
stationdre Punkte (des Phasendiagramms). Diese spielen eine wichtige Rolle in der
Analysis des qualitativen Verhaltens eines (Halb)-Flusses. Ist eine (nichtstationdre)
Bahn y(x) = u(J(x), x) geschlossen, so ist J(x) = R und die Losung ist periodisch,
d.h.es gibtein T > O mit u(t + T, x) = u(t, x) fiir alle t € R.

Wir kommen nun zum Begriff der Invarianz.

Invarianz. Sei u ein lokaler Halbfluss auf M C RY. Eine Teilmenge D von M
heifit positivinvariant, falls u(t, x) € D fiiralle 0 < ¢ < t,(x) gilt, sofern x € D
ist. Analog definiert man negativ invariant fiir lokale Fliisse. D heifit invariant
fiir einen lokalen Fluss u, sofern D positiv und negativ invariant ist.

Man sieht leicht, dass Durchschnitte, Vereinigungen, und Abschliisse (positiv, nega-
tiv) invarianter Mengen ebenfalls diese Eigenschaft haben. Invarianz dient dazu,
(Halb)-Fliisse in solche auf Teilmengen zu zerlegen und auf die fiir das Langzeit-
verhalten wichtigen Mengen zu reduzieren. Ist M eine (positiv) invariante Menge
fiir (B) so ist die Restriktion des (lokalen) Flusses u(t, x) auf M wieder ein (lokaler)
(Halb)-Fluss. Ein erstes Kriterium betrifft Sublevelmengen einer C!-Funktion.

Satz zur Invarianz von Sublevelmengen. Sei ® € C!(R%R) und a € R ein
reguldrer Wert von @, also V®(x) # 0 fiir alle x € ®~!(a). Dann sind dquivalent:

(a) M:= @ '(—o0, a] ist positiv invariant fiir (B);

(b) (f(x)|Ve(x)) <0, fiirallex e ®'(a).

Abbildung A dient zur Illustration dieses Satzes.

Ein zweites wichtiges Kriterium fiir Invarianz, das in diesem Buch hdufig ver-
wendet wird, betrifft abgeschlossene und konvexe Mengen D.Ist x € 0D, so heif3t ein
Vektorv € R4 duflere Normale von D in x, falls B, |(x + v) N D = @ ist. Die Menge der
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duleren Normalen von D in x € 8D bezeichnen wir mit Np(x). Konvexe abgeschlos-
senene Mengen besitzen in jedem Randpunkt mindestens eine duflere Normale, es
gilt also Np(x) # @ fiir alle x € &D.

Satz zur Invarianz konvexer Mengen. Sei D C R? abgeschlossen und konvex.
Dann sind dquivalent:

(a) D ist positiv invariant fiir (B);

(b) (v|f(x)) < 0 gilt fiir alle x € 6D, v € Np(x).

Anschaulich besagen diese Invarianzkriterien, dass eine Menge D genau dann positiv
invariant ist, wenn das Vektorfeld f in jedem Punkt x € 0D nach D hinein zeigt.

Ein wichtiger Spezialfall ist der positive Standardkegel R?:= {x € R% x; >
0, k=1, ..., d}.Dazu betrachten wir zunichst den Halbraum Hy: = {x € R%: x; >
0}. Offenbar sind die dufleren Normalen in x € 0Hj durch v = —aey gegeben, wobei
a > 0 und e der k-te Einheitsvektor in R< sind. Der Satz iiber Invarianz konvexer
Mengen ergibt nun positive Invarianz von Hj falls

xk=0= fr(x) >0
erfiillt ist. Sein nun x € dR’. Dann ist
Nz (x) = {1/ e —Rl:xjv; =0 fiiralle i} .

Daraus ergibt sich unmittelbar das folgende Positivititskriterium.

Quasipositivitat. Sei R? der positive Standardkegel. Dann sind #quivalent:
(a) RY ist positiv invariant fiir (B);

(b) f ist quasipositiv,d.h.x € R‘i, xx =0 = fi(x) > 0, fur alle k.

Ist speziell f(x) = Ax mit einer d x d-Matrix 4, so ist f genau dann quasipositiv,
wenn alle nichtdiagonalen Eintrédge von A nichtnegativ sind. Solche Matrizen werden
ebenfalls quasipositiv genannt.

Ein sehr wichtiger Begriff in der Theorie der (Halb-)Fliisse ist der der Limes-
menge eines Orbits.

Limesmengen. Sei u ein lokaler Halbfluss auf M C R4, und sei x € M. Dann
heifdt

" (x) = {y € M: es gibteine Folge t, — t, — mit u(t,, x) = y}

(positive) Limesmenge von x. Analog definiert man fiir lokale Fliisse negative
Limesmengen @~ (x).
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Man beachte, dass Limesmengen durchaus leer sein kénnen; ist ndmlich u(z, x)
der von (B) erzeugte Fluss, so impliziert #,(x) < oo nach dem Fortsetzungssatz
®*(x) = #. Analoges gilt fiir ™ (x). Wichtig ist auch, dass Limesmengen allein
durch das entsprechende Orbit bestimmt sind: Ist y € y(x) = u(J(x), x) so folgt
®*(y) = w*(x). Eine Limesmenge ist genau dann einpunktig, also @™ (x) = {xx0},
wenn t,(x) = oo und lim, u(t, x) = xo gilt. Ist dies der Fall, dann ist x., ein
Equilibrium. Analoges gilt fiir negative Limesmengen.

Ein Orbit y (x) heifdt heteroklin, wenn w™(x) = {Xoo}, @™ (x) = {x_00} und xoo #
X_oo gilt. Ein heteroklines Orbit verbindet damit zwei verschiedene Equilibria. Ein
nichtkonstantes Orbit y(x) mit @*(x) = @™ (x) = {xx} nennt man homoklin. Im
eindimensionalen Fall d = 1 ist ein Orbit entweder ein stationdrer Punkt oder
heteroklin oder unbeschrinkt, insbesondere gibt es im Fall d = 1 keine echten
periodischen und keine homoklinen Orbits.

Sei wieder u(t, x) der von (B) erzeugte lokale Fluss auf R4, Es ist leicht zu sehen,
dass die Limesmenge ™ (x) abgeschlossen und positiv invariant ist. Sie ist aber auch
negativ invariant, denn gilt y = lim,_, o u(t,, x), so ist aufgrund der Stetigkeit von u
und der Gruppeneigenschaft u(t, y) = lim,_ u(t, + £, x) ebenfalls in @*(x), und
zwar fiir jedes ¢ € R. Enthélt somit w*(x) einen Punkt y, dann auch das ganze
dazugehorige Orbit nebst deren Limesmengen.

Ferner sind beschridnkte, also kompakte Limesmengen zusammenhingend.
Denn gibt es A, Ay C w*(x) abgeschlossen, A; # @ mit Ay N A, = @ und
A U A, = w*(x), so ist aufgrund der Kompaktheit von w*(x) der Abstand
dist(4;, A2) > 0. Also finden wir offene Mengen O; D A; mit O; N O, = @. Nun
existieren x; € A; N w*(x),i = 1,2, also Folgen t;, — oo mit u(ty, x) — x;.
Da O; U O, eine Umgebung von ™ (x) ist, gibt es ein hinreichend grofles #, mit
u(t,x) € 0; U O, fiir alle t > t,. Nun ist aber u(t;,) € O; fiir n > n;, also ein
Widerspruch dazu, dass die Menge u([t1,,, t2n,], X) Zusammenhéngend ist.

Ist schlieBlich u(t, x) ein nach rechts beschranktes Orbit,dann ist w*(x) nichtleer
und kompakt, da abgeschlossen und beschrinkt. Die oben diskutierten Eigenschaf-
ten von Limesmengen fassen wir in folgendem Satz zusammen.

Satz zu Limesmengen. Sei u(¢, x) der von f mittels (B) erzeugte lokale Halbfluss
auf R?. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) y(x) = y(y) firjedes y € y(x).

b) t'(x) <0 = w'(x)=0.

(c) @™ (x)ist positiv und negativ invariant.

(d) y*(x)beschrinkt = @™ (x) ist nichtleer, kompakt und zusammenhéngend.
(e) lim,_, . dist(u(t, x), @*(x)) = 0, sofern w* (x) # 0.

Entsprechendes gilt fiir negative Limesmengen.

Im zweidimensionalen Fall ist {iber Limesmengen sehr viel bekannt, insbesondere
gilt der folgende Satz.

Satz
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Satz Satz von Poincaré und Bendixson. Sei u(t, x) der von f mittels (B) erzeugte
Halbfluss auf R?, und sei y(x) ein nach rechts beschrinktes Orbit fiir (B). Gilt
@™ (x) Nf71(0) = &, dann ist @™ (x) ein periodisches Orbit.

Leider ist dieses Resultat in hoheren Dimensionen falsch.
Von Interesse sind auch Bedingungen, die die Existenz periodischer Losungen
ausschliefSen, so genannte Negativ-Kriterien. Das Bekannteste ist das Folgende.

Satz Negativ-Kriterium von Bendixson. Sei G C R? offen und einfach zusammen-
hingend, p € C'(G;R) und f € C'(G;R"). Es gelte die Bedingung

div(p(x)f(x)) > 0, xeG.

Dann besitzt (B) keine echte periodische Lésung in G.

HC
Ljapunov-Funktionen

Betrachte die autonome Differentialgleichung
x=f(x), t=0, (E)

und sei x(¢, x) der von f mittels (E) erzeugte lokale Halbfluss. Ljapunov-Funktionen
sind ein wichtiges Mittel zur Analysis von Halbfliissen. Sie sind folgendermaflen
definiert:

Definition Ljapunov-Funktionen. Sei M C R? eine positiv invariante Menge fiir den von
(E) erzeugten lokalen Halbfluss. Eine stetige Funktion ®: M — R heift

(i) Ljapunov-Funktion fiir (E), falls die Funktion ¢(¢) = ®(x(t)) auf R, fal-
lend ist, fiir jede Losung x(¢) von (E) in M;

(ii) strikte Ljapunov-Funktion fiir (E), falls die Funktion ¢(¢) = ®(x(t)) auf
R, streng fallend ist, fiir jede nichtkonstante Losung x(t) von (E) in M.

Aus dieser Definition ergibt sich sofort der folgende Satz.

Satz Satz iiber Ljapunov-Funktionen. Sei M C R? eine abgeschlossene, positiv in-
variante Menge fiir den von (E) erzeugten lokalen Halbfluss, und ® € C(M;R)
eine Ljapunov-Funktion. Dann gelten:
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(a) Die Sublevelmengen ®!(—o0, a) und ®!(—o0, a] sind positiv invariant.

(b) Gilt ®(x) — oo fiir |x| — 00, so existieren die Losungen in M global nach
rechts.

(c) AufLimesmengen ™ (xo) mitx, € M ist ® konstant.

(d) Ist @ eine strikte Ljapunov-Funktion, so gilt @*(xp) C &:= f~1(0) N M,
der Equilibriumsmenge von (E) in M, fiir jedes xo € M.

(e) Ist ® eine strikte Ljapunov-Funktion, und £ diskret, so konvergiert jede
beschriankte Losung von (E) mit Anfangswert in M fiir t — oo gegen ein
Equilibriumin €.

(f) Ist® einestrikte Ljapunov-Funktion,so besitzt (E) keine echte periodische
Losung in M.

Die praktische Bedeutung von Ljapunov-Funktionen liegt darin, dass man, ohne die
Losungen zu kennen, feststellen kann, ob ein ® eine Ljapunov-Funktion ist. Dazu sei
® e C!,und x(¢) eine Losung, sowie ¢(t) = ®(x(t)). Die Kettenregel ergibt

d
(Z_it) = ®'(x(1)x(1) = (VO (x(1), ¢ > 0.
Man definiert
d(x):= (VOW)|f(x)), xeM.

Offensichtlich ist ¢(t) genau dann fallend fiir alle # > 0 und fiir alle in M startenden
Losungen, wenn ®(x) < 0 auf M gilt. Also ist ® genau dann eine Ljapunov-Funktion
fiir x = f(x), wenn

D(x) = (VO(x)[f(x)) <0, xeM,

gilt. Es folgt weiter, dass @ genau dann léngs eines positiven Orbits mit Anfangswert
Xo € M konstantist,wenn y*(xo) C {x € M: ®(x) = 0} gilt. Ferner ist die Bedingung

d(x) = (Vo(x)[f(x)) <0, xeM\E,

hinreichend dafiir, dass ® eine strikte Ljapunov-Funktion ist. Zusammen mit dem
Satz tiber Limesmengen impliziert der Satz tiber Ljapunov-Funktionen das folgende
sehr niitzliche Resultat.

Invarianzprinzip von La Salle. Sei M C R? eine offene, positiv invariante
Menge fiir den von (E) erzeugten lokalen Halbfluss, und ® € C!(M;R) eine
Ljapunov-Funktion. Sei x(t) eine Losung von (E), sodass y*(x) C M kompakt
ist. Dann konvergiert x(t) fiir t — oo gegen die maximale invariante Teilmenge
Ao (M) von {x € M: ®(x) = 0}. Insbesondere liegen alle periodischen Orbits in
Agp(M).
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Es kommt vor, dass ®(x) = 0 fiir alle x € M gilt, also ist ® lings jeder Losung
konstant, @ ist dann eine ErhaltungsgrifSe oder ein sog. erstes Integral.

Ljapunov-Funktionen haben auch in der Stabilititstheorie wichtige Anwendun-
gen. Dazu fiihren wir zunéchst einige Stabilitdtsbegriffe ein.

Definition Stabilitit. Sei x, € R ein Equilibrium von (E). Dann heif3t x,

(a) stabil, wenn es zu jedem £ > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass x(¢, x) € B.(x.) fiir
alle t > 0 gilt, sofern der Anfangswert x, € Bs(x.) erfiillt;

(b) instabil, wenn x, nicht stabil ist;

(c) attraktiv,wenneseind, > 0gibt,sodasst*(xq) = coist,undx(t, xo) — x.
fiir t — oo gilt, sofern x € B, (x.) ist;

(d) asymptotisch stabil, wenn x, stabil und attraktiv ist.

An einigen Stellen des Textes ist der Begriff der Stabilitdt in einer Menge M von
Bedeutung. Dies ist wie folgt definiert.

Definition Stabilitit in M. Sei M c R positiv invariant fiir (E), und sei x,. € M ein
Equilibrium von (E). Dann heifit x.,

(a) stabilin M,wenneszujedeme > 0eind > 0 gibt,sodass x(¢, xo) € B.(x.)
fiir alle ¢ > 0 gilt, sofern der Anfangswert x, € Bs(x.) N M erfiillt;

(b) instabil in M, wenn x, nicht in M stabil ist;

(c) attraktiv in M, wenn es ein §, > 0 gibt, sodass *(x9) = oo ist, und
x(t, xo) = x, fiir t — oo gilt, sofern xy € Bs, (x,) N M ist;

(d) asymptotischstabil in M, wenn x., stabil und attraktiv in M ist.

Ist M C R? offen, so stimmt diese Definition mit der vorhergehenden tiberein.

Satz Stabilititssatz. Sei M C R? eine positiv invariante Menge fiir den von (E) er-
zeugten lokalen Halbfluss, ® € C!(U;R) eine Ljapunov-Funktion fiir (E), wobei
U D M offen ist,und x, € M ein Equilibrium. Dann gelten:

(a) Ist x, ein striktes lokales Minimum von ®, dann ist x, stabil.

(b) Ist x, ein isoliertes Equilibrium und ein striktes lokales Minimum von @,
und @ strikte Ljapunov-Funktion, dann ist x, asymptotisch stabil.



D Linearisierung

D
Linearisierung

Sei f € C'(R%RY), x, € R eine Nullstelle von f, also ein Equilibrium von x = f(x).

Es sei A:= f’(x.) die Linearisierung von f in x,. Die Transformation u = x — x.
iberfithrt das Anfangswertproblem

x=f(x), x(0)=x,, >0, (F)

in

u=Au+g(u), u(0)=uy, >0, (G)
wobei uy = xo—x, und g(u) = f(u+x,)—f(x.)—f(x.)u sind. Man beachte, dass auch
g € C1(R4R?) ist,und g(0) = 0 sowie g’(0) = 0 gilt. Es ist natiirlich, das Verhalten
des nichtlinearen Problems (G) mit dem des linearen Problems

z=Az, z(0)=zy, >0, (H)

in der Ndhe von 0 zu vergleichen, insbesondere hinsichtlich Stabilitét.

Das Stabilitdtsverhalten von (H) ldsst sich sehr leicht an den Eigenwerten der
Matrix A ablesen: Gibt es einen Eigenwert von A mit positivem Realteil, dann hat
man Instabilitit, sind alle Eigenwerte in der offenen linken Halbebene Re A < 0, so
ist (H) asymptotisch stabil.

Diese Resultate {ibertragen sich auf das nichtlineare Problem (G), also auch auf

(F).
Prinzip der linearisierten Stabilitit. Sei f € C!(R%RY), f(x,) = 0,und A =
f'(x,). Dann gelten fiir (F):
(i) Ist Re A < O fiir alle Eigenwerte A von A4, so ist x, asymptotisch stabil.

(ii) IstRe Ay > O fiir einen Eigenwert A von A4, so ist x, instabil.

Man beachte, dass im Falle der sog. marginalen Stabilitit der linearisierten Glei-
chung, d.h. die Eigenwerte von A haben allesamt nichtpositive Realteile, aber minde-
stens ein Eigenwert hat Realteil Null, keine Stabilitdtsaussage fiir x. als Losung der
nichtlinearen Gleichung (F) getroffen werden kann.

In diesem Buch ist der Fall d = 2 besonders interessant, daher gehen wir hierauf

genauer ein. In diesem Fall ist das charakteristische Polynom fiir A durch

p(A) = A* = (spA)A +det A

gegeben, die Eigenwerte von A sind daher

1
Ay = E{SPA + /(spA)? — 4det A}.

Satz
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Abb.B. Sattelpunkt, Knoten und Spirale

Generisch, d.h. Grenzfille ausschlieflend, haben wir 5 Fille:

(i) Ax <0,als0 0 < detA < (spA)*/4undspA < 0: stabiler Knoten;
(ii) A+ > 0,also 0 < detA < (spA)*/4undspA > 0: instabiler Knoten;
(iii) A- <0 < A;,alsodet A < 0: Sattelpunkt;
(iv) Re Ay < 0,ImAy # 0,d.h.det A > (spA)?/4,spA < 0: stabile Spirale;
(v) ReAy > 0,ImAy #0,d.h.det A > (sp A)?/4, spA > 0: instabile Spirale.

Die Fille (iii),(i),(iv) sind in Abb. B dargestellt. Im Fall d = 2 erhalten wir daher:
(a) detA > 0,spA <0 = Stabilitat;
(b) detA > OundspA > 0, oderdetA <0 = Instabilitat.

In hoheren Dimensionen sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
p(A) = det(A — A) i.A. nicht leicht zugédnglich, daher sind Kriterien niitzlich, die
Re A; < 0 fiir alle Nullstellen A; von p(A) sicherstellen. Das bekannteste ist das Krite-
rium von Routh-Hurwitz. Um es formulieren zu konnen, schreibt man

pA) = @A + @l AT + @A 4 alAd g

Die Zeilen a? und a! werden weiter nach rechts durch Nullen aufgefiillt. Induktiv
werden nun die Eintrage der Routh-Matrix definiert mittels

. , . al
+1 _ i1 1 _ "1 .
4" =aj —Tid, 1=, ,j>1,
a
sofern aj # 0 ist, andernfalls wird a;*' = 0 gesetzt. Nun gilt:

Routh-Hurwitz-Kriterium. Es sei die Routh-Hurwitz-Matrix [a]’f],-j wie angege-
ben definiert. Dann sind d4quivalent:

(a) Alle Nullstellen von p(A) haben negative Realteile.
(b) Esgiltal > Ofiirallei=1,...,d.

Man beachte dabei a° = 1!
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Speziell ergeben sich fiir d = 3, also fiir p(A) = A* + aA? + bA + ¢ die Stabilititsbedin-
gungena > 0,c > 0,ab > c,undim Falled = 4,also fiir p(A) = A*+aA® +bA> +cA+d
die Relationen a > 0,d > 0, ab > ¢, abc > ¢ + a*d.

Das zweite Resultat iiber Linearisierung, das in diesem Buch verwendet wird, ist in
der Literatur als Sattelpunkteigenschaft von Equilibria bekannt.

Satz iiber die Sattelpunkteigenschaft. Sei f € C!(R%RY) und x, € RY ein
Sattelpunkt von f, also f(x,) = 0, und kein Eigenwert von A = f’(x,) habe
Realteil 0. Ferner seien X bzw. X,, die von den (verallgemeinerten) Eigenvektoren
zu Eigenwerten von A mit negativem bzw. positivem Realteil aufgespannten
Teilrdume.

Dann gibt es lokal um x, zwei C'-Mannigfaltigkeiten M, und M, mit den
folgenden Eigenschaften:

(1) x. € M;N My; Mg und M, sind invariant fiir (F).

(ii) Die Tangentialrdume an M, bzw. M,, in x, sind X; bzw. X,;; insbesondere
schneiden sich M und M, transversal in x,.

(iii) Es gibt Zahlen p, 6 > 0 mit

y & M;N Bs(x,) = |x(t, y) — x«| > p fiir mindestens ein ¢ > 0;
yEM,N Bs(x,) = |x(t, y) — x«| > p fiir mindestens ein ¢ < 0.

Diese Mannigfaltigkeiten sind daher eindeutig bestimmt.

Die zunichst lokal definierten Mannigfaltigkeiten M bzw. M, kann man nun durch
Anwendung des von (F) erzeugten Riickwartsflusses bzw. Vorwirtsflusses zu globalen
C'-Mannigfaltigkeiten M} bzw. M? fortsetzen. Dann gibt es zwei Moglichkeiten:
M:N M = {x,} oder (M N M)\ {x.} # 0.Im zweiten Fall haben wir ein xo € R,
sodass die zugehorige Losung x(t) von (F) fiir t — +oo gegen x. konvergiert, also
ein homoklines Orbit fiir x.. Die Mannigfaltigkeiten M; und M, heiflen im Fall
d = 2 Separatrizen.

HE
Quasimonotone Systeme

Sindx, y € R4, so definieren wir x < y (bzw. x < y) durch x; < y; (bzw.x; < y;) fiir
allei =1, ..., d. Wir betrachten wieder die Differentialgleichung x = f(x) mit f €
C'~(R%;R?). Es seien zwei Anfangswerte xo, ¥y € R gegeben, und x(t), y(t) seien
die zugehorigen Losungen. Da sich Losungen nicht schneiden konnen, impliziert im
Fall d = 1 die Ungleichung xy < yo schon x(t) < y(¢) fiir alle t € J*(xo) N J* (o).
Fiir welche f gilt dies im Fall d > 12 Etwas allgemeiner, es seien J = [0, a] und
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x, y € C'(J; R?) zwei Funktionen mit

x() - fx(®)) < y@O)—-f@®), te],
x(0) =tx9g < yor=y(0).

Wann impliziert dies x(¢) < y(t) fiir alle t € J? Wir formulieren das Problem wie
folgt um. Setze u(t) = y(t) — x(t),g(t, u) = f(x(t) + u) — f(x(¥)), h(t) = y(t) — x(t) -
fy(1)) + f(x(¢)) und uy = yo — xo. Dann 16st u(t) das Problem

u(t) = g(t, u(®)) + h(t), te], u(0)=uy >0.
Da h(t) > 0 nach Voraussetzung gilt, folgt u(¢) > 0 fiir alle t € J, sofern g(t, u) fiir

jedes t € J quasipositiv ist. Dies fiihrt auf die folgende Definition.

Quasimonotonie. f € C (R4 RY) heiflt quasimonoton, falls die Implikation

x<y xi=yi = [filx) <fily)
fiirjedes i =1, ..., nerfillt ist.
Quasimonoton bedeutet daher, dass jede der skalaren Funktionen f; monoton wach-
send in allen Variablen x; mit k # iist.Fiir d = 1 istjede Funktion quasimonoton. Ist

f e C',dann ist f genau dann quasimonoton, wenn die Matrizen A: = f'(x) sémtlich
quasipositiv sind.

Wir haben somit den folgenden Vergleichssatz.
Vergleichssatz. Seif e C'~(R% R%) quasimonoton,] = [0, a] ein Intervall, und
seien x, y € C'(J;RY) zwei Funktionen mit

x(t) — f(x(1))
x(0) =:x

y®) = f(0), te],
Yo:= (0).

<
=

Dann gilt x(t) < y(¢) firalle ¢ € J.

Ist f quasimonoton, so ist der von x = f(x) erzeugte Halbfluss ordnungserhaltend,
also x¢ < yo impliziert x(¢, xo) < x(t, yo) fiir alle £ € J*(xo) N J* (yo).

Ein Vektor x € R heif$t Subequilibriumfiir x = f(x), falls f(x) > 0,und entspre-
chend heif3t ein X € R¥ mit f (x) < 0 Superequilibrium. Ist nun f quasimonoton und
gilt xo < X, so folgt aus dem Vergleichsatz x(¢, xo) < x fiir alle ¢ € J*(x,). Entspre-
chend impliziert x < xo die Ungleichung x < x(¢, xo) fiir alle t € J*(x,). Damit ist
das Ordnungsintervall

D:=[x,x]:= {x e R%:x < x < x}
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positiv invariant fiir den von x = f(x) erzeugten Halbfluss. Speziell betrachten wir
die Losung x(t, x). Fiir jedes h > 0gilt dann x(h, x) < x,also x(t +h, x) < x(t, x) fir
alle ¢, h > 0. Damit ist eine in einem Superequilibrium startende Lésung monoton
fallend. Analog ist eine in einem Subequilibriumstartende Losung wachsend. Ist nun
x < X,so folgt

x < x(t,x) < x(t, %) < x(t,x) <x, t>0, xo€D.

Damit sind diese beiden speziellen Losungen monoton und beschrinkt, also konver-
gieren sie gegen Equilibriax, < X,.Das Ordnungsintervall D,: = [x,, x.] ist wieder
positiv invariant und alle in D startenden Losungen konvergieren gegen D,. Beson-
ders schon ist der Fall x,:= x, = x.. Dann konvergiert jede in D startende Lésung
gegen X,, das einzige Equilibrium in D. Damit ist x, global asymptotisch stabil in D.
Wir fassen diese Uberlegungen zusammen.

Sei f € C'~(R%R?) quasimonoton, und seien x < X Sub- bzw. Superequilibria
von X = f(x). Dann ist D:= [x, X] positiv invariant, und es gibt Equilibria
x,, X, € D mitx, < X., sodass das Intervall D.:= [x,, X.] ebenfalls positiv
invariant und aulerdem global attraktiv in D ist. Gibt es genau ein Equilibrium
x, € D, so ist x, global asymptotisch stabil in D.

HF
Positive und quasipositive Matrizen

An einigen Stellen dieses Buches verwenden wir Resultate iiber positive und quasi-
positive Matrizen, die in der Regel nicht in der Linearen Algebra behandelt werden.
Diese Resultate stellen wir in diesem Abschnitt bereit. Als Referenz sei hier Schéfer
[38] genannt.

Eine nichttrivale Matrix A = [a;;] € R?*? heifit positiv,kurz A > 0, wenn alle
Eintrdge a; > 0 sind. A heif}t quasipositiv wenn a; > 0 fiir alle i # j gilt. Ist A
quasipositiv, so ist A + @I fiir hinreichend grofles w positiv.

Das Spektrum einer Matrix A bezeichnen wir wie immer mit o (4),
r(A):= max{|A|: A € 0(A4)}
heiflt Spektralradius von A und
s(A):= max{ReA: A € g(A)}

Spektralschranke von A. Man beachte die Relationen s(A) < r(A) und s(4A + @I) =
s(A) + w.

Folgerung
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Ein Vektor x € R‘f_, x # 0, heifdt positiv, und ein x € int Rf strikt positiv.

Definition Irreduzibilitit. Eine Matrix A € R%*4 heiflt reduzibel, falls es eine Permutati-
onsmatrix P gibt mit
_ A 0
137 — 1
P AP = [ B A, i| .

Andernfalls nennt man A irreduzibel.

Man iiberlegt sich leicht, dass A genau dann irreduzibel ist, wenn es zu jeder echten
Teilmenge I von {1, ..., n} Indizes i € I und k & I gibt mit ai # 0. Damit ist klar,
dass A genau dann irreduzibel ist, wenn die transponierte Matrix AT diese Eigen-
schaft hat. Eine reduzible Matrix ldsst sich auf Block-Dreiecksform bringen, wobei
die Blocke auf der Hauptdiagonalen irreduzibel sind.

Nun gilt das folgende Resultat {iber positive Matrizen.

Satz Satz von Perron und Frobenius. Sei A € R?*“ positiv. Dann gelten die folgenden
Aussagen:

(a) r(A)ist Eigenwert von A mit einem positiven Eigenvektor.
(b) GiltB>0und A — B > 0,soistr(A) > r(B).

(c) Ist A irreduzibel, so ist 7(A) algebraisch einfacher Eigenwert mit einem
strikt positiven Eigenvektor.

(d) IstAirreduzibel,so ist das Randspektrum {1 € o(A): |A| = r(A)} zyklisch,
also von der Form

{r(A) exp(2mik/m): k=1,...,m}, miteinemm € {1,...,d}.

(e) Ista; > 0 fiir alle 7, j, so gilt [A| < r(A) fiir alle A € 0(A), A # r(A).

Der Satz von Perron und Frobenius ergibt eine wichtige Folgerung fiir quasipositive
Matrizen.
Folgerung Sei A € R%*4 quasipositiv. Dann gelten:
(a) s(A)ist Eigenwert von A mit einem positiven Eigenvektor.

(b) Ist Airreduzibel, so ist s(A) algebraisch einfach mit einem strikt positiven
Eigenvektor.

(c) Ist Airreduzibel, so gilt Re A < s(A) fiir alle Eigenwerte A # s(A) von A.
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Ist A quasipositiv, so ergibt der Vergleichssatz e > 0 fiir alle ¢t > 0. Daher sind RY
und auch int Rf positiv invariant fiir x = Ax. Ist auflerdem A irreduzibel, dann ist
sogar [eAt]ij > 0 firallet > Ound i,j € {1,...,d}, denn keine der Randflachen
von aRf ist positiv invariant. Daher wird dann jede nichttriviale Lsung x(¢, x,) von
x = Ax mit Anfangswert xy, > 0 instantan strikt positiv.
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Wir geben hier typische Mathematica Notebooks wieder, mit denen Abbildungen im
Text erstellt wurden. Das erste produziert Abbildung 22.

Remove ["Global~ x"];
Solve[2 (2-x) (1-x) =5x/6,x] //N
5/6%x%//N

p2 =Plot[{2 (2-x) (1-x), 5*xx/6}, {x, 0, 4},
AxesLabel - {Konzentration , Reaktion}, PlotRange - {-1, 4},
PlotStyle - {Thickness [0.015], RGBColor [1, 0, 0]},

Epilog - {PointSize [0.05], Hue[0.6], Point[{0.75, 0}], Point[{2.667, 0}], Line[
{{0.75, 0}, {0.75, 0.75+5/6}}], Line[{{2.667, 0}, {2.667, 5%2.667 /6}}1,
Polygon [{{0.4, 0.3}, {0.4, -0.3}, {0.55, 0}}],
Polygon [{{1.5, 0.3}, {1.5, -0.3}, {1.35, 0}}],
Polygon [{{3.5, 0.3}, {3.5, -0.3}, {3.65, 0}}],
Thickness [0.015], Line[{{0, 0}, {4, 0}}1}]

Das zweite Mathematica Notebook gibt das erste Phasendiagramm in Abbildung 24
wieder.

Remove ["Global™ %"]
Needs ["DiffEgs "DEGraphics™ "];
a=1l;c=0.2;d=1;

PhasePlot [{a-x*y "2, axc-dxy+x*xy 2}, {t, -10, 60},
{x, 0, 2}, {y, 0, 2}, InitialPoints -» {{1.55, (1+c)*xa/d}},
MaxCurves - {3, 3}, ScaleArrows - .5, ArrowColor - GrayLevel [.6],
PlotStyle -» Hue[0], ShowNullclines - True, ShowEquilibriumPoints - True]

- Graphics =

Hierzu wird das shareware Package DiffEqsPackages bendtigt, das man sich von der
Wolfram Research Homepage herunterladen kann.
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